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146 III. Konfigurationen.

Auf der allgemeinen Fliche dritter Ordnung verlaufen also in der Tat
hochstens endlich viele Geraden?®.

Analog 148t sich abzdhlen, daB auf einer Flidche von héherer als
dritter Ordnung im allgemeinen keine Gerade verlduft.

§ 25. Die ScuLiFLische Doppelsechs.

Wir wollen zunéchst einige einfache Betrachtungen {iber die még-
lichen Lagen von Geraden im Raum anstellen. Drei windschiefe Geraden
@, b, ¢ bestimmen ein Hyperboloid H. Eine beliebige vierte Gerade d
wird H im allgemeinen in zwei Punkten schneiden. 4 kann aber auch
H beriihren oder ganz auf H liegen. Im allgemeinen Fall geht durch
jeden der DurchstoBpunkte eine auf H verlaufende Gerade, die nicht
zur selben Schar gehért wie a, b, ¢, die also diese Geraden sehneidet.
Umgekehrt muBl jede Gerade, die a, b, ¢ und 4 schneidet, auf H ver-
laufen. und durch einen DurchstoBpunkt von H mit 4 gehen. Im all-
gemeinen gibt es also zu vier Geraden zwei und nur zwei Geraden, die
jene vier Geraden schneiden. Tritt in unserem Beispiel der Fall ein,
daB d Tangente von H ist, so gibt es nur eine (doppeltzéhlende) mit «, b,
¢, d incidente Gerade. Gibt es umgekehrt mehr als zwei Geraden, die
a, b, c, d schneiden, so muB3 4 ganz in H liegen. In diesem Fall gibt es
also unendlich viele a, b, ¢, d schneidende Geraden. Man sagt dann,
daB die vier Geraden hyperboloidische Lage haben.

Um nun die ScHLAFLIsche Doppelsechs zu konstruieren, gehen wir
von irgendeiner Geraden 1 aus und ziehen durch 1 drei paarweise wind-
schiefe Geraden, die wir aus spiter ersichtlichen Griinden 2', 3, 4’
nennen (Abb. 179). Nun legen wir durch 1 eine weitere Gerade 5’, die

. moglichst allgemeine Lage zu 2’3’ 4’ haben soll. Dann ist 5’ windschief zu
2’3'4’, und auBer 1 gibt es noch genau eine zweite Gerade, die 2'3'4'5’
7 2 3 ¢ 5 6 schneidet.DieseGerade ;, 2 35 ¢+ 5 &
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Quadrupel 2’3’46,
2/31 5,6', 2r4/5/6/ und Abb. 180.
3’4’5’6’ moglichst allgemeine Lage haben. Dann gibt es auBer 1 noch
genau eine weitere Gerade 5, die 2'3'4'6’ trifft. Analog bestimmen
wir die Geraden 4, 3, 2 (z. B. ist 4 mit 2’3’5’6’ incident und von 1 ver-

Abb. 179.

1Z.B. geht durch keinen endlichen Punkt der Fliche ¥yz =1 eine auf der
Flache verlaufende Gerade.



§ 25. Die ScuLAFLIsche Doppelsechs. 147

schieden). Wir erhalten so das in Abb. 179 gezeichnete Incidenzschema.
Man kann leicht einsehen, dafl wegen unserer Wahl der Geraden 2’34’56’
keine weiteren Incidenzen auftreten kénnen. Wir betrachten nun die
Geraden 2, 3, 4, 5. Ich behaupte, daB diese vier Geraden nicht hyper-
boloidisch liegen kénnen. Andernfalls wiirde jede mit dreien von ihnen
incidente Gerade auch die vierte treffen, und das miite nach unserem
Schema insbesondere fiir die vier Geraden 2’3’4’5’ gelten. Dann wiirden
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Abb. 181.

also auch die letztgenannten vier Geraden hyperboloidisch liegen, was
unserer Konstruktion widerspricht. Es gibt demnach hochstens zwei
mit 2, 3, 4, 5 incidente Geraden. Nun sind 2, 3, 4, 5 nach unserer Kon-
struktion simtlich mit 6’ incident. Ich bezeichne die zweite mit 2, 3, 4, §
incidente Gerade mit 1’ und behaupte, daBl 1’ nicht mit 6’ zusammenfillt
und iiberdies auch 6 schneidet. Nach dieser sogleich zu beweisenden
Behauptung vervollstindigt sich Abb.179 zu dem in Abb. 180 dar-
gestellten Schema. Dieses Schema stellt die Doppelsechs dar. Man
erkennt unmittelbar, daB es sich um eine regulire Konfiguration han-

delt, ihr Punkt-Geraden-Schema ist (30,, 12;). Man kann die Doppel-
: : 10*



148 ITI. Konfigurationen.

sechs in besonders iibersichtlicher und symmetrischer Lage konstuieren,
indem man auf jede der sechs Seitenflichen eines Wiirfels je eine Gerade
jedes Sextupels in geeigneter Weise legt. Aus Abb. 181 dirfte die
Anordnung ohne weiteres verstdndlich sein (vgl. auch Abb. 102, S. 83).

Wir haben nun die soeben ausgesprochene Behauptung zu be-
weisen, daf3 es eine von 6’ verschiedene, mit 2, 3, 4, 5 incidente Gerade 1’
gibt, und daB diese Gerade von selbst auch noch 6 trifft. Nehmen wir
zundchst den ersten Teil der Behauptung als bewiesen an. Wir wollen
dann zeigen, daB 1’ mit 6 incident ist. Zu diesem Zweck zeichnen wir auf
der Geraden 1 vier Punkte und auf den Geraden 2’ bis 6’ je drei Punkte,
also im ganzen neunzehn Punkte aus, wobei wir aber die Schnittpunkte
der genannten Geraden vermeiden wollen. Nach den Ausfithrungen des
vorigen Abschnitts 148t sich durch diese neunzehn Punkte eine Flache
dritter Ordnung F, legen. Nun hat F; mit der Geraden 1 vier Punkte
gemein, muB also diese Gerade ganz enthalten. Mit jeder der Geraden 2’
bis 6’ hat F, ebenfalls vier Punkte, ndmlich die ausgewihlten drei
Punkte und den (davon verschiedenen) Schnittpunkt mit 1 gemein,
somit enthdlt Fy auch 2’ bis 6'. Daraus wiederum folgt, daBl F; auch
2 bis 6 enthilt, denn jede dieser Geraden trifft vier in der Fliche ver-
laufende Geraden. Aus demselben Grunde muB F; endlich auch 1’
enthalten. Nehmen wir nun an, 1’ wire mit 6 nicht incident, dann be-
trachten wir die Gerade g, die ebenso wie 5’ mit den vier Geraden 2, 3, 4, 6
incidiert. Wir schlieBen wieder, wie bei Konstruktion von 1’, den Fall,
daB g mit 5’ zusammenfdllt, zundchst aus. g kann mit 1’ nicht zu-
sammenfallen, weil wir angenommen haben, daf 1’ mit 6 nicht incidiert.
g ist eine in F verlaufende Gerade, weil g vier in F verlaufende Geraden,
nidmlich 2, 3, 4, 6 trifft. Wir betrachten nun das Geradenquadrupel g,
1’, 5’, 6'. Alle diese Geraden treffen gemidB unserer Konstruktion die
drei Geraden 2, 3, 4. Das Quadrupel ist also hyperboloidisch. Ich
behaupte, das zugehorige Hyperboloid ist ganz in F; enthalten; dies folgt
einfach daraus, daB jede mit g, 1’, 5, 6’ incidente Gerade ganz auf
Fg verlauft. Die Gesamtheit solcher Geraden iiberstreicht aber das
fragliche Hyperboloid.

Man kann nun leicht algebraisch beweisen, daB eine Fliche dritter
Ordnung, die eine Fliche zweiter Ordnung vollstindig enthilt, not-
wendig aus dieser und einer Ebene bestehen muB. Sind nidmlich G =0
bzw. H = 0 die Gleichungen der Fliche dritter bzw. zweiter Ordnung,
so muB das Polynom dritten Grades G durch das Polynom zweiten .
Grades H teilbar sein, und das ist nur moglich, wenn G das Produkt von
H mit einem linearen Ausdruck ist. DaB nun die von uns durch neun-
zehn Punkte bestimmte Fliche F, einen solchen Ausartungsfall dar-
stellen sollte, fiihrt leicht auf einen Widerspruch. Da némlich unter
den Geraden 2’, 3’, 4', 5', 6 keine vier hyperboloidischen vorkommen,
so kénnten hochstens drei von ihnen auf dem zu F, gehorigen Hyper-
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boloid liegen, und mindestens zwei von ihnen miiBten dem anderen
Bestandteil von F,, einer Ebene, angehéren und somit incident sein,
was unserer Konstruktion widerspricht.

Der Beweisgang bleibt im wesentlichen ungeindert, wenn wir die
bisher ausgeschlossene Moglichkeit in Betracht ziehen, daBl 1’(2345)
mit 6', oder g(2346) mit 5’ zusammenfillt. Auch in diesem Fall kann
man schlieBen, daf das von 2, 3, 4 bestimmte Hyperboloid in F, liegen
miifte. Der Grenziibergang, der diesen Fall aus dem allgemeinen ab-
leitet, kann aber nur auf algebraischem Wege gerechtfertigt werden.

Wir haben beim Beweis der letzten Incidenz (1°6) der Doppelsechs
die auch an sich interessante Tatsache benutzt, daB durch diese Kon-
figuration stets eine Flache dritter Ordnung F; hindurchgeht. Man
kann nun die Konfiguration leicht durch mehrere weitere Geraden
erginzen, die ebenfalls simtlich auf F, verlaufen. Wir betrachten z. B.
die Ebene, die von den incidenten Geraden 1, 2’ aufgespannt wird, und
ebenso die Ebene von 1’ und 2, und nennen (12) die Schnittgerade
dieser Ebenen. Dann ist diese Gerade mit den vier Geraden 1, 1/, 2, 2’
incident, die sdmtlich in F, liegen. Demnach liegt auch (12) in F;. Es
gibt im ganzen fiinfzehn Geraden, die zur Doppelsechs in analoger
Beziehung stehen wie (12), und die deswegen auch alle auf F; verlaufen.
Man kann nidmlich aus den Ziffern 1 bis 6 genau fiinfzehn verschiedene
Paare bilden. Somit haben wir im ganzen 2 -6 + 15 = 27 Geraden
aufgefunden, die alle auf F, verlaufen.

Zwischen den Geraden dieser erweiterten Konfiguration bestehen
nun noch weitere Incidenzbeziehungen. Es 1aBt sich namlich zeigen,
daB von den mit zwei Ziffern bezeichneten Geraden alle und nur die
miteinander incident sind, deren Symbole in keiner Ziffer iiberein-
stimmen. Der Beweis 148t sich auf denselben Gedankengang stiitzen,
aus dem wir die Incidenz von 1’ mit 6 hergeleitet haben; er sei hier
nur angedeutet. Aus Symmetriegriinden geniigt es, zu zeigen, daB (12)
mit (34) incidiert. Zum Beweis betrachte ich die drei Geraden
1,2, (34). Dieses Tripel wird von 3’ und 4’ getroffen. Wire nun (12)
nicht mit (34) incident, so gibe es eine Gerade a, die das Quadrupel
1, 2, 1’, (34) trife, und eine notwendig von @ verschiedene Gerade b,
die 1, 2, 2/,(34) trife. Fiele namlich 4 mit b zusammen, so trife
diese Gerade das Quadrupel ¢, 2, 1/,2’, wire also mit (12) identisch,
und diese selbe Gerade trife iiberdies (34), was wir vorldufig nicht
annehmen. Ebenso sind a, & veirschieden von 3’ oder 4', denn fiele
z. B. a mit 3’ zusammen, so wire 3’ incident mit 1’ entgegen unserer
Konstruktion. 4 und b miiBten nun ebenso wie 3’ und 4’ auf F, verlaufen,
und diese vier Geraden wiirden, weil simtlich mit dem Tripel 1, 2, (3 4)
incident, hyperboloidisch liegen. DaBl aber F; ein hyperboloidisches
Geradenquadrupel enthilt, haben wir schon als unméglich erkannt. Dem-
nach ist (12) in der Tat incident mit (34) und aus entsprechenden Griin-
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den mit (35), (36), (45), (46), (56). Da (12) auchmit1, 2, 1/, 2’ incidiert,
so ist (12) und ebenso jede andere mit zwei Ziffern bezeichnete Gerade
der erweiterten Konfiguration mit zehn Konfigurationsgeraden incident.
Das gleiche gilt auch von den Geraden der Doppelsechs selbst, z. B. in-
cidiert 1 mit den fiinf Geraden 2’ bis 6’ und mit den fiinf Geraden (12),
(13), (14), (15), (16). Die Konfiguration der siebenundzwanzig Geraden
von Fy hat demnach das Schema (135,, 27,5). DaB genau hundertfiinf-
unddreiBig Punkte zur Konfiguration gehéren, folgt aus der Relation
135 -2 = 27-10. Man kann iibrigens auch zeigen, daB die Konfi-
guration reguldr ist, daB man daher aus ihr auf viele verschiedene Arten
Doppelsechsen herausgreifen kann. Nimmt man noch die Ebenen hinzu,
die zwei incidente Konfigurationsgeraden enthalten, so enthilt eine
solche Ebene stets eine dritte Konfigurationsgerade, wie man an dem
Incidenzschema verifizieren kann. Zum selben Resultat fithrt auch
eine einfache algebraische Uberlegung. Jede Ebene trifft nimlich F,
notwendig in einer Kurve dritter Ordnung. Diese Kurve muB, falls die
Ebene durch zwei Konfigurationsgeraden geht, natiirlich diese Geraden
enthalten, und daraus 148t sich algebraisch schlieBen, daB die Kurve
aus diesen beiden und einer dritten Geraden bestehen muB. Man kann
leicht abzihlen, da8 durch jede der siebenundzwanzig Geraden fiinf
solche Ebenen gehen und dafBl es im ganzen fiinfundvierzig solche Ebenen
gibt. Die Konfiguration ist also nicht selbstdual, wihrend die Doppel-
sechs selbstdual ist, da sie auf der dualinvarianten Beziehung der Ge-
radenincidenz aufgebaut ist. Man kann die Doppelsechs leicht zu einer
Konfiguration erweitern, die zur soeben konstruierten dual ist. Man hat
dann statt der Geraden (12) und den iibrigen Geraden (/%) andere
Geraden [¢%] hinzuzunehmen, von denen z. B. [12] durch die Schnitt-
punkte von 1 mit 2’ und von 1’ mit 2 geht. Das Schema der so ent-
stehenden Konfiguration ist (355, 27;).

Wir wenden uns wieder zur urspriinglichen Konfiguration der sieben-
undzwanzig Geraden und wollen jetzt durch abzdhlende Methoden zeigen,
daB auf jeder beliebigen Fliche dritter Ordnung F; eine solche Konfi-
guration K liegt. Dabei miissen, wie immer bei abzidhlenden Betrach-
tungen, auch Fille in Betracht gezogen werden, in denen K teilweise
imaginédr wird oder ausartet. Zum Beweise unserer Behauptung zihlen
wir zundchst ab, wie groB die Mannigfaltigkeit der Doppelsechsen ist.
Gemif unserer Konstruktion haben wir fiir die Gerade 1 volle Freiheit,
also vier Parameter, die Schnittpunkte von 1 mit 2’ bis 6’ hingen von
fiinf weiteren Parametern ab, und jede der Geraden 2’ bis 6’ kann,
wenn der Schnittpunkt mit 1 festgehalten wird, noch co? Lagen annehmen
(zehn Parameter). Durch die Geraden 1, 2', 3, 4, 5’, 6’ ist die Doppel-
sechs festgelegt. Wir finden also, daB es oo!® Doppelsechsen gibt
(19 =4+ 5 + 10). Ebenso groB ist die Mannigfaltigkeit der Kon-
figurationen K, denn jede ist durch eine zugehdrige Doppelsechs fest-
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gelegt, und es gibt natiirlich nur endlich viele Doppelsechsen in einer
und derselben Konfiguration K. Nun haben wir ein Verfahren angegeben,
um durch jede Konfiguration K eine F; zu legen. Die Mannigfaltigkeit
der so konstruierten Fliachen F; betrigt demnach entweder oc!?, oder
falls die Mannigfaltigkeit geringer sein sollte, miiBten mindestens ool -
Konfigurationen K auf einer und derselben Flache Fj liegen, d.h. Fy
miiflite eine Regelfliche dritter Ordnung sein. Nun kann man jedoch
zeigen, daf} es weniger als col® Regelfldchen dritter Ordnung gibt; dem-
nach miiten mindestens co? Doppelsechsen auf den von uns konstru-
ierten I liegen. Da aber diese, wie schon ausgefiihrt wurde, kein Hyper-
boloid enthalten, und da auf Regelflichen héherer als zweiter Ordnung
nur eine Regelschar verlduft, so konnen unmdglich oco? Doppelsechsen
auf einer solchen Fj Platz finden. Im allgemeinen kénnen also die von
uns konstruierten Flichen keine Regelflichen sein, und daraus folgt,
daBl wir nicht weniger als oo'® Flichen durch unsere Konstruktion
erfaBBt haben. Andererseits gibt es, wie im vorigen Abschnitt erwihnt,
tiberhaupt nicht mehr als co® Fldchen dritter Ordnung. Hieraus 14Bt
sich mit Riicksicht auf die algebraische Natur der von uns betrach-
teten Gebilde streng schlieBen, daB auf jeder Fliche dritter Ordnung
tatsichlich eine Konfiguration K verlduft.

Viertes Kapitel.
Differentialgeometrie.

" Bisher haben wir geometrische Gebilde in jhrer Gesamtstruktur be-
trachtet. Die Differentialgeometrie stellt ein prinzipiell anderes Ver-
fahren der Forschung dar. Wir wollen ndmlich jetzt Kurven und Flachen
zunichst nur in der unmittelbaren Umgebung irgendeines ihrer Funkte
beschreiben. Zu diesem Zweck vergleichen ‘wir diese Umgebung mit
einem moglichst einfachen ‘Gebilde, etwa einer Geraden, einer Ebene,
einem Kreis oder einer Kugel, die sich der Kurve in der betrachteten
Umgebung moglichst eng anschmiegt; so.entsteht z. B. der bekannte
Begriff der Tangente einer Kurve in einem Punkt.

Diese Betrachtungsweise, lokale Differentialgeometrie oder Differen-
tialgeometrie im kleinen genannt, wird durch ein anderes wichtiges
Prinzip, die Differentialgeometrie im groBen, vervollstindigt. Wenn
wir nidmlich von einem stetigen geometrischen Gebilde wissen, daB
es in der Umgebung jedes seiner Punkte irgendeine bestimmte differen-
tialgeometrische Eigenschaft hat, so kénnen wir in der Regel auch iiber
den Gesamtverlauf des Gebildes wesentliche Aussagen machen. Wenn
man z.B. von einer ebenen Kurve weiB, daB sie in der Umgebung



