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gelegt, und es gibt natiirlich nur endlich viele Doppelsechsen in einer
und derselben Konfiguration K. Nun haben wir ein Verfahren angegeben,
um durch jede Konfiguration K eine F; zu legen. Die Mannigfaltigkeit
der so konstruierten Fliachen F; betrigt demnach entweder oc!?, oder
falls die Mannigfaltigkeit geringer sein sollte, miiBten mindestens ool -
Konfigurationen K auf einer und derselben Flache Fj liegen, d.h. Fy
miiflite eine Regelfliche dritter Ordnung sein. Nun kann man jedoch
zeigen, daf} es weniger als col® Regelfldchen dritter Ordnung gibt; dem-
nach miiten mindestens co? Doppelsechsen auf den von uns konstru-
ierten I liegen. Da aber diese, wie schon ausgefiihrt wurde, kein Hyper-
boloid enthalten, und da auf Regelflichen héherer als zweiter Ordnung
nur eine Regelschar verlduft, so konnen unmdglich oco? Doppelsechsen
auf einer solchen Fj Platz finden. Im allgemeinen kénnen also die von
uns konstruierten Flichen keine Regelflichen sein, und daraus folgt,
daBl wir nicht weniger als oo'® Flichen durch unsere Konstruktion
erfaBBt haben. Andererseits gibt es, wie im vorigen Abschnitt erwihnt,
tiberhaupt nicht mehr als co® Fldchen dritter Ordnung. Hieraus 14Bt
sich mit Riicksicht auf die algebraische Natur der von uns betrach-
teten Gebilde streng schlieBen, daB auf jeder Fliche dritter Ordnung
tatsichlich eine Konfiguration K verlduft.

Viertes Kapitel.
Differentialgeometrie.

" Bisher haben wir geometrische Gebilde in jhrer Gesamtstruktur be-
trachtet. Die Differentialgeometrie stellt ein prinzipiell anderes Ver-
fahren der Forschung dar. Wir wollen ndmlich jetzt Kurven und Flachen
zunichst nur in der unmittelbaren Umgebung irgendeines ihrer Funkte
beschreiben. Zu diesem Zweck vergleichen ‘wir diese Umgebung mit
einem moglichst einfachen ‘Gebilde, etwa einer Geraden, einer Ebene,
einem Kreis oder einer Kugel, die sich der Kurve in der betrachteten
Umgebung moglichst eng anschmiegt; so.entsteht z. B. der bekannte
Begriff der Tangente einer Kurve in einem Punkt.

Diese Betrachtungsweise, lokale Differentialgeometrie oder Differen-
tialgeometrie im kleinen genannt, wird durch ein anderes wichtiges
Prinzip, die Differentialgeometrie im groBen, vervollstindigt. Wenn
wir nidmlich von einem stetigen geometrischen Gebilde wissen, daB
es in der Umgebung jedes seiner Punkte irgendeine bestimmte differen-
tialgeometrische Eigenschaft hat, so kénnen wir in der Regel auch iiber
den Gesamtverlauf des Gebildes wesentliche Aussagen machen. Wenn
man z.B. von einer ebenen Kurve weiB, daB sie in der Umgebung
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keines ihrer Punkte ganz auf einer Seite ihrer Tangente liegt, so 148t
sich zeigen, daB die Kurve notwendig eine Gerade sein muB.

Neben den stetigen Mannigfaltigkeiten von Punkten werden in der
Differentialgeometrie auch Mannigfaltigkeiten anderer Gebilde, z. B.
Mannigfaltigkeiten von Geraden, betrachtet; Probleme dieser Art stellt

. uns unter anderem die geometrische Optik, die stetige Systeme von Licht-
strahlen untersucht.

Endlich fiihrt die Differentialgeometrie auf das von Gauss und RiE-
MANN zuerst erfaBte Problem, die Geometrie als Ganzes durch Begriffe
und Axiome aufzubauen,- die nur die unmittelbare Umgebung jedes
Punkts betreffen. So entstand eine bis heute noch nicht erschopfte
Fiille von Moglichkeiten allgemeinerer Geometrien, von denen die ,,nicht-
euklidische Geometrie'* ein wichtiges, aber nur héchst spezielles Beispiel
bildet. Die allgemeine Relativititstheorie hat uns gelehrt, dal der sinn-
geméBen Beschreibung der physikalischen Wirklichkeit nicht die ge-
wohnliche euklidische Geometrie, sondern eine allgemeinere RIEMANN-
sche Geometrie zugrunde gelegt werden muB.

§ 26. Ebene Kurven.

Um mit dem Einfachsten zu beginnen, betrachten wir zundchst
ebene Kurven. Wir beschranken uns dabei auf ein kleines Stiick der
Kurve, in dem sie sich nicht selbst durchschneidet.

‘Eine Gerade, die die Kurve in zwei Punkten schneidet, heiBt Sekante
der Kurve. Drehen wir nun eine Sekante s so um einen ihrer Schnitt-
punkte, daB der andere Schnittpunkt immer ndher an den ersten heran-

¢ riickt (Abb. 182), so nidhert sich die
Sekante einer bestimmten Lage ¢. Die
Gerade, die diese Lage einnimmt, heilit
Tangente der Kurve. Der festgehaltene
Punkt heiBt der Beriihrungspunkt die-
ser Tangente. Offenbar ist die Tangente
diejenige Gerade durch den Berithrungs-
Abb, 182, . punkt, die dort den Verlauf der Kurve
am genauesten anndhert; als Richtung
einer Kurve in einem Punkt bezeichnet man deshalb die Richtung
der zugehorigen Tangente. Man sagt, dafl zwei Kurven sich in einem
gemeinsamen Punkt unter dem Winkel & schneiden bzw. sich be-
rithren, wenn die beiden Tangenten in diesem Punkt den Winkel &
bilden bzw. zusammenfallen. Eine Gerade, die auf einer Tangente im
Berithrungspunkt senkrecht steht, heiBt Normale der Kurve.

Tangente und Normale bilden fiir jeden Kurvenpunkt die Achsen
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Dieses System ist besonders
geeignet, das Verhalten der Kurve im betrachteten Punkt zu unter-
suchen. Ich gebe hierzu der Kurvé willkiirlich eine Durchlaufungsrich-
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tung. Ferner numeriere ich die vier Quadranten, in die das Achsen-
kreuz die Ebene zerlegt. Und zwar erhilt die Nummer 1 (Abb. 183)
derjenige Quadrant, in dem ich mich befinde, wenn ich auf der Kurve
im festgesetzten Sinne dem Nullpunkt des Systems zuwandere und ihm
hinreichend nahe bin; die Nummern 2, 3, 4 erhalten die anderen Qua-
dranten; und zwar soll stets die Tangente die Quadranten 1, 2 von
den Quadranten 3, 4, und die Normale die Quadranten 1, 4 von den
Quadranten 2, 3 trennen. Ich kann dann vier verschiedene Fille
unterscheiden, je nachdem ich mich im zweiten, dritten, vierten oder
ersten Quadranten befinde, wenn ich auf der Kurve im festgesetzten
Sinne den Nullpunkt gerade verlassen habe (I bis IV in Abb. 183).
Nur im ersten Fall heiBt der betrachtete Kurvenpunkt regulir, in den
ibrigen Fallen singulir. Das reguldre Verhalten zeigen nidmlich fast
alle Kurvenpunkte, wihrend
die singuldren Fille nur an ein- 2 / 2 ///
zelnen getrennten Stellen auf-

treten koénnen!. Im Fall II 3 ¢ 3 p
spricht man von einem Wende-
punkt, in den beiden letzten
Fallen sagt man, daB die Kurve
eine Hellebardenspitze bzw.
eine Schnabelspitze hat, und

nennt den Punkt einen Riick- 3 \ 3 #
kehrpunkt der Kurve. SchlieB3- V4 ' V4

lich erkennt man, daB unsere Abb. 183,
Fallunterscheidung unabhéngig

davon ist, in welcher Richtung die Kurve durchlaufen wird.

Wir wollen uns nun ein Bild davon machen, in welcher Weise sich
in diesen vier Arten von Kurvenpunkten die Tangentenrichtung dndert,
wenn man den Punkt auf der Kurve durchlduft. Hierzu benutzen wir
ein Verfahren, das zuerst GAuss angegeben hat und das besonders
bei der Untersuchung von Flichen eine grundlegende Rolle spielt. Wir
statten die Kurve wieder mit einer Durchlaufungsrichtung aus. Dann
zeichnen wir in der Kurvenebene einen Kreis vom Radius 1. Wir
lassen nun (Abb. 184) jeder Kurventangente denjenigen Halbstrahl
entsprechen, der vom Kreismittelpunkt parallel der betrachteten Tan-
gente ausliuft, und zwar in der Durchlaufungsrichtung der Kurve.
Diese Konstruktion ordnet jedem Kurvenpunkt P einen Punkt Q des
Kreises zu, ndmlich den DurchstoBpunkt des Halbstrahls mit der Kreis-
peripherie. Bei dieser Abbildung nennt man die Punkte des Kreises

! Einzig fiir die Gerade gilt diese Behauptung nicht, auf sie ist auch das eben
angegebene Verfahren nicht anwendbar. — Von einem héheren Standpunkt aus kann
auch der Fall I singularen Charakter annehmen, wenn namlich dort der Kriitmmungs-
kreis in eine Gerade oder einen Punkt ausartet; vgl. 'S. 157.
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das ,, Tangentenbild“ der Kurve. Da der Kreisradius stets auf der zu-
gehorigen Kreistangente senkrecht steht, ist die Kurventangente stets
parallel der Normalen des Tangentenbildes, wihrend umgekehrt die
Tangenten des Tangentenbildes den Kurvennormalen parallel sind.

Die Gausssche Abbildung ordnet zwar jedem Kurvenpunkt genau
einen Kreispunkt zu, aber umgekehrt entspricht ein Kreispunkt ge-
wohnlich nicht einem, sondern mehreren Kurvenpunkten ; nimlich allen,
die parallele und gemdB einem festgesetzten Durchlaufungssinn gleich-
gerichtete Tangenten haben (P, und P, in Abb. 184).

Ich lasse nun einen Kurvenpunkt die in Abb. 183 gezeichneten
Stellen durchlaufen. Dann kehrt er dort in den Féllen IIT und IV seine
Richtung um, wihrend er sie in den Fillen I und II beibehilt. Ferner
betrachte ich das Verhalten des im Tangentenbild zugeordneten Punk-
tes. Dieser behilt in den Fil-
len I und III seine Richtung
und kehrt in den Féllen II
und IV um. In der Tat sind
in den Fillen II und IV in
der Umgebung der betrachte-
ten Stelle parallele und gleich-
gerichtete Tangenten vorhan-
den, in den anderen beiden
Fallen nicht. Da die Richtung,
in der sich der Punkt des Tan-
gentenbildes bewegt, mir ein

Abbild der Richtungsinderung der Kurventangente gibt, kann ich die
vier Arten von Kurvenpunkten folgendermaBen charakterisieren:

I regulirer Punkt: Kurvenpunkt und Tangentenbild laufen im

selben Sinne weiter;
IT Wendepunkt: der Kurvenpunkt liuft weiter, wihrend das Tan-

gentenbild umkehrt;
IIT Hellebardenspitze: der Kurvenpunkt kehrt um, wihrend das

. Tangentenbild weiterlduft;
IV Schnabelspitze: Kurvenpunkt und Tangentenbild kehren um.
Diese Fallunterscheidung ist nicht erschopfend. Auch wenn wir uns
auf Kurvenstiicke beschrinken, die eine einfache analytische Darstellung
gestatten, so kommen noch drei weitere Moglichkeiten hinzu: Die
»Doppelpunkte, in denen die Kurve sich selbst durchschneidet,
ferner Punkte, in denen eine Kurve plétzlich endet; endlich kann
eine Kurve auch ,,isolierte”, d. h. von allen iibrigen Kurvenpunkten
véllig getrennte Punkte besitzen (vgl. S.176). Merkwiirdigerweise gibt
es andere anschaulich einfache Vorkommnisse, z. B. Knickstellen mit
von Null verschiedenem Winkel, die eine verhidltnismaBig komplizierte
analytische Darstellung erfordern.
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Wir kommen jetzt zur Einfithrung der Kriimmung, die fiir die ganze
Kurven- und Flachentheorie von grundlegender Wichtigkeit ist. Sie
steht, wie wir im folgenden sehen werden, in engem Zusammenhang
mit der Gaussschen Tangentenabbildung. Ich ziehe in zwei benach-
barten Kurvenpunkten P; und P, die Tangenten ¢, und #, und die
Normalen #, und #,; der Schnittpunkt der beiden Normalen sei M
(Abb. 185). Offenbar ist der Winkel zwischen den beiden Tangenten
gleich dem Winkel zwischen den beiden Normalen

L (f12) = K (nymy).

Ich lasse nun P, auf der Kurve immer niher an P, heranriicken
und betrachte dabei den Quotienten jenes Winkels mit der Entfernung

der beiden Kurvenpunkte. Der L
Quotient ndhert sich im allge- £ ¢
meinen einem Grenzwert

. X (nynmy)
lim = =k,
P, P,—>0 PP,

Dieser Grenzwert % heif3t die Kriim-
mung der Kurve im Punkt P, .

k ist gleich dem Reziproken
der Strecke 7, in die beim Grenz-
iibergang die beiden Normalen-
abschnitte M P; und M P, zusammenfallen. Das ergibt sich aus fol-
gender Umformung, deren analytische Rechtfertigung wir allerdings
tibergehen:

Abb. 185.

s X (g my) . sin (n,7,) . P,P,
Py Py—0 P, Py Py Py—>0 PP, P, P,—>0 MP, . PP,
P, P,—>0 1 4

Auf die GroéBe » werden wir noch auf eine andere Weise gefiihrt.
Wir legen einen Kreis durch P, und zwei benachbarte Punkte auf der
Kurve. Wenn wir dann die beiden Nachbarpunkte auf der Kurve gegen
P, riicken lassen, ndhert sich der Kreis einer Grenzlage. Wie man es
aus der Konstruktion erwarten kann und wie eine analytische Betrach-
tung bestitigt, ergibt sich als Grenzlage gerade der Kreis durch Py,
der die Grenzlage des Normalenschnittpunkts M zum Mittelpunkt,
also 7 als Radius hat. Man nennt diesen Kreis den Kriimmungskreis
der Kurve in P;, seinen Mittelpunkt den Kriimmungsmittelpunkt
und seinen Radius 7 den Kriimmungsradius. Der angegebenen Kon-
struktion wegen pflegt man zu sagen, daB der Kriimmungskreis drei
zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein hat. Ebenso sagt
man, die Tangente hat mit der Kurve zwei zusammenfallende Punkte
gemein.
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Der Kriimmungskreis kann auf eine zweite Art bestimmt werden.
Ich betrachte alle Kreise durch einen Kurvenpunkt P (Abb. 186),
die die Kurve in P berithren, deren Mittelpunkte also auf der zu-
gehorigen Kurvennormalen liegen. Durch die Kurve wird die Ebene
in der Umgebung von P in zwei Teile zerlegt, die wir die beiden Seiten
des Kurvenstiicks nennen wollen. Von den betrachteten Kreisen wer-
P den in der Umgebung von P einige ganz

auf der einen Seite, andere ganz auf der
anderen Seite verlaufen. Der Kriim-
mungskreis, dessen Radius 7 sein moége,
besitzt nun im allgemeinen die Eigen-
schaft, diese beiden Arten von Kreisen
zu trennen, und zwar so, daB alle Kreise,
deren Radien groBer sind als 7, auf der
einen Seite, und alle Kreise, deren Radien
kleiner sind als 7, auf der anderen Seite
der Kurve verlaufen. Der Kriimmungskreis selbst verlduft in der Regel
zu beiden Seiten der Normalen auf verschiedenen Seiten der Kurve,
d. h. er durchsetzt die Kurve im Berithrungspunkt. Punkte, in denen
der Kriimmungskreis die Kurve nicht durchsetzt, kénnen ebenso wie
die singuliren Punkte nur an getrennten einzelnen Stellen der Kurve
auftreten. Ein Beispiel bilden die vier Scheitel der Ellipse (Abb. 187).
Es ist aus Symmetriegriinden klar, daB3 dort eine Durchdringung nicht
moglich ist. Das gleiche gilt allgemein von allen Kurvenpunkten, in
denen die Kurve von -
einer Symmetrieachse
geschnitten wird.

Da8 der Krim- .
mungskreis die Kurve
gewohnlich durchsetzt,
wird aus seiner ersten
Herleitung  plausibel.
Eine Kurve wird nim-
lich von einem Kreis,
der durch einen ihrer Punkte geht, im allgemeinen dort durchsetzt.
Aus diesem Grunde wird ein Kreis, der durch drei benachbarte
Kurvenpunkte liuft, im ersten Punkt von der Seite A zur Seite B,
im zweiten Punkt von der Seite B zur Seite A, im dritten von A4
zu B iibergehen; wenn die drei Punkte zusammenriicken, wird sich
an diesem Verhalten des Kreises gewohnlich nichts dndern, so da8 der
Kriimmungskreis in der Tat im Beriihrungspunkt von der einen Seite
der Kurve zur anderen iibergehen mufB*. '

Abb. 186.

Abb. 187.

1 Aus analogen Griinden wird eine Kurve von der Tangente in der Regel
nicht durchsetzt.
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Wie schon erwéhnt, steht die Kriimmung in Zusammenhang mit der
Tangentenabbildung. Es mégen den beiden Kurvenpunkten P; und
P, die Tangentenbilder Q; und Q, entsprechen (Abb. 188). Dann ist

X (f18s) = X(Q10Q5) = 0105,
der Kriimmungsradius ist also der Grenzwert des Quotienten der Lingen
eines kleinen Kurvenbogens und seines Tangentenbildes.

Der Kriimmungsradius kann fiir einzelne Punkte der Kurve unend-
lich werden; dann entartet der Kriimmungskreis in eine Gerade, fillt
also mit der Tangente zusammen. Die Tangente durchsetzt in einem
solchen Punkt gewohnlich die Kurve, wir haben es dann also mit
einem Wendepunkt zu tun; es gibt jedoch Ausnahmefille, in denen
die Kriimmung verschwindet und trotzdem die Kurve von ihrer Tan-
gente nicht durchsetzt wird; das ist analog dem Verhalten des Kriim-
mungskreises in den Schei-
teln der Ellipse (vgl.
S. 153, FuBnote).

Aus der Beziehung
der Kriimmung zur Tan-
gentenabbildung  ergibt
sich ferner, daBl im Fall
der Hellebardenspitze die
Krimmung in der Regel
unendlich groB wird, daB
also dort der Kriimmungskreis in seinen Berithrungspunkt zusammen-
schrumpft. Fiir Schnabelspitzen 148t sich nichts Allgemeines aussagen.

Im AnschluB an die von uns aufgestellten Begriffe ergeben sich eine
Reihe wichtiger Fragen. Z. B. liegt der Versuch nahe, eine Kurve
dadurch zu bestimmen, da man die Krimmung als Funktion der Bogen-
lange vorgibt. Es ist plausibel und 148t sich analytisch beweisen, daf3
die Gestalt der Kurve dadurch eindeutig festgelegt ist und daB3 anderer-
seits zu jeder solchen willkiirlich vorgegebenen Funktion (unter gewissen
Stetigkeitsannahmen) wirklich eine Kurve gehért. Diese Bestimmungs-
weise hat den Vorzug, da8 sie sich nicht auf ein spezielles Koordinaten-
system bezieht. Man nennt daher Bogenlinge und Krimmung die
,,natiirlichen Parameter der Kurve“. Der einfachste Fall ist, daB die
Kriimmung % {iberall konstant ist. Das gilt fiir die Kreise vom Radius
1/k und nach dem eben Gesagten nur fiir diese. Fiir £ = 0 erhalten wir
die Geraden; Geraden und Kreise sind somit die einzigen ebenen Kurven
konstanter Kriimmung.

Ferner kann man durch mannigfache Verfahren aus einer Kurve
eine zweite ableiten. So bildet z. B. die Gesamtheit der Kriimmungs-
mittelpunkte eine neue Kurve, die die Evolute der urspriinglichen heif3t.
Geht man umgekehrt von der neuen Kurve aus, so heiBt die urspriing-

Abb. 188.
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liche die Evolvente der neuen. Die Evolventen einer beliebigen Kurve
kann man stets durch eine Fadenkonstruktion erhalten, indem man
an die Kurve ein Fadenstiick straff anlegt und im einen Endpunkt
befestigt; der andere Endpunkt beschreibt dann ein Evolventenstiick,
wenn man den Faden abwickelt und im beweglichen Endpunkt stets
straff hilt. Die Evolventen des Kreises haben wir schon S. 6 in dieser
Weise konstruiert. Warum zwischen Evolvente und Evolute stets diese
eigenartige Beziehung besteht, werden wir im nichsten Kapitel (S. 243
und 244) erldutern.

§ 27. Raumkurven.

Die meisten Uberlegungen des vorigen Abschnitts lassen sich auf
den Raum iibertragen.

So ergibt sich zunéchst die Tangente wieder als Grenzlage der Sekante
fiir zusammenriickende Schnittpunkte. Im Gegensatz zu den ebenen
Kurven gibt es aber unendlich viele Lote auf der Tangente im
Beriihrungspunkt. Diese erfiillen eine Ebene, die Normalebene des
Kurvenpunkts.

Wir suchen jetzt eine Ebene, die die Kurve im betrachteten Punkt
moglichst gut anndhert. Wir legen zu diesem Zweck durch die Tangente
des Punkts und durch einen benachbarten Kurvenpunkt eine Ebene
und verfolgen deren Lageinderung, wenn wir den Nachbarpunkt auf
der Kurve immer ndher an den Beriihrungspunkt der festgehaltenen
Tangente heranriicken. Die Grenzlage, der sich die Ebene dabei ndhert,
definiert die gesuchte Ebene, die Schmiegungsebene der Kurve im be-
trachteten Punkt. Die.Schmiegungsebene hat im frither erliuterten
Sinn drei zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein. Aus diesem
Grund durchdringt sie im allgemeinen die Kurve im Beriihrungspunkt,
wihrend alle iibrigen Ebenen durch die Tangente die Kurve auf einer
Seite lassen.

Da die Schmiegungsebene die Tangente enthilt, steht sie auf der
Normalebene senkrecht. Wir betrachten nun noch diejenige Ebene
durch unseren Kurvenpunkt, die sowohl auf der Normalebene als auch
auf der Schmiegungsebene senkrecht steht. Man nennt sie die rek#i-
fizierende Ebene.

Die drei genannten Ebenen kann man nun als Koordinatenebenen
eines rdumlichen cartesischen Systems auffassen, das zur Beschreibung
des Kurvenverlaufs im betrachteten Punkt besonders geeignet ist. Die
Tangente ist die eine Achse dieses Systems; die beiden anderen Achsen, die
also in der Normalebene liegen, heiBen Hauptnormale und Binormale;
die Hauptnormale liegt in der Schmiegungsebene, die Binormale liegt
in der rektifizierenden Ebene (Abb. 189). Man nennt diese drei Geraden,
in ihrer Abhéngigkeit vom Kurvenpunkt, das begleitende Dreikant der
Kurve. Es entspricht dem System von Tangente und Normale bei den
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ebenen Kurven. Im Raum bestimmt das Koordinatensystem nicht wie
in der Ebene vier, sondern acht Gebiete, Mit Hilfe des begleitenden
Dreikants kann ich also analog S. 153 acht Arten von Kurvenpunkten
unterscheiden. Wiederum ist nur einer dieser Fille reguldr, die iibrigen
konnen (wenn die Kurve wirklich rdumlich ist und nicht in einer Ebene
verlauft) nur an getrennten Stellen eintreten. Im reguldren Fall durch-
setzt die Kurve die Schmiegungsebene und die Normalebene und bleibt
auf einer Seite der rektifizierenden Ebene. Die Besprechung der iibrigen
Fille soll hier nicht durchgefiithrt werden. Im iibrigen kénnen bei Raum-

Abb. 189.
der betrachtete Kurvenpunkt,
Schmiegungsebene,
Normalebene,
Rektifizierende Ebene,

Tangente,
Hauptnormale, /
Binormale,
Kriimmungskreis, :
\\

N
J

NSy 0Ny

Kriimmungsradius, S
KA Kriimmungsachse,

KM Krimmungsmittelpunkt,

SM Schmiegkugelmittelpunkt.

N N

N

kurven einfacher analytischer Struktur genau wie bei einer ebenen Kurve
noch drei weitere Singularititen eintreten, ndmlich Doppelpunkte, End-
punkte und isolierte Punkte. :

Wir verallgemeinern nun auch die Gausssche Abbildung auf den
Raum. Zu diesem Zweck legen wir irgendeine Kugel vom Radius
Eins zugrunde. Zu jeder Tangente der (mit einem Durchlaufungssinn
versehenen) Kurve ziehen wir den gleichgerichteten Kugelradius. Seinen
Endpunkt auf der Kugeloberfliche nennen wir das Tangentenbild des
Kurvenpunkts. Der gesamten Kurve entspricht dann eine bestimmte
Kurve auf der Kugeloberfliche. Geht man statt von der Tangente
von der Haupt- oder Binormalen aus, so- erhdlt man zwei weitere
Kurven auf der Einheitskugel; diese drei ,,sphérischen Bilder* stehen
in bezug auf ihre Dreikante untereinander und mit der Ausgangs-
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kurve in gewissen einfachen Beziehungen. Tangentenbild und Bi-
normalenbild zusammen charakterisieren z. B. die erwihnten acht
Typen von Kurvenpunkten. Es kénnen nimlich auf der Kurve der
Kurvenpunkt selbst, die Tangente und die Binormale entweder stetig
weiterlaufen oder umkehren. Die Kombination der verschiedenen Mog-
lichkeiten gibt gerade die acht Fille.

Wir iibertragen jetzt den Kriimmungsbegriff auf die Raumkurven.
Ich ziehe in zwei benachbarten Kurvenpunkten P; und P, die Tan-
genten ¢, und £,, und betrachte den Quotienten <C(¢,4,)/P; P,. Wenn P,
gegen P, riickt, strebt dieser Quotient in der Regel gegen einen Grenz-
wert; dieser heiit die Kriimmung der Kurve in P;. In der Ebene steht
die Kriimmung in einer bestimmten Beziehung zu der Grenzlage des
Schnittpunkts zweier Normalen. Die analoge Betrachtung im Raum
liefert nicht ¢inen Punkt, sondern eine Gerade. Man betrachtet nim-
lich die Schnittgerade benachbarter Normalebenen und bezeichnet ihre
Grenzlage als die Kriimmungsachse der Kurve. Sie liegt in der Nor-
malebene; wie der Grenziibergang ergibt, ist sie der Binormalen parallel
(Abb. 189). Ihr Schnittpunkt mit der Hauptnormalen wird als Kriim-
mungsmittelpunkt bezeichnet. Die Entfernung r dieses Punkts vom
zugehorigen Kurvenpunkt heif3t der Kriimmungsradius; wie in der Ebene
ist 7 gleich dem reziproken Wert der Kriimmung. Legt man durch
drei benachbarte Kurvenpunkte den Kreis und 1i8t die drei Punkte
zusammenriicken, so erhdlt man als Grenzlage den Kriimmungskreis;
einen Kreis, der in der Schmiegungsebene liegt und den Kriimmungs-
mittelpunkt und Kriimmungsradius zum Mittelpunkt und Radius hat.

Zur Gaussschen Tangentenabbildung steht die Kriimmung in der-
selben Beziehung wie in det Ebene; der Kriimmungsradius ist der
Grenzwert des Quotienten zwischen einem kleinen Kurvenbogen und
seinem Tangentenbild. Der Beweis verlduft wie in der Ebene.

Statt vom Winkel zweier Tangenten kann man auch vom Winkel
zweier Schmiegungsebenen oder, was dasselbe ist, vom Winkel zweier
Binormalen ausgehen, wodurch man zu einem weiteren fiir die Theorie
der Raumkurven wesentlichen Begriff gelangt. Man dividiert jenen
Winkel durch den Abstand der zugehérigen Kurvenpunkte und 148t
dann diese zusammenriicken. Den Grenzwert ¢ dieses Quotienten be-
zeichnet man als die Torsion oder auch als die ,,zweite Kriimmung"
odér Windung im betrachteten Kurvenpunkt. Das Reziproke der Tor-
sion ist offenbar der Grenzwert des Quotienten eines kleinen Kurven-
bogens und seines Binormalenbildes.

Die Kriimmung lieB sich aus einem Grenziibergang gewinnen, in
dem drei benachbarte Kurvenpunkte auftraten. Um eine analoge
Deutung der Torsion zu erhalten, muBl man von vier benachbarten Punk-
ten ausgehen. Durch vier Punkte ist im allgemeinen eine Kugel be-
stimmt. Man betrachtet nun die Grenzlage einer Kugel durch vier
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benachbarte und zusammenriickende Kurvenpunkte. Die Kugel, die
diese Grenzlage einnimmt, heiBt Schmiegungskugel. Wie der Grenz-
iibergang ergibt, wird sie von der zugehorigen Tangente beriihrt, und
ihr Mittelpunkt liegt auf der Kriimmungsachse (Abb. 189). Fiir die
Entfernung dieses Punkts vom Kriimmungsmittelpunkt ergibt sich

durch Rechnung der Wert %g

Bogenliange und des Kriitmmungsradius bedeuten. Man kann ferner aus
der Konstruktion schlieBen, daB die Schmiegungskugel die Schmiegungs-
ebene gerade im Kriimmungskreis durchsetzt. Fir den Radius der
Schmiegungskugel erhilt man daher nach dem pythagoreischen Lehr-
satz den Wert

g , wobei ds, dr die Differentiale der

/ dr\2 1
V’“f(d?) K

Wie in der Ebene die GréBen s und 7, so werden im Raum die GroBen
s, 7, t als die natiirlichen Parameter einer Kurve bezeichnet. Analog
wie in der Ebene gilt im Raum der wichtige Satz: Die Gestalt einer
Raumkurve 148t sich auf eine und nur eine Art so bestimmen, daBl auf
ibr » und ¢ vorgegebene Funktionen von s werden. Verschwindet 1/r
identisch, so erhilt man die Geraden. Identisches Verschwinden von ¢
kennzeichnet die ebenen Kurven. Sind 7 und ¢ konstant und von Null
verschieden, so erhdlt man die Schraubenlinien.

Die Kurven auf der Kugel sind durch eine etwas kompliziertere Be-
dingung gekennzeichnet. Die Kugel, auf der die Kurve verlauft, muBl
ndamlich offenbar fiir alle Kurvenpunkte zugleich Schmiegungskugel
sein. Also mufB3 der oben berechnete Radius der Schmiegungskugel
konstant sein:

7% + (2—2)2 ?12— = copst.
Man kann analytisch beweisen, daf diese Bedingung auch hinreicht.

Andere auf Raumkurven beziigliche Fragen werden wir spiter bei
der Flachentheorie erértern.

§ 28. Die Kriimmung auf Flidchen. Elliptischer,
hyperbolischer und parabolischer Fall. Kriimmungslinien und
Asymptotenlinien, Nabelpunkte, Minimalfldchen, Affensittel.

Wir beschrianken uns auf ein kleines Stiick der Fliache, das sich nicht
selbst durchdringt, und lassen die Randpunkte auBler Betracht. Wir
betrachten einen Flichenpunkt P und alle Kurven, die ganz in der
Flache verlaufen und durch P gehen. Merkwiirdigerweise liegen alle
Tangenten, die ich in P an diese Kurven ziehen kann, im allgemeinen in
einer Ebene, die deshalb die Tangentialebene der Fliche in P genannt
wird. Die Punkte, die eine Tangentialebene besitzen, heiBen regulir,

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 11
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die anderen singular. Singuldre Punkte kénnen nur einzelne Kurven-
zlige auf der Fliche erfiillen.

Die Gerade, welche in einem reguldren Flachenpunkt P auf dessen
Tangentialebene senkrecht steht, heit die Flichennormale in P. Als
Normalenschnitte bezeichnet man die Schnittkurven der Fliche mit
den durch eine Flachennormale gehenden Ebenen. Die Normalenschnitte
eines regularen Punkts P sind in P entweder regulir oder haben in P
einen Wendepunkt.

Es handelt sich jetzt darum, den Begriff der Krimmung auf die
Flachen zu iibertragen. Bei den Kurven war die Kriimmung bezeichnend
fiir die Abweichung der Kurve von ihrer Tangente im betrachteten
Punkt. Analog fragen wir jetzt nach dem Verhalten einer Fliche zu
ihren Tangentialebenen. Hier lassen sich nun anschaulich zwei wesentlich
verschiedene Fille unterscheiden, nimlich die Punkte konvexer und die
Punkte sattelférmiger Kriimmung.

Ein Punkt konvexer Kriimmung
ist dadurch gekennzeichnet, daB
seine Tangentialebene die Fliche
(in der nichsten Umgebung des be-
trachteten Punkts) nicht schneidet,
sondern ganz auf einer Seite 1aft.
Man kann also in einem derartigen
Punkt die Fldche auf eine ebene
Tischplatte auflegen. Beispiele fiir

Abb. 190. Flachen, die in allen ihren Punkten

konvex sind, haben wir in der Ku-

gel und im Ellipsoid kennengelernt. Die Punkte konvexer Kriimmung
werden auch Punkte elliptischer Kriimmung genannt.

Den Verlauf einer Fliche in einem Punkt sattelférmiger Kriimmung
konnen wir uns am leichtesten an einer Fliche klarmachen, die wie eine
PaBhohe im Gebirge aussieht (Abb. 190). Die Tangentialebene im héch-
sten Punkt P des Passes liegt horizontal; das Gebirge steigt rechts und
links von P in die Hohe, wihrend es vor und hinter diesem Punkt
abfillt. Die Tangentialebene in P muB also die Fliche in einer Kurve
treffen, die aus zwei sich in P schneidenden Asten besteht (d. h. es gibt
zwei horizontale Wege, die sich auf der PaBhéhe kreuzen). Dieses Ver-
halten der Tangentialebene ist fiir die Punkte sattelférmiger Kriimmung
charakteristisch, so daB ich also eine Flache in einem derartigen Punkt
nicht auf eine ebene Tischplatte legen kann. Beispiele fiir eine iiberall
sattelférmig gekriimmte Fliche sind das einschalige Hyperboloid und
das hyperbolische Paraboloid. Die Punkte sattelférmiger Kriimmung
nennt man auch Punkte hyperbolischer Kriimmung. '

Der konvexe und der sattelformige Typ werden durch einen Uber-
gangsfall getrennt: die Punkte parabolischer Kriimmung. Man erhilt
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also solche Punkte z. B. durch folgendes Verfahren: Man geht von zwei
Flichenstiicken F und G aus, die sich in einem Punkt P beriihren, d. h.
in P dieselbe Tangentialebene haben, und von denen F in P elliptisch,
dagegen G hyperbolisch gekriimmt ist. Deformiert man nun F stetig
derart, dal P und die zugehorige Tangentialebene sich nicht dndern
und daB F schlieBlich in G tbergeht, so nimmt die Fliche dazwischen
einmal eine Gestalt an, fiir die P parabolischer Punkt ist. Senken wir
z. B. in Abb. 190 die Gebirge zu beiden Seiten des Passes soweit, da3 der
Kamm des Gebirges gerade noch iiberall die horizontale Tangentialebene
bertihrt, so ist P parabolischer Punkt. Denn wenn wir die Gebirge rechts
und links noch weiter senken, so wird der frithere Pafl zur Kuppe, also
zu einem elliptischen Flachenpunkt. Dieses Beispiel liefert aber nicht
alle Typen eines parabolischen Punkts. Es gibt im Gegenteil mehrere
anschaulich ganz verschiedene Arten parabolischer Punkte, die wir
spiter niher kennzeichnen werden (S. 175, 177, 179);

auch solche, die sich nicht ohne weiteres als Uber-

gangsfall zwischen elliptischer und hyperbolischer

Krimmung deuten lassen.

Um nun die Kriitmmung auch zahlenmaifig zu '

erfassen, kann man von den Kriimmungen der Nor-
malenschnitte in einem Flachenpunkt P ausgehen.
Der zu P gehorige Krimmungsmittelpunkt eines
solchen Normalenschnitts liegt stets auf der durch P
gehenden Fldchennormalen, denn diese ist in P Nor-
male aller Normalenschnitte. Ich erhalte nun der
Reihe nach alle Normalenschnitte, wenn ich eine
durch die Flichennormale gehende Ebene um diese Normale drehe. Bei
der Drehung wird der Krimmungsmittelpunkt in bestimmter Weise
auf der Normalen wandern und mir dadurch ein Abbild der Kriim-
mungseigenschaften des Flachenpunkts liefern.

Bei den elliptischen Punkten (Abb.191) liegt der Kriimmungs-
mittelpunkt stets auf einer und derselben Halbgeraden der Nor-
malen. Im allgemeinen wird der Kriimmungsradius bei der Dreh-
ung der Normalebene seinen Wert dndern und fiir einen bestimmten
Normalenschnitt s; seinen groiten Wert #,, fiir einen anderen, s,,
seinen kleinsten Wert 7, annehmen. 7, und 7, heien die Haupt-
krimmungsradien der Fliche in P, die reziproken Werte %k, =1/r,
und %, = 1/7, heilen die Hauptkriimmungen, die Tangentenrichtungen
von s; und s, in P heiBen die Kriimmungsrichtungen. Es zeigt sich
nun, dafl diese Richtungen in einem reguliren Punkt stets auf-
einander senkrecht stehen und daB3 iberdies die Kriimmung 7jedes
Normalenschnitts durch die Hauptkriimmungen und den Winkel
des Normalenschnitts mit den Kriimmungsrichtungen vollstindig be-
stimmt ist.

Abb. i91.

11*
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Bei den hyperbolischen Punkten (Abb. 192) ist der Ort des Kriim-
mungsmittelpunkts nicht auf eine Halbgerade der Normalen beschrankt.
Wenn ndmlich der Normalenschnitt bei der als PaBhéhe gedeuteten
Flache durch die beiden Gebirge geht, liegt der Kriimmungsmittelpunkt
oberhalb des betrachteten Punkts P, wenn der Schnitt dagegen die
beiden Einsenkungen trifft, liegt der Kriimmungsmittelpunkt unter-
halb P. Es gibt nun einen Normalenschnitt, dessen Kriimmungs-
mittelpunkt oberhalb P liegt und dessen Kriimmung %, groBer ist als
bei allen anderen Normalenschnitten dieser Art. Wenn ich die Normal-
ebene aus dieser Lage herausdrehe, wird die Kriimmung stetig kleiner,
der Kriimmungsradius stetig grofer. Wenn die Normalebene schlief3-
lich in die Richtung eines der beiden in Abb. 190 hervorgehobenen
horizontalen Wege durch P fillt, wird
die Krimmung Null, und der Krim-
mungsmittelpunkt entfernt sich nach
oben ins Unendliche. Wenn ich noch
weiter drehe, springt der Kriimmungs-
mittelpunkt auf die untere Halbgerade
der Normalen iiber und beginnt aus
dem Unendlichen nach oben zu wan-
dern,. d. h. der Kriimmungsradius
nimmt ab und die Kriimmung zu.
Sie erreicht schlieBlich einen Wert £, ,
der groBler ist als die Kriimmung aller
ibrigen Normalenschnitte, deren Kriim-
mungsmittelpunkt unterhalb P liegt.
Man bezeichnet %, und &, wie im ellip-
tischen Fall als die Hauptkrimmun-
gen und die Richtungen der zugehé-
rigen Normalenschnitte als die Kriilmmungsrichtungen. Auch im hyper-
bolischen Fall stehen die Kriimmungsrichtungen aufeinander senk-
recht. Ferner halbieren sie Winkel und Nebenwinkel der beiden Kurven-
zweige, die die Tangentialebene aus der Fliche ausschneidet. Man nennt
die Richtungen dieser beiden Kurvenzweige die Asymptotenrichtungen
in P.

In den parabolischen Punkten gibt es im allgemeinen ebenfalls zwei
aufeinander senkrechte Kriimmungsrichtungen derart, dafl die Kriim-
mungen k&, und £k, der zugehorigen Normalenschnitte gréfer bzw.
kleiner sind als die aller iibrigen Normalenschnitte. Die parabolischen
Punkte sind dadurch gekennzeichnet, daB eine dieser beiden Haupt-
kriimmungen den Wert Null hat. Im allgemeinen ist die andere Haupt-
kriimmung von Null verschieden. Dann wandert der Kriimmungs-
mittelpunkt von der Lage, die der von Null verschiedenen Hauptkriim-
mung entspricht, auf einem Normalenhalbstrahl entlang ins Unendliche

Abb. 192.
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(Abb.193). Es gibt also in parabolischen Punkten im allgemeinen genau
einen Normalenschnitt verschwindender Kriimmung. Seine Richtung ist
eine der Kriimmungsrichtungen, sie ist aber auch als Asymptoten-
richtung anzusehen.

Man kann analytisch auf jedem Flichenstiick alle die Kurven be-
stimmen, deren Richtung in jedem Punkt eine der beiden Kriimmungs-
richtungen ist. Man erhilt auf diese Weise ein ,,Kurvennetz'* auf der
Fliche, d. h. ein System von zwei Kurvenscharen, von denen jede das
Flachenstiick einfach und liickenlos iiberdeckt. Die Kurven heilen
die Kriimmungslinien der Fliche. Nach dem Fritheren stehen die
Kriimmungslinien in jedem Punkt der Fliche aufeinander senkrecht;
sie bilden also ein Orthogonalsystem auf der Fliche.

Es gibt jedoch Punkte, fir die unsere bisherigen Betrachtungen
nicht gelten. Wir gingen nidmlich von der Annahme aus, daf die Kriim-
mung des Normalenschnitts sich 4ndert, wenn
man die Normalebene dreht. Es kann aber
_auch vorkommen, daf alle Normalenschnitte
eines Punkts dieselbe Kriimmung haben.
Dann werden die Kriimmungsrichtungen un-
bestimmt, und man spricht von einem Nabel-
punkt. Ein Beispiel fiir eine Fliche aus lauter
Nabelpunkten ist offenbar die Kugel. Ubri-
gens sind die Kugeln und Ebenen auch die
einzigen Flichen, die nur aus Nabelpunkten
bestehen. Im allgemeinen treten die Nabel-
punkte isoliert auf. Das Netz der Krim-
mungslinien kann in ihnen und nur in ihnen
ein singuldres Verhalten zeigen.

Uber die Kriimmungslinien gilt ein eigenartiger Satz von DUPIN.
Wir haben {frither (S. 5) den Begriff der orthogonalen Kurvenscharen
in der Ebene kennengelernt. Das raumliche Analogon sind Flichen-
scharen, deren Tangentialebenen in jedem Punkt aufeinander senkrecht
stehen. Da man nun durch einen Punkt in der Ebene nicht mehr als zwei
paarweise senkrechte Geraden, dagegen im Raum drei paarweise senk-
rechte Ebenen legen kann, wird man orthogonale Flichenscharen be-
trachten, die durch jeden Raumpunkt drei Exemplare schicken. Ein
Beispiel eines solchen Orthogonalsystems sind die frither erwdhnten kon-
fokalen Flichen zweiter Ordnung.

Man kann in der Ebene (und ebenso auf jeder krummen Fliche) zu
jeder beliebig vorgegebenen Kurvenschar eine orthogonale Kurvenschar
bestimmen. Entsprechend kénnte man erwarten, da man im Raum zu
einer zweifachen orthogonalen Flachenschar stets noch eine orthogonale
dritte finden kann. Nach dem Satz von DUPIN ist nun diese Annahme
falsch. Der Satz besagt ndmlich, daBl die Flichen eines dreifachen

-<— 0

Abb. 193.
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Orthogonalsystems sich stets in ihren Kriimmungslinien durchschneiden.
Falls daher eine zweifache orhogonale Flachenschar sich zu einer drei-
fachen erginzen 1aBt, miissen schon die gegebenen Flichen sich in ihren
Kriimmungslinien durchschneiden. Ubrigens ist diese Bedingung auch
hinreichend. Nach dem Satz von DuPIN sind die Kriimmungslinien auf
dem Ellipsoid dessen Schnittkurven mit den konfokalen ein- und zwei-
schaligen Hyperboloiden (Abb. 194). Das so bestimmte Kurvennetz
(Abb. 195) wird singulir in den DurchstoBpunkten der Fokalhyperbel.

In dér Tat sind

diese vier Punkte
/( die Nabelpunkte des
Ellipsoids.

Die Kriimmungs-
linien auf dem Ellip-
soid umlaufen die
Nabelpunkte in dhn-
licher Weise, wie in
der Ebene ein Sy-
stem konfokaler El-
lipsen und Hyper-
beln die gemein-
samen Brennpunkte
umgibt (Abb. 7, S. 5).
Diese  anschauliche
Ahnlichkeit ist nicht
zufillig, sondern
bringt eine innere
Verwandtschaft bei-
der Kurvenscharen
zum Ausdruck. Wir
kénnen nédmlich die

Kriimmungslinien
auf dem Ellipsoid
durch eine Fadenkonstruktion, die zwei Nabelpunkte verwendet, in ge-
nau der gleichen Weise konstruieren, wie wir in der Ebene die Ellipsen
durch Fadenkonstruktion aus den Brennpunkten erzeugt hatten. Die vier
Nabelpunkte des Ellipsoids liegen einander paarweise diametral gegen-
iiber. Ich kann daher auf zwei verschiedene Weisen (Abb. 196) zwei °
Nabelpunkte herausgreifen, die einander nicht gegeniiberliegen. In
diesen beiden Punkten F; und F, befestige ich die Endpunkte eines
Fadens von ausreichender Linge und ziehe ihn in einem Punkte P
straff an, jedoch so, dafl dieser Punkt auf dem Ellipsoid liegt. Dann
muB sich der Faden in seiner Gesamtlinge von selbst dem Ellipsoid
anlegen. Die verschiedenen Lagen, die P auf dem Ellipsoid annehmen

SO

Abb. 194.
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kann, erfiillen eine Kriimmungslinie. Je nachdem, auf welche Weise ich
die beiden Nabelpunkte gewihlt habe, erhalte ich bei verdnderlicher
Fadenldnge die eine oder die andere Schar der Kriimmungslinien. Wah-
rend also im konfokalen System der Kegelschnitte die eine Kurvenschar
aus Ellipsen und die andere aus Hyberbeln besteht, lassen sich auf dem
Ellipsoid beide Scharen
als verallgemeinerte El-
lipsen auffassen.

Die Kurven auf dem
Ellipsoid, lidngs derer
sich der Faden Ilegt,
entsprechen den Brenn-
strahlen der Ellipse, also
geraden Linien, und sind
wie die Geraden in der
Ebene durch die Eigen-
schaft gekennzeichnet,
zwischen irgend zweien
ihrer Punkte die kiirze-
ste in der Fldche mog-
liche Verbindung herzustellen. Man nennt derartige Kurven geoditische
Linien einer Fliche, und wir werden uns spéter (S.194 bis 198) mit
ihrer Theorie beschaftigen.

In hyperbolischen Punkten hatten wir neben den Kriitnmungs-
richtungen noch ein zweites Paar ausgezeichneter Richtungen, namlich
die Asymptotenrichtungen, kennengelernt. Man kann analog den Kriim-
mungslinien ein Kurvennetz bestimmen, deren Kurven in jedem Punkt
. Asymptotenrichtung haben;
man nennt diese Kurven die
Asymptotenlinien oder Haupt-
tangentenkurven der Fliche.

Auch in hyperbolischen
Flachenpunkten kann es ein-
treten, daB3 die beiden Haupt-
kriimmungen gleich groB sind. Solche Punkte haben gewisse Ahn-
lichkeiten mit den Nabelpunkten. Fldchen, die nur aus solchen Punk-
ten bestehen, heiBen Minimalflichen. Sie sind auch dadurch cha-
rakterisiert, dal ihre Asymptotenlinien ein orthogonales Netz bilden.
Wihrend die Gesamtheit der Flichen, die nur 'Nabelpunkte besitzen,
allein aus den Kugeln besteht, ist die Klasse der Minimalflichen viel
umfassender. Man kann nimlich eine Minimalfliche dadurch realisieren,
daB man einen ganz beliebig geformten geschlossenen Draht in Seifen-
I6sung taucht. Die Seifenhaut, die sich dann in den Draht spannt, hat
stets die Gestalt einer Minimalfldche (vgl. Abb. 219, 220, S. 186). Das

Abb. 195.

Atb. 196.
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Gesetz der Oberflichenspannung, dem die Seifenhaut folgt, sucht den
Flicheninhalt der Haut moglichst zu verkleinern. Man kann hiernach
rein mathematisch die Minimalflachen als diejenigen Flachen charak-
terisieren, die den kleinsten Flacheninhalt besitzen unter allen Fliachen,
die man in eine gegebene geschlossene Raumkurve einspannen kann.
Dabei ist bemerkenswert, daBl diese von der Gesamterstreckung eines
Flachenstiicks ausgehende Kennzeichnung auf dieselben Flichen fiihrt
wie die erstgenannte Eigenschaft, die nur die ndchste Umgebung jedes
Flachenpunkts betrifft. Man kann sich diesen Zusammenhang folgender-
maBen plausibel machen. Auf einer gegebenen Minimalfliche, die in die
geschlossene Kurve S eingespannt sei, wihlen wir eine sehr kleine ge-
schlossene Kurve s aus. Ich betrachte nur das Stiick der Minimal-
fliche, das im Innern von s liegt, und behaupte, daBl dieses Stiick
kleineren Flicheninhalt hat als alle anderen Flichenstiicke, die sich
in s einspannen lassen. Sonst konnte ich ndmlich das im Innern
von s gelegene Stiick meiner Fliche so abdndern, daB sich dabei der
Flicheninhalt dieses Stiicks verkleinerte. Dabei wiirde aber auch der
Gesamtinhalt der in S eingespannten Fliche abnehmen, was der Defi-
nition der Minimalfliche widerspricht. Wenn ich nun die kleine Kurve s
auf irgendeinen Punkt der Minimalfliche zusammenziehe, kann ich
erwarten, daB ich durch einen Grenziibergang auf solche Eigenschaften
der Minimalfliche gefiihrt werde, die nur die Umgebung eines Fliachen-
punkts betreffen.

Jede Aufgabe, Kurven oder Flichen durch eine Minimumseigenschaft
zu bestimmen, heiBt ein Variationsproblem. Eine analoge Betrachtung,
wie wir sie eben fiir die Minimalflichen ausgefiihrt haben, zeigt auch fiir
jedes andere Variationsproblem, daB die Minimumseigenschaft sich
durch eine Umgebungseigenschaft ersetzen 1a8t. Die Durchfiihrung
dieser Grenziibergidnge ist der Gegenstand der Variationsrechnung. Die
Variationsrechnung geht also den umgekehrten Weg wie die Differen-
tialgeometrie; wihrend die Differentialgeometrie die Umgebungseigen-
schaften zugrunde legt und aus ihnen Aussagen iiber den Gesamtverlauf
eines Gebildes herleitet, werden in der Variationsrechnung Umgebungs-
eigenschaften hergeleitet aus solchen Eigenschaften, die dem Gebilde
als Ganzem zukommen.

Die Variationsrechnung ist fiir die theoretische Physik von grund-
legender Bedeutung. Alle in der Natur vorkommenden Gleichgewichts-
und Bewegungszustinde sind durch Minimumseigenschaften aus-
gezeichnet. :

Man kann durch Seifenhiute auch Minimalflichen erzeugen, die
durch mehr als eine Randkurve bestimmt sind. Z. B. kann ich von
zwei kreisférmigen geschlossenen Drihten ausgehen, die ich in der
Seifenlésung zur Deckung bringe und nach dem Herausziehen so von-
einander trenne, da3 die beiden Kreise dieselbe Achse behalten. Dann
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spannt sich zwischen den beiden Kreisen eine hyperboloiddhnliche
Fliche auf (Abb. 197 und Abb. 220, S. 186), von der man aus Sym-
metriegriinden erwarten muf}, daB sie eine Rotationsfliche ist. Die
Rechnung bestatigt das und ergibt, daBl der Me-
ridian dieser Rotationsminimalfliche eine Ket-
tenlinie ist, d. h. dieselbe Gestalt hat, wie sie
eine an zwei Punkten aufgehingte Kette unter
dem EinfluB der Schwerkraft annimmt. Die
Flache wird deswegen Katenoid genannt.

Die Kennzeichen des Nabelpunktes und der
Punkte der Minimalflichen vereinigen in sich
diejenigen parabolischen Punkte, in denen beide
Hauptkriimmungen zugleich verschwinden. In
einem solchen Punkt verschwinden die Kriim-
mungen aller Normalenschnitte. Offenbar sind
alle Punkte einer Ebene von dieser Art, zu- u
gleich sind die Ebenen die einzigen Flichen,
die aus lauter parabolischen Nabelpunkten be-
stehen. Ein Beispiel fiir einen isolierten parabolischen Nabelpunkt kann
man analog dem gewdhnlichen Sattel (Abb. 190, S. 162) leicht kon-
struieren, wenn man in der PaBhohe nicht zwei, sondern drei Gebirge
und drei Einsenkungen aneinan-
derstoBen 1aBt, so daBl die Flache
durch eine Drehung um 27/3 mit
sich selbst zur Deckung kommt
(Abb. 198). Dann liegt offenbar
jedem Gebirge eine Senkung gegen-
tber. Daher hat jeder Normalen-
schnitt einen Wendepunkt, also
verschwindende Kriimmung. Man
nennt eine solche Fliche einen
Affensattel. Diese Bezeichnung
rithrt daher, daf3 der Mensch zum
Reiten nur zwei Vertiefungen
braucht, daB aber der Affe eine
dritte fiir seinen Schwanz notig hat.

Man kann die verschiedene Ge-
stalt der Fliachen in elliptischen und
hyperbolischen Punkten noch auf
eine andere Art kennzeichnen, die
auch die Namen , elliptisch* und , hyperbolisch‘‘ rechtfertigt. Hierzu lege
ich zur Tangentialebene in geringem Abstand eine Parallelebene und
betrachte deren Schnitt mit der Flache. In einem elliptischen Flichen-
punkt wird eine solche Schnittkurve nur vorhanden sein, wenn die Par-

Abb. 197.

Atb. 198.
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allelebene auf einer bestimmten Seite der Tangentialebene angenommen
wird. Die Schnittkurve wird sich auf den Berithrungspunkt zusammen-
ziehen, wenn der Abstand der Ebenen gegen Null abnimmt. Lasse
ich den Abstand gegen Null gehen, vergrofere aber gleichzeitig die
Schnittkurve in passender Weise in immer stirkerem MaBstab, so zeigt
es sich, daB die vergroferte Schnittkurve sich unbegrenzt einer in der
Tangentialebene gelegenen Ellipse ndhert, die den Berithrungspunkt
zum Mittelpunkt und die Kriimmungsrichtungen zu Achsenrichtungen
hat. Das Verhiltnis der Achsenlingen ist
dabei gleich der Wurzel aus dem Verhiltnis
der Hauptkriimmungsradien. .
Betrachte ich die auf einer bestimmten
Abb. 199, Seite verlaufenden Parallelebenen zur Tan-
gentialebene eines hyperbolischen Punkts,
so ergibt der analoge Grenziibergang eine Hyperbel, deren Achsenrich-
tungen und Achsenlingen in derselben Weise wie im elliptischen Fall
von den Kriimmungsrichtungen und den Hauptkriimmungen abhingen
(Abb. 199). Verfihrt man ebenso mit den Parallelebenen auf der
anderen Seite der Tangentialebene, so erhilt man eine zweite Hyper-
bel, die dieselben Achsen wie die erste besitzt. Beide Hyperbeln
haben {iberdies ihre Asymptoten gemeinsam, und
zwar sind deren Richtungen gerade durch die
Asymptotenrichtungen des betrachteten Flichen-
punkts gegeben. Man nennt die von uns konstru-
ierten Kegelschnitte die ,,DuPiNschen Indikatrizes*
der Flachenpunkte. In parabolischen Punkten
kann das entsprechende Verfahrén zu verschieden-
artigen Kurven fithren. In Nabelpunkten ist die
Durinsche Indikatrix ein Kreis. Man kann das an der Kugel und am
Ellipsoid leicht bestdtigen. In Affensitteln verlduft die Indikatrix
etwa wie in Abb. 200 angegeben.

§ 29. Sphirische Abbildung und Gausssche Kriimmung.

Wir haben bis jetzt die Flichenkrimmung durch zwei Zahlen, die
Hauptkrimmungen, charakterisiert. Gauss hat nun ein Verfahren
angegeben, um die Kriimmung in einem Flichenpunkt durch eine ein-
zige Zahl, die natiirlich von den Hauptkriimmungen abhéingt, in analoger
Weise darzustellen, wie wir.das fiir die Raumkurven gelernt haben.

Ich ziehe zu jeder Normalen der betrachteten Fliche die Parallele
durch den Mittelpunkt einer Einheitskugel. Ich zeichne willkiirlich
eine der beiden Richtungen der Normalen in einem Flichenpunkt aus
und iibertrage diese Festsetzung stetig auf alle Nachbarpunkte auf dem
Flachenstiick. Zeichne ich nun die gleiche Richtung auch auf dem ent-
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sprechenden Kugeldurchmesser aus, so wird jedem Punkt des Flichen-
stiicks ein bestimmter Punkt der Kugeloberfliche, der Endpunkt des
Durchmessers, zugeordnet, die Fliache wird also auf die Kugel abgebildet.
Man nennt dieses von GAUss herriihrende Verfahren die sphirische Ab-
bildung der Fliache. Da die Durchmesser der Kugel auf den Tangential-
ebenen ihrer Endpunkte senkrecht stehen, so besitzt bei der Gaussschen
Abbildung jeder Punkt die gleiche Normalenrichtung wie sein sphérisches
Bild, und ebenso sind die beiden Tangentialebenen parallel. Die spha-
rische Abbildung wird deshalb auch als Abbildung durch parallele Nor-
malen bzw. durch parallele Tangentialebenen bezeichnet. Man kann eine
Flache nicht nur auf die Kugel, sondern auch auf jede beliebige andere
geschlossene Fliache durch parallele Tangentialebenen abbilden. Diese
allgemeineren Abbildungen spielen in der modernen Differentialgeometrie
eine gewisse Rolle.

Ein und derselbe Punkt der Kugel entspricht bei der sphirischen
Abbildung mehreren Flichenpunkten dann und nur dann, wenn gleich-
gerichtete parallele Normalen auf der Fliche vorhanden sind. Wie
man sich anschaulich leicht klarmachen kann und wie wir spiter genauer
verfolgen werden, gibt es in der ndchsten Umgebung eines elliptischen
oder hyperbolischen Flichenpunkts keine solchen Normalen (vergleiche
Abb. 202, 203, S. 173). ,Dort ist also die sphirische Abbildung umkehr-
bar eindeutig. :

Wenn ich auf dem Flichenstiick eine geschlossene Kurve % ziehe,
so entspricht ihr eine geschlossene Kurve £’ auf der Kugel. Wir divi-
dieren nun den Fldcheninhalt G des Kugelstiicks, das von %’ eingeschlos-
sen wird, durch den Inhalt F des von & umschlossenen Stiicks unserer
Fliche und ziehen die Flichenkurve & auf einen Flichenpunkt P zu-
sammen. Dabei werden I und G immer kleiner, und wenn wir schlie3-
lich im Grenziibergang die Kurve in den Punkt P iibergehen lassen,
ndhert sich der betrachtete Quotient einem bestimmten Grenzwert

lim
F—>0 F

Die durch dieses Verfahren definierte Zahl K heifit die Gausssche Kriim-

mung der Fliche in P. Die analytische Betrachtung ergibt nun, daBl

die Gausssche Kriimmung gleich dem Produkt der zugehorigen Haupt-

kriimmungen ist:

=K.

K = kyky.

Die Gausssche Kriimmung hat die hochst wichtige Eigenschaft,
daB sie sich bei beliebiger Verbiegung des Flichenstiicks nicht dndert.
Als Verbiegungen definiert man diejenigen Deformationen, welche die-
Lingen und Winkel aller auf der Fliche gezogenen Kurven unverdndert
lassen; eine aus annihernd undehnbarem Material, z. B. Papier oder
diinnem Blech hergestellte Flache 148t sich zur Veranschaulichung von



172 IV. Differentialgeometrie.

Verbiegungen verwenden. Da nun die Gausssche Kriimmung durch
Verbiegungen nicht beeinflut wird, muf3 sie in innigem Zusammen-
hang zu den Eigenschaften der Fliche stehen, die allein von den
Lingen und Winkeln der in der Fliche verlaufenden Kurven ab-
hingen. In der Relativititstheorie, die gerade diese ,,inneren’ Eigen-
schaften mehrdimensionaler gekriimmter Mannigfaltigkeiten untersucht,
spielt deshalb die Gausssche Kriimmung und ihr Analogon fiir mehr
Dimensionen eine entscheidende Rolle..

Wir wollen uns plausibel machen, weshalb die Gausssche Kriim-

mung, deren Definition doch wesentlich von der rdumlichen Lage der
Fliche abhingt, dennoch bei Verbiegungen ungedndert bleibt. Wir
denken uns aus starren dreieckigen ebenen Platten (a, b, ¢, d in Abb. 201)
eine korperliche Ecke zusammengesetzt, so daf zwei benachbarte Platten
stets um die gemein-
same Kante drehbar
sind. Wenn dann die
Ecke mehr als drei
Seitenflichen hat, ist
ihre Gestalt im Raum
noch veranderlich, und
diese Verdnderungen
werden wir als Ver-
biegung  bezeichnen
diirfen, weil sie die
Langen und Winkel
aller Kurven ungean-
dert lassen, die man auf der Oberfliche der kérperlichen Ecke
zeichnet. Wenn man auf jeder der Seitenflichen nach auBen das Lot
(, m, n) errichtet, kommt man zu einer sphirischen Abbildung der
Ecke durch einzelne Punkte (I, m’, »') .der Kugel. Um nun eine
Analogie zur sphirischen Flichenabbildung herzustellen, verbinde ich
durch GroBkreisbogen diejenigen Kugelpunkte, die benachbarte Seiten-
flichen der korperlichen Ecke abbilden. Auf diese Weise ergibt sich
ein Polygon auf der Kugel. Ich behaupte nun, dall bei den soeben
definierten Verbiegungen der Flicheninhalt dieses Polygons sich nicht
andert; diese Tatsache steht offenbar in Analogie zu der Unverinder-
lichkeit der GAaussschen Kriimmung bei der Flichenverbiegung.

Meine Behauptung 143t sich aber aus elementaren Sitzen der sphi-
rischen Trigonometrie ableiten. Bekanntlich ist nimlich der Flicheninhalt
eines sphirischen Dreiecks, und ebenso jedes GroBkreispolygons, allein
abhingig von der Winkelsumme. Es geniigt also zu zeigen, daB die
Winkel des Polygons, das wir als sphirisches Bild der korperlichen Ecke
eingefithrt haben, bei deren Verbiegung sich nicht 4ndern. Aus Abb. 201

"erkennt man nun, daf jeder solche Winkel gleich dem Supplement

Abb. 201.
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eines Winkels ist, den zwei benachbarte Kanten der Ecke miteinander
bilden. Nach unseren Voraussetzungen sind aber alle diese Winkel un-
verdnderlich.

Man kann aus der eben durchgefithrten Betrachtung durch einen
Grenziibergang die Unverinderlichkeit der Gaussschen Kriimnrung er-
halten, wenigstens wenn man sich auf konvexe Flichenstiicke be-
schrinkt. Man hat zu diesem Zweck die Fliche durch einbeschriebene
Dreieckspolyeder mit kleiner Kantenlinge zu approximieren und unsere
Betrachtung auf jede Ecke dieses Polyeders anzuwenden.

Abb. 202.

Vs

Abb. 203.

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die Unterscheidung der Flichen-
punkte in elliptische, hyperbolische und parabolische durch die sphérische
Abbildung und die Gausssche Kriimmung kennzeichnen 1aBt. Umléduft
man einen Punkt elliptischer Kriimmung auf einer kleinen geschlossenen
doppelpunktfreien Flichenkurve, so erhidlt man auf der Kugel eine
ebenfalls doppelpunktireie geschlossene Kurve (Abb. 202). Auch in
einem Punkt sattelférmiger Kriimmung ist das sphirische Bild doppel-
punktfrei (Abb. 203). Wie die Abb. 202 und 203 zeigen, ist im hyper-
bolischen Fall der Umlaufsinn der Kurve auf der Kugel entgegen-
gesetzt dem Umlaufssinn der Flichenkurve, wihrend in- elliptischen
Punkten beide Umlaufsinne gleich sind. Man pflegt nun in der analy-
tischen Geometrie den Inhalten zweier Flichenstiicke gleiches oder ent-
gegengesetztes Vorzeichen beizulegen, je nachdem sie in gleichem oder
entgegengesetztem Sinne umlaufen werden. Daher rechnet man die
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Gausssche Krimmung in konvexen Stiicken als positiv, in sattel-
férmigen als negativ. Zu derselben Vorzeichenbestimmung kommen
wir auch, wenn wir von den beiden Hauptkriimmungen ausgehen. In
elliptischen Punkten liegen nidmlich die den Hauptkrimmungen ent-
sprechenden Kriimmungsmittelpunkte auf derselben Halbgeraden der
Normalen, wihrend sie in hyperbolischen Punkten auf den entgegen-
gesetzten Halbgeraden liegen. Wenn ich also die eine Halbgerade als
positiv, die andere als negativ kennzeichne, so ist das Produkt der beiden
Hauptkrimmungsradien — also auch das Produkt der Hauptkrim-
mungen und damit die Gausssche Krimmung — positiv fir elliptische
Punkte und negativ fiir hyperbolische Punkte. — Da das Bild hinreichend
kleiner geschlossener doppelpunktfreier Kurven ebenfalls doppelpunkt-
frei ausfillt, so mul3 die sphérische Abbildung in iiberall konvexen oder
iiberall sattelférmigen hinreichend kleinen Flichenstiicken stets um-
kehrbar eindeutig sein.

Die parabolischen Punkte nehmen eine Mittelstellung zwischen den
elliptischen und den hyperbolischen Punkten ein; daher werden wir
erwarten, daf3 die Gausssche Kriimmung in den parabolischen Punkten
verschwindet. Das bestitigt sich. Denn die parabolischen Punkte sind
dadurch definiert, daB in ihnen eine Hauptkriimmung verschwindet;
also verschwindet in ihnen auch das Produkt der Hauptkriimmungen,
d. h. die Gausssche Kriimmung.

Die Ebene besteht nur aus parabolischen Punkten. Aus der Bie-
gungsinvarianz der Gaussschen Kriimmung folgt daher, daBl ich ein
ebenes Blatt Papier niemals auf ein positiv oder negativ gekriitmmtes
Flachenstiick auflegen kann. Die Anschauung ergibt in der Tat, daf das
Papier im ersten Fall sich falten, im zweiten Fall zerreilen muB.

Wir betrachten jetzt eine gegebene Fliche, die nicht aus lauter
parabolischen Punkten besteht und auf der sowohl Punkte positiver
als auch Punkte negativer Gaussscher Kriimmung vorhanden sind.
Da die Gausssche Kriimmung sich stetig auf der Flache dndert, so muB3
es auf der Flache auch Punkte geben, in denen die Gausssche Kriimmung
verschwindet, und diese Punkte miissen stetige Kurvenziige bilden, die
die Gebiete positiver von denen negativer Gaussscher Kriimmung
trennen. Man nennt solche aus parabolischen Punkten bestehenden
Kurven die parabolischen Kurven der Fliche!. Natiirlich miissen para-
bolische Kurven nur dann auftreten, wenn die Gausssche Kriimmung

1 Die parabolischen Kurven sind von F. KLEIN zu einer eigenartigen Unter-
suchung herangezogen worden. Er nahm an, daB die kiinstlerische Schonheit
eines Gesichts ihren Grund in gewissen mathematischen Beziehungen hitte, und
lieB deshalb auf dem Apollo von Belvedere, dessen Gesichtsziige uns einen be-
sonders hohen Grad von Kklassischer Schénheit wiedergeben, die samtlichen para-
bolischen Kurven einzeichnen. Diese Kurven besaBen aber weder eine besonders

einfache Gestalt, noch lieB sich ein allgemeines Gesetz ausfindig machen, dem sie
gehorchten (Abb. 204).
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auf der Flache beide Vorzeichen annimmt. Auf den bisher von uns
betrachteten Flichen trat das nie ein; die Flichen zweiter Ordnung

besitzen entweder iiberall
positive Kriimmung wie
das Ellipsoid, oder {iber-
all negative wie das ein-
schalige Hyperboloid,
oder iiberall verschwin-
dende wie der Zylinder
und der Kegel, die sich
ja aus einem ebenen
Blatt Papier formen las-
sen. Die Minimalflichen
ferner haben nirgends
positive Kriimmung.
Wir wollen jetzt Bei-
spiele von Flichen mit
parabolischen Kurven an-
geben und deren sphi-
rische Abbildung betrach-
ten. Eine besonders ein-
fache Fliche dieser Art
ist die Oberfliche einer
Glocke. Man erhilt sie,
indem man eine ¢bene
Kurve, die einen Wende-

Abb. 204.

punkt hat, um eine in ihrer Ebene gelegene Achse rotieren laBt
(Abb. 205). Wir wollen diese Achse als vertikal annehmen.

in Abb. 205 gezeichneten Fall erzeugt der oberhalb
des Wendepunkts verlaufende Zweig der Kurve ein
elliptisch gekriimmtes Fldchenstiick, wédhrend der
untere Teil der Kurve ein hyperbolisch gekriimmtes
Flachenstiick liefert. Der Breitenkreis der Rota-
tionsfliche, der vom Wendepunkt der Kurve be-
schrieben wird, ist also die parabolische Kurve
der Glocke. Man erkennt das auch am Verhalten
der Tangentialebenen. Die Tangentialebenen der hy-
perbolischen Punkte schneiden die Glocke in einer
schleifenartigen Kurve, die zwei Aste durch den Be-
rithrungspunkt schickt (Abb. 206). Néhert sich nun
der Beriihrungspunkt von unten her der parabolischen
Kurve, so wird der geschlossene Teil der Schleife im-

mer kleiner, und die beiden durch den Berithrungspunkt laufenden Zweige
der Schnittkurve schlieBen dort einen immer spitzeren Winkel ein. Liegt

Abb. 205.

Fir den
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der Beriihrungspunkt schlieB8lich auf der parabolischen Kurve (Abb. 207),
so ist die Schleife auf den Beriihrungspunkt zusammengeschrumpft,
und die Schnittkurve hat im Beriihrungspunkt eine Spitze. Wandert
der Berithrungspunkt weiter in den elliptischen Teil der Fliche (Abb. 208),
SO besteht die Schnittkurve aus dem Beriihrungspunkt als isoliertem

Abb. 206. Abb. 207. Abb. 208.

Punkt und einem ganz im hyperbolischen Teil verlaufenden stetig ge-
krimmten Kurvenbogen. Wir haben damit zugleich Beispiele fiir die
frither (S. 154) aufgezdhlten Fille singulirer Punkte ebener Kurven.

Wir untersuchen nun die sphirische Abbildung der Glocke in der
Néahe des parabolischen Breitenkreises (Abb. 209). Wir umgeben einen
beliebigen Punkt der parabohschen Kurve mit dem kleinen geschlossenen

, Kurvenzug 123456781,

durch den ein gewisses
Flachenstiick F  einge-
schlossen ist. Die Punkte 1
und 5 mogen der héchste
und tiefste Punkt von F
sein. In 3 und 7 soll der
Kurvenzug den paraboli-
schen Breitenkreis treffen.
Nun besitzt der Meridian,
durch dessen Rotation die
Glocke erzeugt wird, in der
Umgebung seines Wende-
punkts parallele Tangen-
ten (vgl. S.154). Offenbar besitzen die entsprechenden Punkte der
Glocke parallele Normalen, also das gleiche sphirische Bild. Dem-
nach gehort zu jedem Breitenkreis unmittelbar oberhalb des parabo-
lischen Kreises ein zweiter Breitenkreis unmittelbar unterhalb des para-
bolischen, der dasselbe sphérische Bild hat. Wir erkennen also, daB
" die sphirische Abbildung des Flichenstiicks F nicht umkehrbar eindeutig
sein kann. Zur Veranschaulichung dieser Tatsache wihlen wir die
Punkte 2, 4, 6, 8 auf dem Rand von F so, dal sowohl 2 und 4 als auch

Abb. %09.
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6 und 8 parallele Normalen besitzen. Der parabolische Kreis teilt F in
zwei Gebiete F; und F,, deren Inneres ganz aus elliptischen bzw.
hyperbolischen Flichenpunkten besteht, die also umkehrbar eindeutig
auf zwei Gebiete der Kugel abgebildet werden. Diese Gebiete grenzen
beide an das Bild des parabolischen Kreises, das offenbar auf der
Kugel ebenfalls ein Kreis in einer horizontalen Ebene ist. Wahrend
aber F; und F, auf verschiedenen Seiten des parabolischen Kreises
liegen, grenzen die Bildgebiete auf der Kugel beide von oben an das
Bild des parabolischen Kreises. Sie iiberdecken sich daher. Der Rand
von F wird in eine Kurve 1'2'3'4'5'6'7'8'1" abgebildet, und dabei
fallt 2" mit 4’ und 6’ mit 8’ zusammen, und die Kurve durchschneidet
in diesen Punkten sich selbst.

Das sphirische Bild der
Glocke erfihrt also lings des
Bilds der parabolischen Kurve
eine Umklappung. Diese Um-
klappung tritt auch bei den
parabolischen Kurven belie-
biger Flichen in der Regel
ein. Es gibt jedoch eine cha-
rakteristische Ausnahme, die
an einem zweiten Beispiel er-
klart werden soll.

Durch eine vertikale Achse
lege ich eine Ebene, zeichne in
ihr einen Kreis, der die Achse nicht trifft, und drehe die Ebene um die
Achse. Dann beschreibt der Kreis eine Rotationsfliche, welche Ring-
flache oder Torus genannt wird (Abb. 210). Der Kreis wird durch seinen
héchsten Punkt A und seinen tiefsten Punkt B in zwei Halbkreise I
und I1 geteilt. Der von I erzeugte Teil des Torus besitzt offenbar posi-
tive Gausssche Kriimmung, der von II erzeugte Teil des Torus dagegen
negative. Die beiden Teile des Torus werden voneinander durch die
Breitenkreise getrennt, die die Punkte 4 und B beschreiben. Diese
Kreise sind die parabolischen Kurven der Fliche. Jede Tangentialebene,
die in einem Punkt eines dieser Kreise an den Torus gelegt wird, hat
mit dem Torus einen einzigen durch den Berithrungspunkt gehenden
Kurvenzweig gemein, da sie offenbar den Torus lings des ganzen Kreises
berithrt und ihn sonst nicht trifft. Wir haben also hier ein Beispiel
parabolischer Punkte, in denen die Tangentialebene keine mit einer
Spitze versehene Kurve aus der Fliche ausschneidet. In Abb. 211 ist
fiir einen der parabolischen Kurve benachbarten hyperbolischen Torus-
punkt die Schnittkurve der Tangentialebene mit dem Torus gezeichnet.
In den elliptischen Toruspunkten hat die Tangentialebene allein ihren
Beriihrungspunkt mit dem Torus gemein.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 12

Abb. 210.



178 IV. Differentialgeometrie.

Wir betrachten nun das spharische Bild des Torus. Wir denken uns
etwa in jedem Punkt die nach auBen weisende Richtung der Normalen
ausgezeichnet. Dann werden die beiden parabolischen Kreise, da sie
lauter parallele Normalen besitzen, nur in je einen einzigen Punkt der
Kugel, ndmlich in den hoch-
sten und den tiefsten Punkt
derselben, abgebildet.  Der
elliptische Teil des Torus be-
sitzt keine parallelen Norma-
len. Sein sphdrisches Bild
bedeckt, wie man leicht sieht,
die ganze Kugel mit Aus-
nahme des hochsten und tief-
sten Punkts einfach und lik-
kenlos. Das gleiche gilt aber
auch vom hyperbolischen Teil.
Im ganzen wird also die Kugel
vom sphirischen Bild des
Torus genau zweimal bedeckt,
mit Ausnahme des hochsten
und tiefsten Punkts, wo

Abb. 211. beide Bildteile zusammen-
hingen. Um die Art dieses Zusammenhangs zu veranschaulichen,
verfahren wir wie beim vorigen Beispiel. Wir denken uns den Torus
und sein sphidrisches Bild schrig von oben gesehen -(Abb. 212) und
umgeben einen parabolischen Punkt mit einem kleinen geschlossenen

doppelpunktfreien Kurvenzug
g 1= 12341. Aus der Figur ist die

\/1\ Z' Wahl dieser Punkte und die
Gestalt des sphérischen Bilds

des Kurvenzugs wohl ohne

nihere Erorterung ersichtlich.

DaB das spharische Bild acht-

formig ausfillt, steht im Ein-

klang damit,daBimelliptischen

' Gebiet der Umlaufsinnerhalten

bleibt, wahrend er im hyperbo-
lischen Gebiet umgekehrt wird.

Unser Beispiel ist charakteristisch fiir den Fall, daB die Fliche lings
eines ganzen (notwendig parabolischen) Kurvenstiicks von derselben
Ebene beriihrt wird. Dagegen veranschaulicht das Beispiel der Glocke den
Fall, daB die Tangentialebene sich lings der parabolischen Kurve dndert.
Bei beiden Beispielen trennt die parabolische Kurve auf der Fliche ein
Gebiet positiver von einem Gebiet negativer Gaussscher Kriimmung.

Abb. 212.
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Als letztes Beispiel betrachten wir nun eine Flache mit einem parabo-
lischen Punkt, der isoliert in einem sonst sattelférmig gekriimmten Ge-
biet liegt (Abb. 213); es ist der S. 169 beschriebene Affensattel. Bei
dieser Fliache haben offenbar diejenigen Punkte parallele Normalen, die
zu dem parabolischen Punkt diametral liegen. Einer geschlossenen
doppelpunktfreien Kurve um diesen Punkt herum entspricht also auf
der Kugel eine geschlossene Kurve, die das sphéirische Bild des Punkts
zweimal umlduft!. Ebenso kann man offenbar isolierte parabolische
Punkte mit sattelférmiger Umgebung konstruieren, bei denen das sphé-
rische Bild einen einmaligen Umlauf in einen drei- oder beliebig vielfachen
verwandelt. Geht man dagegen von einem isolierten parabolischen

Abb. 213.

Punkt aus, dessen Umgebung elliptische Kriimmung aufweist, so 1aft
sich zeigen, daB das sphirische Bild sich genau so verhilt, als wire die
Kriimmung iiberall elliptisch und gar kein parabolischer Punkt vorhanden.

Zum SchluB wollen wir angeben, in welcher Weise sich die Kriim-
mungslinien und die Asymptotenlinien einer Fliche bei der sphérischen
Abbildung verhalten. Die Kriimmungsrichtungen lassen sich durch die
sphirische Abbildung vollstindig kennzeichnen; es sind die einzigen
Richtungen, die ihren Bildrichtungen parallel sind; nur in den Nabel-
punkten versagt dieses Kriterium; dort sind alle Richtungen ihren Bil-
dern parallel. In elliptischen Punkten sind auBerdem beide Kriim-
mungsrichtungen mit ihren Bildern gleichgerichtet oder bei anderer
Wahl der Normalenrichtung alle beide mit ihren Bildern entgegengesetzt

1 Der Affensattel wird also durch parallele Normalen auf eine RiEMANNsche
Flache iuiber der Kugel abgebildet, die im Bild des parabolischen Punkts einen
Windungspunkt hat (vgl. S. 238). Man beachte in Abb. 213 auch die Umkehrung
des Umlaufssinns.

12%
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gerichtet, dagegen ist in hyperbolischen Punkten stets eine der Kriim-
mungsrichtungen mit ihrem sphérischen Bild gleichgerichtet, die andere
entgegengesetzt gerichtet.

Aus diesem Kriterium kénnen wir leicht die Kriimmungslinien der
Rotationsflichen bestimmen. Ich behaupte, das sind die Breitenkreise
und Meridiane. Diese beiden Kurvenscharen gehen nidmlich ersichtlich
in ein System von Breitenkreisen und Meridianen auf der Kugel iiber,
und zwar so, daB} jede Richtung ihrer Bildrichtung parallel ist. Die
beiden Pole konvexer geschlossener Rotationsflichen sind somit stets
Nabelpunkte.

Die Asymptotenrichtungen haben eine andere Eigenschaft. Sie
stehen nidmlich auf ihrem sphirischen Bild senkrecht und sind die ein-
zigen Richtungen dieser Art. Der Drehungssinn, in dem ich eine

Abb. 215. Abb. 216.

Asymptotenrichtung in der Tangentialebene drehen mufl, um ihre
Bildrichtung zu erhalten, ist stets fiir beide Asymptotenrichtungen
entgegengesetzt. Das hidngt damit zusammen, dall die sphérische
Abbildung den Umlaufsinn sattelférmig gekriimmter Flachenstiicke
stets umkehrt.

Da die Asymptotenlinien nur den hyperbolischen Teil der Fliache
bedecken, miissen sie in der Nahe parabolischer Kurven ein singuldres
Verhalten zeigen. Falls die parabolische Kurve eine veranderliche Tan-
gentialebene hat wie bei der Glocke, haben die Asymptotenlinien Spitzen
lings der parabolischen Kurve (Abb. 214). Falls dagegen alle Punkte
einer parabolischen Kurve dieselbe Tangentialebene haben, so wie beim
Torus, ist die parabolische Kurve die Einhiillende der Asymptoten-
linien, d. h. sie beriihrt in jedem Punkt eine Asymptotenlinie (Abb. 215).
Den Verlauf der Asymptotenlinien auf einem Affensattel kennzeichnet
Abb. 216. Es laufen gerade » Asymptotenlinien durch einen Punkt
dieser Art, wenn ein geschlossener Umlauf um ihn durch das sphérische
Bild in einen # — 1-fachen Umlauf verwandelt wird.
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§ 30. Abwickelbare Flichen, Regelflichen.

Wir haben bei unseren Betrachtungen iiber die parabolischen Punkte
bisher den Fall ausgeschlossen, daB eine Fliche nur aus parabolischen
Punkten besteht. Dieser Fall soll jetzt seiner besonderen Wichtigkeit
wegen ausfiihrlich besprochen werden.

Beispiele solcher Flichen haben wir bereits in allen den Flichen
kennengelernt, die aus einem Stiick der Ebene durch Verbiegung hervor-
gehen. Es gilt nun allgemein der Satz, daf sich zwei Flichen ineinander
durch Verbiegung iiberfithren lassen, wenn auf beiden Flichen die
Gavusssche Kriimmung iiberall denselben konstanten Wert hatl,

Nach diesem Satz kann man durch die Verbiegung von Ebenen-
stiicken schon samtliche Fliachen iiberall verschwindender Gaussscher
Kriimmung erhalten. Wegen dieser Erzeugungsweise nennt man die
Fliachen auch ,,abwickelbare Flachen®.

Es gibt noch zwei ganz andere Arten, die abwickelbaren Flichen zu
erzeugen. Zunichst sind abwickelbar alle Flachen, die von einer einpara-
metrigen Ebenenschar eingehiillt werden. Die veranderliche Ebene beriihrt
eine solche Fliche langs einer ganzen Geraden; man erhilt diese Gerade
durch Grenziibergang aus der Schnittgeraden der Ebene mit einer
ihrer Nachbarlagen. Die Gerade ist parabolische Kurve der Fliche,
da die Fliche ja lings der Geraden eine und dieselbe Tangentialebene
hat. Da ferner die Gesamtheit dieser Geraden die ganze Fliche iiber-
deckt, mufB} diese in der Tat aus lauter parabolischen Punkten bestehen.
Merkwiirdigerweise gilt nun auch umgekehrt der Satz, daB man auf diese
Art alle abwickelbaren Fliachen erhalten kann. Demnach sind die ab-
wickelbaren Flichen siamtlich Regelflichen2.

Da drei Ebenen stets einen Schnittpunkt haben3, ist es plausibel,
daBl sich benachbarte Erzeugende einer abwickelbaren Flache stets
schneiden. Dies kann analytisch bewiesen werden und fiihrt zur dritten
Erzeugungsart der abwickelbaren Flichen. Die Schnittpunkte benach-
barter Geraden beschreiben namlich eine Kurve, und es 1a8t sich die
anschauliche Vermutung bestitigen, dal diese Raumkurve von den
Erzeugenden nicht geschnitten, sondern beriihrt wird. Wir kénnen
unsere Flachen also auch als diejenigen Flachen definieren, die von
den Tangenten einer beliebigen Raumkurve iiberstrichen werden. Die

1 Bei Flachen wverdnderlicher Gaussscher Krimmung gibt es keine &hnlich
einfache hinreichende Bedingung dafiir, daB die Flachen sich ineinander durch
Verbiegung tiberfithren lassen. Notwendig ist, daB man die Flachen so aufeinander
abbilden kann, daB sie in entsprechenden Punkten die gleiche Gausssche Kriim-
mung besitzen. Diese Bedingung reicht aber nicht hin. Man kann sich das leicht
am Beispiel von Rotationsflichen klarmachen.

2 Dagegen gibt es im vierdimensionalen Raum abwickelbare Flichen, die
nicht Regelflichen sind. Vgl. S. 301, 302.

3 Parallelismus ist hierbei als Schnitt im Unendlichen aufzufassen.
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Flache wird dann zugleich eingehiillt von den Schmiegungsebenen der
Kurve. Allein die Kegel und Zylinder entziehen sich dieser Darstellung,
wihrend sie durch die vorige Methode offenbar erzeugt werden konnen.

Aus der zweiten Darstellung 148t sich sofort das sphirische Bild
aller abwickelbaren Fliachen mit' Ausnahme der Ebene bestimmen. Die
einhiillenden Ebenen sind ja die Gesamtheit der Tangentialebenen der
Flache. Sie und ebenso ihre Normalenrichtungen bilden also eine Schar,
die nur von einem verdnderlichen Parameter abhdngt. Also ist das
sphirische Bild der abwickelbaren Fliche stets eine Kurve, und zwar
das Binormalenbild der Raumkurve, deren Tangenten die Fliche iiber-
streichen. DaB bei den Flichen der Kriimmung Null das sphérische Bild
auf eine Kurve zusammenschrumpft, war auch nach der urspriing-
lichen Definition der Gaussschen Kriimmung zu erwarten. Danach
hat nimlich das sphirische Bild jedes solchen Flichenstiicks den In-
halt Null. o

Wir wickeln nun die Tangentenfliche irgendeiner Raumkurve auf
die Ebene ab. Dann muB die Raumkurve in eine ebene Kurve iber-
gehen, und die Erzeugenden der Fliche gehen in die Tangenten dieser
ebenen - Kurve iiber. Jedem Bogen der Raumkurve entspricht ein
gleich langer Bogen der ebenen Kurve. Es 1dBt sich aber auBlerdem
zeigen, daBl beide Kurven in entsprechenden Punkten auch gleiche
Kriimmung besitzen?. ’

Geht man umgekehrt von einem ebenen konvexen Kurvenbogen s
aus und schneidet das auf der Innenseite der Kurve gelegene Ebenen-
stiick weg, so 1dBt sich das iibrigbleibende Ebenenstiick so verbiegen,
daB die Raumkurve, in die der Bogen s iibergeht, in allen Punkten seine
Kriimmung behélt. Dabei kann man, wie sich analytisch beweisen
liBt, dieser Raumkurve jede beliebige Torsion erteilen. Eine solche
Forminderung einer Raumkurve, bei der Bogenlinge und Kriimmung
erhalten bleiben, wiahrend die Torsion sich dndert, nennt man ,,Verwin-
dung* der Raumkurve. ‘ '

Bei unserer Verbiegung der Ebene bleiben offenbar die Tangenten
von s stets geradlinig, wihrend alle iibrigen Geraden der Ausgangs-
ebene gekriimmt werden2. Es zeigt sich aber, daB wir durch die Ver-
biegung des Ebenenstiicks keineswegs die ganze Tangentenfliche der
Raumkurve ¢ erhalten, die aus s hervorgeht. Die Flache, die wir kon-

. 1 Das ist anschaulich einleuchtend; denn der Winkel benachbarter Tangenten
bleibt bei der Verbiegung ungeindert, und die Kriimmung ist der Grenzwert des
Quotienten dieses Winkels und des zugehérigen Bogens.

2 Bei einer ganz beliebigen Verbiegung des Ebenenstiickes dndert sich natiir-
lich auch die Krimmung von s. Damit nun die Kriimmung von s erhalten bleibt,
ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, daB die Tangenten von s
geradlinig bleiben. Wir erhalten daher ein brauchbares Modell, wenn wir das
Ebenenstiick aus Papier ausschneiden und einige Halbtangenten von s durch
aufgeklebte Stiabe versteifen.
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struiert haben, enthélt ndmlich von allen Tangenten von ¢ nur den
einen vom Beriihrungspunkt begrenzten Halbstrahl. Ziehe ich diese
Halbtangenten zu vollen Geraden aus, so erhalté ich ein zweites Flachen-
stiick, das mit dem ersten zusammen die Tangentenfliche von ¢ bildet.
Beide Fliachenstiicke stoBen in ¢ in einer scharfen Kante zusammen,
die man die Riickkehrkante der Fliche nennt. Wenn man nun ¢ wieder
stetig in die Kurve s verwindet, schlieBen sich die beiden Teile immer
enger aneinander und fallen schlieflich beide in die Ebene s. Man erhalt
die volle Tangentenfliche von ¢, indem man den duBeren Teil der Ebene
von s in zwei Exemplaren ibereinanderlegt, lings s zusammenheftet
und dann bei der Verwindung von s die beiden Blitter auseinanderzieht.
Hierbei ist es wesentlich, dal die Kriimmung von s nirgends verschwin-
det. Geht man dagegen von Kurven mit Wendepunkten aus, so be-
steht die Tangentenfliche im allgemeinen aus vier Blattern, die im
Wendepunkt zusammenstoBen und von denen zwei lings der Wende-
tangente zusammenhangen.

Wir fragen nun nach den Regelflichen, die nicht abwickelbar sind.
Nach dem Vorigen miissen es diejenigen sein, bei denen zwei benach-
barte Erzeugende zueinander windschief sind. Denn abwickelbar ist
die Fliche ja dann und nur dann, wenn benachbarte Erzeugende sich
schneiden.

Durch naheliegende Verallgemeinerung des Gedankenganges, der

zu jeder abwickelbaren Fliche eine auf ihr verlaufende Raumkurve,
die Riickkehrkante, bestimmt, 148t sich auch zu jeder anderen Regelfliche
eine entsprechende Kurve, die ,,Strik-
tionslinie”, bestimmen. Wir greifen
dazu aus der Schar der auf der Fliache
verlaufenden Geraden zwei Erzeu-
gende a und b heraus und ziehen ihr
gemeinsames Lot (Abb. 217). Be-
kanntlich ist das die kiirzeste Ver-
bindung zwischen a« und 4. A sei Abb. 217,
der FuBpunkt dieses Lotes auf 4.
Lassen wir b in der Geradenschar immer ndher an a heranriicken, so
nihert sich 4 einer Grenzlage, die wir den Kehlpunkt von a nennen.
Er entspricht dem Punkt, in dem eine Erzeugende einer abwickelbaren
Flache die benachbarte Erzeugende und die Riickkehrkante trifft.

Die Striktionslinie ist die Kurve, die der Kehlpunkt beschreibt,
wenn «a alle Erzeugenden der Flache durchlauft. Es wire ein Trugschlu8.
zu glauben, daB die Striktionslinie alle Erzeugenden senkrecht trifft.
Denn sind a, b, ¢ drei benachbarte Erzeugende (Abb. 217), so hat im
allgemeinen das gemeinsame Lot von b und ¢ einen anderen FuBpunkt
auf b als das gemeinsame Lot von b und a. Deshalb hat die Verbin-
dungslinie der Kehlpunkte nicht notwendig die Richtung der gemein-
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samen Lote, braucht also die Erzeugenden nicht senkrecht zu treffen.
Z.B. wird die Striktionslinie des einschaligen Rotationshyperboloids
durch den Kehlkreis gebildet, und dieser steht offenbar auf den Ge-
raden des Hyperboloids nirgends senkrecht.

Die Regelflichen sind einparametrige Mannigfaltigkeiten von Ge-
raden. Sie haben deshalb gewisse Analogien zu den Raumkurven, den
einparametrigen Mannigfaltigkeiten von Punkten. So kann man fiir
Regelflachen einen Begriif einfithren, der der Krimmung der Raum-
kurven entspricht; es ist die sog. Striktion oder der Drall. Man dividiert
den Winkel zweier Erzeugenden durch ihren kiirzesten Abstand und
bezeichnet als Drall den Grenzwert, dem dieser Quotient zustrebt, wenn
die Erzeugenden zusammenriicken.

Der Drall ist kennzeichnend fiir die Lageinderung der Tangential-
ebene lings einer Regelgeraden. Offenbar kann sich die Tangential-
ebene, wenn ihr Beriihrungspunkt eine Regelgerade durchliuft, nur
um diese Gerade drehen, da sie sie stets enthalten muB. Wie man ana-
lytisch zeigen kann, ist nun die Stellung der Tangentialebene in einem
Punkt P der Erzeugenden a vollstindig bestimmt durch die Tangen-
tialebene im Kehlpunkt 4 von a, durch den Abstand PA und durch
den Drall der Regelfliche in a. Die Verteilung der Tangentialebenen
1aBt sich folgendermaBlen beschreiben: Wenn P auf 2 von 4 aus nach
einer Seite stetig bis ins Unendliche wandert, so wichst der Winkel,
den die Tangentialebene in P mit der Tangentialebene in A bildet,
stetig bis zu einem Rechten. Auf der anderen Seite von A verhalten
sich die Tangentialebenen entsprechend und symmetrisch zum Kehl-
punkt 4. Liegen zwei Punkte P und Q der Geraden zu beiden Seiten
gleich weit von 4 entfernt, so halbiert die Tangentialebene von 4 den
Winkel der Tangentialebenen vom P und Q.

Hieraus folgt: Wenn zwei Regelflichen in je einer Erzeugenden
gleichen Drall besitzen, so kann man sie so aufeinanderlegen, daBl jene
beiden Erzeugenden sich decken und daB iiberdies die Flachen einander
ldngs jener Erzeugenden iiberall berithren. Man hat nur dafiir zu sorgen,
dafl die Kehlpunkte und die Tangentialebenen in ihnen sich decken,
und hat dann moéglicherweise die eine Flidche gegen die andere noch um
zwei Rechte zu drehen, so daB3 dabei die Kehlpunkte und ihre Tangential-
ebenen in Deckung bleiben. Diese Tatsache ist in der Kinematik von
Bedeutung (vgl. S. 252).

Die abwickelbaren Flichen werden durch den Drall in verschiedener
Weise gekennzeichnet. Offenbar sind ndmlich die Zylinder identisch
mit den Flichen, auf denen der Drall verschwindet; denn benach-
barte Erzeugende bilden miteinander den Winkel Null. Dagegen be-
sitzen die Kegel und die Tangentenflichen der Raumkurven unend-
lichen Drall; denn benachbarte Erzeugende dieser Flichen haben den
Abstand Null.
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Das sphirische Bild der abwickelbaren Flachen haben wir bestimmt.
Auch bei den Regelflichen von endlichem Drall zeigt das sphérische
Bild ein einfaches Verhalten. Die Normalen aller Punkte einer Regel-
geraden sind einer festen Ebene parallel, der Normalebene der Geraden.
Das sphiirische Bild der Geraden ist daher jedenfalls ein GroBkreis-
bogen. Nun dreht sich die Normale jedesmal stetig um einen rechten
Winkel, wenn ihr FuBpunkt vom Kehlpunkt aus nach beiden Seiten hin
auf der Geraden ins Unendliche wandert. Das sphérische Bild der Ge-
raden ist also ein Halbkreis. Die beiden Endpunkte des Halbkreises
entsprechen unendlich fernen Punkten der Geraden, das sphérische Bild
des Kehlpunkts halbiert den Halb-
kreis.

Zum SchluB wollen wir mnoch _—
eine besonders einfache Regelfliche
von konstantem Drall konstruieren
(Abb. 218). Es liegt dann nahe, als
Striktionslinie wieder eine Gerade zu
wihlen, die auf allen Erzeugenden der
Flache senkrecht steht. Ist 4 der (kon-
stante) Drall der Flache und sind a
und b zwei Erzeugende, die miteinan-
der den Winkel « bilden und die Strik-
tionsgerade in 4 und B treffen, so gilt
stets die Gleichung:

x=AB-d. ‘

Die Flache geht daher in sich {iber,
wenn man um die Striktionsgerade als
Achse eine Schraubung von der Gang-
hohe d ausfithrt. Man nennt die Fliche wegen dieser Eigenschaft eine
Schraubenfliche. Die allgemeinste Schraubenfliche erhdlt man, wenn
man eine beliebige Raumkurve durch eine gleichmaBige Schraubung um
eine feste Achse alle moglichen Lagen annehmen 1aBt. Unsere spezielle
Regel-Schraubenfliche ergibt sich also, wenn man als erzeugende Kurve
eine Gerade wihlt, die die Achse senkrecht schneidet. Diese Fliche
wird Wendelfliche genannt.

Die analytische Betrachtung ergibt nun, dafl die Wendelfliche eine
Minimalfliche ist (vgl. Abb.219). Wir haben schon {friiher (S.169)
ein Beispiel einer Minimalfliche angegeben, das Katenoid. Diese beiden
Flichen stehen miteinander in einer engen Beziehung. Man kann
nimlich die Wendelfliche durch Verbiegung in das Katenoid iiber-
filhren. Dabei hat man die Schraubenfliche unendlich oft um die Ro-
tationsfliche herumzulegen, in derselben Weise, wie man die Ebene
auf einen Kreiszylinder aufwickeln kann. Die Striktionsgerade muB

—

Abb. 218.
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dabei den engsten Breitenkreis der Rotationsfliche {iberdecken, und die
Regelgeraden gehen in die Meridiane iiber?.

Die Schraubenflichen und ihre Beziehung zu den Rotationsflichen
werden wir spiter allgemein behandeln.

§ 31. Verwindung von Raumkurven.

Die Theorie der abwickelbaren Flichen hat uns auf ein Verfahren
gefiihrt, eine Raumkurve so abzuindern, daf ihre Bogenlingen und ihre
Krimmung erhalten bleiben und nur die Torsion variiert. Eine solche
Formanderung hatten wir als
,,Verwindung* der Raumkurve
bezeichnet. Insbesondere kann
man jede Raumkurve ¢ durch
Verwindung in eine ebene
Kurve s uberfithren, und die
Gestalt von s ist durch ¢ voll-
standig bestimmt; denn auf s
ist die Krimmung als IFFunk-
tion der Bogenlinge bekannt,

Abb. 219. Abb. 220.

und nach §26 ergibt sich daraus die Gestalt von s eindeutig. Zwi-
schen s und ¢ besteht nun eine merkwiirdige Beziehung.

Die Theorie der geoditischen Kriimmung — ein Begriff, auf den wir
hier nicht nédher eingehen — liefert eine einfache Ungleichung, die wir
im folgenden brauchen (Abb. 221 a, b): Verlduft ¢ auf einer abwickelbaren
Fliache und fithren wir ¢ in eine ebene Kurve ¢’ dadurch iber, daB wir
jene Flache auf die Ebene abwickeln, so ist die Kriimmung %’ von ¢
nie grofer und im allgemeinen sogar kleiner als die Kriimmung % in ent-
sprechenden Punkten von ¢. Bezeichnet nimlich « den Winkel, den die

1 Man beachte, dal3 bei der Verbiegung keineswegs die Schraubungsachse in
die Rotationsachse iibergeht, sondern in einen dazu senkrechten Kreis. Deshalb
ist in den Abb. 219 und 220 die Achse der Wendelfliche vertikal, die des Katenoids
horizontal angenommen worden.
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Schmiegungsebene von ¢ mit der zugehorigen Tangentialebene der ab-
wickelbaren Fliche einschlieBt, so gilt:

k' =Fk-cosx.

Aus diesem Hilfssatz 148t sich nun der merkwiirdige Satz ableiten:
Bei jeder Verwindung eines ebenen konvexen Kurvembogens wachsen alle

Sehnen.
Abb. 221 a. Abb, 221b.

Zum Beweis betrachten wir den ebenen konvexen Bogen s mit den
Endpunkten A, B (Abb. 222a). Durch Verwindung von s entstehe der
Raumkurvenbogen ¢ mit den Endpunkten C, D. Wir haben zu zeigen,
daf die geradlinige Strecke CD lin-
ger ist als die Strecke AB. Wir legen
nun durch den Bogen ¢ einen Kegel
mit der Spitze C (Abb. 222b). Wir
wickeln diesen Kegel auf die Ebene
von s ab. Dann entsteht aus ¢ eine
ebene Kurve ¢’ mit den Endpunkten
E,F (Abb. 222 c). Die Strecken EF
und CD sind gleich, denn CD ist eine Mantellinie unseres Kegels, bleibt
daher bei der Abwicklung geradlinig und wird lingentreu auf die Ge-
rade EF abgebildet. Wir haben also jetzt nur noch zu zeigen, daBl EF

==

Abb, 222D, Abb, 222¢.

Abb. 222a.

langer ist als AB. Nun haben die Kurvenbogen s und ¢ gleiche Lange,
und nach unserem Hilfssatz ist die Krimmung von ¢ stets kleiner als
die Kriimmung im entsprechenden Punkt von ¢, also auch von s. Wir
koénnen demnach s in die Gestalt ¢ iiberfithren, indem wir den Punkt 4
festhalten und bei gleichbleibender Bogenlinge die Kriimmung von s
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iiberall abschwachen. Aus der Konvexitdt von s ergibt sich anschau-
lich, daB bei unserer Deformation der Punkt B immer weiter von 4
wegriickt. Das 1dBt sich auch leicht analytisch bestitigen. Damit
ist die Ungleichung EF > AB, also auch unsere Behauptung be-
wiesen.

Der Einfachheit halber wollen wir das Ergebnis auf diejenigen Kur-
ven anwenden, die durch Verwindung aus einem Kreisbogen entstehen ;
also auf die Raumkurven konstanter Kriimmung. Wir koénnen dann
durch VergréBerung oder Verkleinerung der Figur immer erreichen,
daB diese Kriimmung den Wert Eins hat. Daher wollen wir uns von
vornherein auf diesen Fall beschranken. Wir betrachten alle Raumkurven
der Kriimmung Eins, die zwei feste Punkte 4 und B miteinander verbin-
den. Damit unter diesen Kurven auch Kreisbogen vorkommen, wollen
B ==~ wir annehmen, dafl die Entfernung 4B Kklei-
P ner ist als Zwei. Dann 14aBt sich in der Tat
Y durch 4, B ein Kreis vom Radius Eins legen.
\\\ Die beiden Punkte zerlegen die Peripherie in
| einen kiirzeren Bogen I und einen lingeren
/ Bogen II (Abb. 223). Es besteht nun folgende
/' zundchst paradox klingende Tatsache: Der
kiirzere Bogen I ist linger als alle benach-
barten Kurvenbogen unserer Schar, der lin-
gere Bogen II dagegen ist kiirzer als die be-
nachbarten. Dabei sind allein die Bégen auszunehmen, die aus I
und II durch Rotation um AB entstehen; diese haben natiirlich
gleiche Linge wie I bzw. II. Es ist also von den Bogen die Rede, die
aus I bzw. aus II durch Verwindung entstehen.

Wir beweisen gleich allgemein: Wenn ein nichtebener Bogen ¢
konstanter Kriimmung Eins die Punkte 4 und B verbindet und nicht

Py langer ist als II, so ist er kiirzer als I. Wir

fihren ¢ durch Verwindung in einen ebenen

Kreisbogen s iiber, den wir so auf den durch AB

S gezeichneten Kreis legen, daB der eine Endpunkt
von s in den Punkt 4 fillt (Abb. 224). Der

andere Endpunkt von s ist dann ein Punkt B der
Kreisperipherie. Nach dem frither bewiesenen

Satz ist nun die Sehne AB’ kiirzer als dieSehne

Abb. 224. AB. Die Linge des Bogens ¢ muB gleich der
Linge eines der Bogen sein, in die AB’ den Kreis zerlegt. Von diesen
beiden Bogen ist der eine linger als II, kommt also nach Voraus-
setzung nicht in Frage; also ist ¢ so lang wie der andere Kreisbogen,
also kiirzer als 7. '

Wir haben damit bewiesen, daB kein Bogen der Kriimmung Eins
existiert, der 4 mit B verbindet, und dessen Linge zwischen den Langen

~
N———

Abb. 223.
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von I und I7 liegt. Wir fragen nun, ob es fiir die Langen solcher Bogen
noch weitere Einschrinkungen gibt.

Zunichst ist leicht einzusehen, daB der Bogen beliebig lang sein
kann. Denn unter den Kurven konstanter Kriimmung sind (vgl S. 161)
insbesondere die Schraubenlinien enthalten. Die Gang-
hohe dieser Schraubenlinien konnen wir so klein an-
nehmen, wie wir wollen. Also kénnen wir auf einer sol- —
chen Schraubenlinie auch die Zahl der Umldufe zwi-
schen zwei Punkten der Entfernung AB beliebig gro8
machen. Bei hinreichend kleiner Ganghohe hat aber —
jeder Umlauf ungefihr die Linge des Einheitskreises. —
Die Bogenldnge zwischen 4 und B kann also in der
Tat unbegrenzt grofl sein (Abb. 225).

Unbegrenzt klein kann dagegen ein solcher Bogen
nicht sein; seine Linge mull ja die geradlinige Ent-
fernung AB {ibersteigen. An diese untere Grenze kann
man aber beliebig nahe herankommen. Wenn man ndmlich auf einer
Schraubenlinie der Kriimmung Eins die Ganghéhe sehr groB wihlt,
so wird die Tangente der Schraube fast parallel der Achse, und die
Entfernung der Schraubenlinie von der Achse wird beliebig klein.
Ein Bogen einer solchen Schraubenlinie unterscheidet sich 4
daher beliebig wenig von seiner Sehne (Abb. 226), und das be-
weist unsere Behauptung.

Wir haben also gefunden, dafl das Problem, zwei feste /
Punkte durch einen moglichst kurzen Kurvenbogen der Kriim- (

@»

\

6@?

T

Abb. 225.

mung Eins zu verbinden, keine Losung besitzt. Durch eine
scheinbar dhnliche Minimalbedingung hatten wir frither die
Minimalflachen charakterisiert, ebenso hat RIEMANN wich-
tige Sdtze der Funktionentheorie auf Minimalbedingungen
zurlickgefithrt. Wir sehen hier, da die scheinbar selbst- 4
verstandliche Annahme, daB3 fiir jedes Minimalproblem eine abb. 226.
Lésung existiert, in jedem Fall der Nachpriifung bedarf
und keineswegs immer zutrifft. Diese Existenzbeweise gehoren bis-
her zu den miihsamsten Aufgaben der Analysis (vgl. § 38, 39).

Es gibt ein ganz einfaches Beispiel fiir ein Minimalproblem ohne
Losung: Es seien zwei Punkte 4 und B durch
einen moglichst kurzen Kurvenbogen derart ”&;;
zu verbinden, daB der Bogen in 4 auf
der Geraden AB senkrecht steht. Auch in die-
sem Beispiel kann man die geradlinige Entfernung AB beliebig anni-
hern, aber nie erreichen, weil die gerade Strecke AB unserer Be-
dingung nicht geniigt (Abb. 227).

Endlich sei ein Minimalproblem erwéhnt, bei dem die Existenz der
Lésung lange umstritten war. In einer Ebene soll ein Stab 4B so bewegt

Abb. 227.
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werden, daB er sich zum SchluB um zwei Rechte gedreht hat und daB er
bei der Bewegung eine Flache von moglichst kleinem Inhalt iiberstreicht.
Erst in neuester Zeit hat BEsicoviTcH (Math. Z. 27, 1928) bewiesen, daB
dieses Problem nicht losbar ist. Man kann durch zickzackartige Be-
wegung die iiberstrichene Fliche beliebig klein machen (vgl. S. 247).

§ 32. Elf Eigenschaften der Kugel.

Wir haben die Flachen verschwindender Gaussscher Krimmung
kennengelernt. Wir fragen jetzt nach den Flachen konstanter positiver
oder negativer Kriimmung. Die bei weitem einfachste und wichtigste
Flache dieser Art ist die Kugel. Eine griindliche Untersuchung der
Kugel ist allein Stoff genug fiir ein ganzes Buch. Wir wollen hier nur
elf besonders anschauliche Eigenschaften der Kugel -anfithren. Wir
werden dabei mehrere neue Begriffe kennenlernen, die nicht nur fir die
Geometrie der Kugel, sondern auch fir die allgemeine Flichentheorie
von Bedeutung sind. Bei jeder der zu besprechenden Eigenschaften
stellen wir die Frage, ob durch sie die Kugel eindeutig definiert ist
oder ob noch andere Flichen dieselbe Eigenschaft besitzen.

1. Die Kugel besitzt konstanten Abstand von einem festen Punkt und
konstantes Abstandsverhilinis von zwei festen Punkien.

Die erste dieser beiden Eigenschaften ist die elementare Definition
der Kugel und bestimmt sie daher eindeutig. DafBl die Kugel auch die
zweite Eigenschaft besitzt, 148t sich analytisch sofort einsehen. Durch
diese zweite Eigenschaft kann aber aufler der Kugel auch die Ebene
definiert werden; eine Ebene ergibt sich nidmlich dann und nur dann,
wenn das Abstandsverhéltnis den Wert Eins hat. Man erhdlt dann die
Symmetrieebene der beiden Punkte. '

2. Die Umrisse und ebenen Schwitte der Kugel sind Kreise.

Bei der Betrachtung der Flichen zweiter Ordnung hatten wir den
Satz kennengelernt, daB alle ebenen Schnitte und Umrisse dieser Flachen
Kegelschnitte sind. Bei der Kugel sind alle diese Kegelschnitte Kreise.
Durch diese Tatsache wird die Kugel eindeutig bestimmt. Wir sind
daher berechtigt, aus dem Auftreten eines stets kreisférmigen Erd-
schattens bei den Mondfinsternissen auf die Kugelgestalt der Erde zu
schliefen.

3. Die Kugel besitzt konstante Breite und konstanten Umfang.

Als konstante Breite bezeichnet man die Eigenschaft der Kugel,
dafl zwei parallele Tangentialebenen stets den gleichen Abstand von-
- einander haben. Man kann also die Kugel zwischen zwei solchen Ebenen
noch beliebig hin und her drehen. Man sollte meinen, daB3 durch diese
. Eigenschaft die Kugel eindeutig bestimmt wird. In Wahrheit gibt es
aber noch zahlreiche andere konvexe geschlossene und zum Teil vollig
singularitdtenfreie Flichen, die ebenfalls konstante Breite besitzen, die
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sich also ebenfalls zwischen zwei parallelen Platten hin und her drehen
lassen und die Platten dabei stindig beriihren. Eine solche Fliche ist
in Abb. 228 in zwei verschiedenen Stellungen dargestellt.

Man kann den Begriff der konstanten Breite auch auf Kurven iiber-
tragen; man schreibt einer ebenen konvexen geschlossenen Kurve diese
Eigenschaft zu, wenn zwei parallele Tangenten stets denselben Abstand
haben. Der Kreis ist eine Kurve dieser Art, aber keineswegs die einzige;
von den beiden Kurvenbogen, in die eine konvexe geschlossene Kurve
konstanter Breite durch die Beriihrungspunkte paralleler Tangenten
zerlegt wird, kann man den einen beliebig vorgeben; dann 143t sich der
andere stets (eindeutig) so hinzubestimmen, dafl die entstehende ge-
schlossene Kurve konstante Breite besitzt. Das lat sich anschaulich

Abb. 228a. Abb. 228 b.

leicht einsehen. Durch die Tangenten des vorgegebenen Bogens bestim-
men sich ndmlich eindeutig die Tangenten des zweiten Bogens; man -
hat zu jeder der vorgegebenen Tangenten in festem Abstand und auf
einer bestimmten Seite die Parallele zu ziehen. Der zweite Bogen ist
dann einfach die Einhiillende dieser Geradenschar.

Die Korper konstanter Breite sind offenbar dadurch gekennzeichnet,
daB alle ihre Umrisse bei senkrechter Parallelprojektion Kurven der-
selben konstanten Breite sind. Nun gilt der Satz, dafl alle Kurven
derselben konstanten Breite auch denselben Umfang besitzen. Da
man als einen Umfang eines Korpers den Umfang eines seiner Um-
risse bei senkrechter Parallelprojektion bezeichnet, so folgt aus dem
erwahnten Satz, daBl die Koérper konstanter Breite auch konstan-
ten Umfang haben. Infolge dieser Eigenschaft kann ich jede Fliche
konstanter Breite in einem Papierzylinder, der fest um die Flache
herumgelegt worden ist, noch beliebig hin und her drehen, ohne daf}
der Papierzylinder sich lockert oder zerreifit.
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MiNkOWSKI hat umgekehrt gezeigt, da3 alle konvexen Flichen kon-
stanten Umfangs auch konstante Breité haben, so daB sich also diese
beiden Eigenschaften einer Fliche gegenseitig bedingen!.

4. Die Kugel besteht aus lauter Nabelpunkien.

Wir haben diese Eigenschaft schon frither erwdhnt und gleichzeitig
darauf hingewiesen, daBl auBer der Kugel nur noch die Ebene diese
Eigenschaft besitzt (S.165). DaB alle Punkte der Kugel Nabelpunkte
sind, folgt unter anderem daraus, daB alle ebenen Schnitte der Kugel
Kreise sind. Verschiebt man eine Ebene, die die Kugel schneidet,
parallel zu sich selbst so lange, bis sie die Kugel in einem Punkt P
beriihrt, so erkennt man, daf3 die DupriNsche Indikatrix von P ein Kreis
ist (vgl. S.170). P ist also Nabelpunkt.

5. Die Kugel besitzt keine Bremnjliche.

Wir haben friiher gesehen (S. 163 ff.), daB die Kriitmmungsmittelpunkte
aller Normalschnitte eines Flichenpunkts im allgemeinen ein Stiick der
Normalen dieses Punkts durchlaufen. Die Endpunkte dieses Stiicks sind
die Krimmungsmittelpunkte, die zu den Hauptkriimmungen gehoéren.
Man nennt diese beiden Punkte die Brennpunkte der Normalen. Die
beiden Brennpunkte fallen dann und nur dann zusammen, wenn wir
von einem Nabelpunkt ausgehen. Ins Unendliche fillt ein Brennpunkt
dann und nur dann, wenn der Fliachenpunkt verschwindende Gausssche
Kriimmung hat.

Durchliduft die Normale alle Punkte eines Flichenstiicks, so iiber-
streichen die beiden Brennpunkte im allgemeinen zwei Flichen, die man
zusammen als die Brennfliche des wurspriinglichen Flichenstiicks
bezeichnet. Bei der Kugel besteht nun die Brennfliche allein aus dem
Kugelmittelpunkt, da alle Brennpunkte in diesen Punkt fallen. Die
Kugel ist die einzige Fliche, fiir die ein Teil der Brennfliche in einen
Punkt ausartet. Wir fragen nun nach denjenigen Flichen, fiir die die
beiden Teile der Brennfliche in Kurven ausarten. Es ergibt sich, daB
die einzigen Flichen dieser Art die nach ihrem Entdecker benannten
Dupinschen Zykliden sind (vgl. Abb. 229). Man kann diese Flichen als
die Einhiillenden aller Kugeln definieren, die drei feste Kugeln beriihren.
Die Zykliden sind ferner die einzigen Flidchen, deren simtliche Kriim-
mungslinien Kreise sind. Auf den fiinf in Abb. 229 photographierten
Gipsmodellen sind einige Kriimmungslinien markiert. Ubrigens wird die
Zyklide von jeder einhiillenden Kugel in einer Kriimmungslinie beriihrt,
und alle Kriimmungslinien der Zykliden entstehen auf diese Art. Ein
Beispiel einer Zyklide ist der uns schon bekannte Torus. Seine Brenn-

1 Verlangt man, daB alle Umrisse eines Korpers konstanten Flacheninhalt
anstatt konstanten Umfang besitzen, so kommt man zu einer anderen Flichen-
klasse, den sog. ,,Flichen konstanter Helligkeit'‘. Die Kugel ist eine solche Fliche,
jedoch keineswegs die einzige. (Vgl. W. BrascHKE: Kreis und Kugel. S. 151.
Leipzig 1916.)
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flache besteht aus der Rotationsachse und dem Kreis, der vom Mittel-
punkt des erzeugenden Kreises bei der Rotation beschrieben wird. Ferner
sind die Rotationskegel und Rotationszylinder Zykliden; der eine Teil
der Brennfliche ist die Rotationsachse, der andere liegt im unendlichen.

Abb. 22) a. Abb. 229 b.

Bei den tbrigen Zykliden besteht die Brennfliche aus zwei Kegel-
schnitten, im allgemeinen einer Ellipse und einer Hyperbel, die so zu-
einander liegen wie die Fokalkurven einer Fliche zweiter Ordnung?!.

Verlangt man nur, daf das eine Stiick der Brennflache in eine Kurve
ausartet, so ist die zugehorige Flichenklasse schon viel umfassender

Abb. 229 c. Abb. 229d

1 Die in Abb. 229a, b dargestellten Flachen gehen aus dem Torus durch
Inversion im Raum hervor (vgl. S.236). Das Inversionszentrum liegt bei
Abb. 229b auf dem Torus, bei Abb. 229a nicht. Die Flichen von Abb. 229c, d
erhialt man durch raumliche Inversion aus einem Rotationskegel; 229d ent-
spricht dem Fall des auf der Flache liegenden Inversionszentrums. Abb. 229e,
S. 194 stellt eine Flache dar, die durch Inversion aus einem Kreiszylinder her-
vorgeht; Inversionszentrum nicht auf der Flache.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 13
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Alle Rotationsflichen haben diese Eigenschaft; der eine Teil ihrer Brenn-
flaiche wird stets von der Achse gebildet. Die allgemeinsten Fldachen
dieser Art sind die Kanalfldchen. Es sind die Einhiillenden einer Kugel-
schar von variablem Radius, deren Mittelpunkte auf einer Kurve liegen.
Diese Kurve ist dann stets der eine Teil der Brennfliche. Wenn man
diese Kurve als Gerade wahlt, erhidlt man die Rotationsflichen, die also
eine spezielle Art von Kanalflichen sind. Ebenso wie bei den Rotations-
flachen besteht auch bei den iibrigen Kanalflichen die eine Schar der
Kriimmungslinien aus Kreisen; es sind die Grenzlagen der Schnittkreise
benachbarter Kugeln.

Bei den iibrigen krummen Flichen besteht die Brennfliche aus
zwei Flachenstiicken. Es 1aBt sich zeigen, dal jede Normale in ihren
Brennpunkten diese beiden Flichenstiicke nicht schneidet, sondern
beriihrt. Wenn man also die beiden
Teile der Brennfliche einer Flache
kennt, so sind die Normalen charak-
terisiert als die gemeinsamen Tan-
genten jener beiden Teile. Es ent-
steht nun die Frage, wie weit man
diese Verhdltnisse umkehren kann.
Wir gehen von zwei beliebigen
Flachenstiicken aus und betrachten
die Schar S aller Geraden, die alle
beide Flachenstiicke berithren. Dann

Abb. 229e. fragt es sich, ob es eine Flache gibt,
deren Normalen aus der Schar S
bestehen, ob also die gegebenen beiden Flichenstiicke die Brennfliche
eine andere Fliche sind. Hierfiir ist eine einzige Bedingung notwen-
dig und hinreichend: In den beiden Punkten, in denen jede Gerade
von S die beiden Flachen berithrt, miissen die Tangentialebenen der bei-
den Fliachen stets aufeinander senkrecht stehen. Ein Beispiel von
Flichenpaaren dieser Art liefert uns das System der konfokalen Flichen
zweiter Ordnung. Man kann ndamlich zeigen, daBl zwei beliebige un-
gleichartige konfokale Flichen zweiter Ordnung stets unsere Be-
dingung erfiillen.

6. Alle geoditischen Linien der Kugel sind geschlossene Kurven.

Die geoditischen Linien einer Fliche sind die Verallgemeinerung der
Geraden in der Ebene. Wie die Geraden besitzen sie mehrere wichtige
Eigenschaften, durch die sie vor allen anderen Flichenkurven aus-
gezeichnet sind; man kann sie deshalb auf verschiedene Arten definieren.
Wir erwdhnen die drei Definitionen als kirzeste, als fromtale und als
geradeste.

Die erste Eigenschaft besagt, daB3 jeder nichtzulange Teilbogen einer
geoditischen Linie die kiirzeste auf der Fliche modgliche Verbindung
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seiner Endpunkte ist. Hieraus folgt, dal die geodétischen Linien einer
Flache bei Verbiegungen nicht aufhéren, geodatisch zu sein. Daher sind
die geoditischen Linien grundlegend fiir die inneren Eigenschaften der
Flachen (vgl. S. 172), und man kann durch Zeichnen geoditischer Linien
und Messung ihrer Langen alle inneren Eigenschaften einer Fliche (z. B.
die Gausssche Kriimmung) bestimmen ; das entspricht der Tatsache, daf3
man die Geometrie der Ebene vollstindig durch das Ziehen von Geraden
und das Messen von Strecken kennzeichnen kann. Ebenso wie durch
zwei Punkte einer Ebene eine und nur eine Gerade geht, 148t sich durch
zwei nicht zu weit entfernte Punkte einer Fliache stets.ein und nur ein
geodatischer Bogen legen. Man erhilt ihn offenbar, wenn man zwischen
den beiden Punkten auf der Fliche einen Faden straff zieht!.

Die zweite Eigenschaft der geoddtischen Linien, ,,frontal” zu sein,
gehort ebenfalls der inneren Geometrie der Fliche an. Man definiert
die geoddtischen Linien durch die Forderung, einen unendlich kleinen
Kurvenbogen AB auf der Fliche immer ,,geradeaus‘ zu schieben. Wir
verlangen dabei, daB3 die Bahnen von 4 und B stets gleich lang sind
und daB diese Bahnen beide stets auf AB senkrecht sind. Die Bahn,
die dann der Mittelpunkt von AB beschreibt, wird mit beliebiger
Genauigkeit geoddtisch, wenn man den Bogen AB hinreichend klein
wihlt. Aus dieser Definition wird es plausibel, daBl durch jeden Punkt
in jeder Richtung genau eine geoddtische Linie lauft. Ferner kann
ich nach dieser Definition eine Anniherung an die geoditischen Linien
dadurch erzeugen, dafl ich auf der Fliche einen moglichst kleinen
zweirddrigen Karren rollen lasse, dessen Réder starr mit ihrer gemein-
samen Achse verbunden sind, also gleiche Umlaufsgeschwindigkeit
besitzen. Da wir mit einem Automobil nicht nur die geoditischen
Kurven der Erde befahren wollen und zur Schonung des Gummis und
aus anderen Griinden jedes Gleiten der Rader gern vermeiden, so miissen
wir dafiir sorgen, daB die beiden Hinterrdder des Automobils verschie-
dener Umlaufsgeschwindigkeit fahig sind.

Die dritte Definition der geoditischen Linien als der ,,Geradesten‘
geht nicht von der inneren Geometrie der Flédche, sondern von ihrer
Lagerung im Raum aus. Ein geoddtischer Bogen besitzt niamlich in
jedem seiner Punkte die kleinste Kriimmung unter allen Flichenkurven,
die mit dem geoditischen Bogen diesen Punkt und seine Tangente gemein
haben. Durch diese Eigenschaft ist jede geoditische Linie in ihrem Ge-
samtverlauf bestimmt, wenn man einen ihrer Punkte und die zugehorige
Richtung vorgibt. Man erhilt diese Linie, indem man im vorgegebenen
Punkt und in der vorgegebenen Richtung eine elastische gerade Strick-
nadel einspannt und in die Fliche hineinbiegt, so daB sie sich nur noch

1 Auf der AuBenseite eines konvexen Flichenstiicks legt sich der Faden
von selbst an die Flache an; in anderen Fallen mufl man anderweitig dafiir
sorgen, daB der Faden die Fliache nicht verlaBt.

13*
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Iings der Fliche bewegen kann. Da die Nadel jeder Verkriimmung
ihren elastischen Widerstand entgegensetzt, wird sie die Gestalt einer
geoddtischen Linie annehmen.

Man kann die geradesten Linien auch durch die geometrische Forde-
rung kennzeichnen, daf3 die Schmiegungsebene der Kurve stets durch
die Flichennormale des Kurvenpunkts gehen soll. Man sieht anschau-
lich leicht ein, daB-dann zwei infinitesimal benachbarte Kurventangenten
den kleinsten auf der Fliche moglichen Winkel miteinander bilden. Das
kommt aber auf die Bedingung der kleinsten Kriimmung hinaus.
Die Kennzeichnung durch die Schmiegungsebenen hat den geoda-
tischen Linien ihren Namen gegeben. Mit Hilfe dieses Kriteriums
werden von den Landmessern (Geoditen) die kiirzesten Linien auf der
Erdoberfliche abgesteckt.

Die geoditischen Linien der Kugel sind die grofiten Kreise. Denn
deren Ebenen durchsetzen die Kugel senkrecht, und von jedem Punkt
lauft in jeder Richtung ein GroBkreis aus. Demnach sind alle geodi-
tischen Linien der Kugel geschlossene Kurven. Durch diese Eigen-
schaft sind aber die Kugeln keineswegs gekennzeichnet; es gibt noch
zahlreiche andere konvexe geschlossene Flichen, deren geoditische
Linien ebenfalls simtlich geschlossen sind?.

Es liegt nahe, auch bei allen iibrigen Flichen nach geschlossenen
geoditischen Linien zu suchen. Besonders einfach verhalten sich die
Rotationsflichen. Auf ihnen sind die Meridiane simtlich geoditisch,
weil jhre Ebene durch die Achse geht und daher die Fliche senkrecht
durchsetzt (frither hatten wir bewiesen, da3 die Meridiane auch Kriim-
mungslinien der Fliche sind). Demnach besitzen alle geschlossenen
Rotationsflichen eine einparametrige Schar geschlossener geoditischer
Linien. Auf anderen Flichen laufen nur vereinzelte Linien dieser Art.
So 14Bt sich zeigen, daB auf dem dreiachsigen Ellipsoid die einzigen
geschlossenen geoditischen Linien die drei Ellipsen sind, in denen
die Fliche von den drei Symmetrieebenen geschnitten wird.

Umgekehrt gilt der lange vermutete, aber erst kiirzlich von LUSTER-
NIK und SCHNIRELMANN bewiesene Satz, daB auf jeder konvexen geschlos-
senen Fliche mindestens drei geschlossene geoditische Linien verlaufen.

Die geoditischen Linien sind von groSer Bedeutung fiir die Physik.
Ein Massenpunkt, auf den keine Krifte wirken, der aber gezwungen ist,
auf einer bestimmten Fliche zu bleiben, bewegt sich immer auf einer
geoddtischen Linie der Fliche. Jede der von uns genannten Defini-
tionen der geoditischen Linie fithrt zu einen Ansatz fiir die Gesetze
der Punktmechanik; so entspricht die Definition der geoditischen
Linie als der Kiirzesten dem ,,JakoBischen Prinzip“ der Mechanik,
als Geradeste treten sie auf in dem Gauss-HEerTzschen ,,Prinzip des

1 Als geschlossen bezeichnen wir eine geodatische Linie hier und im folgenden,
wenn sie ohne Knick in sich zuriicklauft, ohne sich vorher selbst zu durchschneiden.
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kleinsten Zwanges*’, die Stellung der Schmiegungsebene kommt zum
Ausdruck in den LAGRANGEschen Gleichungen erster Art.

Die geodatischen Linien stehen in einer eigenartigen Beziehung zur
Theorie der Brennflichen und Kriimmungslinien. Wir haben friiher
erwihnt, da die Brennflichen von den Normalen der Ausgangsfliche
berithrt werden. Somit ist jedem Punkt der Brennfliche eine Richtung
auf dieser Flache zugeordnet; nidmlich die Richtung derjenigen Nor-
malen der Ausgangsfliche, die die Brennfliche gerade in diesem Punkt
berithrt. Wie im Falle der Kriimmungs- und Asymptotenlinien 148t sich
nun auf der Brennfliche dieses Richtungsfeld integrieren, d.h. man kann
eine Schar von Kurven angeben, die in jedem Punkt die zugeordnete
Richtung haben. Es zeigt sich, da} die so entstehende Kurvenschar aus
geoditischen Linien besteht. Die Tangentenflichen dieser geodatischen
Linien, die natiirlich von Normalen der Ausgangsfliche erzeugt werden,
treffen die Ausgangsfliche gerade in deren Kriimmungslinien. Und zwar
liefert jeder der beiden Teile der Brennﬂache eine der belden Scharen
der Kriimmungslinien.

Wir haben frither erwahnt, daB zwei konfokale
ungleichartige Flachen zweiter Ordnung sich stets
als Brennfliche einer Fliche auffassen lassen.
Diese Tatsache liefert uns ein Verfahren zur Auf-
findung aller geodatischen Linien des dreiachsigen
Ellipsoids. Wir wahlen zu dem gegebenen Ellip-
soid E irgendein mit E konfokales Hyperboloid H. Diejenigen Geraden,
die sowohl E als auch H beriihren, bestimmen auf E ein Richtungs-
feld, dessen Integralkurven nach dem eben erwidhnten Satz alle geodétisch
sind. Man hat auf diese Weise aber noch keineswegs alle geodétischen
Linien von E erhalten, da ja durch jeden Punkt der Fliche in allen
Richtungen geoditische Linien laufen, wihrend wir diese Linien nur
fiir ganz bestimmte Richtungen gefunden haben. Man kann die Schar
der von uns vorldufig bestimmten geoditischen Linien von E leicht
kennzeichnen: es 1aBt sich zeigen, daf3 es alle und nur diejenigen geodi-
tischen Linien von E sind, die die Schnittkurve von E und H beriihren
(Abb. 230). Sie iberdecken das Ellipsoid in dhnlicher Weise wie die
Ebene von den Tangenten einer Ellipse iiberdeckt wird. Die Schnitt-
kurve von E und H (die iibrigens eine Kriimmungslinie von E ist, wie
wir frither erwdhnten) trennt das Ellipsoid in verschiedene Teile. Der
eine Teil bleibt unbedeckt, wihrend durch jeden Punkt des anderen
Teils zwei Kurven der Schar hindurchgehen.

Um nun alle geoditischen Linien von E zu erhalten, braucht man nur
H alle ein- und zweischaligen Hyperboloide des durch E bestimmten
konfokalen Systems durchlaufen zu lassen. Die Fokalhyperbel ist dabei
als Grenzfall eines Hyperboloids anzusehen. Als Tangenten dieser
ausgearteten Fliche hat man alle Geraden zu betrachten, die die Fokal-

Abb. 230.
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hyperbel treffen. Die Fokalhyperbel schneidet E in den vier Nabel-
punkten. Durch Grenziibergang aus dem Fritheren erkennt man, daf} die
Schar der geoditischen Linien von E, die zur Fokalhyperbel gehort, aus
allen und nur den geoditischen Linien besteht, die durch einen Nabel-
punkt von E gehen!. Es ergibt sich ferner, da jede durch einen Nabel-
punkt gezogene geodidtische Linie auch den diametral gegeniiberliegenden
Nabelpunkt von E durchlauft. i

Auf der Kugel gehen die durch einen festen Punkt P gezogenen
geoditischen Linien alle auch durch einen zweiten festen Punkt: den
Diametralpunkt von P. Die geodatischen Linien durch einen Nabel-
punkt des Ellipsoids zeigen ein analoges Verhalten. Dagegen 148t sich
beweisen, dafl die geodétischen Linien durch irgendeinen anderen festen
Punkt des Ellipsoids nicht alle noch einen weiteren Punkt gemeinsam
haben.

Es liegt nun die Frage nahe, ob die Kugel die einzige Fliche ist, béi
der alle geoditischen Linien, die von einem beliebigen festen Punkt
auslaufen, sich in einem zweiten festen Punkt wieder treffen. Diese
Frage ist bis jetzt nicht beantwortet.

7. Die Kugel hat unter allen Korpern gleichen Volumens die kleinste
Oberfliche und unter allen Korpern gleicher Oberfliche das grofte Volumen.

Die Kugel ist durch beide Eigenschaften (deren jede eine Folge
der anderen ist) eindeutig bestimmt. Der Nachweis dieser Tatsache
fiilhrt auf ein Problem der Variationsrechnung und ist auBerordent-
lich mihsam durchzufithren. Ein einfacher experimenteller Beweis
wird aber durch jede frei schwebende Seifenblase gegeben. Wie
wir schon anldBlich der Minimalflichen erwihnten, besitzt die Haut
der Seifenblase infolge ihrer Oberflichenspannung das Bestreben, ihre
Oberflache auf ein méglichst kleines MaBl zusammenzuziehen. Da sich
andererseits in der Seifenblase ein bestimmtes unverdnderliches Volumen
Luft befindet, muBl die Seifenblase ein Minimum der Oberfliche bei
gegebenem Volumen annehmen. Die Beobachtung zeigt nun, daB der-
artige Seifenblasen stets Kugelgestalt besitzen, sofern sie nicht durch
anhdngende Tropfen wesentlich dem EinfluB der Schwere unterworfen
sind.

8. Unter allen konvexen Kirpern gleicher Oberfliche besitzt die Kugel
das Minimum der totalen mittleren Kriimmung.

Als mittlere Kriimmung H eines Flichenpunkts bezeichnet man das
arithmetische Mittel seiner Hauptkriimmungen:

H=14(k + k).
Dabei sind die beiden Hauptkriitmmungen mit gleichem oder entgegen-
gesetztem Vorzeichen zu rechnen, je nachdem die Fliche im betrachteten

1 Hiermit steht die auf S. 167 beschriebene Fadenkonstruktion in engem Zu-
sammenhang.
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Punkt konvexe oder sattelférmige Kriimmung aufweist. Im Gegensatz
zur Gavussschen Kriimmung bleibt die mittlere Kriimmung bei Ver-
biegungen gewohnlich nicht erhalten. Sie kennzeichnet daher in erster
Linie die Lage der Fliche im Raum.

Ein Beispiel fiir die Bedeutung dieses Kriimmungsbegriffs haben wir
bereits in den Minimalflichen kennengelernt. Sie waren dadurch defi-
niért, daB ihre Hauptkriimmungen in jedem Punkt entgegengesetzt
gleich sind. Das besagt aber, daB ihre mittlere Kriimmung iiberall
verschwindet.

Um nun die fofale mittlere Kriimmung zu gewinnen, denke ich mir
die betrachtete Fliache iberall mit Masse von der Dichtigkeit der
jeweiligen mittleren Kriimmung belegt. Die Gesamtmasse, die auf diese
Weise der ganzen Fliche zugeteilt ist, nennt man die totale mittlere
Kriimmung dieser Fliche.

Die Bestimmung der geschlossenen Flichen, deren totale mittlere
Kriimmung bei gegebener Oberfliche ein Minimum wird, fithrt wie die
vorige Eigenschaft der Kugel auf ein Variationsproblem, und zwar
ergibt sich auch hier, da die Kugel die einzige Fliche ist, welche dise
Eigenschaft besitzt.

Die beiden letztgenannten Eigenschaften der Kugel erhilt man in
der allgemeinen Theorie der konvexen Korper aus gewissen Unglei-
chungen, deren Prinzip hier wenigstens angedeutet sei. Eine Kugel
vom Radius 7 besitzt die Oberfliche O = 4772 und das Volumen
V = 4773, Um gleiche Dimensionen zu erhalten, miissen wir die dritte
Potenz der Oberfliche mit der zweiten Potenz des Volumens vergleichen.
Dies liefert die Relation

03 =136aV?,

die unabhingig vom Radius fiir jede Kugel gilt. Da die Kugel von allen
Fliachen derselben Oberfliche das gréBte Volumen besitzt, muB fiir alle
iibrigen Flachen gelten:

03 =36n T2

Bezeichnet man nun mit M die totale mittlere Kriimmung einer Fliche,
so lassen sich fiir alle konvexen Korper folgende beiden wichtigen Re-
lationen beweisen:

1. 02 —3VM =0,

2. M2 — 470 =0.

In der zweiten Formel steht das Gleichheitszeichen allein fiir die Kugel.
Das besagt aber gerade, daB3 unter allen konvexen Korpern gegebener
Oberfliche die Kugel und nur sie den kleinsten Wert von M liefert.
Indem man aus beiden Formeln M eliminiert, erhidlt man die soeben
aufgestellte Beziehung zwischen Oberfliche und Volumen und erkennt,
daB das Gleichheitszeichen nur fiir -die Kugel gilt. Dabei sind aber
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zum Vergleich nur konvexe Korper zugelassen, wihrend in Wahrheit
die Ungleichung zwischen Volumen und Oberfldche auch fiir nicht {iberall
konvexe Korper gilt.

9. Die Kugel besitzt konstante mittlere Kriimmung.

DaB die Kugel konstante mittlere Kriimmung hat, folgt daraus, daf3
alle Normalschnitte denselben Kriimmungsradius, namlich den Kugel-
radius, besitzen. Die Kugel ist aber keineswegs die einzige Flache
dieser Art. Denn auf allen Minimalflichen ist die mittlere Krimmung
Null, also ebenfalls konstant. Wie die Kugel und die Minimalflichen
lassen sich auch alle iibrigen Flichen konstanter mittlerer Kriimmung
durch Seifenblasen verwirklichen. Ich lege durch eine beliebige ge-
schlossene Raumkurve eine feste Fliche und spanne auBerdem eine
Seifenblase iiber die Raumkurve. Um das auszufiihren, gebe ich z. B.
dem Rand eines Pfeifenkopfs die Gestalt der gegebenen Raumkurve,
erzeuge mit dieser Pfeife eine Seifenblase und verschlieBe des Pfeifenrohr
luftdicht. Dann wird von der Seifenhaut und der inneren Wandung der
Pfeife eine feste Luftmenge eingeschlossen, und die Seifenhaut wird
unter dem Einflul der Oberflichenspannung diejenige Form annehmen,
bei der die Oberfliche unter den gegebenen Verhiltnissen ein Minimum
ist. Die Variationsrechnung ergibt nun, da8 jede solche Fliache konstante
mittlere Kriimmung besitzen muB. Der konstante Wert dieser Kriim-
mung hidngt davon ab, wie groB der durch mehr oder weniger starkes
Einblasen regulierte Druck der eingeschlossenen Gasmenge ist. Ist dieser
Druck iiberhaupt nicht gréBer als der duflere Luftdruck, so kommen wir
auf den Fall der Minimalflichen zuriick.

Wir haben also in unseren Seifenblasen eine groBe Anzahl der ge-
suchten Flichen vor uns. Alle diese Flachen haben aber die Eigenschaft,
in der Raumkurve unvermittelt aufzuhoren, d. h. einen Rand zu besitzen.
Es entsteht daher die Frage, ob es auBler der Kugel noch andere Flichen
konstanter mittlerer Kriimmung gibt, die keinen Rand haben und die
auch im iibrigen frei von Singularitaten sind. Es zeigt sich, daB diese

 Frage zu verneinen ist, da3 also die Kugel durch unsere Zusatzforde-

rungen eindeutig bestimmt wird. 'Man kann sich diese Tatsache an den
Seifenblasen plausibel machen. Wir wissen bereits, da die frei schwe-
bende Seifenblase stets Kugelgestalt hat. Wenn wir nun Seifenblasen
derselben GréBe, aber mit immer kleineren Randkurven herstellen, so
ist zu erwarten und wird .durch das Experiment bestitigt, daB die
Gestalt der Randkurve auf die Gestalt der Seifenblase immer weniger
EinfluB hat und daB sich als Grenzfall stets die Gestalt der unberandeten
Seifenblase, also die Kugel ergibt!.

1 Wenn man eine in einen Pfeifenkopf eingespannte Seifenhaut aufblast, so
kénnte man meinen, daB dabei die mittlere Krimmung der Seifenblase bestiandig
anwichst. Das ist ein Irrtum. Zun#chst nimmt die mittlere Kriimmung von dem
zur Minimalfliche gehérenden Wert Null ausgehend in der Tat zu. Wenn man



§ 32. Elf Eigenschaften der Kugel. 201

10. Die Kugel besitzt konstante - positive GAUsSsche Kriimmung.

Uber die Kennzeichnung der Kugel durch diese Eigenschaft gilt das-
selbe wie bei der mittleren Kriimmung. Die Konstanz der Gaussschen
Krimmung allein charakterisiert die Kugel sicher nicht. Denn alle
Flachen, die ich aus einem Stiick der Kugeloberfliche durch Verbiegung
erhalte, besitzen ebenfalls konstante Gausssche Kriimmung, da ja diese
bei Verbiegungen nicht gedndert wird. Wir nehmen nun wieder die For-
derung hinzu, daB die Fliche weder einen Rand noch sonstige Singu-
laritdten besitzen soll, und fragen, ob es auBler der Kugel noch weitere
Fliachen dieser Art gibt. Es zeigt sich, dall diese Frage zu verneinen ist;
daraus folgt unter anderen, daB die Kugel als Ganzes sich nicht verbiegen
laBt. Man kann zunichst beweisen, daf3 eine singularititenfreie unbe-
randete Fliache konstanter positiver Gaussscher Kriimmung sich nicht
wie die Ebene ins Unendliche erstrecken kann, sondern notwendig eine
geschlossene Flache wie die Kugel ist. Eine leichte Rechnung lehrt ferner,
daB es auBer den Kugeln und Ebenen keine Flichen gibt, fiir die
beide Hauptkriimmungen iberall konstante Werte haben. Demnach
kénnen wir uns auf den Fall beschrianken, daBl auf einer geschlossenen
Flache beide Hauptkriimmungen variieren, wobei natiirlich ihr Produkt
stets den vorgegebenen konstanten Wert der Gaussschen Krimmung
hat. Auf einer solchen Fliche miiffte in mindestens einem reguldren
Punkt eine der Hauptkrimmungen ein Maximum annehmen. Nun 1a8t
sich aber analytisch beweisen, daf3 ein solcher Punkt auf einem Flichen-
stiick konstanter positiver Kriimmung nicht vorkommen kann. Mit an-
deren Worten: Auf einem berandeten, nichtkugelférmigen Flachenstiick
konstanter positiver Kriimmung gehéren die Maxima der Hauptkriim-
mungen stets zu Punkten des Randes. Da nun die Kugeloberfliche
keinen Rand besitzt, so folgt, daB die Kugel als Ganzes nicht ver-
bogen werden kann, und daB es iiberhaupt auBer den Kugeln keine
unberandeten singularititenfreien Flichen konstanter positiver GAUss-
scher Kriimmung gibt.

aber sehr stark aufblist (und dabei von der Méglichkeit absieht, daB3 die Seifenblase
zerplatzt), so wird die Seifenblase, wie sich aus der im Text ausgefiihrten Betrach-
tung ergibt, ungefahr die Gestalt einer sich stets vergréBernden Kugel annehmen;
die mittlere Krimmung, die gleich dem reziproken Wert des Kugelradius ist,
nimmt also unbegrenzt gegen Null ab. Zu hinreichend kleinen Werten ¢ der mitt-
leren Kriimmung und zu einer bestimmten Randkurve gibt es demnach mindestens
zwei durch die Kurve berandete Flichen der konstanten mittleren Kriimmung c.
Diese Erscheinung steht in bemerkenswertem Gegensatz zu vielen anderen Varia-
tionsproblemen, bei denen es stets nur eine einzige Extremalfliche gibt, die durch
eine gegebene geschlossene Kurve berandet wird. Sieht man iibrigens vom Vor-
zeichen der mittleren Kriimmung ab, so erhalt man durch dieselbe Randkurve
noch zwei weitere Flichen derselben konstanten mittleren Kriimmung; man
kann diese Flichen durch Seifenblasen realisieren, indem man die urspriingliche
Minimalfliche von der anderen Seite her aufblast.
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Da es-andererseits offenbar verbiegbare Kugelstiicke gibt, so erhebt
sich die Frage, ein wie groBes Loch man in die Kugel schneiden mu8,
damit der Rest verbiegbar wird. Es wire derikbar, daB so ein Loch eine
gewisse Mindestgré8e haben miiflte, z. B. die einer Halbkugel. Es 1aBt
sich aber beweisen, daBl das Gegenteil zutrifft; die Kugel wird schon
verbiegbar, wenn man ein beliebig kleines Loch hineinschneidet, es ge-
niigt sogar, die Kugel lings eines GroBkreises ein beliebig kleines Stiick
lang aufzuschneiden. Dagegen ist es noch nicht bekannt, ob die Kugel
auch dann schon verbiegbar wird, wenn man einen oder mehrere isoliert
liegende Punkte fortlaBt.

DaB eine Kugel verbiegbar wird, wenn ich ein beliebig kleines Loch
hineinschneide, kénnen wir in einen eigentiimlichen Zusammenhang
mit dem Verhalten der Seifenblasen bringen. Man kann niamlich ana-
lytisch leicht beweisen: Wenn ich von einem Flichenstiick F der kon-
stanten mittleren Kriimmung ¢ ausgehe und wenn ich auf allen Normalen
von F die Strecke 1/2¢ nach einer bestimmten Seite hin abtrage, so
besitzt die neue Fliche G, die von den Endpunkten aller dieser Strecken
durchlaufen wird, zwar nicht konstante mittlere Kriimmung, wohl aber
die konstante Gausssche Kriimmung 4c¢2. Man nennt G die Parallel-
fliche von F im Abstand 1/2¢. Ist bei diesem Verfahren F ein Kugel-
stiick, so ist G das Stiick einer mit F konzentrischen Kugel, und auch
umgekehrt kann G nur dann ein Kugelstiick sein, wenn auch F es ist.
Man kann niamlich zeigen, da3 die Normalen von F auch G in entsprechen-
den Punkten senkrecht durchschneiden. — Die Seite von F, nach der
hin ich die Strecke auf der Normalen abtragen muB, ist nicht willkiirlich;
man kann die Vorschrift leicht préazisieren, wenn man sich F als
Seifenblase iiber einem geschlossenen Pfeifenkopf denkt; man hat dann
ins Innere des eingeschlossenen Luftraums zu gehen.

Nunmehr denke ich mir auf einer Kugel vom Radius 1/c, also
der mittleren Kriimmung ¢ eine kleine geschlossene Kurve R ge-
zeichnet und diese Kurve stetig so deformiert, daBl die deformierten
Kurven nicht mehr auf Kugeln liegen. Es ist plausibel, daB ich
bei nicht zu starker Deformation Seifenblasen der konstanten mitt-
leren Kriimmung ¢ durch alle diese Kurven legen kann. Spanne ich nim-
lich durch die urspriingliche Kurve R eine Seifenhaut, so kann ich
sie, wenn ich sie gerade im richtigen MaBle aufblase, sicher zu
einer Fliche der mittleren Kriimmung ¢ machen; denn die Kugel, auf
der R liegt, ist eine solche Fliche, und wenn ich von der richtigen Seite
her aufblase, erhalte ich in einem bestimmten Stadium das gréere von
R begrenzte Kugelstiick. Aus Stetigkeitsgriinden folgt, daB ich bei
geeigneter Luftzufuhr wihrend der Deformation von R erreichen kann,
daB die Seifenblase, die zuerst die Gestalt eines Kugelstiicks hatte, bei
der Deformation von R sich stetig mitdndert und dabei den Wert der
mittleren Kriimmung beibehdlt; dagegen kénnen die deformierten
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Seifenblasen nicht mehr Kugelgestalt haben, weil die deformierten Rand-
kurven gemafB unserer -Konstruktion auf keiner Kugel liegen. Nun-
mehr konstruieren wir zu allen diesen Seifenblasen die inneren Parallel-
flichen im Abstand 1/2¢. Dann durchlaufen wir eine stetige Schar von
Flachen, die nach dem friitheren Satz simtlich die konstante Gausssche
Krimmung 4¢? haben. Die erste dieser Flichen ist eine Kugel vom
Radius 1/2¢, in die ein kleines Loch geschnitten ist, das von einer
zu R dhnlichen und dhnlich gelegenen Kurve begrenzt wird. Alle iibrigen
Flichen sind in die erste stetig verbiegbar; sie kénnen aber nicht Kugel-
gestalt haben, da nach dem frither erwidhnten sonst auch die Seifenblasen
Kugelgestalt haben miiiten. Eine mit einem beliebig kleinen Loch ver-
sehene Kugel ist also in der Tat verbiegbar.

Die Verbiegbarkeit berandeter und unberandeter Fliachen ist in
viel allgemeineren Fillen untersucht worden. Unverbiegbar sind alle
geschlossenen konvexen Flichen, z. B. die Ellipsoide. Ebenso sind
unverbiegbar alle konvexen Flichen mit Réndern, falls die Fliche
lings jeder Randkurve eine und dieselbe Tangentialebene besitzt; ein
Beispiel. einer solchen Fliche (mit zwei Rindern) ist der konvexe Teil
der Torusfliche (vgl. Abb. 210, S. 177).

Schneidet man in eine geschlossene konvexe Fliche ein beliebig
kleines Loch, so wird die Fliache verbiegbar. Es ist noch ungeklirt, ob
es geniigt, die Fliche aufzuschlitzen oder gar nur einzelne Punkte zu
entfernen.

11. Die Kugel wird durch eine dreiparametrige Schar von Bewegungen
in sich vbergefiihrt.

Die Gesamtheit aller Bewegungen, die die Kugel mit sich selbst zur
Deckung bringen, sind offenbar die Drehungen um den Kugelmittel-
punkt. Diese Gesamtheit hingt nun in der Tat von drei Parametern
ab. Denn zwei Parameter sind nétig, um die Stellung der (durch den
Mittelpunkt gehenden, sonst beliebigen) Rotationsachse festzulegen,
und einen dritten Parameter braucht man zur Bestimmung des Drehungs-
winkels. Man kann diese Abzéhlung auch nach einem anderen Gesichts-
punkt durchfithren. Offenbar 148t sich ein beliebiger Punkt der Kugel
durch eine Bewegung der Schar in jeden anderen Kugelpunkt iiber-
fihren und dariiber hinaus eine durch den ersten Punkt laufende
Richtung auf der Kugel in eine beliebige Richtung durch den Bildpunkt.
Damit ist dann eine Abbildung aus unserer Schar eindeutig festgelegt.
Diese Bestimmung erfordert aber gerade drei Parameter, denn der
willkiirlich gewihlte Bildpunkt des ersten Punktes hingt von zwei
Parametern ab, und die durch ihn laufenden Richtungen auf der Kugel
bilden eine weitere einparametrige Schar.

Die zuletzt erwihnte Abzdhlung liB8t sich nun nicht nur fiir die
Kugel, sondern auch fiir die Ebene durchfiihren; also besitzt auch die
Ebene eine dreiparametrige Schar von Bewegungen in sich. Weitere
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Flachen dieser Art gibt es aber nicht, so daB die Eigenschaft die
Kugeln und die Ebene kennzeichnet.

Wir fragen nun nach allen weiteren Flachen, die iiberhaupt eine
Schar von Bewegungen in sich gestatten; diese Schar mufl dann not-
wendig zwei- oder einparametrig sein. Die einzigen Flichen, die eine
genau zweiparametrige Bewegungsschar gestatten, sind die Kreis-
zylinder. Eine beliebige Drehung um seine Achse und eine beliebige
Translation lings der Achse fithren den Kreiszylinder in sich iiber. Das
ist eine zweiparametrige Schar von Bewegungen, und weitere Be-
wegungen, die den Kreiszylinder in sich iiberfithren, gibt es nicht.
Man kann durch eine dieser Bewegungen jeden Punkt des Kreiszylinders
in jeden anderen {iberfithren. Dagegen kann man die Richtungen nicht
mehr willkiirlich abbilden, da die erzeugenden Geraden des Zylinders
durch unsere Bewegungen stets ineinander iibergefiihrt werden.

Fir Flichen mit genau einparametriger Bewegungsschar bilden die
Rotationsflichen naheliegende Beispiele; diese Flichen gehen durch
alle Drehungen um die Rotationsachse und (abgesehen von den Kugeln,
der Ebene und den Kreiszylindern) nur durch diese Bewegungen in
sich iiber. Jeder Punkt kann also in einen beliebigen Punkt seines
Breitenkreises iibergefiithrt werden, und dadurch ist die Abbildung dann
festgelegt.

Mit den Rotationsflichen ist aber die Gesamtheit aller Flichen mit
einparametriger Bewegungsschar keineswegs erschopft. Die Flichen-
klasse, die durch diese Eigenschaft charakterisiert wird, besteht viel-
mehr aus den Schraubenflichen; diese Flichenklasse umfaBt die
Rotationsflichen einerseits und die Zylinder andererseits als Grenz-
fialle. Wie schon S. 185 angegeben, kann man jede Schraubenfliche
folgendermaBen erzeugen: Man geht von einer beliebigen Raumkurve
aus, dreht sie mit beliebiger konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine
beliebige feste Gerade und unterwirft sie auBerdem einer Translation
von konstanter Geschwindigkeit lings dieser Geraden. Aus der Defi-
nition geht hervor, daB die Schraubenflichen eine einparametrige Schar
von Bewegungen in sich besitzen; nidmlich dieselbe Schar von Be-
wegungen, die die Fliche aus der Raumkurve erzeugen. Die schon
erwihnten Grenzfille erhidlt man, wenn man entweder die Winkel-
geschwindigkeit oder die Translationsgeschwindigkeit gleich Null setzt.
Im ersten Fall wird die Schraubung zu einer Translation, und die Raum-
kurve beschreibt einen Zylinder ; im zweiten Fall ergibt sich eine Drehung,
und die Raumkurve erzeugt eine Rotationsflichel.

1 DaB es auBer den Schraubenflichen keine weiteren Flichen mit einpara-
metriger Bewegungsschar gibt, folgt daraus, daB die Bewegungen einer Flache in
sich eine Gruppe bilden. Die Schraubungen um feste Achsen mit fester Ganghohe
bilden aber, wenn die Rotationen um die Achse und die Translationen lings der

-Achse wieder als Grenzfille mitgerechnet werden, die allgemeinsten einparame-
trigen Bewegungsgruppen des Raums.
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Ein einzelner Punkt der erzeugenden Kurve beschreibt (von den
Grenzfillen abgesehen) eine Schraubenlinie. Durch die einparametrige
Bewegungsschar der Schraubenfliche wird also jeder Punkt in einen
beliebigen Punkt der zugehérigen Schraubenlinie iibergefithrt; in den
Grenzfillen geht die Schraubenlinie in die Erzeugenden des Zylinders
bzw. in die Breitenkreise der Rotationsfliche iiber.

§ 33. Verbiegungen von Flidchen in sich.

Wir verallgemeinern jetzt die Frage, auf die uns die 11. Eigenschaft
der Kugel gefiihrt hat. Wir wollen die Flichen betrachten, die, anstatt
Bewegungen, beliebige Verbiegungen in sich gestatten. Ein vollkommen
biegsames, aber undehnbares Stiick Messingblech, das auf ein Modell
einer solchen Fliche an irgendeiner Stelle glatt aufgelegt werden kann,
muf} sich in passender Weise iiber das Modell hinschieben lassen; es
darf dabei seine Form &ndern, aber nicht zerreiBen, und nicht auf-
horen, glatt auf der Fliche aufzuliegen.

Wihrend die Beweglichkeit einer Fliche in sich von der Lage der
Fliche im Raum abhingt, ist die Verbiegbarkeit der Fliche in sich
eine innere Eigenschaft der Fliche, die weder zerstért noch gewonnen
" werden kann, wenn man die Fliche verbiegt.

Da die Bewegungen einen Sonderfall der Verbiegungen darstellen,
miissen unter den Fliachen, die wir jetzt suchen, jedenfalls alle die vor-
kommen, die wir im vorigen Abschnitt aufgezdhlt haben. Es zeigt sich
nun, daB jene Flichen und ihre Biegungsflichen schon die allgemeinsten
sind, die Scharen von Verbiegungen in sich gestatten; man erhilt also
durch die Verallgemeinerung der Fragestellung keine wesentlich neue
Flachenklasse. Aber die vorher aufgestellten Typen erhalten jetzt eine
andere Bedeutung. So sind offenbar die Zylinder nicht als wesentlich
verschieden von der Ebene anzusehen, da ja die Ebene sich in jeden
Zylinder verbiegen 148t. Ebenso verliert auch der zweite Grenzfall der
Schraubenflichen, der Fall der Rotationsflichen, seinen Sondercharak-
ter. Man kann namlich ein Stiick einer beliebigen Schraubenfliche
stets in ein Stiick einer Rotationsfliche verbiegen. Es geniigt zu diesem
Zweck, einer der auf der Schraubenfliche verlaufenden Schraubenlinien
durch die Verbiegung die Gestalt eines Kreises zu geben, der natiirlich
unendlich oft umlaufen werden muB, da ja die Schraubenlinie unend-
lich lang ist. Dann nehmen die iibrigen Schraubenlinien von selbst
ebenfalls Kreisgestalt an, und alle diese Kreise haben dieselbe Achse,
so daB die entstandene Fliche in der Tat eine Rotationsflache ist, deren
Breitenkreise aus den Schraubenlinien der Ausgangsfliche hervorge-
gangen sind. Ein Beispiel der Behauptung ist die auf S. 185, 186 be-
schriebene Abwicklung der Wendelfliche auf das Katenoid.

Wenn man von der analytischen Beweisfithrung absieht, 148t sich
leicht anschaulich plausibel machen, warum die Flichen, die eine

o
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" einparametrige Schar von Verbiegungen in sich gestatten, sich stets

in die Gestalt von Schrauben- oder Rotationsflichen bringen lassen
und warum dabei die' Schraubenlinien und die Breitenkreise einander
entsprechen.

Durch jeden Punkt eines solchen Flachenstiicks muf3 ndmlich eine
Kurve laufen, die die Gesamtheit aller Bildpunkte dieses Punkts dar-
stellt, wenn man die simtlichen Verbiegungen unserer Schar ausfiihrt.
Das Flachenstiick wird also einfach und liickenlos von einer bestimmten
Kurvenschar tiberdeckt, die bei den betrachteten Verbiegungen in sich
iibergeht. - Greift man zwei beliebige Kurven dieser Schar heraus, so
miissen alle Punkte der einen Kurve den gleichen geodatischen Abstand
von der anderen Kurve haben, da ja dieser Abstand durch die Verbie-
gung nicht geindert wird. Hieraus ergibt sich, dal jede geoditische
Linie, die auf einer Kurve der Schar senkrecht steht, auch alle iibrigen
Scharkurven senkrecht schneidet; denn der kiirzeste Abstand eines
Flachenpunkts von einer Flichenkurve wird lings der Fliche durch die
geoditische Linie gegeben, die durch den Punkt geht und auf der Kurve
senkrecht steht. Auf den von uns betrachteten Flichen existiert also stets
ein orthogonales Kurvennetz, dessen eine Schar die zuerst beschriebene
ist, wihrend die zweite aus geoddtischen Linien besteht. Léngs jeder
Kurve der ersten Schar muB tiberdies die Gausssche Kriimmung kon-
stant sein, da ja diese bei Verbiegung ungedndert bleibt und jeder Punkt
einer Scharkurve durch die von uns betrachteten Verbiegungen in jeden
anderen Punkt derselben Scharkurve iibergehen kann. Um die Werte-
verteilung der Gaussschen Krimmung auf unserer Fliche zu be-
schreiben, geniigt es also, diese Kriimmung lings einer geoditischen
Linie der zweiten Schar als Funktion der Bogenlinge anzugeben.

Nun kann man aber leicht Rotationsflichen konstruieren, fiir die die
Gavusssche Krimmung eine vorgeschriebene Funktion der Bogenlinge
eines Meridians ist. Da die Meridiane der Rotationsflichen geoditische
Linien sind, die die Breitenkreise senkrecht schneiden, so ist es plau-
sibel und wird durch die Rechnung bestitigt, daBl unser vorgegebenes
Flachenstiick sich in alle jene Rotationsflichen verbiegen 14Bt; das von
uns konstruierte Orthogonalnetz des Flichenstiicks wird dabei in das
Netz der Meridiane und Breitenkreise verwandelt.

Auf den Schraubenflichen haben offenbar die Schraubenlinien die
entsprechende Eigenschaft wie die Breitenkreise der Rotationsflichen.
Es sind wiederum die Bahnkurven der lingentreuen Abbildungen der
Flache in sich. Wenn also iiberhaupt eine Schraubenfliche in eine
Rotationsfliche verbogen werden kann, so miissen notwendig die
Schraubenlinien und die Breitenkreise einander entsprechen.

Die Rechnung ergibt, daB aus jeéder Schraubenfliche eine zweipara-
metrige Schar weiterer Schraubenflichen und eine einparametrige Schar
von Rotationsflichen durch Verbiegung erhalten werden kénnen.
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Wir betrachten nun die Fliachen, die eine zwei- oder mehrparametrige
Schar von Verbiegungen in sich gestatten. Dal die Schar der Ver-
biegungen mindestens zweiparametrig ist, ist gleichbedeutend damit,
daB jeder Punkt der Fliche in jeden Nachbarpunkt iibergefiihrt werden
kann. Daher mufl die Gausssche Kriimmung dieser Flichen konstant
sein. Alle Flachen positiver Gaussscher Kriimmung sind nun (wenn man
sich auf hinreichend kleine Stiicke beschrinkt) auf die Kugel abwickel-
bar (S. 181). Wie diese besitzen sie also nicht nur eine zwei-, sondern
segar eine dreiparametrige Schar von Verbiegungen in sich. Das Ent-
sprechende gilt fiir Flichen verschwindender GAussscher Kriimmung,
denn diese sind auf die Ebene abwickelbar. Es 148t sich analytisch
zeigen, daBl auch die Flichen konstanter negativer Krimmung die
gleiche Mannigfaltigkeit von Verbiegungen in sich gestatten.

Alle Flachen konstanter Gaussscher Krimmung haben also mit der
Ebene eine wichtige innere Eigenschaft gemein, die wir im folgenden
ausfiihrlich untersuchen werden. Man kann die ebene Geometrie so
aufbauen, daB ihre grundlegenden und allgemeinsten Aussagen nicht
nur in der Ebene, sondern auf allen Flichen konstanter Kriimmung
gelten und daB erst an einer hoheren Stelle des Aufbaus zwischen der
Ebene und den Flichen positiver oder negativer konstanter Gaussscher
Kriimmung unterschieden wird; dann teilt sich die Geometrie in die
euklidische und zwei ,nichteuklidische’* Geometrien.

§ 34. Elliptische Geometrie.

Auf krummen Flichen sind die geodatischen Linien als das Analogon
der Geraden in der Ebene anzusehen. Wir wollen jetzt diese Analogie
genauer untersuchen. Die einfachsten Konstruktionen der ebenen
Geometrie beruhen auf dem Zeichnen von Geraden und dem Abtragen
von Strecken und Winkeln. Wenn wir solche Konstruktionen auf
krumme Flachen iibertragen wollen, besteht zunichst ein prinzipieller
Unterschied: Die Ebene haben wir stets in ihrer Gesamterstreckung
zugrunde gelegt, dagegen haben wir auf allgemeinen krummen Flichen
stets nur kleine Stiicke betrachtet, dem differentialgeometrischen Stand-
punkt gemdB. Demnach miissen wir uns auf solche Konstruktionen be-
schrinken, die nicht iiber die Grenzen des Fliachenstiicks hinausfiihren, die
also der Betrachtung eines kleinen Teilgebiets in der Ebene entsprechen.

Auf einem hinreichend kleinen Stiick einer krummen Flache lassen
sich zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte durch einen und
nur einen geoditischen Bogen verbinden, so wie in jedem Teilgebiet der
Ebene zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte genau eine im
Teilgebiet verlaufende geradlinige Verbindung besitzen?.

1 Wenn der Rand nicht iiberall nach innen konkav ist, kann die Verbindungs-

strecke zweier dem Rand hinreichend benachbarter Punkte teilweise durch das
AuBere des Gebiets gehen.
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Winkel mit geoddtischen Schenkeln koénnen auf jedem Flichen-
stiick in der gleichen Weise gezeichnet und abgetragen werden wie
Winkel mit geradlinigen Schenkeln in einem Stiick der Ebene.

Auch das Abtragen von geoditischen Strecken unterliegt denselben
Gesetzen wie das Abtragen geradliniger Strecken in einem Stiick der
Ebene.

Aber schon bei einer der einfachsten Konstruktionen, die aus diesen
drei Schritten besteht, hort die Analogie im allgemeinen auf; ndmlich bei
der Konstruktion kongruenter Dreiecke. Zwei Dreiecke heillen kon-
gruent, wenn bei einer bestimmten Zuordnung der Ecken entsprechende
Seiten und Winkel gleich sind. Dieser Begriff ist offenbar auf geo-
ditische Dreiecke in einem krummen Flichenstiick iibertragbar. Wenn
ich nun in einem Stiick der Ebene von einem Dreieck 4,B,C, ausgehe
und zu einem Punkt A zwei Punkte B und C so konstruiere, dal3
AB = AyBy, AC = AyCy und <L BAC = X By4,C, ausfillt, so ist
nach dem ersten Kongruenzsatz das Dreieck 4 BC dem Dreieck 4,B,C,
kongruent; dabei ist nur vorauszusetzen, daBl der Punkt 4 so weit vom
Rand des Gebiets entfernt liegt, daB3 alle Konstruktionen im Gebiet
moglich sind.

Wenn ich aber die analoge Konstruktion in einem krummen Flachen-
stiick vornehme, so wird der geoditische Bogen BC im allgemeinen eine
andere Lange haben als B,C,. Von der Kongruenz der beiden Dreiecke
ABC und 4,B,C, ist also keine Rede.

In einem Fall ist jedoch der erste Kongruenzsatz auf geoditische
Konstruktionen iibertragbar; wenn nadmlich das Flichenstiick kon-
stante Gausssche Kriimmung hat. Dann kénnen wir das Flichenstiick
so in sich verbiegen, dafl 4, auf A4 fillt und dafl die geodatischen Schenkel
des Winkels By A4,C, auf die entsprechenden Schenkel des Winkels BAC
fallen'. Wegen der Lingen- und Winkeltreue der Verbiegung fillt also
B, auf B und C, auf C; die Dreiecke A4yByC, und 4 BC miissen dem-
nach kongruent sein.

Die axiomatische Analyse der ebenen geometrischen Konstruktionen
lehrt nun, daB alle Sitze iiber Kongruenz von Figuren logisch auf den
ersten Kongruenzsatz zuriickfithrbar sind. Auf Flichen konstanter
Kriimmung besteht deshalb hinsichtlich der zu Beginn genannten Kon-
struktionen vollstindige Analogie zur Geometrie in einem Stiick der
Ebene.

Wir haben den ersten Kongruenzsatz dadurch auf Flichen kon-
stanter Kriimmung iibertragen, daB wir an deren dreiparametrige

1 Durch stetige Transformation ist das nicht immer moglich; auch nicht in
der Ebene, wo bekanntlich auch Spiegelungen als Deckbewegungen mitgerechnet
werden -miissen. Auch auf den Flichen konstanter nichtverschwindender Kriim-
mung existieren langentreue Abbildungen, die den Spiegelungen entsprechen.
Vgl. S. 226, FuBonte.
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Biegungsgruppe ankniipften. Man kann den Zusammenhang aber logisch
umkehren. Wenn auf einer Flache der erst¢e Kongruenzsatz fiir geoda-
tische Dreiecke gilt, so folgt, daB die Fliche eine dreiparametrige
Schar lingentreuer Abbildungen auf sich gestatten und daher von
konstanter Gavssscher Kriimmung sein muB. Zunichst folgt ndmlich
aus der oben beschriebenen Dreieckskonstruktion, dal man zu einem
hinreichend kleinen geoditischen Dreieck stets oo3 kongruente Dreiecke
zeichnen kann. Nun kann man aber die Flache unter Zugrundelegung
eines Dreiecks durch Abtragung von Strecken und Winkeln und wieder-
holte Anwendung des ersten Kongruenzsatzes vollstindig vermessen
nach den gleichen Prinzipien, die in der Praxis der Erdvermessung vet-
wandt werden. Jeder kongruenten Abtragung des Grunddreiecks ent-
spricht daher eine lingentreue Abbildung des Flichenstiicks.

Damit ist gezeigt, daB die Flichen konstanter Gaussscher Kriitmmung
die einzigen sind, auf denen der erste Kongruenzsatz fiir geoditische
Dreiecke allgemein gilt.

Um die Analogie dieser Flichen mit der
Ebene weiter zu verfolgen, wollen wir jetzt
die Beschrinkung auf kleine Teilgebiete
aufzuheben suchen. Wir beginnen mit Fli-
chen, deren (konstante) GAusssche Kriim-
mung positiv ist. Es liegt nahe, von einer
Kugelfliche auszugehen. Dadurch aber, da8
wir diese Fliache als Ganzes betrachten, wird
die Analogie zur Ebene in einem entschei-
denden Punkte zerstért. Die ‘geoditischen Abb. 231.

Linien der Kugel sind die GroBkreise; durch zwei Diametralpunkte auf
der Kugel gehen nun unendlich viele GroBkreise, wihrend in der Ebene
.zwei Punkte eine einzige Verbindungsgerade haben. Wéhrend ferner
in der Ebene zwei Geraden hochstens einen Schnittpunkt haben, schnei-
den sich zwei GroBkreise der Kugel stets in zwei (diametralen) Punkten.
Eine andere Fliche konstanter positiver Kriimmung als die Kugelflache
konnen wir aber schon deshalb nicht als Analogon der Ebene ansehen,
weil alle jene Flachen singulidre Punkte oder Rander haben (vgl. S. 201).

Durch eine einfache Abstraktion konnen wir aber die stérende Eigen-
schaft der Kugelfliche beseitigen. Wir beschrianken uns namlich auf die
Flache einer Halbkugel und sehen jedes Paar von Diametralpunkten
des berandenden GroBkreises als je einen einzigen Punkt an. Wenn ferner
eine sphérische Figur iiber den Randkreis herausragt, so wollen wir die
ins AuBere fallenden Punkte durch ihre Diametralpunkte ersetzen; diese
fallen dann auf die betrachtete Halbkugel (Abb. 231).

Auf diese Weise erhalten wir ein Punktgebilde, das alle Eigenschaften
‘hat, auf die wir ausgingen. Erstens ist jedes hinreichend kleine Teil-
stiick lingentreu auf ein Stiick der Kugelfliche bezogen. Zweitens wird

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. ' 14
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das Abtragen von Strecken und das geoditische Verbinden zweier Punkte
durch keinen Rand gestért. Drittens besitzen zwei verschiedene Punkte
stets eine einzige geoditische Verbindung, und zwei geoditische Bégen
haben niemals mehr als einen Schnittpunkt; beides folgt daraus, da8 die
Paare von Diametralpunkten, die unser Gebilde enthilt, simtlich als
je ein Punkt angesehen wurden.

Das Analogon der ebenen Geometrie, das auf diesem Flichenmodell
herrscht, nennt man elliptische Geomeirie, die Fliche selbst wird als
Modell der elliptischen Ebene bezeichnet. Ein zweites Modell der ellip-
tischen Ebene erhilt man offenbar, wenn man von der vollstindigen
Kugeloberfliche ausgeht und jedes Diametralpunktepaar als einen ein-
zigen Punkt ansieht.

Wir untersuchen nun die elliptische Geometrie, wobei wir die GroB-
kreise kurz als Geraden und die GroBkreisbogen als Strecken bezeichnen.
Dann springen zwei Unterschiede der elliptischen Geometrie von der
gewohnlichen euklidischen Geometrie ins Auge. Erstens sind die ellip-
tischen Geraden geschlossene Kurven, wihrend sich die euklidischen
Geraden ins Unendliche erstrecken. Zweitens haben zwei elliptische .
Geraden stets einen Schnittpunkt, wihrend es zu jeder euklidischen
Geraden Parallelen, also nichtschneidende Geraden gibt.

Vollstandig 148t sich die Beziehung der elliptischen zur euklidischen
Geometrie nur iberblicken, wenn man von den Axiomen der eukli-
dischen ebenen Geometrie ausgeht und bei jedem Axiom nachsieht, ob
es auch in der elliptischen Geometrie erfiillt ist oder ob es durch ein
abgedndertes Axiom ersetzt werden muf3. Wir haben schon frither die
Axiome der Verkniipfung (S. 103) und der Stetigkeit (S. 115) erwihnt.
Im ganzen 148t sich die euklidische ebene Geometrie auf fiinf Axiom-
gruppen aufbauen, denen der Verkniipfung, der Anordnung, der Kon-
gruenz, der Parallelen und der Stetigkeit. Jeder Axiomgruppe liegen
gewisse Begriffe zugrunde, denen der Verkniipfung z. B. die Begriffe:
Punkt, Gerade und Incidenz. Weitere Begriffe werden durch gewisse
Axiome ihrerseits erst ermoglicht, z. B. der Begriff der Strecke oder der
Halbgeraden durch die Axiome der Anordnung. Der Begriff der Strecke
wiederum bildet die Grundlage der Kongruenzaxiome, so da8 also die
Kongruenzaxiome zu ihrer Formulierung gewisse Anordnungsaxiome
voraussetzen. Wir wollen jetzt die Axiome der euklidischen ebenen
Geometrie anfithren?.

1. Axiome der Verkniipfung.

1. Durch ‘zwez' Punkte geht genau eine Gerade. 2. Jede Gerade enthilt
mindestens zwei Punkte. 3. Es gibt mindestens dvei Punkte, die nicht auf
derselben Geraden liegen.

1 Vgl. HiLBERrT: Grundlagen der Geometrie. Berlin 1930.
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I1. Axiome der Anordnung.

1. Unter drei Punkien einer Geraden liegt genaw einer zwischen beiden
andeven. 2. Zu zwei Punkten A und B gibt es mindestens einen solchen
Punkt C, daf B zwischen A und C liegt. 3. Wenn eine Gerade etne Seite
eines Dreiecks schneidet (d. h. eimen Pumkt enthilt, der zwischen zwei
Ecken liegt), so geht sie entweder durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt,
oder sie schneidet noch eine Seite.

Die Anordnungsaxiome gestatten, die in den folgenden Axiomen auf-
tretenden Begriffe ,,Strecke”, ,,Winkel”, ,,Seite einer Geraden von einem
Punkte aus”, ,,Halbgerade’, ,,Seite einer Ebene von einer Halbgeraden

€«

aus’‘ zu definieren.

III. Axiome der Kongruenz.

1. Eine Strecke liBt sich auf einer Geraden von einem Punkt der Ge-
raden aus stets nach betden Seiten abtragen,; die enistehende Strecke heift
der ersten komgruent. 2. Sind zwet Streckew eimer dritten komgruent, so
sind sie auch einander kongruent. 3. Wenn auf zwei kongruenten Strecken
je ein Punkt derart liegt, daf eine der entstehenden Teilstrecken der einen
Strecke einer der Teilstrecken der anderen kongruemt ist, so ist auch die
zweite Teilstrecke der einen kongruent der zweiten Teilstrecke der anderen.
4. Ein Winkel 1ift sich an einen Halbstrahl nach jeder Seite der Ebene hin
in eindeutiger Weise abtragen ; dey entstehende Winkel heifSt dem ersten kon-
gruent. 5. (Erster Kongruenzsatz.) Wenn zwes Dretecke tn zwei Seiten und
dem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen, so sind sie kongruent.

IV. Parallelenaxiom.

Zu einer Geraden a gibt es durch jeden Pumkt, der nicht auf a liegt,
genau eine Gerade, die a nicht schneidet.

V. Axiome der Stetigkeit.

Diese Axiome werden sehr verschieden formuliert. Sie besagen in
jedem Fall etwa:

1. (Archimedisches Axiom, vgl. S. 115.) Jede Strecke lift sich durch
- jede andere messen. 2. (Cantorsches Axiom.) In jeder unendlichen Folge
ineinandergeschalieter Strecken gibt es stets einen allen diesen Strecken
gemeinsamen Punkt.

In der elliptischen Geometrie sind die Verkniipfungsaxiome offenbar
erfiillt, Dagegen sind die Anordnungsaxiome nicht erfiillt; denn da die
Geraden geschlossene Kurven sind wie Kreise, 148t sich nicht sagen,
von drei Punkten einer Geraden liege genau einer zwischen den beiden
anderen. Statt der Zwischenbeziehung dreier Punkte liBt sich aber
in der elliptischen Geometrie eine T7ennungsbeziehung vierer Punkte
einfithren, fiir die dann ganz entsprechende Anordnungsaxiome gelten,
deren erstes hier angefiihrt sei: Vier Punkie etner Geraden zerfallen stets

14*
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auf genaw eine Weise in zwei einander trennende Paare. (Z. B. zerfallen

in Abb. 232 die Punkte 4, B, C, D in die einander trennenden Paare 4 C
und BD.)

Wie die euklidischen so fithren auch die elliptischen Anordnungs-

axiome zur Definition der Strecke und der anderen Begriffe, die in den

c Kongruenzaxiomen verwandt werden. Man muB

8 aber davon ausgehen, dal zwei Punkte AB stets

zwei Strecken und nicht bloB eine bestimmen,

ebenso wie jeder Kreis durch zwei seiner Punkte

in zwei Bogen zerfillt. Erst durch Hinzunahme

4 eines dritten Punktes C der Geraden 4B 1ift
); sich eine Unterscheidung der beiden Strecken 4 B
Abb. 232. herbeifiihren; die eine Strecke besteht aus allen

Punkten, die durch AB von C getrennt werden,
die andere aus den iibrigen Punkten der Geraden AB. Ferner muB
man iiberstumpfe Winkel als Innenwinkel eines Dreiecks ausschlieBen,
weil sonst durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel nicht
ein einziges Dreieck, sondern zwei inkongruente Dreiecke bestimmt
werden (Abb. 233), was dem ersten Kongruenzsatz widerspricht. Es
zeigt sich, daB bei diesen Einschrinkungen in jedem hinreichend kleinen
Tellgeblet der elliptischen Ebene die Analogie zu einem Teilgebiet der
euklidischen = Ebene,
von der wir ausgegan-
gen waren, erhalten
bleibt, und daB die

euklidischen Kongru-

%é\ enzaxiome in der ellip-

tischen Ebene ihre

' Geltung behalten. Das

. gleiche gilt von den
™\ Stetigkeitsaxiomen.

Abb. 233. o Dagegen gilt das

Parallelenaxiom nicht, sondern ist durch das schon S. 103 aufgestellte

Verkniipfungsaxiom der projektiven Ebene zu ersetzen: Zwei Ge-

raden haben genau einen Schnittpunkt.

Auch hinsichtlich der Anordnung verhdlt sich die elhptlsche Ebene
wie die projektive. Um das anschaulich in Evidenz zu setzen, wihlen
wir als Modell der elliptischen Ebene die vollstindige Kugeloberfliche,
auf der alle Diametralpunktepaare identifiziert sind; projizieren wir die
Kugel von ihrem Mittelpunkt aus auf eine Ebene, so entspricht jeder
Punkt der Ebene einem Diametralpunktepaar der Kugel, also einem
Punkt der elliptischen Ebene. Jedem GroBkreis, also jeder elliptischen
Geraden, entspricht eine Gerade der Bildebene: Die Beziehung wird
umkehrbar eindeutig, wenn wir die unendlich ferne Gerade der Bild-
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ebene hinzunehmen, wenn wir also diese Ebene als projektive Ebene
auffassen.

Wir kénnen demnach die projektive Ebene direkt als ein Modell der
elliptischen Ebene ansehen, wenn wir die Gleichheit von Lingen und
Winkeln in diesem Modell nicht euklidisch, sondern in der angedeuteten
Art durch die sphérische Trigonometrie einer Hilfskugel bestimmen.
Hieraus folgt, daB in der elliptischen Geometrie alle Schnittpunkts-’
sitze der projektiven Geometrie, z. B. die von DESARGUES und PAscaAL,
gelten.

Wenn wir nun die langentreuen Abbildungen der elliptischen Ebene
ins Auge fassen, so kénnen wir wie im euklidischen Fall nach den diskon-
tinuierlichen Gruppen solcher Abbildungen fragen. Jeder solchen
Gruppe entspricht eine diskontinuierliche Gruppe lingentreuer Abbil-
dungen der Kugelfldche, also eines der reguldren Polyeder, die wir in
§ 13, 14 behandelt haben. Umgekehrt fiihrt jedes regulire Polyeder
zu einer diskontinuierlichen Deckgruppe der elliptischen Ebene, und
die Zentralprojektionen regulirer Polyeder, die in Abb. 160 bis 163
und 165 bis 168 dargestellt sind, geben einige Lsungen der mit jenen
Gruppen zusammenhidngenden Aufgabe der ,,Pflasterung”, die S. 72
fiir die euklidische Ebene formuliert ist.

Man kann nicht nur in der Ebene, sondern auch im Raum die ellip-
tische Geometrie definieren. Als Modell der Punkte, Geraden und Ebenen
dieses Raums 148t sich der projektive Raum mit seinen Punkten und
Geraden verwenden. Die Vergleichung der Lingen und Winkel hat
wieder abweichend von der euklidischen Geometrie zu erfolgen und
1aBt sich nur analytisch beschreiben; z. B. durch Zentralprojektion einer
Hyperkugel des vierdimensionalen Raums. Die diskontinuierlichen
Deckgruppen des elliptischen Raums hingen mit den reguldren Zellen
des vierdimensionalen Raums zusammen, und die Abb. 173 bis 176 lassen
sich als ,,Pflasterungen* des elliptischen Raums deuten.

§ 35. Hyperbolische Geometrie; ihr Verhiltnis zur
euklidischen und elliptischen Geometrie.

Wir wenden uns jetzt zu den Fliachen konstanter negativer Kriim-
mung. Es gibt unter ihnen keine von so einfacher Gestalt wie die Kugel-
fliche. Die Rotationsflichen dieser Art konnen drei verschiedene Ge-
stalten haben, die in Abb. 234 dargestellt sind. Wir sehen, da8 alle diese
Flachen mit singuliren Réndern behaftet sind, iiber die hinaus sie nicht
stetig fortgesetzt werden koénnen. Die Gesamtheit aller Flichen kon-
stanter negativer Kriimmung 148t sich bisher nicht explizit angeben,

1 In Abb. 234b ist nur der untere Rand singular, nach oben zu lauft die
Fliche ins Unendliche, wobei die Breitenkreise unbegrenzt klein werden.
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doch 148t es sich beweisen, da3 keine dieser Flichen von Singularititen
frei sein kann,

Es gibt also keine Fliche im Raum, die im kleinen lingentreu auf
eine Fliche konstanter negativer Kriimmung abgebildet werden kann,
und auf der die Abtragung geoddtischer Strecken nirgends durch Rand-
punkte behindert wird. Man kann aber in der Ebene Modelle solcher
abstrakt definierter Flichen angeben, ebenso wie wir die projektive

A A

Abb. 234a. Abb. 234 b. Abb. 234c.

Ebene zu einem Modell der elliptischen Ebene gemacht hatten. Wir
miissen zu diesem Zweck die Langen- und Winkelmessung auf eine neue
Art einfiihren, die von der euklidischen und auch von der elliptischen
Geometrie abweicht. Man nennt die Fliache, von denen wir solche Modelle
konstruieren wollen, die hyperbolische Ebene und ihre Geometrie die
hyperbolische Geometrie.

Als Punkte der hyperbolischen Ebene wollen wir die Punkte im Innern
eines Kreises in einer gewShnlichen Ebene betrachten und als hyper-
bolische Geraden die Sehnen dieses Kreises
(mit AusschluB der Endpunkte).

Es 148t sich ndmlich fiir jedes Fliachenstiick -
F konstanter negativer Kriimmung —1/c? eine
Abbildung angeben, die F in ein Gebiet G der
Ebene im Kreisinnern derartig iiberfithrt, daB
die geoditischen Linien, die in F verlaufen,
durchweg in die Geradenstiicke in G verwan-

Abb. 235. delt werden. Natiirlich kann diese Abbildung

nicht lingentreu sein, da ja die Kriimmung

von G verschwindet, wihrend die von F negativist. Sind 4, B (Abb. 235)

die Bilder zweier Punkte P, Q von F und sind R, S die Endpunkte der

durch 4, B gelegten Kreissehne, so gilt fiir den geoddtischen Abstand s
der Punkte P, Q die Formel

() s=2L. AR-BS

2 BR-AS |’

Wir wollen die rechte Seite der Gleichung (1) fiir alle Punktepaare A B
unseres Modells der hyperbolischen Ebene als den ,,hyperbolischen Ab-

log
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‘stand‘‘ definieren. Ebenso fiihrt die Abbildung F —G zu einer bestimmten
Messung des ,,hyperbolischen Winkels, die von der euklidischen Be-
stimmungsweise abweicht. Um z. B. von einem Punkt 4 der hyper-
bolischen Ebene aus auf eine Gerade g das Lot % zu fillen, hat man 4
als Verbindungsgerade von 4 mit dem in Abb. 236 konstruierten Hilfs-
punkt P zu zeichnen. Man erkennt, daB der euklidische Winkel zwischen
# und g im allgemeinen von einem
Rechten verschieden ist.

Untersuchen wir nun, welche
Axiome der euklidischen Geometrie g
in der hyperbolischen Ebene giiltig o
bleiben. Zunichst ist es klar, daB /g/
die Verkniipfungsaxiome  gelten. $
Wenn wir ferner die ,,Zwischen‘-
beziehung dreier Punkte einfach aus
ihrer Lage in unserem Modell iiber-
nehmen, so erkennen wir, daBl auch die Anordnungsaxiome gelten. Als
Strecke A B definieren wir nun die Punkte der euklidischen Verbindungs-
strecke in unserem Modell. Der Streckenkongruenz legen wir die For-
mel (1) zugrunde. Wenn wir dann das erste Kongruenzaxiom betrachten,
so konnte es zunichst scheinen, als sei die freie Streckenabtragung durch
die Kreisperipherie behindert, das Axiom also ungiiltig. In Wahrheit
gelangen wir aber bei der Abstandsdefinition (1) beim Streckenabtragen
nie an die Kreisperipherie. Ist ndmlich
(Abb. 235) eine Strecke 4 B und eine vom
Punkt A’ ausgehende Halbgerade % im
Kreisinnern gegeben, so gilt fiirden Punkt
B’ auf %, fiir den AB = A’ B’ sein soll,
nach (1) die Relation:

Abb. 236.

AR BS _ AR B'S
BR "AS T PR A4S
oder

@) B'S’ _ A’S’ AR BS
B’'R" ~ A’R" AS BR’ Abb, 237.

Da die drei Punkte 4’, A und B im Kreisinnern liegen, sind die drei
Proportionen auf der rechten Seite von (2) alle negativ. Also ist auch
B'S
BR
man eine Strecke beliebig oft an sich selbst an, so kommt man der Kreis-
peripherie unbegrenzt niher, ohne sie zu erreichen (Abb.237); die
Kreisperipherie spielt in unserem Modell der hyperbolischen Geometrie

. eine analoge Rolle wie die unendlich ferne Gerade der euklidischen
Geometrie.

negativ, d. h. B’ liegt im Kreisinnern, wie behauptet war. Trigt
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Unsere Betrachtung lehrt, daBl das erste Kongruenzaxiom in der
hyperbolischen Ebene gilt. Offenbar gelten auch die Kongruenzaxiome
2. bis 4. . '

Das fiinfte Kongruenzaxiom ist, wie in § 34 ausgefiihrt, gleichbe-
deutend mit der Existenz einer hinreichend umfassenden Gruppe von
Abbildungen, die das Kreisinnere derart in sich iiberfithren, daB die
Geraden in Geraden iibergehen und die hyperbolischen Abstinde und
Winkel erhalten bleiben. Man zeigt nun in der projektiven Geometrie
der Ebene, daB es eine solche Gruppe in der Tat gibt. (Die Abbildungen
gehoren zu den projektiven Transformationen der Ebene und lassen sich
durch wiederholte Anwendung der Zentralprojektion anschaulich er-
zeugen.) Somit gelten in der hyperbolischen Geometrie simtliche Kon-
gruenzaxiome. Man sieht leicht ein, daB auch die Stetigkeitsaxiome

erfiillt sind.
Nur ein einziges Axiom der euklidischen

Geometrie gilt in der hyperbolischen Ebene
nicht: das Parallelenaxiom. Man erkennt
dies aus Abb. 238. Durch einen Punkt gibt
es zu jeder nicht durch P gehenden Geraden

g stets ein ganzes Biischel von Geraden, die

g nicht schneiden. Wahrend also in der el-

4 liptischen Geometrie auBer dem Parallelen-
axiom auch die euklidischen Anordnungs-

Abb. 238. axiome ungiiltig sind, unterscheidet sich

die hyperbolische Geometrie von der eukli-

dischen ausschlieBlich dadurch, daB das Parallelenaxiom nicht gilt.
Aus diesem Grund kommt unserem Modell eine groBe prinzipielle
Bedeutung zu. Man hat sich wihrend des ganzen Mittelalters und bis
zum Anfang des 19. Jahrhunderts vergeblich bemiiht, das Parallelen-
axiom aus den iibrigen Axiomen EUKLIDS zu beweisen. Mit der Ent-
deckung eines Modells der hyperbolischen Geometrie war die prinzipielle
Unmoglichkeit eines solchen Beweises dargetan. Denn unser Modell
erfiillt alle geometrischen Axiome mit Ausnahme des Parallelenaxioms.
Wiirde dieses aus den iibrigen logisch folgen, so miif3te es auch in unserem
Modell gelten, was nicht zutrifft. )
Die hyperbolische und die elliptische Geometrie werden als die
beiden wnichteuklidischen Geometrien bezeichnet. Wenn wir von der
Wertverteilung der Gaussschen Kriimmung ausgehen, erweist sich
die euklidische Geometrie als ein Ubergangsfall zwischen der ellip-
tischen und der hyperbolischen Geometrie. Das gilt auch in anderer
Hinsicht. So haben wir die hyperbolische Ebene erhalten, indem
wir aus der euklidischen Ebene die Punkte im AuBeren eines Kreises
entfernten, wihrend wir, um die vollstindige elliptische Ebene zu
erhalten, zur euklidischen Ebene noch die Punkte der unendlich

ZUN
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fernen Geraden hinzunehmen muBten. Ferner gibt es zu einer Ge-
raden durch einen auBerhalb gelegenen Punkt in der elliptischen Geo-
metrie keine, in der euklidischen Geometrie eine und in der hyper-
bolischen Geometrie unendlich viele Parallelen. Besonders charakte- .
ristisch fiir die drei Geometrien ist die Winkelsumme im Dreieck. Wih-
rend sie in der euklidischen Geometrie 7 betrigt, ist sie in der ellip-
tischen Geometrie stets gréBer als 7, wie aus bekannten Sitzen der
sphirischen Trigonometrie folgt. In der hyperbolischen Ebene ist nun
diese Summe stets kleiner als 7z. Wir werden spiter einen anschaulichen
Beweis dafiir erbringen.

Der Satz der euklidischen Geometrie, da die Winkelsumme jedes
Dreiecks # betrégt, kann hiernach nicht ohne Benutzung des Parallelen-
axioms bewiesen werden; sonst miite er auch in der hyperbolischen
Ebene gelten. Wenn andererseits irgendein Satz in der euklidischen
und auch in der hyperbolischen Geometrie gilt, so ist zu seinem Beweise
das euklidische Parallelenaxiom sicher nicht erforderlich. Ein solcher
Satz ist es z. B., daB jeder AuBenwinkel eines Dreiecks grofer ist als
jeder der beiden gegeniiberliegenden Innenwinkel. Man kann nun aus
der Betrachtung sphérischer Dreiecke leicht erkennen, daB in der ellip-
tischen Geometrie dieser Satz nicht gilt. Hieraus folgt, dal zu seinem
Beweise die euklidischen Anordnungsaxiome gebraucht werden.

Ein Beispiel fiir einen Satz, der in allen drei Geometrien gilt, ist der
Satz, daB die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck einander gleich
*sind. Zum Beweise dieses Satzes sind weder die euklidischen Anord-
nungsaxiome noch irgendeine Annahme iiber Parallelismus erforderlich.

Es wurde bemerkt, daB die projektiven Schnittpunktsitze, z. B. der
von DESARGUES, in der elliptischen Ebene gelten. In der euklidischen
Ebene gilt dieser Satz wie jeder andere Schnittpunktsatz nur dann, wenn
wir die unendlich fernen Punkte hinzunehmen. In der hyperbolischen
Ebene koénnen die Schnittpunktsitze nur dann einheitlich formuliert
werden, wenn wir zwei Arten uneigentlicher Punkte hinzunehmen: solche,
die in unserém Modell den Peripheriepunkten, und solche, die den Punkten
des KreisduBeren entsprechen. Offenbar kénnen wir z. B. zu einer
in der Ebene gegebenen DEsarGUESschen Konfiguration den Kreis, der
unser Modell der hyperbolischen Ebene bestimmt, so legen, daB er neun
Konfigurationspunkte im Innern und den zehnten auf der Peripherie
oder im AuBern enthilt. Wegen der Regularitit der Konfiguration
konnen wir diesen Punkt als den DEsArRGUESschen Punkt auffassen;
dann kénnen wir unsere Figur als zwei hyperbolische Dreiecke deuten,
deren entsprechende Seiten einander paarweise auf Punkten einer hyper-
bolischen Geraden.schneiden. Nach dem DESARGUESschen Satz miissen
die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen Punkt gehen,
wihrend diese Geraden doch im Innern des Kreises keinen Punkt gemei
haben. : i
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Sucht man den DEsarRGUESschen Satz unmittelbar, ohne Bezugnahme
-auf unser Modell, im Bereich der hyperbolischen Geometrie zu beweisen,
so stoBt man auf dhnliche Schwierigkeiten wie in der euklidischen und
projektiven Geometrie. Der Satz ist beweisbar mit Hilfe der Kongruenz-
axiome. Ohne sie bedarf es zu seinem Beweise rdumlicher Hilfsmittel.
Es gibt ndmlich auch im Raum eine hyperbolische Geometrie. Ein
Modell des ,,hyperbolischen Raums‘* erhdlt man, wenn man als Punkte,
Geraden und Ebenen dieses Raums die Punkte, Geradenstiicke und
Ebenenstiicke im Innern einer Kugel des gewohnlichen Raums ansieht
und den Abstand zweier Punkte analog wie im ebenen Modell definiert.

Wir hatten erwdhnt, daB die Winkelsumme im Dreieck in der hyper-
bolischen Ebene stets kleiner ist als 2. An unserem Modell tritt dieser
Satz nicht in anschauliche Evidenz, weil die hyperbolischen Winkel von
den euklidischen verschieden ausfallen. Wir werden daher im folgenden
Abschnitt ein weiteres Modell der hyperbolischen Ebene aus dem bisher
betrachteten Modell erzeugen, und in diesem neuen Modell werden die
hyperbolischen Winkel unverzerrt wiedergegeben werden. Wir miissen zu
diesem Zweck von einer einfachen elementargeometrischen Betrachtung
ausgehen: der Lehre von der stereographischen Projektion und von den
Kreisverwandtschaften,

§ 36. Stereographische Projektion und Kreisverwandt-
schaften. POINCAREsches Modell der hyperbolischen Ebene.

Anuf einer horizontalen Ebene liege eine Kugel (Abb. 239). Vom hoch-
sten Punkt N der Kugel aus projizieren wir diese auf die Ebene. Die so

—

Abb. 239.

entstehende Abbildung der Kugelfliche auf die Ebene (P’'— P'in
Abb. 239) heiBt stereographische Projektion. Dabei ist die ganze Ebene
abgebildet auf die ganze Kugel mit Ausnahme des Punkts N. Die
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Bildebene ist parallel der Tangentialebene # der Kugel in N. Ist ferner
¢’ die Kugeltangentialebene in P’ (Abb. 240), so bilden wegen der all-
seitigen Symmetrie der Kugel die beiden Tangentialebenen # und p’
gleiche Winkel mit N P’, der Verbindungssehne ihrer Berithrungspunkte,
und die Schnittgerade von #
und ' steht auf N P senkrecht.
Da # zurBildebene parallel ist,
bildet auch diese mit dem Pro-
jektionsstrahl P P’ den gleichen
Winkel wie p’ und schneidet '
in einer zu P P’ senkrechten Ge-
raden. Hieraus folgen meh-
rere anschauliche Eigenschaf-
ten der stereographischen Pro-
jektion. Ist zundchst 7' eine
Tangente der Kugel in P’
(Abb. 241) und ist » das Bild
von 7', so bilden » und #' gleiche Winkel mit PP’. Denn ich er-
halte 7, indem ich die Bildebene mit der durch » und N P’ gehen-
den Ebene schneide; wenn aber eine durch PP’ gehende Ebene e
(Abb. 242) in den Geraden » und 7’ zwei Ebenen p, " schneidet, die mit
der Geraden P P’ gleiche Winkel bilden und sich in einer zu P P’ senk-
rechten Geraden schneiden, so bilden auch # und 7 mit PP’ gleiche

Abb. 240.

Abb. 241.

Winkel. Dieselbe Symmetriebetrachtung lehrt ferner: Ist s’ eine weitere
Tangente der Kugel in P’ und ist s das Bild von s’, so bildet » mit s den-
selben Winkel wie #' mit s'. Die Winkel auf der Kugel werden also bei
stereographischer Projektion unverzerrt wiedergegeben. Die Abbildung wird
deshalb als winkeltrew bezeichnet.

Sei ferner k' ein beliebiger nicht durch N gehender Kreis auf der Kugel
(Abb. 243). Die Tangentialebenen an die Kugel in den Punkten von %'
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umbhiillen einen Rotationskegel, dessen Spitze S heiBen mége. Da &’ nicht
durch N geht, ist NS keine Tangente der Kugel in N, also der Bildebene
nicht parallel; M moége der Schnittpunkt der Bildebene mit NS sein.
Ich behaupte, daf die Bild-
kurve % von &’ ein Kreis mit
dem Mittelpunkt M ist. Der
Beweis ist aus Abb. 243 er-
sichtlich. Ist P’ ein beliebi-
ger Punkt von k', P sein
Bildpunkt, dann ist P'S
eine Kugeltangente in P’,
und PM ist das Bild von
P’S; demnach ist SLPP'S
=¥ P'PM. Ich ziehe
durch S die Parallele zu
. PM, die N Pin P" treffen
moége. Dann fillt entweder P’ mit P’ zusammen, oder das Dreieck
P'P”S hat gleiche Winkel, bei P’ und P, ist also gleichschenk]ég

. epr PM _ PM _ MN o,
SP'=SP"”. Nun ist aber P =prg= oder: PM = P'S _ST

Da S von allen Punkten von &’ gleich weit entfernt ist, so ist P'S kon-

Abb. 242.

Abb. 243.

stant. Nach der letzten Formel ist daher auch P M konstant, d. h. & ist
ein Kreis um M.

Die nicht durch N gehenden Kreise der Kugel werden also durch
stereographische Projektion in Kreise der Ebene verwandelt, und
indem man die soeben durchgefiihrte Betrachtung umkehrt, erkennt
man, daB auch jeder Kreis der Ebene einem Kreis auf der Kugel
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als Bild entspricht. Wenn ein auf der Kugel beweglicher Kreis gegen
einen durch N gehenden Kreis riickt, so riickt NS gegen eine Kugel-
tangente in N, der Punkt M entfernt sich also ins Unendliche. Hieraus
folgt, daB den durch N gehenden Kreisen der Kugel die Geraden der
Bildebene entsprechen. Dies ist auch ohne Grenziibergang klar, da die
Projektionsstrahlen eines durch N gehenden Kreises der Kugel in der
Ebene dieses Kreises verlaufen, so dafl die Schnittgerade dieser Ebene
mit der Bildebene als die Bildkurve des Kreises erscheint. Die Gesamt-
heit der Kreise auf der Kugel entspricht demnach bei stereographischer
Projektion der Gesamtheit der Kreise und Geraden in der Ebene. Die
stereographische Projektion ist kreistreu.

Wir denken uns nun irgendeine Abbildung 4’ der Kugelflache auf sich
selbst, bei der die Kreise der Kugel siamtlich in Kreise iibergehen;
z. B. kann 4’ eine Drehung der Kugel um irgendeinen (nicht notwendig
durch N gehenden) Durchmesser sein. Dann entspricht der Abbildung a’
durch die stereographische Projektion eine Abbildung « der Bildebene
auf sich, die die Gesamtheit der Kreise und Geraden in sich iiberfiihrt.
Man nennt jede solche Abbildung der Ebene eine Kreisverwandtschaft.

In der euklidischen Ebene sind die Kreisverwandtschaften im all-
gemeinen keine umkehrbar eindeutigen Abbildungen. Denn bei der
stereographischen Projektion entspricht dem Punkt N der Kugel kein
Punkt der Ebene. Die Abbildung 4’ der Kugel wird nun im allgemeinen -
den Punkt N nicht fest lassen, sondern wird einen anderen Punkt P’,
dessen stereographisches Bild P sein mége, in N iiberfithren. Dann hat
der Punkt P bei der Kreisverwandtschaft a, die a’ entspricht, keinen
Bildpunkt. Wie in der projektiven Geometrie fithrt man zur Vereinheit-
lichung des Abbildungsvorgangs eine abstrakte Erweiterung der eukli-
dischen Ebene durch. Diese Erweiterung geschieht aber in der Lehre
von den Kreisverwandtschaften auf andere Weise wie in der projektiven
Geometrie; man fiigt ndmlich zur. euklidischen Ebene einen einzigen
,,unendlich fernen‘‘ Punkt U hinzu, den man als das Bild von N bei
stereographischer Projektion auffaBt. Nach dieser Erweiterung ist die
Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf die ganze Kugeloberfliche
bezogen, und die Kreisverwandtschaften werden umkehrbar eindeutige
Abbildungen; in dem oben angefiihrten Beispiel wird der Punkt P durch
die Kreisverwandtschaft a auf U abgebildet. Bei der zugehorigen Kugel-
abbildung 4’ gehen natiirlich die Kreise durch P’ in die Kreise durch N
iiber; folglich bildet a die Kreise durch P auf die Geraden der Ebene
ab. Hiernach erweist es sich als zweckméiBig, die Geraden als , Kreise
durch den unendlich fernen Punkt” aufzufassen. Parallele Geraden
werden durch eine Kreisverwandtschaft entweder wieder in parallele
Geraden oder in sich berithrende Kreise iibergefiihrt.

Triviale Beispiele von Kreisverwandtschaften sind die Bewegungen,
Umklappungen und Ahnlichkeitstransformationen der Ebene; sie fiihren
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schon die euklidische Ebene selbst umkehrbar eindeutig in sich {iber;
legen wir also diesen Abbildungen die durch U erweiterte Ebene zugrunde,
so kénnen wir sagen, daB diese Abbildungen Kreisverwandtschaften sind,
die U fest lassen. Man kann nun umgekehrt beweisen, daB die einzigen
Kreisverwandtschaften, die U fest lassen, die soeben genannten sind.
Nach diesem Satz 14Bt sich leicht eine vollstindige Ubersicht iiber
alle Kreisverwandtschaften der Ebene geben. Sei P derjenige Punkt
der Ebene, der bei einer vorgegebenen Kreisverwandtschaft a, in U
iberfiihrt wird, und sei P das stereographische Bild des Kugelpunktes
P’, Dann erteilen wir der Kugel eine solche Drehung a’, daBl P’ in N
iibergeht. Der Drehung &’ entspricht eine Kreisverwandtschaft a,
deren Eigenschaften mit denen von a’ in einfacher anschaulicher Weise

Abb. 244 a.

verkniipft sind. Nun kann sich die gegebene Kreisverwandtschaft «,,
die ebenso wie a den Punkt P in U iiberfiihrt, von der Kreisverwandt-
schaft a nur durch eine Kreisverwandtschaft unterscheiden, die U fest
1aBt. Nach dem soeben angefiihrten Satz ist daher a, bis auf eine Be-
wegung, Umklappung oder Ahnlichkeitstransformation mit a identisch.

Wir haben frither erwdhnt, daB die stereographische Projektion
winkeltreu ist. Die Drehung @’ ist nun eine winkeltreue Abbildung der
Kugel. Da a aus a’ durch stereographische Projektion hervorgeht, ist @
eine winkeltreue Abbildung der Ebene. Da sich g, von a hochstens
durch eine winkeltreue Abbildung unterscheidet, so folgt: Alle Kreis-
verwandtschaften sind winkeltreu.

Der Zusammenhang der Abbildungen @ und &’ ist in Abb. 244a, b
durch Hervorhebung eines durch P gehenden Kreises 2 der Ebene ver-
anschaulicht, der stereographisch einem GroBkreis / der Kugel entspricht.
Durch @’ wird / in einen durch N gehenden GroBkreis # iibergefiihrt,
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der die Gerade g zum Bilde hat. Durch a geht also % in g iiber. Aus den
Figuren erkennt man ferner, daB das Innere und das AuBere von kin die
beiden von g begrenzten Halbebenen iibergeht, was aus Stetigkeits-
griinden ohnehin klar ist.

Die Umklappung # der Ebene um g ist eine Kreisverwandtschaft.
Demnach ist die Abbildung ¢ = aua~! eine Kreisverwandtschaft, die
die Peripherie von % punktweise fest 148t und die das Innere und das
AuBere dieses Kreises miteinander vertauscht. Die Abbildung 7 wird
Inversion oder Spiegelung am Kreise & genannt. Diese Abbildung ist
besonders wichtig und sei deshalb etwas genauer betrachtet.

Es sei % ein Kreis, der % in einem Punkt R senkrecht durchschneidet
(Abb. 245). Dann treffen sich % und % in einem weiteren Punkt S und

Abb. 244b.

schneiden einander auch in S senkrecht. Die Tangenten an 2in Rund S
sind dann Radien von % und treffen einander im Mittelpunkt M von %,
der somit im AuBeren von % liegt. Durch die Inversion 2 muB8 % in einen
Kreis 4’ iibergehen, der ebenfalls durch R und S geht, denn diese Punkte
bleiben fest. 4’ muB wegen der Winkeltreue der Inversion den Kreis %
in R und S senkrecht durchschneiden. Das ist aber nur méglich, wenn
%’ mit & identisch ist. Somit wird durch ¢ jeder Kreis %, der k& senkrecht
schneidet, in sich iibergefiihrt. Da Inneres und AuBeres von k& ver-
tauscht werden, miissen auch die beiden Kreisbogen von A vertauscht
werden, in die %2 durch k& zerlegt wird.

Betrachten wir jetzt eine Gerade ! durch M, z. B. die Gerade RM,
die % zum zweitenmal in R’ schneiden moge (Abb. 245). Dann muB / in
einen Kreis oder eine Gerade /' iibergehen, so daB I’ in R und R’ auf %
senkrecht steht. Das ist nur moglich, wenn ' mit ! identisch ist. Die
Inversion fithrt demnach alle Durchmesser von % in sich iiber. Da diese



224 IV. Differentialgeometrie.

Geraden in--der erweiterten Ebene auBler M~hur den unendlich fernen
Punkt U gemein haben, so mu8 M mit U vertauscht werden. Die
Gesamtheit der nicht durch M gehenden Geraden wird demnach mit der
Gesamtheit der durch M gehenden Kreise vertauscht.

Sei nun P ein von R und S verschiedener Punkt von 4. Dann kann
das Bild von P bei der Inversion 4 .nur der zweite Schnittpunkt Q der
‘Geraden M P mit 4 sein, denn sowohl M P als auch 4 gehen in sich tiber.
Nach dem elementaren Satz iiber das Produkt der Sehnenabschnitte
im Kreis ist M P-MQ = M R2. Man nennt Q den zu P beziiglich %
inversen Punkt, und wir haben ein Verfahren gefunden, um zu jedem
Purikt P auch ohne den Hilfskreis # den inversen beziiglich % zu finden.
Ist ndmlich » der Radius von &, so haben wir den zu P inversen Punkt Q
auf dem von M ausgehenden Halbstrahl M P so zu bestimmen, daB} die
Gleichung M P - MQ = »? gilt.

Man kann beweisen, daB jede
Kreisverwandtschaft sich aus hoch-
stens drei Inversionen zusammenset-
zen liBt. Wir wollen besonders die
Gesamtheit der Kreisverwandtschaf-
ten betrachten, die einen festen Kreis
k sowie dessen Inneres in sich iiber-

Abb. 245. fithren. Diese Abbildungen bilden

ersichtlich eine Gruppe H. Ist # ein

auf % senkrechter Kreis, so gehort die Inversion an # jedenfalls zu H.

Man kann zeigen, daB jede Abbildung aus H durch drei Inversionen

erzeugbar ist, deren Grundkreise auf % senkrecht stehen, durch drei
Inversionen also, die selbst zu H gehoren.

Nunmehr wollen wir diese Betrachtungen mit dem Modell der hyper-
bolischen Geometrie in Zusammenhang bringen, das wir im vorigen
Paragraphen konstruiert haben. Die hyperbolische Ebene sei dargestelit
durch das Innere eines Kreises  in einer horizontalen Ebene. Im Mit-
telpunkt von m legen wir auf die Ebene eine Kugel, die mit m gleich
groBen Radius hat (Abb. 246). Wir projizieren nun » und das Innere
von m durch vertikale Parallelprojektion auf die untere Halbkugel, die
von dem zu m kongruenten GroBkreis / begrenzt wird. Dadurch wird
zunichst diese Halbkugel zu einem weiteren Modell der hyperbolischen
Ebene. Jede Sehne g von m geht in einen auf ! senkrechten Halbkreis v
der Kugel iiber, diese Halbkreise sind also jetzt als die Bilder der hyper-
bolischen Geraden anzusehen. Nunmehr projizie¥en wir stereographisch
die Halbkugel auf die Ebene zuriick, wobei eine Kreisscheibe & bedeckt
wird. Das Innere von % ist damit zu einem neuen Modell der hyper-
bolischen Ebene geworden. In diesem Modell sind die Halbkreise v
wegen der Winkeltreue und Kreistreue der stereographischen Projektion
in Kreisbégen #» iibergegangen, die auf dem Kreise % senkrecht stehen.
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Zu diesen Kreisbdgen sind hier und im folgenden die Durchmesser von
& als Grenzfille hinzuzurechnen.

Abb. 246.

‘Wir wollen dieses neue Modell, das von POINCARE stammt, genauer
betrachten. Aus unserer Ableitung folgt, daB die Gesamtheit der auf
Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 15
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k senkrechten Kreisbogen umkehrbar eindeutig der Gesamtheit der
Sehnen eines anderen Kreises m zugeordnet werden kann. Demnach
kénnen wir zwei Punkte 4 und B im Innern von % stets durch genau
einen solchen Bogen verbinden. Sind R und S seine beiden Schnitt-
punkte mit 2 (Abb. 247), so 1Bt sich der hyperbolische Abstand von
A und B aus der Formel (1) S. 214 ableiten. Sind namlich 4’B’R’S’
diejenigen Punkte des urspriinglichen Modells, aus denen A BRS durch
die von uns beschriebene Konstruktion hervorgegangen sind, so 1t
sich durch projektiv-geometrische Sitze die Relation beweisen:

AR-BS 1/A'R'-B'S"
BR-AS Y B'R.A’S""

Hieraus ergibt sich fiir den hyperbolischen Abstand s von 4 und B
in unserem neuen Modell die Formel:
|, AR-BS
(2) s=c¢ log 5p4s |-

Nun muf3 jeder Bewegung der hyper-
bolischen Ebene in sich eine Abbildung «
des Innern von % auf sich entsprechen, die

)¢ dieGesamtheit der auf % senkrechten Kreis-
bogen in sich iiberfiihrt. Es ist plausibel
und leicht streng zu schlieBen, daB} diese
Abbildung eine Kreisverwandtschaft ist,
also der frither betrachteten Gruppe H

Abb. 247. angehort. Dariiber hinaus 148t sich zei-
gen, daB die Gruppe H sogar mit der
Gruppe aller hyperbolischen Bewegungen identisch ist!. Nun sind die
Abbildungen H als Kreisverwandtschaften winkeltreu und lassen gleich-
zeitig als hyperbolische Bewegungen die hyperbolischen Winkel unver-
indert. Hieraus folgt, daB die euklidischen Winkel im PoiNcarEschen
Modell den hyperbolischen Winkeln proportional mit einem festen Propor-
tionalititsfaktor sein miissen, und da der Vollwinkel 2 7z der hyperbo-
lischen Ebene natiirlich ungeédndert wiedergegeben wird, so muf8 der Pro-
portionalititsfaktor Einsbetragen. Das POINCAREscheModellistwinkeltren.
Man kann analytisch eine Abbildungsformel aufstellen, die direkt
ein vorgegebenes Stiick einer Fliche konstanter negativer Kriimmung
winkeltreu auf ein Stiick der Ebene im Innern von k derart abbildet,
daB die geoditischen Linien in die auf % senkrechten Kreisbégen iiber-
gehen.

R

1 Als Bewegungen gelten hier auch solche lingentreuen Abbildungen der
hyperbolischen Ebene, die sich nicht stetig erzeugen lassen. Eine einfache der-
artige Bewegung wird durch jede in H vorkommende Inversion dargestellt: éine
,»Umklappung’* der hyperbolischen Ebene um eine Gerade. Nach S. 224 ist jede
hyperbolische Bewegung durch héchstens drei Umklappungen erzeugbar.
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Wir wollen jetzt den Beweis des S. 217 ausgesprochenen Satzes nach-
holen, dafl die Winkelsumme im Dreieck in der hyperbolischen Geometrie
stets kleiner ist als 7. Wir gehen von einem beliebigen Dreieck 4 BC
aus und legen das PoiNcaREsche Modell zugrunde (Abb. 248). Nach den
Kongruenzaxiomen, die ja in der hyperbolischen Geometrie gelten,
konnen wir ein zu 4 BC kongruentes Dreieck 4’B’M zeichnen, bei dem
der C entsprechende Punkt M der Mittelpunkt von % ist. Nun haben
wir S. 223 gesehen, daB jeder durch M gehende auf % senkrechte Kreis
notwendig in einen Durchmesser von %2 entarten mufl, wihrend die
nicht durch M gehenden auf % senkrechten Kreise den Punkt M im
AuBern lassen. In unserem Modell werden demnach die hyperbolischen
Geraden A’'M und B’M durch euklidische Geraden dargestellt, die
hyperbolische Gerade A’B’ dagegen durch einen Kreisbogen, der M
im AuBern 14B8t. Die euklidischen Winkel bei 4’ und B’ fallen daher
in dem von zwei Geraden und einem
Kreisbogen begrenzten Dreieck A’'B'M
kleiner aus als im geradlinigen Dreieck
A'B’'M, und demnach bleibt auch die
Winkelsumme unter #. Wegen der
Winkeltreue des Modells gilt dasselbe
fir die Summe der hyperbolischen
Winkel des hyperbolischen Dreiecks
A’B'M und des dazu kongruenten Drei-
ecks ABC.

Es liegt nahe, unter den hyperbo-
lischen Bewegungen nach diskontinuier-
lichen Gruppen zu suchen. In der elliptischen Geometrie reduzierte sich
dieses Problem auf die Betrachtung regulirer Polyeder, und es gab
nur wenige Gruppen dieser Art. In der euklidischen Geometrie war
die Aufstellung schon schwieriger. In der hyperbolischen Geometrie
ist nun die Anzahl der diskontinuierlichen Gruppen noch bei weitem
groBer als in der euklidischen Geometrie. Alle diese Gruppen werden
im Poincargschen Modell durch Gruppen von Kreisverwandtschaften
realisiert, die als Untergruppen in H enthalten sind.

In der Funktionentheorie spielen diese Gruppen eine Rolle. Be-
sonders wichtig unter ihnen sind die ,,Schiebungsgruppen‘‘. Als ,,Schie-
bung’ bezeichnet man jede hyperbolische Bewegung, die sich stetig aus
der Identitédt erzeugen 148t und die keinen Punkt fest 148t. In der ebenen
elliptischen .Geometrie gibt es kein Analogon dazu, da jede ebene
elliptische Bewegung einen Fixpunkt besitzt. In der euklidischen
Geometrie entsprechen den Schiebungen die Translationen. Fiir die
Zusammensetzung von Schiebungen besteht aber kein so einfaches
Gesetz wie fiir die ‘Zusammensetzung von Translationen, da in der
hyperbolischen Geometrie die Eindeutigkeit des Parallelismus wegfllt.

15*

Abb. 248,
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Wir wollen uns auf diejenigen diskontinuierlichen Gruppen von
Schiebungen beschrianken, die einen geschlossenen Fundamentalbereich
haben. Ihnen entsprechen die euklidischen Translationsgruppen mit
einem Parallelogramm als Fundamentalbereich. Bei einer hyper-
bolischen Schiebungsgruppe mit geschlossenem Fundamentalbereich ist
dieser niemals ein Viereck. Dagegen kann auBler 4 jede andere durch
4 teilbare Zahl als Eckenzahl des Fundamentalbereichs auftreten. In
Abb. 249 ist fiir den Fall achteckiger Fundamentalbereiche die Pflaste-
rung der hyperbolischen Ebene mit solchen Fundamentalbereichen im
Poincargschen Modell veranschaulicht. Die vollstindige Pflasterung
148t sich natiirlich nicht zeichnen, da die Kreisbogenachtecke sich gegen
den Kreisrand zu immer
mehr zusammendringen.
WieimFundamentalpar-
allelogramm der euklidi-
schen Translationsgrup-
pen sind auch hier die
Seiten des Fundamental-
bereichs paarweisegleich
lang und dquivalent. In
Abb. 249 ist diese Paa-
runganeinemderFunda-
mentalbereiche angedeu-
tet. Entsprechende Ek-
ken verschiedener Fun-
damentalbereiche sind
durch gleiche Ziffern ge-
kennzeichnet. Man er-

Abb. 249. kennt, da um einen be-
’ liebig herausgegriffenen
Eckpunkt A herum jede Ziffer genau einmal auftritt. Hieraus folgt, daB
die Winkelsumme im Fundamentalbereich 27 betragen muB. Auch in
jeder anderen Schiebungsgruppe weisen die Fundamentalbereiche die
analoge Anordnung auf, die Winkelsumme im Fundamentalbereich muf}
daher stets 25 betragen. Ferner miissen die Seiten in einer bestimmten,
hier nicht niher zu beschreibenden Zuordnung paarweise gleich sein. Im
iibrigen kann der Fundamentalbereich beliebig vorgegeben werden. DaB
die Winkelsumme 25 betragen mu8, bildet den Grund dafiir, warum keine
viereckigen Fundamentalbereiche vorkommen kénnen. Denn die Winkel-
summe in einem hyperbolischen Viereck ist stets kleiner als 25, wie man
leicht durch Zerlegung des Vierecks in zwei Dreiecke erkennt.
~ Noch weit gréBer ist die Mannigfaltigkeit der Schiebungsgruppen
mit offenem Fundamentalbereich. Eine solche Gruppe kommt in der
Theorie der elliptischen Modulfunktion zur Anwendung.
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§ 37. Methoden der Abbildung. Lingentreue, inhaltstreue,
geoditische, stetige und konforme Abbildung.

Wir haben 6fters und auf verschiedene Arten Flichen aufeinander
abgebildet, z. B. durch Zentralprojektion oder durch parallele Normalen.
Wir wollen jetzt zusammenfassend die wichtigsten Arten von Abbil-
dungen einander gegeniiberstellen.

Das getreueste Bild einer Fliche gibt die lingentrene Abbildung. Da-
bei ist die geoditische Entfernung zweier Punkte stets der geoditischen
Entfernung ihrer Bildpunkte gleich, alle Winkel bleiben erhalten, und
geodidtische Linien gehen in geoddtische Linien iiber. Wie schon erwihnt,
lassen sich zwei beliebige Flichenstiicke ge-
wohnlich nicht lingentreu aufeinander ab-
bilden. In entsprechenden Punkten miissen
niamlich die Gaussschen Krimmungen der ]
Flachen iibereinstimmen. Daher kann man
auf ein Stiick der Ebene nur solche Flichen-
stiicke lingentreu abbilden, deren GAausssche
Kriimmung iiberall verschwindet, also z. B.
kein Stiick einer Kugel. Jede Landkarte
weist infolgedessen Verzerrungen auf.

Weniger genau, dafiir aber ofter an-
wendbar ist die inhaltstreue. Abbildung. Sie
wird durch die Forderung charakterisiert,
daB jede geschlossene Kurve ein Flichen-
stiick desselben Inhalts umschlieBt wie
ihre Bildkurve. Es ist plausibel und leicht I\
zu beweisen, dafl diese Forderung fiir be- D
liebige geschlossene Kurven erfiillt ist, wenn
sie nur fiir alle ,,unendlich kleinen" ge-
schlossenen Kurven gilt. Daher 148t sich die
inhaltstreue Abbildung leicht differentialgeometrisch charakterisieren.

Die inhaltstreue Abbildung wird in der Geographie viel benutzt.
Es gibt ein einfaches Verfahren, um Teile der Kugel inhaltstreu auf Teile
der Ebene abzubilden. Man legt um die Kugel einen Kreiszylinder vom
gleichen Radius (Abb. 250). Man projiziert die Kugelpunkte nach auBen
lings der Zylindernormalen auf den Zylinder. Schneidet man den Zylin-
der lings einer Erzeugenden auf und wickelt ihn auf die Ebene ab, so
erhdlt man, wie die Rechnung zeigt, ein inhaltstreues Bild der Kugel in
der Ebene. Das Bild wird offenbar um so stirker verzerrt, je weiter man
sich von dem Beriithrungskreise des Zylinders mit der Kugel entfernt.

Ebenfalls wichtig in der Geographie, vor allem fiir Schiffskarten,
ist die geoddtische Abbildung. Bei ihr wird verlangt, daB die geoditischen
Linien der einen Fliche in die der anderen iibergehen. Die lingentreuen

Abb. 250.
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Abbildungen sind also spezielle geoditische Abbildungen. Eine andere
solche Abbildung haben wir beim Studium der elliptischen Geometrie be-
trachtet; projizieren wir die Kugel von ihrem Mittelpunkt aus auf eine
Ebene, so gehen die GroBkreise der Kugel in die Geraden der Ebene iiber;
die Abbildung ist also geoditisch. Damit ist gleichzeitig eine geoddtische
Abbildung aller Flichen konstanter positiver Gaussscher Kriimmung auf
die Ebene gegeben. Denn alle diese Flachen lassen sich lingentreu auf
Kugeln abbilden. Auch fiir alle Flichen konstanter negativer GAuss-
scher Kriimmung gibt es eine geoditische Abbildung auf die Ebene.
Sie wird durch das in § 35 geschilderte Modell der hyperbolischen Ebene
geleistet.

Es 14Bt sich zeigen, dafl es auBer den Fliachen konstanter GAaussscher
Kriimmung keine Fliche gibt, die auf die Ebene geoditisch abgebildet
werden kann. Das allgemeine Problem, wann zwei krumme Flichen-
stiicke aufeinander geoditisch abgebildet werden konnen, fithrt auf
schwierige Rechnungen. Die Verallgemeinerung dieses Problems von
den Flichen auf drei- oder mehrdimensionale Raume spielt eine gewisse
Rolle in der neueren Physik; nach der allgemeinen Relativititstheorie
hat man nimlich die Bahnkurven materieller Punkte als geoditische
Linien eines vierdimensionalen Kontinuums aufzufassen.

Die allgemeinste Abbildung, die iiberhaupt der Anschauung zuging-
lich ist, ist die sfefige Abbildung. Bei ihr wird nur verlangt, daB sie
umkehrbar eindeutig ist und daB benachbarte Punkte benachbart
bleiben. Eine stetige Abbildung kann also jede Figur beliebig ver-
zerren, nur diirfen zusammenhédngende Teile nicht auseinandergerissen
und getrennte Teile nicht zusammengeheftet werden. Trotz dieser
groBen Allgemeinheit vermag die stetige Abbildung nicht zwei beliebige
Flichenstiicke ineinander iiberzufithren. Ein Beispiel zweier Flachen-
stiicke, die sich nicht stetig aufeinander abbilden lassen, sind die Kreis-
fliche und das ebene Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen

(Abb. 251). Nicht einmal die Rénder dieser beiden Fla-

@ @ chenstiicke lassen sich stetig aufeinander abbilden,

da die Kreisscheibe von einer zusammenhingenden

Abb. 251. Kurve berandet wird, wihrend der Rand des Ring-
gebiets aus zwei getrennten Stiicken besteht.

Die Frage, wann zwei Fliachen stetig aufeinander abgebildet werden
koénnen, gehért in den Problemkreis der Topologie, den wir im letzten
Kapitel behandeln. Offenbar umfaB8t diese Abbildungsart alle {ibrigen;
eine geometrische Abbildung wird immer nur, soweit sie stetig ist,
brauchbare Ergebnisse liefern. So hatten wir nach Abb. 250 Kugelstiicke
inhaltstreu auf die Ebene abgebildet. Die ganze Kugeloberfliche geht
offenbar in ein Rechtecksgebiet iiber. Man erkennt, daB die Abbildung
auf dem Rand des Rechtecks ihre anschauliche Bedeutung verliert,
weil sie dort aufhért, stetig zu séin. In der neueren Topologie werden
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allerdings noch allgemeinere Abbildungen betrachtet, die nicht umkehr-
bar eindeutig, sondern nur in einer Richtung eindeutig und stetig sind,
z. B. Abbildungen eines Flichenstiicks auf ein Kurvenstiick.
Eingehender als alle bisher genannten Abbildungsarten ist die winkel-
treue oder konforme Abbildung untersucht worden. Sie wird durch die
. Forderung gekennzeichnet, dal die Winkel, unter denen sich zwei Kurven
schneiden, unverzerrt wiedergegeben werden. Abgesehen von den lingen-
treuen Abbildungen sind die stereographische Projektion und die Kreis-
verwandtschaften die einfachsten Beispiele solcher Abbildungen. Eine
winkeltreue Abbildung von Fliachen negativer GAussscher Krimmung
auf die Ebene gibt uns das PoiNcarEsche Modell der hyperbolischen
Geometrie.

Die winkeltreue Abbildung hat mit der lingentreuen etwas Gemein-
sames. Es 1Bt sich ndamlich analytisch zeigen, dal sehr kleine Figuren
bei winkeltreuer Abbildung fast unverzerrt bleiben; d. h. auBer den
Winkeln bleiben zwar nicht die Lingen, wohl aber die Langenverhalt-
nisse anndhernd erhalten, um so genauer, je kleiner die betrachtete Figur
ist. Die Bezeichnung konjorm weist auf diese Eigenschaft hin. Im kleinen
kommt demnach die konforme Abbildung der lingentreuen am nichsten
unter den hier beschriebenen Abbildungsarten. Denn aus unseren Bei-
spielen ist ersichtlich, daB bei inhaltstreuen oder geoditischen Abbil-
dungen auch beliebig kleine Figuren beliebig stark verzerrt werden
kénnen.

Wihrend nun die lingentreue Abbildung nur in sehr beschrinktem
MaBe anwendbar ist, besitzt die konforme Abbildung eine groBe Anpas-
sungsfihigkeit, und gerade durch die Frage nach ihrer Anwendbarkeit
ist die konforme Abbildung in den Mittelpunkt fruchtbarer geometrischer
Untersuchungen geriickt. Die einfachste Frage dieser Art, wann ndmlich
zwei ebene Flichenstiicke konform aufeinander abgebildet werden kén-
nen, fiihrt auf eine anschauliche Deutung der komplexen Zahlen und
wird in der geometrischen Funktionentheorie behandelt.

§ 38. Geometrische Funktionentheorie. RIEMANNscher
Abbildungssatz. Konforme Abbildung im Raum.

Wir legen ein cartesisches Koordinatensystem in der Ebene zugrunde
und ordnen jedem beliebigen Punkt P mit den Koordinaten x, y die
komplexe Zahl z = x + 7y zu. Hierdurch ist eine eindeutige Beziehung
zwischen den komplexen Zahlen und den Punkten der Ebene hergestellt.
Es ist zweckmiBig, diese Beziehung dadurch zu vervollstindigen, daB
man der Ebene wie in der Lehre von den Kreisverwandtschaften einen
unendlich fernen Punkt P,  zuschreibt, den man der ,,Zahl” oo zu-
ordnet. Man nennt diese anschauliche Realisierung der komplexen
Zahlen die Zahlenebene.
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Abbildungen eines Stiickes der Ebene auf ein anderes gehen hiernach
in Zuordnungen zwischen komplexen Zahlen iiber. Als einfaches Beispiel
moge die Beziehung w = az -4 b betrachtet werden, wobei 4, b beliebige
komplexe Konstanten seien; nur sei @ & 0 vorausgesetzt. Als Bild des
Punkts, dem die komplexe Zahl z entspricht, sehen wir den Punkt
an, dem w = az - b entspricht. Die so entstehende Abbildung der
Ebene auf sich ist nun einfach eine Ahnlichkeitstransformation, und
umgekehrt erhilt man alle stetig aus der Identitit erzeugbaren Ahnlich-
keitstransformationen der Ebene, wenn man den Zahlen « und b alle
komplexen Werte auBer @ = 0 erteilt. Die Ahnlichkeitstransformationen,
die nur durch eine Umklappung der Ebene, aber nicht in der Ebene selbst
stetig erzeugbar sind, entsprechen der Gleichung w = az 4 b, wobei
mit z die zu 2=« +14y konjugiert komplexe Zahl z = ¥ — ¢y bezeichnet
wird. Man kann diese Sitze elementar beweisen.

Den Kreisverwandtschaften, die P, nicht fest lassen, entsprechen
die gebrochenen linearen Transformationen

az+b
(1) W= d

(c40, ad—bc+0),

wenn man nur diejenigen Kreisverwandtschaften betrachtet, die stetig
in der Ebene aus der Identitit erzeugbar sind. Die iibrigen erhilt man,
wenn man in (1) z durch z ersetzt. Die Inversion an dem um den An-
fangspunkt geschlagenen Kreis £ vom Radius 1 wird z. B. durch d1e

Formel w = T dargestellt. Denn es ist

= 11 _xtiy
also ek A S A ek
(2) w= g, V=g

AErE VT i gE
Sind M, P, Q die Punkte mit den Koordinaten (0, 0), (%, ¥), (%, v),
also P, Q die den Zahlen z, w zugeordneten Punkte, so folgt aus (2),
daB P und Q auf demselben von M ausgehenden Halbstrahl liegen und
daB die Abstinde M P und MQ die Relation M P - MQ = 1 erfiillen.
P und Q liegen daher in der Tat invers zu k.

Geht man nun von einer allgemeineren Relation w = f(z) aus, wo
etwa f(2) irgendeine gebrochene rationale Funktion von z ist, so wird
auch durch diese Funktion stets eine komforme Abbildung der Ebene
vermittelt. Man muB sich dann nur auf Gebiete der Ebene beschriinken,
die gewisse durch die Funktion bestimmte Punkte nicht enthalten.

Jede Funktion f(z) von der Art, daB w = f(2) eine konforme Abbil-
dung in der Zahlenebene definiert, nennt man eine analytische Funk-
tion. Nicht nur die rationalen, sondern fast alle in der Praxis iberhaupt

1 Diese anschauliche Definition ist &quivalent damit, daB8 f(z) differenzierbar
ist, d. h. daB der Quotient &:)g—:é(z—") in jedem Punkt 2, des Gebiets gegen eine
— %
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vorkommenden Funktionen sind analytisch. Man kann mit den kom-
plexen analytischen Funktionen weitgehend genau so rechnen wie
mit reellen Funktionen reeller Verdnderlicher. Das zweidimensionale
Problem der konformen Abbildung wird damit auf Betrachtungen von
eindimensionalem Typus zuriickgefiihrt.

Durch solche Betrachtungen der komplexen Funktionentheorie kann
man zunichst den wichtigen Satz beweisen, daB die Kreisverwandt-
schaften bzw. die ganzen und gebrochenen linearen Funktionen die
einzigen konformen Abbildungen darstellen, die das Innere eines Kreises
in das Innere oder AuBere eines (anderen oder desselben) Kreises iiber-
filhren. Hiernach stellen uns die hyperbolischen Bewegungen im PoinN-
carEschen Modell simtliche konformen Abbildungen einer Kreisscheibe
auf sich selbst dar. Wenn ich also von einer konformen Abbildung weiB,
in was fiir ein Gebiet sie eine Kreisscheibe iiberfiihrt, so ist die Abbildung
durch diese Angabe bis auf eine hyperbolische Bewegung bestimmt.
Dementsprechend koénnen wir die

analytischen Funktionen bis auf
eine unwesentliche Transformation
durch das Gebiet kennzeichnen, in
das sie eine Kreisscheibe verwan-

deln. Gebiete, die durch eine Kreis-
verwandtschaft auseinander her-
vorgehen, wollen wir dabei nicht als
wesentlich verschieden ansehen. Z. B. kénnen wir statt von einer Kreis-
scheibe auch von einer Halbebene ausgehen. So fiihrt die Funktion ]/z_ eine
Halbebene in einen Quadranten iiber, und die Funktion logz verwandelt
eine Halbebene in einen Streifen zwischen zwei parallelen Geraden.
Durch lineare Transformationen 1Bt sich daher leicht eine konforme
Abbildung herstellen, die die in Abb. 252 gezeichnete Kreisscheibe in eins
der beiden anderen in dieser Abbildung gezeichneten Flachenstiicke
tberfihrt.

In allen diesen und den spiter zu besprechenden Beispielen ist die
Abbildung zwar in den inneren Punkten der Flichenstiicke durchweg
konform, auf dem Rand dagegen nur, soweit keine Ecken auftreten. Soll
ein glatter Randbogen in einen geknickten iibergehen, so kann natiirlich
die Abbildung dort nicht konform sein. Es ergibt sich, daB in solchen
Punkten die Abbildung stets winkelproportional ist, d.h. daB alle
Winkel mit dem gleichen Faktor multipliziert werden. So geht bei der
durch }z vermittelten Abbildung die Gerade, die die betrachtete Halb-
ebene begrenzt, in die Schenkel eines rechten Winkels iiber. In dem

Abb. 252.

komplexe Zahl f’ (%) konvergiert, wenn z im Gebiet gegen 7, strebt. Das Wesent-
liche dabei ist, daB die Zahl f’(z,) nicht davon abhéngen darf, auf welchem Wege 2
in der Zahlenebene gegen 2, riickt.
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Punkt, der in den Scheitel des Winkels iibergeht, werden alle Winkel
auf die Hilfte verkleinert. '

RIEMANN hat den wichtigen Satz aufgestellt, daB jedes ebene Gebiet,
_ das nicht die ganze euklidische Ebene ist und das umkehrbar eindeutig
und stetig auf die Kreisscheibe abgebildet werden kann, auch konform
auf sie abbildbar ist. Dieser Satz gibt eine Vorstellung von der Mannig-
faltigkeit der analytischen Funktionen.

Der RieMaNNsche Abbildungssatz wurde von RIEMANN selbst nicht
streng bewiesen, sondern nur als dquivalent einem Variationsproblem,
dem sog. DIRICHLETschen Problem, erkannt, von dem RIEMANN als evi-
dent annahm, daf} es eine Losung besitzt. Die Losbarkeit des DIRICHLET-
schen Problems ist erst viel spiter streng bewiesen worden. Inzwischen
ist es auch gelungen, den RiEmManNschen Abbildungssatz auf dem fol-
genden einfacheren Wege zu beweisen.

Um ein beliebiges in eine Kreisscheibe deformierbares Gebiet G kon-
form auf die Kreisscheibe K abzubilden, geht man von irgendeiner kon-
formen Abbildung a, aus, die G konform auf ein Teilgebiet K, von K
abbildet. Man kann z. B. fiir a, eine Ahnlichkeitstransformation wihlen.
Wir wollen auch noch fordern, daB bei 4, irgendein vorgegebener innerer
Punkt P von G in den Kreismittelpunkt M iibergeht. Sei jetzt R, das
Bild irgendeines anderen inneren Punktes Q von G. Dann 1a8t sich
zeigen: Man kann die Abbildung a, in eine andere konforme Abbildung
a, verwandeln, so daB8 G durch 4, in ein Teilgebiet K, von K iibergefiihrt
wird, so daB ferner wieder P in M iibergeht, und so daf Q in einen
Punkt R, des Radius M R, tibergeht, der von M weiter als R, entfernt ist.
Der Ubergang von a4, zu a, wird iibrigens durch eine konforme Abbildung
geliefert, der die Quadratwurzel aus einer gebrochenen linearen Funktion
entspricht. Auf dieselbe Art kann ich auch a; wieder abdndern, und so
gelange ich zu einer Folge von konformen Abbildungen «,, des Gebietes G
auf Teilgebiete K, von K, so daB bei allen diesen Abbildungen der Punkt
Pin M, und der Punkt Q in eine Folge von Punkten R, iibergeht, die
sich auf dem Radius M R, immer weiter von M entfernen. Es zeigt
sich nun, dafB die Gebiete K, die Kreisscheibe K immer mehr ausfiillen
und daB die Folge der Abbildungen 4, gegen eine konforme Abbildung a
konvergiert. a bildet G konform auf K ab, wie der RIEMANNsche Satz
es gefordert hatte.

Das hier skizzierte, von KoEBE stammende Verfahren zeigt, daB die
gesuchte Abbildung durch eine Extremaleigenschaft ausgezeichnet ist.
Offenbar ist nimlich der Punkt R von K, in den Q durch a4 abgebildet
wird, derjenige Punkt auf MR, gegen den die Punkte R, konvergieren.
Fiir alle #» ist daher MR > MR,. Dieselbe Ungleichung gilt auch,
wenn wir den Abstand nicht euklidisch, sondern hyperbolisch messen,
indem wir das Innere von K als PoiNcaREsches Modell der hyperbolischen
Ebene ansehen. Denn der hyperbolische Abstand eines Punkts vom
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Kreismittelpunkt M wird wie der euklidische lings der Radien ge-
"messen, da diese die durch M gehenden hyperbolischen Geraden dar-
stellen (vgl. S. 223, 227). Nun gibt es auBer 4 noch andre konforme
Abbildungen b von G auf K. Nach einem frither erwdahnten Satz kann
sich aber b von a nur durch eine hyperbolische Bewegung von K unter-
scheiden. Sind daher S, T die Bilder von P, Q bei b, so sind die hyper-
bolischen Abstidnde M R und S T notwendig gleich. Damit haben wir die
gesuchte Extremaleigenschaft gefunden: Bet jeder konformen Abbildung
von G auf K haben die Bildpunkte eines beliebigen Paares innerer Punkte
von G groferen hyperbolischen Abstand in K als bei jeder konformen
Abbildung von G auf ein Teilgebiet von K.

Im Sinn der hyperbolischen Geometrie kénnen wir das Verfahren
auch so beschreiben: Wenn wir G auf ein Gebiet K’ der hyperbolischen
Ebene konform abbilden, und wenn wir die Abbildung stetig so ab-
zudndern suchen, daB sie konform bleibt, daB} sich aber irgend zwei
herausgegriffene Punkte voneinander immer mehr entfernen, so fiillt
K’ allméhlich die ganze hyperbolische Ebene aus. Der Abstand der
beiden Punkte wichst bis zu einem endlichen Maximum, das dann und
nur dann erreicht wird, wenn K’ die ganze hyperbolische Ebene ausfiillt.

Es liegt nahe zu versuchen, das Innere von G statt auf die hyper-
bolische auf die euklidische Ebene konform abzubilden. Die stetige
Abbildung ist natiirlich méglich, da sich das Innere von G nach Vor-
aussetzung auf das Innere eines Kreises und das Innere eines Kreises
offenbar auf die euklidische Ebene stetig abbilden 1Bt (z. B. kénnen
wir das Kreisinnere H durch stereographische Projektion auf eine Halb-
kugel und diese durch Zentralprojektion vom Kugelmittelpunkt aus
auf die euklidische Ebene E stetig abbilden). Die konforme Abbildung
von H auf E ist aber unméglich. Bei einer solchen Abbildung miiBite
nidmlich jeder konformen Abbildung von H auf sich selbst eine konforme
Abbildung von E auf sich selbst entsprechen. Die Gesamtheit der kon-
formen Abbildungen von H auf sich sind die hyperbolischen Bewegungen,
die eine dreiparametrige Schar bilden. Bestdnde also eine konforme
Abbildung H — E, so miiite auch die Gesamtheit der konformen Ab-
bildungen von E auf sich eine dreiparametrige Schar bilden. Solche Ab-
bildungen sind aber jedenfalls die Ahnlichkeitsformationen. Sie bilden
eine vierparametrige Schar. Denn stellt man sie in der Form w = 4z + b
dar, so werden sie durch die beiden komplexen Zahlen 4 und b, also
durch vier reelle Zahlen bestimmt. Demnach gibt es keine konforme Ab-
bildung von H auf E. Ubrigens ist mit den Ahnlichkeitstransformationen
die Gesamtheit der konformen Abbildungen von E auf sich erschopft.

Im Raum 148t sich die konforme Abbildung genau so definieren
wie in der Ebene. Im Raum aber ist die Gesamtheit aller konformen
Abbildungen sehr beschrinkt. Alle diese Abbildungen sind nimlich
Kugelverwandtschaften, d.h. sie filhren die Gesamtheit der Kugeln
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und Ebenen in sich iiber. Die Gesamtheit aller Kugelverwandtschaften
bildet eine zehnparametrige Schar. Eine besonders einfache Kugelver-
wandtschaft ist die rdumliche Inversion. Sie ist dhnlich definiert wie
die Inversion in der Ebene; nachdem ein fester Punkt M und eine
feste positive Zahl 7 willkiirlich vorgegeben sind, wird jedem von M
verschiedenen Punkt P derjenige Punkt Q als Bild zugeordnet, der
auf der von M ausgehenden Halbgraden MP liegt und die Gleichung
MP-MQ=r?erfiillt. Jede Kugelverwandtschaft1aft sich auseiner rium-
lichen Inversion und einer Ahnlichkeitstransformation zusammensetzen.

§ 39. Konforme Abbildung krummer Flichen.
Minimalflichen. PrLATEAUsches Problem.

Ein Beispiel fiir eine konforme Abbildung einer gekriimmten Fliche
auf die Ebene ist die stereographische Projektion. Durch sie geht
jede konforme Abbildung in der Ebene in eine konforme Abbildung
auf der Kugel iber. Den konformen Abbildungen der Kugel, die
einen Punkt N festlassen, entsprechen bei stereographischer Projek-
tion von N aus die konformen Abbildungen der euklidischen Ebene
auf sich selbst. Wie wir erwihnten, sind das die Ahnlichkeitstrans-
formationen und nur sie. Demnach sind alle konformen Abbildungen der
Kugelfliche auf sich, die einen Punkt festlassen, Kreisverwandtschaften.
Jede beliebige konforme Abbildung der Kugelfliche auf sich kann ich
durch Drehung der Kugel um einen Durchmesser in eine Abbildung ver-
wandeln, die einen Punkt festliBt. Daher muB die Gesamtheit aller
konformen Abbildungen der Kugel auf sich mit der Gesamtheit der
Kreisverwandtschaften auf der Kugel identisch sein, also der Trans-
formationen, die den Kreisverwandtschaften der Ebene durch stereo-
graphische Projektion entsprechen. Die Kreisverwandtschaften der
Ebene werden durch Formel (1), S. 232, dargestellt. Dabei treten vier
komplexe Konstanten auf, die jedoch nur bis auf einen komplexen ge-
meinsamen Faktor bestimmt sind. Demnach bilden die Kreisverwandt-
schaften der Ebene und ebenso die der Kugel eine sechsparametrige Schar.

Man kann nun zeigen, daB jede beliebige geschlossene Fliche, die
stetig auf die Kugel abgebildet werden kann, wie z. B. das Ellipsoid, auch
konform auf die Kugel abbildbar ist. Hieraus folgt, daB irgend zwei
solche Flidchen stets auch aufeinander konform abgebildet werden kon-
nen, und daB jede solche Fliche eine genau sechsparametrige Schar kon-
former Abbildungen auf sich selbst gestattet.

Die Flichen, die sich stetig auf das Innere eines Kreises oder auf
die euklidische Ebene abbilden lassen, wie z. B. das hyperbolische Para-
boloid, konnen sicher nicht alle konform aufeinander abgebildet wer-
den, da ja z. B. das Kreisinnere nicht konform auf die euklidische Ebene
abbildbar ist. Es gilt aber der wichtige ,,Entweder-Oder‘‘-Satz, daB jede
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solche Fliache entweder auf das Innere eines Kreises oder auf die eukli-
dische Ebene konform abgebildet werden kann.

Auch fiir andere Flichentypen, z. B. die Oberfliche eines Torus,
1aBt sich die Frage nach der konformen Abbildbarkeit vollstindig be-
antworten. Da hierbei topologische Hilfsmittel benétigt werden, werden
wir erst im Kapitel iiber Topologie darauf zuriickkommen.

Ein besonders interessantes Beispiel konformer Abbildung geben uns
die Minimalflichen. Wir haben diese Flichen dadurch charakterisiert
(S.167), daB in jedem ihrer Punkte beide Hauptkriimmungen entgegen-
gesetzt gleich sind. Aus dieser Definition 148t sich leicht folgern, daB bei
den Minimalflichen die sphirische Abbildung konform ist, und umge-
kehrt 148t sich leicht zeigen, daB auBer den Kugeln die Minimalflichen
die einzigen Flichen sind, bei denen die sphérische Abbildung konform
ausfallt. Die Minimalflichen stehen deswegen in enger Beziehung zur
Funktionentheorie. Man kann jede analytische komplexe Funktion zur
Bestimmung einer Minimalfliche verwenden.

Spannt man in einen geschlossenen Draht eine Membran aus Seifen-
haut, so nimmt diese, wie frither erwidhnt, die Gestalt einer Minimalfliche
an. So ergibt sich das zuerst von PLATEAU gestellte Problem, zu jeder
gegebenen geschlossenen Raumkurve ein Minimalflichenstiick anzugeben,
das von der Kurve begrenzt wird. Lange Zeit hat man sich vergeblich
bemiiht, auch nur die Existenz einer solchen Minimalfliche fiir jeden
vorgegebenen Rand zu beweisen. Erst in neuester Zeit hat J. DouGLas?
eine Losung des allgemeinen PrLATEAUschen Problems gegeben.

DoucLas ersetzt das Problem durch ein noch umfassenderes; er
sucht nicht nur eine Minimalfliche M, die in die gegebene Raumkurve 7
eingespannt ist, sondern auch ihre konforme Abbildung auf eine ebene
Kreisscheibe K. Zu diesem Zweck wird zundchst die Abbildung be-
trachtet, durch die hierbei die Kurve 7 auf die Peripherie 2 von K tiiber-
geht. Es zeigt sich, daB diese Abbildung durch eine Extremaleigenschaft
ausgezeichnet ist. Jeder Sehne s von 7 entspricht durch die Abbildung
ihrer Endpunkte eine Sehne s’ von k2. Bezeichnet man das Verhiltnis s'/s
als Streckung der Sehne s und bildet man vom reziproken Quadrat der
Streckung den Mittelwert iiber alle Sehnen von 7, so wird bei der ge-
suchten Abbildung dieser Mittelwert so klein wie moglich?2. Man kann
"1 Trans. Amer. math. Soc. Bd. 33 (1931). Unter etwas spezielleren Vorausset- '
zungen hat kurz vorher T. Rap6 das PraTeAausche Problem gelst [Math. Z.
Bd. 32 (1930)].

2 In Formeln: Sind P und Q zwei Punkte von #, die in die Punkte P’ und Q’
von % {ibergehen, sind & und §# die Winkelargumente von P’ und Q’ und setzt man

= v(d, f), so hat das Doppelintegral
2n 2n
S Sl prdsdp
a=0 f=0
bei der gesuchten Abbildung den kleinstmoglichen Wert.

PQ
Py
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also sagen, daB die gesuchte Abbildung alle Punkte von 7 im Mittel
moglichst weit voneinander entfernt. Es 148t sich nun zeigen, daB eine
Abbildung mit dieser Extremaleigenschaft stets existiert. Mit Hilfe dieser
Abbildung 7 — & lassen sich dann die cartesischen Koordinaten der
iibrigen Punkte von M als Ortsfunktionen auf X durch bekannte analy-
tische Formeln! darstellen. '

Setzt man 7 als ebene Kurve voraus, so entartet M in das ebene Ge-
biet G, das von 7 begrenzt wird. Das DouGLassche Verfahren liefert
dann eine konforme Abbildung von G auf K, also eine Losung des Rie-
MaNNschen Abbildungsproblems. Diese Losung ergibt sich offenbar
gerade auf dem umgekehrten Weg wie bei dem friither beschriebenen
Verfahren. Das frithere Konstruktionsverfahren ging von einem Paar
innerer Punkte von G aus; indem man den hyperbolischen Abstand
ihrer Bilder vergréBerte, wurde der Rand von G von selbst allmihlich
mit dem Rand von K zur Deckung gebracht. Das Verfahren von Dou-
GLAS dagegen ermittelt zunidchst eine geeignete durch eine Extremal-
eigenschaft ausgezeichnete Abbildung des Randes von G auf den Rand

-von K. Die Abbildung der inneren Punkte ergibt sich dann von selbst.

Fiir spezielle Raumkurven 7 lassen sich die zugehorigen Minimal-
flichen auf viel einfacherem Wege bestimmen, z. B. wenn man fir »
ein rdumliches geschlossenes geradliniges Polygon wihlt. Wéhrend im
allgemeinen die Minimalfliache in 7 einen singuldren Rand besitzt, kann
man es durch spezielle Wahl von 7 erreichen, daf8 die Minimalfliche sich
iber 7 hinaus regulir fortsetzen 1aBt. Auf diese Weise ist es NEOVIUS?2
gelungen, eine Minimalfliche zu konstruieren, die sich ohne Singularitit
und Selbstdurchdringung durch den ganzen Raum erstreckt und die
gleiche Symmetrie besitzt wie das Diamantgeriist.

Das spharische Bild dieser Fliche kann ebenfalls keinen Rand besitzen.
Auch 148t sich zeigen, daB auf Minimalflichen keine parabolischen Kur-
ven verlaufen, in denen das sphirische Bild umgeklappt sein konnte.
Andererseits kann das sphdrische Bild der NEoviusschen Fliache nicht
glatt die ganze Kugel iiberdecken, da sonst jene Fliche stetig auf die
Kugel abbildbar wire. Der Widerspruch 16st sich dadurch, daB auf der
NEeoviusschen Fliche Affensittel auftreten. Inihnen wird ein einmaliger
Umlauf auf der Fliche in einen mehrmaligen Umlauf auf dem sphérischen
Bild verwandelt (vgl. S. 179). Das sphérische Bild der NEoviusschen
Minimalfldche iiberzieht nun die Kugel in unendlich vielen Schichten,
die untereinander in den Bildern der Affensittel zusammenhéngen. Auch
bei vielen anderen Minimalfldchen zeigt das sphérische Bild einen ana-
logen Verlauf. RIEMANN wurde auf derart iiber der Kugel oder der Ebene
ausgebreitete Flichen gefiihrt, indem er die konforme Abbildung, die

1 Poissonsche Integrale iiber 7.
2 E. R. NEovius: Bestimmung zweier speziellen periodischen Minimalflichen.
Akad. Abhandlung, Helsingfors 1883.
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durch nichtlineare Funktionen, z. B. w = 22, vermittelt wird, in ihrem
Gesamtverlauf verfolgte. Die Stellen, in denen die Schichten einer RiE-
MANNschen Fliche analog wie das sphirische Bild eines Affensattels
miteinander zusammenhingen, werden nach RIEMANN als Windungs-
punkte bezeichnet.

Finftes Kapitel.
Kinematik.

Wir haben bisher hauptséichlich die im Raum festen Gebilde unter-
sucht, da die Geometrie von diesen Gebilden ausgehen muB3. Aber be-
reits in den Elementen der Geometrie spielt der Begriff der Bewegung
eine Rolle. So haben wir zwei Figuren kongruent genannt, wenn sie durch
eine Bewegung miteinander zur Deckung gebracht werden kénnen.
Ferner haben wir bewegliche Hyperboloide betrachtet (S. 15), haben
Regelflichen durch eine wandernde Ebene bestimmt (S. 181) und haben
Flichen verbogen und verzerrt (viertes Kapitel). In der Kinematik
werden nun Bewegungen systematisch untersucht.

Wir wollen zunichst einen Teil der Kinematik behandeln, der eng
mit der elementaren Metrik zusammenhédngt: die Lehre von den Ge-
lenkmechanismen. An zweiter Stelle wollen wir die stetigen Bewegungs-
vorginge allgemeiner untersuchen; dabei werden wir nach differential-
geometrischen Methoden verfahren.

§ 40. Gelenkmechanismen.

Einen ebenen Gelenkmechanismus nennt man jedes ebene System
von starren Stiben, die teilweise miteinander oder mit festen Punkten .
der Ebene drehbar verbunden sind, so da das System in seiner Ebene
noch bewegt werden kann. Der einfachste solche Mechanismus ist ein
einziger starrer Stab, der in einem Endpunkt drehbar in der Ebene
befestigt ist, also ein Zirkel. So wie der freie Endpunkt des Zirkels einen
Kreis beschreibt, bewegen sich auch bei allen anderen ebenen Gelenk-
mechanismen alle Punkte der Stibe auf algebraischen Kurven; d.h.
auf Kurven, deren Koordinaten in einem cartesischen System einer alge-
braischen Gleichung geniigen. Umgekehrt kann man zu jeder noch so
komplizierten algebraischen Kurve eine geeignete Verbindung von
Gelenken finden, mit deren Hilfe diese Kurve (wenigstens stiickweise)
konstruiert werden kann.

Fir die einfachste algebraische Kurve, die gerade Linie, eine der-
artige Konstruktion anzugeben, ist das berithmte Problem der Gerad-
filhrung. Ein Modell der Geradfiihrung, den Inversor von PEAUCELLIER,
werde hier ndher betrachtet. Wir gehen aus von dem in Abb. 253



