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152 IV. Differentialgeometrie.

keines ihrer Punkte ganz auf einer Seite ihrer Tangente liegt, so 148t
sich zeigen, daB die Kurve notwendig eine Gerade sein muB.

Neben den stetigen Mannigfaltigkeiten von Punkten werden in der
Differentialgeometrie auch Mannigfaltigkeiten anderer Gebilde, z. B.
Mannigfaltigkeiten von Geraden, betrachtet; Probleme dieser Art stellt

. uns unter anderem die geometrische Optik, die stetige Systeme von Licht-
strahlen untersucht.

Endlich fiihrt die Differentialgeometrie auf das von Gauss und RiE-
MANN zuerst erfaBte Problem, die Geometrie als Ganzes durch Begriffe
und Axiome aufzubauen,- die nur die unmittelbare Umgebung jedes
Punkts betreffen. So entstand eine bis heute noch nicht erschopfte
Fiille von Moglichkeiten allgemeinerer Geometrien, von denen die ,,nicht-
euklidische Geometrie'* ein wichtiges, aber nur héchst spezielles Beispiel
bildet. Die allgemeine Relativititstheorie hat uns gelehrt, dal der sinn-
geméBen Beschreibung der physikalischen Wirklichkeit nicht die ge-
wohnliche euklidische Geometrie, sondern eine allgemeinere RIEMANN-
sche Geometrie zugrunde gelegt werden muB.

§ 26. Ebene Kurven.

Um mit dem Einfachsten zu beginnen, betrachten wir zundchst
ebene Kurven. Wir beschranken uns dabei auf ein kleines Stiick der
Kurve, in dem sie sich nicht selbst durchschneidet.

‘Eine Gerade, die die Kurve in zwei Punkten schneidet, heiBt Sekante
der Kurve. Drehen wir nun eine Sekante s so um einen ihrer Schnitt-
punkte, daB der andere Schnittpunkt immer ndher an den ersten heran-

¢ riickt (Abb. 182), so nidhert sich die
Sekante einer bestimmten Lage ¢. Die
Gerade, die diese Lage einnimmt, heilit
Tangente der Kurve. Der festgehaltene
Punkt heiBt der Beriihrungspunkt die-
ser Tangente. Offenbar ist die Tangente
diejenige Gerade durch den Berithrungs-
Abb, 182, . punkt, die dort den Verlauf der Kurve
am genauesten anndhert; als Richtung
einer Kurve in einem Punkt bezeichnet man deshalb die Richtung
der zugehorigen Tangente. Man sagt, dafl zwei Kurven sich in einem
gemeinsamen Punkt unter dem Winkel & schneiden bzw. sich be-
rithren, wenn die beiden Tangenten in diesem Punkt den Winkel &
bilden bzw. zusammenfallen. Eine Gerade, die auf einer Tangente im
Berithrungspunkt senkrecht steht, heiBt Normale der Kurve.

Tangente und Normale bilden fiir jeden Kurvenpunkt die Achsen
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Dieses System ist besonders
geeignet, das Verhalten der Kurve im betrachteten Punkt zu unter-
suchen. Ich gebe hierzu der Kurvé willkiirlich eine Durchlaufungsrich-
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tung. Ferner numeriere ich die vier Quadranten, in die das Achsen-
kreuz die Ebene zerlegt. Und zwar erhilt die Nummer 1 (Abb. 183)
derjenige Quadrant, in dem ich mich befinde, wenn ich auf der Kurve
im festgesetzten Sinne dem Nullpunkt des Systems zuwandere und ihm
hinreichend nahe bin; die Nummern 2, 3, 4 erhalten die anderen Qua-
dranten; und zwar soll stets die Tangente die Quadranten 1, 2 von
den Quadranten 3, 4, und die Normale die Quadranten 1, 4 von den
Quadranten 2, 3 trennen. Ich kann dann vier verschiedene Fille
unterscheiden, je nachdem ich mich im zweiten, dritten, vierten oder
ersten Quadranten befinde, wenn ich auf der Kurve im festgesetzten
Sinne den Nullpunkt gerade verlassen habe (I bis IV in Abb. 183).
Nur im ersten Fall heiBt der betrachtete Kurvenpunkt regulir, in den
ibrigen Fallen singulir. Das reguldre Verhalten zeigen nidmlich fast
alle Kurvenpunkte, wihrend
die singuldren Fille nur an ein- 2 / 2 ///
zelnen getrennten Stellen auf-

treten koénnen!. Im Fall II 3 ¢ 3 p
spricht man von einem Wende-
punkt, in den beiden letzten
Fallen sagt man, daB die Kurve
eine Hellebardenspitze bzw.
eine Schnabelspitze hat, und

nennt den Punkt einen Riick- 3 \ 3 #
kehrpunkt der Kurve. SchlieB3- V4 ' V4

lich erkennt man, daB unsere Abb. 183,
Fallunterscheidung unabhéngig

davon ist, in welcher Richtung die Kurve durchlaufen wird.

Wir wollen uns nun ein Bild davon machen, in welcher Weise sich
in diesen vier Arten von Kurvenpunkten die Tangentenrichtung dndert,
wenn man den Punkt auf der Kurve durchlduft. Hierzu benutzen wir
ein Verfahren, das zuerst GAuss angegeben hat und das besonders
bei der Untersuchung von Flichen eine grundlegende Rolle spielt. Wir
statten die Kurve wieder mit einer Durchlaufungsrichtung aus. Dann
zeichnen wir in der Kurvenebene einen Kreis vom Radius 1. Wir
lassen nun (Abb. 184) jeder Kurventangente denjenigen Halbstrahl
entsprechen, der vom Kreismittelpunkt parallel der betrachteten Tan-
gente ausliuft, und zwar in der Durchlaufungsrichtung der Kurve.
Diese Konstruktion ordnet jedem Kurvenpunkt P einen Punkt Q des
Kreises zu, ndmlich den DurchstoBpunkt des Halbstrahls mit der Kreis-
peripherie. Bei dieser Abbildung nennt man die Punkte des Kreises

! Einzig fiir die Gerade gilt diese Behauptung nicht, auf sie ist auch das eben
angegebene Verfahren nicht anwendbar. — Von einem héheren Standpunkt aus kann
auch der Fall I singularen Charakter annehmen, wenn namlich dort der Kriitmmungs-
kreis in eine Gerade oder einen Punkt ausartet; vgl. 'S. 157.
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das ,, Tangentenbild“ der Kurve. Da der Kreisradius stets auf der zu-
gehorigen Kreistangente senkrecht steht, ist die Kurventangente stets
parallel der Normalen des Tangentenbildes, wihrend umgekehrt die
Tangenten des Tangentenbildes den Kurvennormalen parallel sind.

Die Gausssche Abbildung ordnet zwar jedem Kurvenpunkt genau
einen Kreispunkt zu, aber umgekehrt entspricht ein Kreispunkt ge-
wohnlich nicht einem, sondern mehreren Kurvenpunkten ; nimlich allen,
die parallele und gemdB einem festgesetzten Durchlaufungssinn gleich-
gerichtete Tangenten haben (P, und P, in Abb. 184).

Ich lasse nun einen Kurvenpunkt die in Abb. 183 gezeichneten
Stellen durchlaufen. Dann kehrt er dort in den Féllen IIT und IV seine
Richtung um, wihrend er sie in den Fillen I und II beibehilt. Ferner
betrachte ich das Verhalten des im Tangentenbild zugeordneten Punk-
tes. Dieser behilt in den Fil-
len I und III seine Richtung
und kehrt in den Féllen II
und IV um. In der Tat sind
in den Fillen II und IV in
der Umgebung der betrachte-
ten Stelle parallele und gleich-
gerichtete Tangenten vorhan-
den, in den anderen beiden
Fallen nicht. Da die Richtung,
in der sich der Punkt des Tan-
gentenbildes bewegt, mir ein

Abbild der Richtungsinderung der Kurventangente gibt, kann ich die
vier Arten von Kurvenpunkten folgendermaBen charakterisieren:

I regulirer Punkt: Kurvenpunkt und Tangentenbild laufen im

selben Sinne weiter;
IT Wendepunkt: der Kurvenpunkt liuft weiter, wihrend das Tan-

gentenbild umkehrt;
IIT Hellebardenspitze: der Kurvenpunkt kehrt um, wihrend das

. Tangentenbild weiterlduft;
IV Schnabelspitze: Kurvenpunkt und Tangentenbild kehren um.
Diese Fallunterscheidung ist nicht erschopfend. Auch wenn wir uns
auf Kurvenstiicke beschrinken, die eine einfache analytische Darstellung
gestatten, so kommen noch drei weitere Moglichkeiten hinzu: Die
»Doppelpunkte, in denen die Kurve sich selbst durchschneidet,
ferner Punkte, in denen eine Kurve plétzlich endet; endlich kann
eine Kurve auch ,,isolierte”, d. h. von allen iibrigen Kurvenpunkten
véllig getrennte Punkte besitzen (vgl. S.176). Merkwiirdigerweise gibt
es andere anschaulich einfache Vorkommnisse, z. B. Knickstellen mit
von Null verschiedenem Winkel, die eine verhidltnismaBig komplizierte
analytische Darstellung erfordern.
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Wir kommen jetzt zur Einfithrung der Kriimmung, die fiir die ganze
Kurven- und Flachentheorie von grundlegender Wichtigkeit ist. Sie
steht, wie wir im folgenden sehen werden, in engem Zusammenhang
mit der Gaussschen Tangentenabbildung. Ich ziehe in zwei benach-
barten Kurvenpunkten P; und P, die Tangenten ¢, und #, und die
Normalen #, und #,; der Schnittpunkt der beiden Normalen sei M
(Abb. 185). Offenbar ist der Winkel zwischen den beiden Tangenten
gleich dem Winkel zwischen den beiden Normalen

L (f12) = K (nymy).

Ich lasse nun P, auf der Kurve immer niher an P, heranriicken
und betrachte dabei den Quotienten jenes Winkels mit der Entfernung

der beiden Kurvenpunkte. Der L
Quotient ndhert sich im allge- £ ¢
meinen einem Grenzwert

. X (nynmy)
lim = =k,
P, P,—>0 PP,

Dieser Grenzwert % heif3t die Kriim-
mung der Kurve im Punkt P, .

k ist gleich dem Reziproken
der Strecke 7, in die beim Grenz-
iibergang die beiden Normalen-
abschnitte M P; und M P, zusammenfallen. Das ergibt sich aus fol-
gender Umformung, deren analytische Rechtfertigung wir allerdings
tibergehen:

Abb. 185.

s X (g my) . sin (n,7,) . P,P,
Py Py—0 P, Py Py Py—>0 PP, P, P,—>0 MP, . PP,
P, P,—>0 1 4

Auf die GroéBe » werden wir noch auf eine andere Weise gefiihrt.
Wir legen einen Kreis durch P, und zwei benachbarte Punkte auf der
Kurve. Wenn wir dann die beiden Nachbarpunkte auf der Kurve gegen
P, riicken lassen, ndhert sich der Kreis einer Grenzlage. Wie man es
aus der Konstruktion erwarten kann und wie eine analytische Betrach-
tung bestitigt, ergibt sich als Grenzlage gerade der Kreis durch Py,
der die Grenzlage des Normalenschnittpunkts M zum Mittelpunkt,
also 7 als Radius hat. Man nennt diesen Kreis den Kriimmungskreis
der Kurve in P;, seinen Mittelpunkt den Kriimmungsmittelpunkt
und seinen Radius 7 den Kriimmungsradius. Der angegebenen Kon-
struktion wegen pflegt man zu sagen, daB der Kriimmungskreis drei
zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein hat. Ebenso sagt
man, die Tangente hat mit der Kurve zwei zusammenfallende Punkte
gemein.
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Der Kriimmungskreis kann auf eine zweite Art bestimmt werden.
Ich betrachte alle Kreise durch einen Kurvenpunkt P (Abb. 186),
die die Kurve in P berithren, deren Mittelpunkte also auf der zu-
gehorigen Kurvennormalen liegen. Durch die Kurve wird die Ebene
in der Umgebung von P in zwei Teile zerlegt, die wir die beiden Seiten
des Kurvenstiicks nennen wollen. Von den betrachteten Kreisen wer-
P den in der Umgebung von P einige ganz

auf der einen Seite, andere ganz auf der
anderen Seite verlaufen. Der Kriim-
mungskreis, dessen Radius 7 sein moége,
besitzt nun im allgemeinen die Eigen-
schaft, diese beiden Arten von Kreisen
zu trennen, und zwar so, daB alle Kreise,
deren Radien groBer sind als 7, auf der
einen Seite, und alle Kreise, deren Radien
kleiner sind als 7, auf der anderen Seite
der Kurve verlaufen. Der Kriimmungskreis selbst verlduft in der Regel
zu beiden Seiten der Normalen auf verschiedenen Seiten der Kurve,
d. h. er durchsetzt die Kurve im Berithrungspunkt. Punkte, in denen
der Kriimmungskreis die Kurve nicht durchsetzt, kénnen ebenso wie
die singuliren Punkte nur an getrennten einzelnen Stellen der Kurve
auftreten. Ein Beispiel bilden die vier Scheitel der Ellipse (Abb. 187).
Es ist aus Symmetriegriinden klar, daB3 dort eine Durchdringung nicht
moglich ist. Das gleiche gilt allgemein von allen Kurvenpunkten, in
denen die Kurve von -
einer Symmetrieachse
geschnitten wird.

Da8 der Krim- .
mungskreis die Kurve
gewohnlich durchsetzt,
wird aus seiner ersten
Herleitung  plausibel.
Eine Kurve wird nim-
lich von einem Kreis,
der durch einen ihrer Punkte geht, im allgemeinen dort durchsetzt.
Aus diesem Grunde wird ein Kreis, der durch drei benachbarte
Kurvenpunkte liuft, im ersten Punkt von der Seite A zur Seite B,
im zweiten Punkt von der Seite B zur Seite A, im dritten von A4
zu B iibergehen; wenn die drei Punkte zusammenriicken, wird sich
an diesem Verhalten des Kreises gewohnlich nichts dndern, so da8 der
Kriimmungskreis in der Tat im Beriihrungspunkt von der einen Seite
der Kurve zur anderen iibergehen mufB*. '

Abb. 186.

Abb. 187.

1 Aus analogen Griinden wird eine Kurve von der Tangente in der Regel
nicht durchsetzt.
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Wie schon erwéhnt, steht die Kriimmung in Zusammenhang mit der
Tangentenabbildung. Es mégen den beiden Kurvenpunkten P; und
P, die Tangentenbilder Q; und Q, entsprechen (Abb. 188). Dann ist

X (f18s) = X(Q10Q5) = 0105,
der Kriimmungsradius ist also der Grenzwert des Quotienten der Lingen
eines kleinen Kurvenbogens und seines Tangentenbildes.

Der Kriimmungsradius kann fiir einzelne Punkte der Kurve unend-
lich werden; dann entartet der Kriimmungskreis in eine Gerade, fillt
also mit der Tangente zusammen. Die Tangente durchsetzt in einem
solchen Punkt gewohnlich die Kurve, wir haben es dann also mit
einem Wendepunkt zu tun; es gibt jedoch Ausnahmefille, in denen
die Kriimmung verschwindet und trotzdem die Kurve von ihrer Tan-
gente nicht durchsetzt wird; das ist analog dem Verhalten des Kriim-
mungskreises in den Schei-
teln der Ellipse (vgl.
S. 153, FuBnote).

Aus der Beziehung
der Kriimmung zur Tan-
gentenabbildung  ergibt
sich ferner, daBl im Fall
der Hellebardenspitze die
Krimmung in der Regel
unendlich groB wird, daB
also dort der Kriimmungskreis in seinen Berithrungspunkt zusammen-
schrumpft. Fiir Schnabelspitzen 148t sich nichts Allgemeines aussagen.

Im AnschluB an die von uns aufgestellten Begriffe ergeben sich eine
Reihe wichtiger Fragen. Z. B. liegt der Versuch nahe, eine Kurve
dadurch zu bestimmen, da man die Krimmung als Funktion der Bogen-
lange vorgibt. Es ist plausibel und 148t sich analytisch beweisen, daf3
die Gestalt der Kurve dadurch eindeutig festgelegt ist und daB3 anderer-
seits zu jeder solchen willkiirlich vorgegebenen Funktion (unter gewissen
Stetigkeitsannahmen) wirklich eine Kurve gehért. Diese Bestimmungs-
weise hat den Vorzug, da8 sie sich nicht auf ein spezielles Koordinaten-
system bezieht. Man nennt daher Bogenlinge und Krimmung die
,,natiirlichen Parameter der Kurve“. Der einfachste Fall ist, daB die
Kriimmung % {iberall konstant ist. Das gilt fiir die Kreise vom Radius
1/k und nach dem eben Gesagten nur fiir diese. Fiir £ = 0 erhalten wir
die Geraden; Geraden und Kreise sind somit die einzigen ebenen Kurven
konstanter Kriimmung.

Ferner kann man durch mannigfache Verfahren aus einer Kurve
eine zweite ableiten. So bildet z. B. die Gesamtheit der Kriimmungs-
mittelpunkte eine neue Kurve, die die Evolute der urspriinglichen heif3t.
Geht man umgekehrt von der neuen Kurve aus, so heiBt die urspriing-

Abb. 188.
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liche die Evolvente der neuen. Die Evolventen einer beliebigen Kurve
kann man stets durch eine Fadenkonstruktion erhalten, indem man
an die Kurve ein Fadenstiick straff anlegt und im einen Endpunkt
befestigt; der andere Endpunkt beschreibt dann ein Evolventenstiick,
wenn man den Faden abwickelt und im beweglichen Endpunkt stets
straff hilt. Die Evolventen des Kreises haben wir schon S. 6 in dieser
Weise konstruiert. Warum zwischen Evolvente und Evolute stets diese
eigenartige Beziehung besteht, werden wir im nichsten Kapitel (S. 243
und 244) erldutern.

§ 27. Raumkurven.

Die meisten Uberlegungen des vorigen Abschnitts lassen sich auf
den Raum iibertragen.

So ergibt sich zunéchst die Tangente wieder als Grenzlage der Sekante
fiir zusammenriickende Schnittpunkte. Im Gegensatz zu den ebenen
Kurven gibt es aber unendlich viele Lote auf der Tangente im
Beriihrungspunkt. Diese erfiillen eine Ebene, die Normalebene des
Kurvenpunkts.

Wir suchen jetzt eine Ebene, die die Kurve im betrachteten Punkt
moglichst gut anndhert. Wir legen zu diesem Zweck durch die Tangente
des Punkts und durch einen benachbarten Kurvenpunkt eine Ebene
und verfolgen deren Lageinderung, wenn wir den Nachbarpunkt auf
der Kurve immer ndher an den Beriihrungspunkt der festgehaltenen
Tangente heranriicken. Die Grenzlage, der sich die Ebene dabei ndhert,
definiert die gesuchte Ebene, die Schmiegungsebene der Kurve im be-
trachteten Punkt. Die.Schmiegungsebene hat im frither erliuterten
Sinn drei zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein. Aus diesem
Grund durchdringt sie im allgemeinen die Kurve im Beriihrungspunkt,
wihrend alle iibrigen Ebenen durch die Tangente die Kurve auf einer
Seite lassen.

Da die Schmiegungsebene die Tangente enthilt, steht sie auf der
Normalebene senkrecht. Wir betrachten nun noch diejenige Ebene
durch unseren Kurvenpunkt, die sowohl auf der Normalebene als auch
auf der Schmiegungsebene senkrecht steht. Man nennt sie die rek#i-
fizierende Ebene.

Die drei genannten Ebenen kann man nun als Koordinatenebenen
eines rdumlichen cartesischen Systems auffassen, das zur Beschreibung
des Kurvenverlaufs im betrachteten Punkt besonders geeignet ist. Die
Tangente ist die eine Achse dieses Systems; die beiden anderen Achsen, die
also in der Normalebene liegen, heiBen Hauptnormale und Binormale;
die Hauptnormale liegt in der Schmiegungsebene, die Binormale liegt
in der rektifizierenden Ebene (Abb. 189). Man nennt diese drei Geraden,
in ihrer Abhéngigkeit vom Kurvenpunkt, das begleitende Dreikant der
Kurve. Es entspricht dem System von Tangente und Normale bei den



