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§ 28. Die Kriimmung auf Flachen. 161

benachbarte und zusammenriickende Kurvenpunkte. Die Kugel, die
diese Grenzlage einnimmt, heiBt Schmiegungskugel. Wie der Grenz-
iibergang ergibt, wird sie von der zugehorigen Tangente beriihrt, und
ihr Mittelpunkt liegt auf der Kriimmungsachse (Abb. 189). Fiir die
Entfernung dieses Punkts vom Kriimmungsmittelpunkt ergibt sich

durch Rechnung der Wert %g

Bogenliange und des Kriitmmungsradius bedeuten. Man kann ferner aus
der Konstruktion schlieBen, daB die Schmiegungskugel die Schmiegungs-
ebene gerade im Kriimmungskreis durchsetzt. Fir den Radius der
Schmiegungskugel erhilt man daher nach dem pythagoreischen Lehr-
satz den Wert

g , wobei ds, dr die Differentiale der

/ dr\2 1
V’“f(d?) K

Wie in der Ebene die GréBen s und 7, so werden im Raum die GroBen
s, 7, t als die natiirlichen Parameter einer Kurve bezeichnet. Analog
wie in der Ebene gilt im Raum der wichtige Satz: Die Gestalt einer
Raumkurve 148t sich auf eine und nur eine Art so bestimmen, daBl auf
ibr » und ¢ vorgegebene Funktionen von s werden. Verschwindet 1/r
identisch, so erhilt man die Geraden. Identisches Verschwinden von ¢
kennzeichnet die ebenen Kurven. Sind 7 und ¢ konstant und von Null
verschieden, so erhdlt man die Schraubenlinien.

Die Kurven auf der Kugel sind durch eine etwas kompliziertere Be-
dingung gekennzeichnet. Die Kugel, auf der die Kurve verlauft, muBl
ndamlich offenbar fiir alle Kurvenpunkte zugleich Schmiegungskugel
sein. Also mufB3 der oben berechnete Radius der Schmiegungskugel
konstant sein:

7% + (2—2)2 ?12— = copst.
Man kann analytisch beweisen, daf diese Bedingung auch hinreicht.

Andere auf Raumkurven beziigliche Fragen werden wir spiter bei
der Flachentheorie erértern.

§ 28. Die Kriimmung auf Flidchen. Elliptischer,
hyperbolischer und parabolischer Fall. Kriimmungslinien und
Asymptotenlinien, Nabelpunkte, Minimalfldchen, Affensittel.

Wir beschrianken uns auf ein kleines Stiick der Fliache, das sich nicht
selbst durchdringt, und lassen die Randpunkte auBler Betracht. Wir
betrachten einen Flichenpunkt P und alle Kurven, die ganz in der
Flache verlaufen und durch P gehen. Merkwiirdigerweise liegen alle
Tangenten, die ich in P an diese Kurven ziehen kann, im allgemeinen in
einer Ebene, die deshalb die Tangentialebene der Fliche in P genannt
wird. Die Punkte, die eine Tangentialebene besitzen, heiBen regulir,

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 11



162 1V. Differentialgeometrie.

die anderen singular. Singuldre Punkte kénnen nur einzelne Kurven-
zlige auf der Fliche erfiillen.

Die Gerade, welche in einem reguldren Flachenpunkt P auf dessen
Tangentialebene senkrecht steht, heit die Flichennormale in P. Als
Normalenschnitte bezeichnet man die Schnittkurven der Fliche mit
den durch eine Flachennormale gehenden Ebenen. Die Normalenschnitte
eines regularen Punkts P sind in P entweder regulir oder haben in P
einen Wendepunkt.

Es handelt sich jetzt darum, den Begriff der Krimmung auf die
Flachen zu iibertragen. Bei den Kurven war die Kriimmung bezeichnend
fiir die Abweichung der Kurve von ihrer Tangente im betrachteten
Punkt. Analog fragen wir jetzt nach dem Verhalten einer Fliche zu
ihren Tangentialebenen. Hier lassen sich nun anschaulich zwei wesentlich
verschiedene Fille unterscheiden, nimlich die Punkte konvexer und die
Punkte sattelférmiger Kriimmung.

Ein Punkt konvexer Kriimmung
ist dadurch gekennzeichnet, daB
seine Tangentialebene die Fliche
(in der nichsten Umgebung des be-
trachteten Punkts) nicht schneidet,
sondern ganz auf einer Seite 1aft.
Man kann also in einem derartigen
Punkt die Fldche auf eine ebene
Tischplatte auflegen. Beispiele fiir

Abb. 190. Flachen, die in allen ihren Punkten

konvex sind, haben wir in der Ku-

gel und im Ellipsoid kennengelernt. Die Punkte konvexer Kriimmung
werden auch Punkte elliptischer Kriimmung genannt.

Den Verlauf einer Fliche in einem Punkt sattelférmiger Kriimmung
konnen wir uns am leichtesten an einer Fliche klarmachen, die wie eine
PaBhohe im Gebirge aussieht (Abb. 190). Die Tangentialebene im héch-
sten Punkt P des Passes liegt horizontal; das Gebirge steigt rechts und
links von P in die Hohe, wihrend es vor und hinter diesem Punkt
abfillt. Die Tangentialebene in P muB also die Fliche in einer Kurve
treffen, die aus zwei sich in P schneidenden Asten besteht (d. h. es gibt
zwei horizontale Wege, die sich auf der PaBhéhe kreuzen). Dieses Ver-
halten der Tangentialebene ist fiir die Punkte sattelférmiger Kriimmung
charakteristisch, so daB ich also eine Flache in einem derartigen Punkt
nicht auf eine ebene Tischplatte legen kann. Beispiele fiir eine iiberall
sattelférmig gekriimmte Fliche sind das einschalige Hyperboloid und
das hyperbolische Paraboloid. Die Punkte sattelférmiger Kriimmung
nennt man auch Punkte hyperbolischer Kriimmung. '

Der konvexe und der sattelformige Typ werden durch einen Uber-
gangsfall getrennt: die Punkte parabolischer Kriimmung. Man erhilt
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also solche Punkte z. B. durch folgendes Verfahren: Man geht von zwei
Flichenstiicken F und G aus, die sich in einem Punkt P beriihren, d. h.
in P dieselbe Tangentialebene haben, und von denen F in P elliptisch,
dagegen G hyperbolisch gekriimmt ist. Deformiert man nun F stetig
derart, dal P und die zugehorige Tangentialebene sich nicht dndern
und daB F schlieBlich in G tbergeht, so nimmt die Fliche dazwischen
einmal eine Gestalt an, fiir die P parabolischer Punkt ist. Senken wir
z. B. in Abb. 190 die Gebirge zu beiden Seiten des Passes soweit, da3 der
Kamm des Gebirges gerade noch iiberall die horizontale Tangentialebene
bertihrt, so ist P parabolischer Punkt. Denn wenn wir die Gebirge rechts
und links noch weiter senken, so wird der frithere Pafl zur Kuppe, also
zu einem elliptischen Flachenpunkt. Dieses Beispiel liefert aber nicht
alle Typen eines parabolischen Punkts. Es gibt im Gegenteil mehrere
anschaulich ganz verschiedene Arten parabolischer Punkte, die wir
spiter niher kennzeichnen werden (S. 175, 177, 179);

auch solche, die sich nicht ohne weiteres als Uber-

gangsfall zwischen elliptischer und hyperbolischer

Krimmung deuten lassen.

Um nun die Kriitmmung auch zahlenmaifig zu '

erfassen, kann man von den Kriimmungen der Nor-
malenschnitte in einem Flachenpunkt P ausgehen.
Der zu P gehorige Krimmungsmittelpunkt eines
solchen Normalenschnitts liegt stets auf der durch P
gehenden Fldchennormalen, denn diese ist in P Nor-
male aller Normalenschnitte. Ich erhalte nun der
Reihe nach alle Normalenschnitte, wenn ich eine
durch die Flichennormale gehende Ebene um diese Normale drehe. Bei
der Drehung wird der Krimmungsmittelpunkt in bestimmter Weise
auf der Normalen wandern und mir dadurch ein Abbild der Kriim-
mungseigenschaften des Flachenpunkts liefern.

Bei den elliptischen Punkten (Abb.191) liegt der Kriimmungs-
mittelpunkt stets auf einer und derselben Halbgeraden der Nor-
malen. Im allgemeinen wird der Kriimmungsradius bei der Dreh-
ung der Normalebene seinen Wert dndern und fiir einen bestimmten
Normalenschnitt s; seinen groiten Wert #,, fiir einen anderen, s,,
seinen kleinsten Wert 7, annehmen. 7, und 7, heien die Haupt-
krimmungsradien der Fliche in P, die reziproken Werte %k, =1/r,
und %, = 1/7, heilen die Hauptkriimmungen, die Tangentenrichtungen
von s; und s, in P heiBen die Kriimmungsrichtungen. Es zeigt sich
nun, dafl diese Richtungen in einem reguliren Punkt stets auf-
einander senkrecht stehen und daB3 iberdies die Kriimmung 7jedes
Normalenschnitts durch die Hauptkriimmungen und den Winkel
des Normalenschnitts mit den Kriimmungsrichtungen vollstindig be-
stimmt ist.

Abb. i91.

11*



164 IV. Differentialgeometrie.

Bei den hyperbolischen Punkten (Abb. 192) ist der Ort des Kriim-
mungsmittelpunkts nicht auf eine Halbgerade der Normalen beschrankt.
Wenn ndmlich der Normalenschnitt bei der als PaBhéhe gedeuteten
Flache durch die beiden Gebirge geht, liegt der Kriimmungsmittelpunkt
oberhalb des betrachteten Punkts P, wenn der Schnitt dagegen die
beiden Einsenkungen trifft, liegt der Kriimmungsmittelpunkt unter-
halb P. Es gibt nun einen Normalenschnitt, dessen Kriimmungs-
mittelpunkt oberhalb P liegt und dessen Kriimmung %, groBer ist als
bei allen anderen Normalenschnitten dieser Art. Wenn ich die Normal-
ebene aus dieser Lage herausdrehe, wird die Kriimmung stetig kleiner,
der Kriimmungsradius stetig grofer. Wenn die Normalebene schlief3-
lich in die Richtung eines der beiden in Abb. 190 hervorgehobenen
horizontalen Wege durch P fillt, wird
die Krimmung Null, und der Krim-
mungsmittelpunkt entfernt sich nach
oben ins Unendliche. Wenn ich noch
weiter drehe, springt der Kriimmungs-
mittelpunkt auf die untere Halbgerade
der Normalen iiber und beginnt aus
dem Unendlichen nach oben zu wan-
dern,. d. h. der Kriimmungsradius
nimmt ab und die Kriimmung zu.
Sie erreicht schlieBlich einen Wert £, ,
der groBler ist als die Kriimmung aller
ibrigen Normalenschnitte, deren Kriim-
mungsmittelpunkt unterhalb P liegt.
Man bezeichnet %, und &, wie im ellip-
tischen Fall als die Hauptkrimmun-
gen und die Richtungen der zugehé-
rigen Normalenschnitte als die Kriilmmungsrichtungen. Auch im hyper-
bolischen Fall stehen die Kriimmungsrichtungen aufeinander senk-
recht. Ferner halbieren sie Winkel und Nebenwinkel der beiden Kurven-
zweige, die die Tangentialebene aus der Fliche ausschneidet. Man nennt
die Richtungen dieser beiden Kurvenzweige die Asymptotenrichtungen
in P.

In den parabolischen Punkten gibt es im allgemeinen ebenfalls zwei
aufeinander senkrechte Kriimmungsrichtungen derart, dafl die Kriim-
mungen k&, und £k, der zugehorigen Normalenschnitte gréfer bzw.
kleiner sind als die aller iibrigen Normalenschnitte. Die parabolischen
Punkte sind dadurch gekennzeichnet, daB eine dieser beiden Haupt-
kriimmungen den Wert Null hat. Im allgemeinen ist die andere Haupt-
kriimmung von Null verschieden. Dann wandert der Kriimmungs-
mittelpunkt von der Lage, die der von Null verschiedenen Hauptkriim-
mung entspricht, auf einem Normalenhalbstrahl entlang ins Unendliche

Abb. 192.
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(Abb.193). Es gibt also in parabolischen Punkten im allgemeinen genau
einen Normalenschnitt verschwindender Kriimmung. Seine Richtung ist
eine der Kriimmungsrichtungen, sie ist aber auch als Asymptoten-
richtung anzusehen.

Man kann analytisch auf jedem Flichenstiick alle die Kurven be-
stimmen, deren Richtung in jedem Punkt eine der beiden Kriimmungs-
richtungen ist. Man erhilt auf diese Weise ein ,,Kurvennetz'* auf der
Fliche, d. h. ein System von zwei Kurvenscharen, von denen jede das
Flachenstiick einfach und liickenlos iiberdeckt. Die Kurven heilen
die Kriimmungslinien der Fliche. Nach dem Fritheren stehen die
Kriimmungslinien in jedem Punkt der Fliche aufeinander senkrecht;
sie bilden also ein Orthogonalsystem auf der Fliche.

Es gibt jedoch Punkte, fir die unsere bisherigen Betrachtungen
nicht gelten. Wir gingen nidmlich von der Annahme aus, daf die Kriim-
mung des Normalenschnitts sich 4ndert, wenn
man die Normalebene dreht. Es kann aber
_auch vorkommen, daf alle Normalenschnitte
eines Punkts dieselbe Kriimmung haben.
Dann werden die Kriimmungsrichtungen un-
bestimmt, und man spricht von einem Nabel-
punkt. Ein Beispiel fiir eine Fliche aus lauter
Nabelpunkten ist offenbar die Kugel. Ubri-
gens sind die Kugeln und Ebenen auch die
einzigen Flichen, die nur aus Nabelpunkten
bestehen. Im allgemeinen treten die Nabel-
punkte isoliert auf. Das Netz der Krim-
mungslinien kann in ihnen und nur in ihnen
ein singuldres Verhalten zeigen.

Uber die Kriimmungslinien gilt ein eigenartiger Satz von DUPIN.
Wir haben {frither (S. 5) den Begriff der orthogonalen Kurvenscharen
in der Ebene kennengelernt. Das raumliche Analogon sind Flichen-
scharen, deren Tangentialebenen in jedem Punkt aufeinander senkrecht
stehen. Da man nun durch einen Punkt in der Ebene nicht mehr als zwei
paarweise senkrechte Geraden, dagegen im Raum drei paarweise senk-
rechte Ebenen legen kann, wird man orthogonale Flichenscharen be-
trachten, die durch jeden Raumpunkt drei Exemplare schicken. Ein
Beispiel eines solchen Orthogonalsystems sind die frither erwdhnten kon-
fokalen Flichen zweiter Ordnung.

Man kann in der Ebene (und ebenso auf jeder krummen Fliche) zu
jeder beliebig vorgegebenen Kurvenschar eine orthogonale Kurvenschar
bestimmen. Entsprechend kénnte man erwarten, da man im Raum zu
einer zweifachen orthogonalen Flachenschar stets noch eine orthogonale
dritte finden kann. Nach dem Satz von DUPIN ist nun diese Annahme
falsch. Der Satz besagt ndmlich, daBl die Flichen eines dreifachen

-<— 0

Abb. 193.
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Orthogonalsystems sich stets in ihren Kriimmungslinien durchschneiden.
Falls daher eine zweifache orhogonale Flachenschar sich zu einer drei-
fachen erginzen 1aBt, miissen schon die gegebenen Flichen sich in ihren
Kriimmungslinien durchschneiden. Ubrigens ist diese Bedingung auch
hinreichend. Nach dem Satz von DuPIN sind die Kriimmungslinien auf
dem Ellipsoid dessen Schnittkurven mit den konfokalen ein- und zwei-
schaligen Hyperboloiden (Abb. 194). Das so bestimmte Kurvennetz
(Abb. 195) wird singulir in den DurchstoBpunkten der Fokalhyperbel.

In dér Tat sind

diese vier Punkte
/( die Nabelpunkte des
Ellipsoids.

Die Kriimmungs-
linien auf dem Ellip-
soid umlaufen die
Nabelpunkte in dhn-
licher Weise, wie in
der Ebene ein Sy-
stem konfokaler El-
lipsen und Hyper-
beln die gemein-
samen Brennpunkte
umgibt (Abb. 7, S. 5).
Diese  anschauliche
Ahnlichkeit ist nicht
zufillig, sondern
bringt eine innere
Verwandtschaft bei-
der Kurvenscharen
zum Ausdruck. Wir
kénnen nédmlich die

Kriimmungslinien
auf dem Ellipsoid
durch eine Fadenkonstruktion, die zwei Nabelpunkte verwendet, in ge-
nau der gleichen Weise konstruieren, wie wir in der Ebene die Ellipsen
durch Fadenkonstruktion aus den Brennpunkten erzeugt hatten. Die vier
Nabelpunkte des Ellipsoids liegen einander paarweise diametral gegen-
iiber. Ich kann daher auf zwei verschiedene Weisen (Abb. 196) zwei °
Nabelpunkte herausgreifen, die einander nicht gegeniiberliegen. In
diesen beiden Punkten F; und F, befestige ich die Endpunkte eines
Fadens von ausreichender Linge und ziehe ihn in einem Punkte P
straff an, jedoch so, dafl dieser Punkt auf dem Ellipsoid liegt. Dann
muB sich der Faden in seiner Gesamtlinge von selbst dem Ellipsoid
anlegen. Die verschiedenen Lagen, die P auf dem Ellipsoid annehmen

SO

Abb. 194.
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kann, erfiillen eine Kriimmungslinie. Je nachdem, auf welche Weise ich
die beiden Nabelpunkte gewihlt habe, erhalte ich bei verdnderlicher
Fadenldnge die eine oder die andere Schar der Kriimmungslinien. Wah-
rend also im konfokalen System der Kegelschnitte die eine Kurvenschar
aus Ellipsen und die andere aus Hyberbeln besteht, lassen sich auf dem
Ellipsoid beide Scharen
als verallgemeinerte El-
lipsen auffassen.

Die Kurven auf dem
Ellipsoid, lidngs derer
sich der Faden Ilegt,
entsprechen den Brenn-
strahlen der Ellipse, also
geraden Linien, und sind
wie die Geraden in der
Ebene durch die Eigen-
schaft gekennzeichnet,
zwischen irgend zweien
ihrer Punkte die kiirze-
ste in der Fldche mog-
liche Verbindung herzustellen. Man nennt derartige Kurven geoditische
Linien einer Fliche, und wir werden uns spéter (S.194 bis 198) mit
ihrer Theorie beschaftigen.

In hyperbolischen Punkten hatten wir neben den Kriitnmungs-
richtungen noch ein zweites Paar ausgezeichneter Richtungen, namlich
die Asymptotenrichtungen, kennengelernt. Man kann analog den Kriim-
mungslinien ein Kurvennetz bestimmen, deren Kurven in jedem Punkt
. Asymptotenrichtung haben;
man nennt diese Kurven die
Asymptotenlinien oder Haupt-
tangentenkurven der Fliche.

Auch in hyperbolischen
Flachenpunkten kann es ein-
treten, daB3 die beiden Haupt-
kriimmungen gleich groB sind. Solche Punkte haben gewisse Ahn-
lichkeiten mit den Nabelpunkten. Fldchen, die nur aus solchen Punk-
ten bestehen, heiBen Minimalflichen. Sie sind auch dadurch cha-
rakterisiert, dal ihre Asymptotenlinien ein orthogonales Netz bilden.
Wihrend die Gesamtheit der Flichen, die nur 'Nabelpunkte besitzen,
allein aus den Kugeln besteht, ist die Klasse der Minimalflichen viel
umfassender. Man kann nimlich eine Minimalfliche dadurch realisieren,
daB man einen ganz beliebig geformten geschlossenen Draht in Seifen-
I6sung taucht. Die Seifenhaut, die sich dann in den Draht spannt, hat
stets die Gestalt einer Minimalfldche (vgl. Abb. 219, 220, S. 186). Das

Abb. 195.

Atb. 196.



168 IV. Differentialgeometrie.

Gesetz der Oberflichenspannung, dem die Seifenhaut folgt, sucht den
Flicheninhalt der Haut moglichst zu verkleinern. Man kann hiernach
rein mathematisch die Minimalflachen als diejenigen Flachen charak-
terisieren, die den kleinsten Flacheninhalt besitzen unter allen Fliachen,
die man in eine gegebene geschlossene Raumkurve einspannen kann.
Dabei ist bemerkenswert, daBl diese von der Gesamterstreckung eines
Flachenstiicks ausgehende Kennzeichnung auf dieselben Flichen fiihrt
wie die erstgenannte Eigenschaft, die nur die ndchste Umgebung jedes
Flachenpunkts betrifft. Man kann sich diesen Zusammenhang folgender-
maBen plausibel machen. Auf einer gegebenen Minimalfliche, die in die
geschlossene Kurve S eingespannt sei, wihlen wir eine sehr kleine ge-
schlossene Kurve s aus. Ich betrachte nur das Stiick der Minimal-
fliche, das im Innern von s liegt, und behaupte, daBl dieses Stiick
kleineren Flicheninhalt hat als alle anderen Flichenstiicke, die sich
in s einspannen lassen. Sonst konnte ich ndmlich das im Innern
von s gelegene Stiick meiner Fliche so abdndern, daB sich dabei der
Flicheninhalt dieses Stiicks verkleinerte. Dabei wiirde aber auch der
Gesamtinhalt der in S eingespannten Fliche abnehmen, was der Defi-
nition der Minimalfliche widerspricht. Wenn ich nun die kleine Kurve s
auf irgendeinen Punkt der Minimalfliche zusammenziehe, kann ich
erwarten, daB ich durch einen Grenziibergang auf solche Eigenschaften
der Minimalfliche gefiihrt werde, die nur die Umgebung eines Fliachen-
punkts betreffen.

Jede Aufgabe, Kurven oder Flichen durch eine Minimumseigenschaft
zu bestimmen, heiBt ein Variationsproblem. Eine analoge Betrachtung,
wie wir sie eben fiir die Minimalflichen ausgefiihrt haben, zeigt auch fiir
jedes andere Variationsproblem, daB die Minimumseigenschaft sich
durch eine Umgebungseigenschaft ersetzen 1a8t. Die Durchfiihrung
dieser Grenziibergidnge ist der Gegenstand der Variationsrechnung. Die
Variationsrechnung geht also den umgekehrten Weg wie die Differen-
tialgeometrie; wihrend die Differentialgeometrie die Umgebungseigen-
schaften zugrunde legt und aus ihnen Aussagen iiber den Gesamtverlauf
eines Gebildes herleitet, werden in der Variationsrechnung Umgebungs-
eigenschaften hergeleitet aus solchen Eigenschaften, die dem Gebilde
als Ganzem zukommen.

Die Variationsrechnung ist fiir die theoretische Physik von grund-
legender Bedeutung. Alle in der Natur vorkommenden Gleichgewichts-
und Bewegungszustinde sind durch Minimumseigenschaften aus-
gezeichnet. :

Man kann durch Seifenhiute auch Minimalflichen erzeugen, die
durch mehr als eine Randkurve bestimmt sind. Z. B. kann ich von
zwei kreisférmigen geschlossenen Drihten ausgehen, die ich in der
Seifenlésung zur Deckung bringe und nach dem Herausziehen so von-
einander trenne, da3 die beiden Kreise dieselbe Achse behalten. Dann
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spannt sich zwischen den beiden Kreisen eine hyperboloiddhnliche
Fliche auf (Abb. 197 und Abb. 220, S. 186), von der man aus Sym-
metriegriinden erwarten muf}, daB sie eine Rotationsfliche ist. Die
Rechnung bestatigt das und ergibt, daBl der Me-
ridian dieser Rotationsminimalfliche eine Ket-
tenlinie ist, d. h. dieselbe Gestalt hat, wie sie
eine an zwei Punkten aufgehingte Kette unter
dem EinfluB der Schwerkraft annimmt. Die
Flache wird deswegen Katenoid genannt.

Die Kennzeichen des Nabelpunktes und der
Punkte der Minimalflichen vereinigen in sich
diejenigen parabolischen Punkte, in denen beide
Hauptkriimmungen zugleich verschwinden. In
einem solchen Punkt verschwinden die Kriim-
mungen aller Normalenschnitte. Offenbar sind
alle Punkte einer Ebene von dieser Art, zu- u
gleich sind die Ebenen die einzigen Flichen,
die aus lauter parabolischen Nabelpunkten be-
stehen. Ein Beispiel fiir einen isolierten parabolischen Nabelpunkt kann
man analog dem gewdhnlichen Sattel (Abb. 190, S. 162) leicht kon-
struieren, wenn man in der PaBhohe nicht zwei, sondern drei Gebirge
und drei Einsenkungen aneinan-
derstoBen 1aBt, so daBl die Flache
durch eine Drehung um 27/3 mit
sich selbst zur Deckung kommt
(Abb. 198). Dann liegt offenbar
jedem Gebirge eine Senkung gegen-
tber. Daher hat jeder Normalen-
schnitt einen Wendepunkt, also
verschwindende Kriimmung. Man
nennt eine solche Fliche einen
Affensattel. Diese Bezeichnung
rithrt daher, daf3 der Mensch zum
Reiten nur zwei Vertiefungen
braucht, daB aber der Affe eine
dritte fiir seinen Schwanz notig hat.

Man kann die verschiedene Ge-
stalt der Fliachen in elliptischen und
hyperbolischen Punkten noch auf
eine andere Art kennzeichnen, die
auch die Namen , elliptisch* und , hyperbolisch‘‘ rechtfertigt. Hierzu lege
ich zur Tangentialebene in geringem Abstand eine Parallelebene und
betrachte deren Schnitt mit der Flache. In einem elliptischen Flichen-
punkt wird eine solche Schnittkurve nur vorhanden sein, wenn die Par-

Abb. 197.

Atb. 198.
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allelebene auf einer bestimmten Seite der Tangentialebene angenommen
wird. Die Schnittkurve wird sich auf den Berithrungspunkt zusammen-
ziehen, wenn der Abstand der Ebenen gegen Null abnimmt. Lasse
ich den Abstand gegen Null gehen, vergrofere aber gleichzeitig die
Schnittkurve in passender Weise in immer stirkerem MaBstab, so zeigt
es sich, daB die vergroferte Schnittkurve sich unbegrenzt einer in der
Tangentialebene gelegenen Ellipse ndhert, die den Berithrungspunkt
zum Mittelpunkt und die Kriimmungsrichtungen zu Achsenrichtungen
hat. Das Verhiltnis der Achsenlingen ist
dabei gleich der Wurzel aus dem Verhiltnis
der Hauptkriimmungsradien. .
Betrachte ich die auf einer bestimmten
Abb. 199, Seite verlaufenden Parallelebenen zur Tan-
gentialebene eines hyperbolischen Punkts,
so ergibt der analoge Grenziibergang eine Hyperbel, deren Achsenrich-
tungen und Achsenlingen in derselben Weise wie im elliptischen Fall
von den Kriimmungsrichtungen und den Hauptkriimmungen abhingen
(Abb. 199). Verfihrt man ebenso mit den Parallelebenen auf der
anderen Seite der Tangentialebene, so erhilt man eine zweite Hyper-
bel, die dieselben Achsen wie die erste besitzt. Beide Hyperbeln
haben {iberdies ihre Asymptoten gemeinsam, und
zwar sind deren Richtungen gerade durch die
Asymptotenrichtungen des betrachteten Flichen-
punkts gegeben. Man nennt die von uns konstru-
ierten Kegelschnitte die ,,DuPiNschen Indikatrizes*
der Flachenpunkte. In parabolischen Punkten
kann das entsprechende Verfahrén zu verschieden-
artigen Kurven fithren. In Nabelpunkten ist die
Durinsche Indikatrix ein Kreis. Man kann das an der Kugel und am
Ellipsoid leicht bestdtigen. In Affensitteln verlduft die Indikatrix
etwa wie in Abb. 200 angegeben.

§ 29. Sphirische Abbildung und Gausssche Kriimmung.

Wir haben bis jetzt die Flichenkrimmung durch zwei Zahlen, die
Hauptkrimmungen, charakterisiert. Gauss hat nun ein Verfahren
angegeben, um die Kriimmung in einem Flichenpunkt durch eine ein-
zige Zahl, die natiirlich von den Hauptkriimmungen abhéingt, in analoger
Weise darzustellen, wie wir.das fiir die Raumkurven gelernt haben.

Ich ziehe zu jeder Normalen der betrachteten Fliche die Parallele
durch den Mittelpunkt einer Einheitskugel. Ich zeichne willkiirlich
eine der beiden Richtungen der Normalen in einem Flichenpunkt aus
und iibertrage diese Festsetzung stetig auf alle Nachbarpunkte auf dem
Flachenstiick. Zeichne ich nun die gleiche Richtung auch auf dem ent-



