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170 IV. Differentialgeometrie.

allelebene auf einer bestimmten Seite der Tangentialebene angenommen
wird. Die Schnittkurve wird sich auf den Berithrungspunkt zusammen-
ziehen, wenn der Abstand der Ebenen gegen Null abnimmt. Lasse
ich den Abstand gegen Null gehen, vergrofere aber gleichzeitig die
Schnittkurve in passender Weise in immer stirkerem MaBstab, so zeigt
es sich, daB die vergroferte Schnittkurve sich unbegrenzt einer in der
Tangentialebene gelegenen Ellipse ndhert, die den Berithrungspunkt
zum Mittelpunkt und die Kriimmungsrichtungen zu Achsenrichtungen
hat. Das Verhiltnis der Achsenlingen ist
dabei gleich der Wurzel aus dem Verhiltnis
der Hauptkriimmungsradien. .
Betrachte ich die auf einer bestimmten
Abb. 199, Seite verlaufenden Parallelebenen zur Tan-
gentialebene eines hyperbolischen Punkts,
so ergibt der analoge Grenziibergang eine Hyperbel, deren Achsenrich-
tungen und Achsenlingen in derselben Weise wie im elliptischen Fall
von den Kriimmungsrichtungen und den Hauptkriimmungen abhingen
(Abb. 199). Verfihrt man ebenso mit den Parallelebenen auf der
anderen Seite der Tangentialebene, so erhilt man eine zweite Hyper-
bel, die dieselben Achsen wie die erste besitzt. Beide Hyperbeln
haben {iberdies ihre Asymptoten gemeinsam, und
zwar sind deren Richtungen gerade durch die
Asymptotenrichtungen des betrachteten Flichen-
punkts gegeben. Man nennt die von uns konstru-
ierten Kegelschnitte die ,,DuPiNschen Indikatrizes*
der Flachenpunkte. In parabolischen Punkten
kann das entsprechende Verfahrén zu verschieden-
artigen Kurven fithren. In Nabelpunkten ist die
Durinsche Indikatrix ein Kreis. Man kann das an der Kugel und am
Ellipsoid leicht bestdtigen. In Affensitteln verlduft die Indikatrix
etwa wie in Abb. 200 angegeben.

§ 29. Sphirische Abbildung und Gausssche Kriimmung.

Wir haben bis jetzt die Flichenkrimmung durch zwei Zahlen, die
Hauptkrimmungen, charakterisiert. Gauss hat nun ein Verfahren
angegeben, um die Kriimmung in einem Flichenpunkt durch eine ein-
zige Zahl, die natiirlich von den Hauptkriimmungen abhéingt, in analoger
Weise darzustellen, wie wir.das fiir die Raumkurven gelernt haben.

Ich ziehe zu jeder Normalen der betrachteten Fliche die Parallele
durch den Mittelpunkt einer Einheitskugel. Ich zeichne willkiirlich
eine der beiden Richtungen der Normalen in einem Flichenpunkt aus
und iibertrage diese Festsetzung stetig auf alle Nachbarpunkte auf dem
Flachenstiick. Zeichne ich nun die gleiche Richtung auch auf dem ent-
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sprechenden Kugeldurchmesser aus, so wird jedem Punkt des Flichen-
stiicks ein bestimmter Punkt der Kugeloberfliche, der Endpunkt des
Durchmessers, zugeordnet, die Fliache wird also auf die Kugel abgebildet.
Man nennt dieses von GAUss herriihrende Verfahren die sphirische Ab-
bildung der Fliache. Da die Durchmesser der Kugel auf den Tangential-
ebenen ihrer Endpunkte senkrecht stehen, so besitzt bei der Gaussschen
Abbildung jeder Punkt die gleiche Normalenrichtung wie sein sphérisches
Bild, und ebenso sind die beiden Tangentialebenen parallel. Die spha-
rische Abbildung wird deshalb auch als Abbildung durch parallele Nor-
malen bzw. durch parallele Tangentialebenen bezeichnet. Man kann eine
Flache nicht nur auf die Kugel, sondern auch auf jede beliebige andere
geschlossene Fliache durch parallele Tangentialebenen abbilden. Diese
allgemeineren Abbildungen spielen in der modernen Differentialgeometrie
eine gewisse Rolle.

Ein und derselbe Punkt der Kugel entspricht bei der sphirischen
Abbildung mehreren Flichenpunkten dann und nur dann, wenn gleich-
gerichtete parallele Normalen auf der Fliche vorhanden sind. Wie
man sich anschaulich leicht klarmachen kann und wie wir spiter genauer
verfolgen werden, gibt es in der ndchsten Umgebung eines elliptischen
oder hyperbolischen Flichenpunkts keine solchen Normalen (vergleiche
Abb. 202, 203, S. 173). ,Dort ist also die sphirische Abbildung umkehr-
bar eindeutig. :

Wenn ich auf dem Flichenstiick eine geschlossene Kurve % ziehe,
so entspricht ihr eine geschlossene Kurve £’ auf der Kugel. Wir divi-
dieren nun den Fldcheninhalt G des Kugelstiicks, das von %’ eingeschlos-
sen wird, durch den Inhalt F des von & umschlossenen Stiicks unserer
Fliche und ziehen die Flichenkurve & auf einen Flichenpunkt P zu-
sammen. Dabei werden I und G immer kleiner, und wenn wir schlie3-
lich im Grenziibergang die Kurve in den Punkt P iibergehen lassen,
ndhert sich der betrachtete Quotient einem bestimmten Grenzwert

lim
F—>0 F

Die durch dieses Verfahren definierte Zahl K heifit die Gausssche Kriim-

mung der Fliche in P. Die analytische Betrachtung ergibt nun, daBl

die Gausssche Kriimmung gleich dem Produkt der zugehorigen Haupt-

kriimmungen ist:

=K.

K = kyky.

Die Gausssche Kriimmung hat die hochst wichtige Eigenschaft,
daB sie sich bei beliebiger Verbiegung des Flichenstiicks nicht dndert.
Als Verbiegungen definiert man diejenigen Deformationen, welche die-
Lingen und Winkel aller auf der Fliche gezogenen Kurven unverdndert
lassen; eine aus annihernd undehnbarem Material, z. B. Papier oder
diinnem Blech hergestellte Flache 148t sich zur Veranschaulichung von
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Verbiegungen verwenden. Da nun die Gausssche Kriimmung durch
Verbiegungen nicht beeinflut wird, muf3 sie in innigem Zusammen-
hang zu den Eigenschaften der Fliche stehen, die allein von den
Lingen und Winkeln der in der Fliche verlaufenden Kurven ab-
hingen. In der Relativititstheorie, die gerade diese ,,inneren’ Eigen-
schaften mehrdimensionaler gekriimmter Mannigfaltigkeiten untersucht,
spielt deshalb die Gausssche Kriimmung und ihr Analogon fiir mehr
Dimensionen eine entscheidende Rolle..

Wir wollen uns plausibel machen, weshalb die Gausssche Kriim-

mung, deren Definition doch wesentlich von der rdumlichen Lage der
Fliche abhingt, dennoch bei Verbiegungen ungedndert bleibt. Wir
denken uns aus starren dreieckigen ebenen Platten (a, b, ¢, d in Abb. 201)
eine korperliche Ecke zusammengesetzt, so daf zwei benachbarte Platten
stets um die gemein-
same Kante drehbar
sind. Wenn dann die
Ecke mehr als drei
Seitenflichen hat, ist
ihre Gestalt im Raum
noch veranderlich, und
diese Verdnderungen
werden wir als Ver-
biegung  bezeichnen
diirfen, weil sie die
Langen und Winkel
aller Kurven ungean-
dert lassen, die man auf der Oberfliche der kérperlichen Ecke
zeichnet. Wenn man auf jeder der Seitenflichen nach auBen das Lot
(, m, n) errichtet, kommt man zu einer sphirischen Abbildung der
Ecke durch einzelne Punkte (I, m’, »') .der Kugel. Um nun eine
Analogie zur sphirischen Flichenabbildung herzustellen, verbinde ich
durch GroBkreisbogen diejenigen Kugelpunkte, die benachbarte Seiten-
flichen der korperlichen Ecke abbilden. Auf diese Weise ergibt sich
ein Polygon auf der Kugel. Ich behaupte nun, dall bei den soeben
definierten Verbiegungen der Flicheninhalt dieses Polygons sich nicht
andert; diese Tatsache steht offenbar in Analogie zu der Unverinder-
lichkeit der GAaussschen Kriimmung bei der Flichenverbiegung.

Meine Behauptung 143t sich aber aus elementaren Sitzen der sphi-
rischen Trigonometrie ableiten. Bekanntlich ist nimlich der Flicheninhalt
eines sphirischen Dreiecks, und ebenso jedes GroBkreispolygons, allein
abhingig von der Winkelsumme. Es geniigt also zu zeigen, daB die
Winkel des Polygons, das wir als sphirisches Bild der korperlichen Ecke
eingefithrt haben, bei deren Verbiegung sich nicht 4ndern. Aus Abb. 201

"erkennt man nun, daf jeder solche Winkel gleich dem Supplement

Abb. 201.
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eines Winkels ist, den zwei benachbarte Kanten der Ecke miteinander
bilden. Nach unseren Voraussetzungen sind aber alle diese Winkel un-
verdnderlich.

Man kann aus der eben durchgefithrten Betrachtung durch einen
Grenziibergang die Unverinderlichkeit der Gaussschen Kriimnrung er-
halten, wenigstens wenn man sich auf konvexe Flichenstiicke be-
schrinkt. Man hat zu diesem Zweck die Fliche durch einbeschriebene
Dreieckspolyeder mit kleiner Kantenlinge zu approximieren und unsere
Betrachtung auf jede Ecke dieses Polyeders anzuwenden.

Abb. 202.

Vs

Abb. 203.

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die Unterscheidung der Flichen-
punkte in elliptische, hyperbolische und parabolische durch die sphérische
Abbildung und die Gausssche Kriimmung kennzeichnen 1aBt. Umléduft
man einen Punkt elliptischer Kriimmung auf einer kleinen geschlossenen
doppelpunktfreien Flichenkurve, so erhidlt man auf der Kugel eine
ebenfalls doppelpunktireie geschlossene Kurve (Abb. 202). Auch in
einem Punkt sattelférmiger Kriimmung ist das sphirische Bild doppel-
punktfrei (Abb. 203). Wie die Abb. 202 und 203 zeigen, ist im hyper-
bolischen Fall der Umlaufsinn der Kurve auf der Kugel entgegen-
gesetzt dem Umlaufssinn der Flichenkurve, wihrend in- elliptischen
Punkten beide Umlaufsinne gleich sind. Man pflegt nun in der analy-
tischen Geometrie den Inhalten zweier Flichenstiicke gleiches oder ent-
gegengesetztes Vorzeichen beizulegen, je nachdem sie in gleichem oder
entgegengesetztem Sinne umlaufen werden. Daher rechnet man die
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Gausssche Krimmung in konvexen Stiicken als positiv, in sattel-
férmigen als negativ. Zu derselben Vorzeichenbestimmung kommen
wir auch, wenn wir von den beiden Hauptkriimmungen ausgehen. In
elliptischen Punkten liegen nidmlich die den Hauptkrimmungen ent-
sprechenden Kriimmungsmittelpunkte auf derselben Halbgeraden der
Normalen, wihrend sie in hyperbolischen Punkten auf den entgegen-
gesetzten Halbgeraden liegen. Wenn ich also die eine Halbgerade als
positiv, die andere als negativ kennzeichne, so ist das Produkt der beiden
Hauptkrimmungsradien — also auch das Produkt der Hauptkrim-
mungen und damit die Gausssche Krimmung — positiv fir elliptische
Punkte und negativ fiir hyperbolische Punkte. — Da das Bild hinreichend
kleiner geschlossener doppelpunktfreier Kurven ebenfalls doppelpunkt-
frei ausfillt, so mul3 die sphérische Abbildung in iiberall konvexen oder
iiberall sattelférmigen hinreichend kleinen Flichenstiicken stets um-
kehrbar eindeutig sein.

Die parabolischen Punkte nehmen eine Mittelstellung zwischen den
elliptischen und den hyperbolischen Punkten ein; daher werden wir
erwarten, daf3 die Gausssche Kriimmung in den parabolischen Punkten
verschwindet. Das bestitigt sich. Denn die parabolischen Punkte sind
dadurch definiert, daB in ihnen eine Hauptkriimmung verschwindet;
also verschwindet in ihnen auch das Produkt der Hauptkriimmungen,
d. h. die Gausssche Kriimmung.

Die Ebene besteht nur aus parabolischen Punkten. Aus der Bie-
gungsinvarianz der Gaussschen Kriimmung folgt daher, daBl ich ein
ebenes Blatt Papier niemals auf ein positiv oder negativ gekriitmmtes
Flachenstiick auflegen kann. Die Anschauung ergibt in der Tat, daf das
Papier im ersten Fall sich falten, im zweiten Fall zerreilen muB.

Wir betrachten jetzt eine gegebene Fliche, die nicht aus lauter
parabolischen Punkten besteht und auf der sowohl Punkte positiver
als auch Punkte negativer Gaussscher Kriimmung vorhanden sind.
Da die Gausssche Kriimmung sich stetig auf der Flache dndert, so muB3
es auf der Flache auch Punkte geben, in denen die Gausssche Kriimmung
verschwindet, und diese Punkte miissen stetige Kurvenziige bilden, die
die Gebiete positiver von denen negativer Gaussscher Kriimmung
trennen. Man nennt solche aus parabolischen Punkten bestehenden
Kurven die parabolischen Kurven der Fliche!. Natiirlich miissen para-
bolische Kurven nur dann auftreten, wenn die Gausssche Kriimmung

1 Die parabolischen Kurven sind von F. KLEIN zu einer eigenartigen Unter-
suchung herangezogen worden. Er nahm an, daB die kiinstlerische Schonheit
eines Gesichts ihren Grund in gewissen mathematischen Beziehungen hitte, und
lieB deshalb auf dem Apollo von Belvedere, dessen Gesichtsziige uns einen be-
sonders hohen Grad von Kklassischer Schénheit wiedergeben, die samtlichen para-
bolischen Kurven einzeichnen. Diese Kurven besaBen aber weder eine besonders

einfache Gestalt, noch lieB sich ein allgemeines Gesetz ausfindig machen, dem sie
gehorchten (Abb. 204).
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auf der Flache beide Vorzeichen annimmt. Auf den bisher von uns
betrachteten Flichen trat das nie ein; die Flichen zweiter Ordnung

besitzen entweder iiberall
positive Kriimmung wie
das Ellipsoid, oder {iber-
all negative wie das ein-
schalige Hyperboloid,
oder iiberall verschwin-
dende wie der Zylinder
und der Kegel, die sich
ja aus einem ebenen
Blatt Papier formen las-
sen. Die Minimalflichen
ferner haben nirgends
positive Kriimmung.
Wir wollen jetzt Bei-
spiele von Flichen mit
parabolischen Kurven an-
geben und deren sphi-
rische Abbildung betrach-
ten. Eine besonders ein-
fache Fliche dieser Art
ist die Oberfliche einer
Glocke. Man erhilt sie,
indem man eine ¢bene
Kurve, die einen Wende-

Abb. 204.

punkt hat, um eine in ihrer Ebene gelegene Achse rotieren laBt
(Abb. 205). Wir wollen diese Achse als vertikal annehmen.

in Abb. 205 gezeichneten Fall erzeugt der oberhalb
des Wendepunkts verlaufende Zweig der Kurve ein
elliptisch gekriimmtes Fldchenstiick, wédhrend der
untere Teil der Kurve ein hyperbolisch gekriimmtes
Flachenstiick liefert. Der Breitenkreis der Rota-
tionsfliche, der vom Wendepunkt der Kurve be-
schrieben wird, ist also die parabolische Kurve
der Glocke. Man erkennt das auch am Verhalten
der Tangentialebenen. Die Tangentialebenen der hy-
perbolischen Punkte schneiden die Glocke in einer
schleifenartigen Kurve, die zwei Aste durch den Be-
rithrungspunkt schickt (Abb. 206). Néhert sich nun
der Beriihrungspunkt von unten her der parabolischen
Kurve, so wird der geschlossene Teil der Schleife im-

mer kleiner, und die beiden durch den Berithrungspunkt laufenden Zweige
der Schnittkurve schlieBen dort einen immer spitzeren Winkel ein. Liegt

Abb. 205.

Fir den
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der Beriihrungspunkt schlieB8lich auf der parabolischen Kurve (Abb. 207),
so ist die Schleife auf den Beriihrungspunkt zusammengeschrumpft,
und die Schnittkurve hat im Beriihrungspunkt eine Spitze. Wandert
der Berithrungspunkt weiter in den elliptischen Teil der Fliche (Abb. 208),
SO besteht die Schnittkurve aus dem Beriihrungspunkt als isoliertem

Abb. 206. Abb. 207. Abb. 208.

Punkt und einem ganz im hyperbolischen Teil verlaufenden stetig ge-
krimmten Kurvenbogen. Wir haben damit zugleich Beispiele fiir die
frither (S. 154) aufgezdhlten Fille singulirer Punkte ebener Kurven.

Wir untersuchen nun die sphirische Abbildung der Glocke in der
Néahe des parabolischen Breitenkreises (Abb. 209). Wir umgeben einen
beliebigen Punkt der parabohschen Kurve mit dem kleinen geschlossenen

, Kurvenzug 123456781,

durch den ein gewisses
Flachenstiick F  einge-
schlossen ist. Die Punkte 1
und 5 mogen der héchste
und tiefste Punkt von F
sein. In 3 und 7 soll der
Kurvenzug den paraboli-
schen Breitenkreis treffen.
Nun besitzt der Meridian,
durch dessen Rotation die
Glocke erzeugt wird, in der
Umgebung seines Wende-
punkts parallele Tangen-
ten (vgl. S.154). Offenbar besitzen die entsprechenden Punkte der
Glocke parallele Normalen, also das gleiche sphirische Bild. Dem-
nach gehort zu jedem Breitenkreis unmittelbar oberhalb des parabo-
lischen Kreises ein zweiter Breitenkreis unmittelbar unterhalb des para-
bolischen, der dasselbe sphérische Bild hat. Wir erkennen also, daB
" die sphirische Abbildung des Flichenstiicks F nicht umkehrbar eindeutig
sein kann. Zur Veranschaulichung dieser Tatsache wihlen wir die
Punkte 2, 4, 6, 8 auf dem Rand von F so, dal sowohl 2 und 4 als auch

Abb. %09.
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6 und 8 parallele Normalen besitzen. Der parabolische Kreis teilt F in
zwei Gebiete F; und F,, deren Inneres ganz aus elliptischen bzw.
hyperbolischen Flichenpunkten besteht, die also umkehrbar eindeutig
auf zwei Gebiete der Kugel abgebildet werden. Diese Gebiete grenzen
beide an das Bild des parabolischen Kreises, das offenbar auf der
Kugel ebenfalls ein Kreis in einer horizontalen Ebene ist. Wahrend
aber F; und F, auf verschiedenen Seiten des parabolischen Kreises
liegen, grenzen die Bildgebiete auf der Kugel beide von oben an das
Bild des parabolischen Kreises. Sie iiberdecken sich daher. Der Rand
von F wird in eine Kurve 1'2'3'4'5'6'7'8'1" abgebildet, und dabei
fallt 2" mit 4’ und 6’ mit 8’ zusammen, und die Kurve durchschneidet
in diesen Punkten sich selbst.

Das sphirische Bild der
Glocke erfihrt also lings des
Bilds der parabolischen Kurve
eine Umklappung. Diese Um-
klappung tritt auch bei den
parabolischen Kurven belie-
biger Flichen in der Regel
ein. Es gibt jedoch eine cha-
rakteristische Ausnahme, die
an einem zweiten Beispiel er-
klart werden soll.

Durch eine vertikale Achse
lege ich eine Ebene, zeichne in
ihr einen Kreis, der die Achse nicht trifft, und drehe die Ebene um die
Achse. Dann beschreibt der Kreis eine Rotationsfliche, welche Ring-
flache oder Torus genannt wird (Abb. 210). Der Kreis wird durch seinen
héchsten Punkt A und seinen tiefsten Punkt B in zwei Halbkreise I
und I1 geteilt. Der von I erzeugte Teil des Torus besitzt offenbar posi-
tive Gausssche Kriimmung, der von II erzeugte Teil des Torus dagegen
negative. Die beiden Teile des Torus werden voneinander durch die
Breitenkreise getrennt, die die Punkte 4 und B beschreiben. Diese
Kreise sind die parabolischen Kurven der Fliche. Jede Tangentialebene,
die in einem Punkt eines dieser Kreise an den Torus gelegt wird, hat
mit dem Torus einen einzigen durch den Berithrungspunkt gehenden
Kurvenzweig gemein, da sie offenbar den Torus lings des ganzen Kreises
berithrt und ihn sonst nicht trifft. Wir haben also hier ein Beispiel
parabolischer Punkte, in denen die Tangentialebene keine mit einer
Spitze versehene Kurve aus der Fliche ausschneidet. In Abb. 211 ist
fiir einen der parabolischen Kurve benachbarten hyperbolischen Torus-
punkt die Schnittkurve der Tangentialebene mit dem Torus gezeichnet.
In den elliptischen Toruspunkten hat die Tangentialebene allein ihren
Beriihrungspunkt mit dem Torus gemein.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 12

Abb. 210.
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Wir betrachten nun das spharische Bild des Torus. Wir denken uns
etwa in jedem Punkt die nach auBen weisende Richtung der Normalen
ausgezeichnet. Dann werden die beiden parabolischen Kreise, da sie
lauter parallele Normalen besitzen, nur in je einen einzigen Punkt der
Kugel, ndmlich in den hoch-
sten und den tiefsten Punkt
derselben, abgebildet.  Der
elliptische Teil des Torus be-
sitzt keine parallelen Norma-
len. Sein sphdrisches Bild
bedeckt, wie man leicht sieht,
die ganze Kugel mit Aus-
nahme des hochsten und tief-
sten Punkts einfach und lik-
kenlos. Das gleiche gilt aber
auch vom hyperbolischen Teil.
Im ganzen wird also die Kugel
vom sphirischen Bild des
Torus genau zweimal bedeckt,
mit Ausnahme des hochsten
und tiefsten Punkts, wo

Abb. 211. beide Bildteile zusammen-
hingen. Um die Art dieses Zusammenhangs zu veranschaulichen,
verfahren wir wie beim vorigen Beispiel. Wir denken uns den Torus
und sein sphidrisches Bild schrig von oben gesehen -(Abb. 212) und
umgeben einen parabolischen Punkt mit einem kleinen geschlossenen

doppelpunktfreien Kurvenzug
g 1= 12341. Aus der Figur ist die

\/1\ Z' Wahl dieser Punkte und die
Gestalt des sphérischen Bilds

des Kurvenzugs wohl ohne

nihere Erorterung ersichtlich.

DaB das spharische Bild acht-

formig ausfillt, steht im Ein-

klang damit,daBimelliptischen

' Gebiet der Umlaufsinnerhalten

bleibt, wahrend er im hyperbo-
lischen Gebiet umgekehrt wird.

Unser Beispiel ist charakteristisch fiir den Fall, daB die Fliche lings
eines ganzen (notwendig parabolischen) Kurvenstiicks von derselben
Ebene beriihrt wird. Dagegen veranschaulicht das Beispiel der Glocke den
Fall, daB die Tangentialebene sich lings der parabolischen Kurve dndert.
Bei beiden Beispielen trennt die parabolische Kurve auf der Fliche ein
Gebiet positiver von einem Gebiet negativer Gaussscher Kriimmung.

Abb. 212.
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Als letztes Beispiel betrachten wir nun eine Flache mit einem parabo-
lischen Punkt, der isoliert in einem sonst sattelférmig gekriimmten Ge-
biet liegt (Abb. 213); es ist der S. 169 beschriebene Affensattel. Bei
dieser Fliache haben offenbar diejenigen Punkte parallele Normalen, die
zu dem parabolischen Punkt diametral liegen. Einer geschlossenen
doppelpunktfreien Kurve um diesen Punkt herum entspricht also auf
der Kugel eine geschlossene Kurve, die das sphéirische Bild des Punkts
zweimal umlduft!. Ebenso kann man offenbar isolierte parabolische
Punkte mit sattelférmiger Umgebung konstruieren, bei denen das sphé-
rische Bild einen einmaligen Umlauf in einen drei- oder beliebig vielfachen
verwandelt. Geht man dagegen von einem isolierten parabolischen

Abb. 213.

Punkt aus, dessen Umgebung elliptische Kriimmung aufweist, so 1aft
sich zeigen, daB das sphirische Bild sich genau so verhilt, als wire die
Kriimmung iiberall elliptisch und gar kein parabolischer Punkt vorhanden.

Zum SchluB wollen wir angeben, in welcher Weise sich die Kriim-
mungslinien und die Asymptotenlinien einer Fliche bei der sphérischen
Abbildung verhalten. Die Kriimmungsrichtungen lassen sich durch die
sphirische Abbildung vollstindig kennzeichnen; es sind die einzigen
Richtungen, die ihren Bildrichtungen parallel sind; nur in den Nabel-
punkten versagt dieses Kriterium; dort sind alle Richtungen ihren Bil-
dern parallel. In elliptischen Punkten sind auBerdem beide Kriim-
mungsrichtungen mit ihren Bildern gleichgerichtet oder bei anderer
Wahl der Normalenrichtung alle beide mit ihren Bildern entgegengesetzt

1 Der Affensattel wird also durch parallele Normalen auf eine RiEMANNsche
Flache iuiber der Kugel abgebildet, die im Bild des parabolischen Punkts einen
Windungspunkt hat (vgl. S. 238). Man beachte in Abb. 213 auch die Umkehrung
des Umlaufssinns.
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gerichtet, dagegen ist in hyperbolischen Punkten stets eine der Kriim-
mungsrichtungen mit ihrem sphérischen Bild gleichgerichtet, die andere
entgegengesetzt gerichtet.

Aus diesem Kriterium kénnen wir leicht die Kriimmungslinien der
Rotationsflichen bestimmen. Ich behaupte, das sind die Breitenkreise
und Meridiane. Diese beiden Kurvenscharen gehen nidmlich ersichtlich
in ein System von Breitenkreisen und Meridianen auf der Kugel iiber,
und zwar so, daB} jede Richtung ihrer Bildrichtung parallel ist. Die
beiden Pole konvexer geschlossener Rotationsflichen sind somit stets
Nabelpunkte.

Die Asymptotenrichtungen haben eine andere Eigenschaft. Sie
stehen nidmlich auf ihrem sphirischen Bild senkrecht und sind die ein-
zigen Richtungen dieser Art. Der Drehungssinn, in dem ich eine

Abb. 215. Abb. 216.

Asymptotenrichtung in der Tangentialebene drehen mufl, um ihre
Bildrichtung zu erhalten, ist stets fiir beide Asymptotenrichtungen
entgegengesetzt. Das hidngt damit zusammen, dall die sphérische
Abbildung den Umlaufsinn sattelférmig gekriimmter Flachenstiicke
stets umkehrt.

Da die Asymptotenlinien nur den hyperbolischen Teil der Fliache
bedecken, miissen sie in der Nahe parabolischer Kurven ein singuldres
Verhalten zeigen. Falls die parabolische Kurve eine veranderliche Tan-
gentialebene hat wie bei der Glocke, haben die Asymptotenlinien Spitzen
lings der parabolischen Kurve (Abb. 214). Falls dagegen alle Punkte
einer parabolischen Kurve dieselbe Tangentialebene haben, so wie beim
Torus, ist die parabolische Kurve die Einhiillende der Asymptoten-
linien, d. h. sie beriihrt in jedem Punkt eine Asymptotenlinie (Abb. 215).
Den Verlauf der Asymptotenlinien auf einem Affensattel kennzeichnet
Abb. 216. Es laufen gerade » Asymptotenlinien durch einen Punkt
dieser Art, wenn ein geschlossener Umlauf um ihn durch das sphérische
Bild in einen # — 1-fachen Umlauf verwandelt wird.



