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§ 33. Verbiegungen von Flichen in sich. 205

Ein einzelner Punkt der erzeugenden Kurve beschreibt (von den
Grenzfillen abgesehen) eine Schraubenlinie. Durch die einparametrige
Bewegungsschar der Schraubenfliche wird also jeder Punkt in einen
beliebigen Punkt der zugehérigen Schraubenlinie iibergefithrt; in den
Grenzfillen geht die Schraubenlinie in die Erzeugenden des Zylinders
bzw. in die Breitenkreise der Rotationsfliche iiber.

§ 33. Verbiegungen von Flidchen in sich.

Wir verallgemeinern jetzt die Frage, auf die uns die 11. Eigenschaft
der Kugel gefiihrt hat. Wir wollen die Flichen betrachten, die, anstatt
Bewegungen, beliebige Verbiegungen in sich gestatten. Ein vollkommen
biegsames, aber undehnbares Stiick Messingblech, das auf ein Modell
einer solchen Fliche an irgendeiner Stelle glatt aufgelegt werden kann,
muf} sich in passender Weise iiber das Modell hinschieben lassen; es
darf dabei seine Form &ndern, aber nicht zerreiBen, und nicht auf-
horen, glatt auf der Fliche aufzuliegen.

Wihrend die Beweglichkeit einer Fliche in sich von der Lage der
Fliche im Raum abhingt, ist die Verbiegbarkeit der Fliche in sich
eine innere Eigenschaft der Fliche, die weder zerstért noch gewonnen
" werden kann, wenn man die Fliche verbiegt.

Da die Bewegungen einen Sonderfall der Verbiegungen darstellen,
miissen unter den Fliachen, die wir jetzt suchen, jedenfalls alle die vor-
kommen, die wir im vorigen Abschnitt aufgezdhlt haben. Es zeigt sich
nun, daB jene Flichen und ihre Biegungsflichen schon die allgemeinsten
sind, die Scharen von Verbiegungen in sich gestatten; man erhilt also
durch die Verallgemeinerung der Fragestellung keine wesentlich neue
Flachenklasse. Aber die vorher aufgestellten Typen erhalten jetzt eine
andere Bedeutung. So sind offenbar die Zylinder nicht als wesentlich
verschieden von der Ebene anzusehen, da ja die Ebene sich in jeden
Zylinder verbiegen 148t. Ebenso verliert auch der zweite Grenzfall der
Schraubenflichen, der Fall der Rotationsflichen, seinen Sondercharak-
ter. Man kann namlich ein Stiick einer beliebigen Schraubenfliche
stets in ein Stiick einer Rotationsfliche verbiegen. Es geniigt zu diesem
Zweck, einer der auf der Schraubenfliche verlaufenden Schraubenlinien
durch die Verbiegung die Gestalt eines Kreises zu geben, der natiirlich
unendlich oft umlaufen werden muB, da ja die Schraubenlinie unend-
lich lang ist. Dann nehmen die iibrigen Schraubenlinien von selbst
ebenfalls Kreisgestalt an, und alle diese Kreise haben dieselbe Achse,
so daB die entstandene Fliche in der Tat eine Rotationsflache ist, deren
Breitenkreise aus den Schraubenlinien der Ausgangsfliche hervorge-
gangen sind. Ein Beispiel der Behauptung ist die auf S. 185, 186 be-
schriebene Abwicklung der Wendelfliche auf das Katenoid.

Wenn man von der analytischen Beweisfithrung absieht, 148t sich
leicht anschaulich plausibel machen, warum die Flichen, die eine
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206 IV. Differentialgeometrie.

" einparametrige Schar von Verbiegungen in sich gestatten, sich stets

in die Gestalt von Schrauben- oder Rotationsflichen bringen lassen
und warum dabei die' Schraubenlinien und die Breitenkreise einander
entsprechen.

Durch jeden Punkt eines solchen Flachenstiicks muf3 ndmlich eine
Kurve laufen, die die Gesamtheit aller Bildpunkte dieses Punkts dar-
stellt, wenn man die simtlichen Verbiegungen unserer Schar ausfiihrt.
Das Flachenstiick wird also einfach und liickenlos von einer bestimmten
Kurvenschar tiberdeckt, die bei den betrachteten Verbiegungen in sich
iibergeht. - Greift man zwei beliebige Kurven dieser Schar heraus, so
miissen alle Punkte der einen Kurve den gleichen geodatischen Abstand
von der anderen Kurve haben, da ja dieser Abstand durch die Verbie-
gung nicht geindert wird. Hieraus ergibt sich, dal jede geoditische
Linie, die auf einer Kurve der Schar senkrecht steht, auch alle iibrigen
Scharkurven senkrecht schneidet; denn der kiirzeste Abstand eines
Flachenpunkts von einer Flichenkurve wird lings der Fliche durch die
geoditische Linie gegeben, die durch den Punkt geht und auf der Kurve
senkrecht steht. Auf den von uns betrachteten Flichen existiert also stets
ein orthogonales Kurvennetz, dessen eine Schar die zuerst beschriebene
ist, wihrend die zweite aus geoddtischen Linien besteht. Léngs jeder
Kurve der ersten Schar muB tiberdies die Gausssche Kriimmung kon-
stant sein, da ja diese bei Verbiegung ungedndert bleibt und jeder Punkt
einer Scharkurve durch die von uns betrachteten Verbiegungen in jeden
anderen Punkt derselben Scharkurve iibergehen kann. Um die Werte-
verteilung der Gaussschen Krimmung auf unserer Fliche zu be-
schreiben, geniigt es also, diese Kriimmung lings einer geoditischen
Linie der zweiten Schar als Funktion der Bogenlinge anzugeben.

Nun kann man aber leicht Rotationsflichen konstruieren, fiir die die
Gavusssche Krimmung eine vorgeschriebene Funktion der Bogenlinge
eines Meridians ist. Da die Meridiane der Rotationsflichen geoditische
Linien sind, die die Breitenkreise senkrecht schneiden, so ist es plau-
sibel und wird durch die Rechnung bestitigt, daBl unser vorgegebenes
Flachenstiick sich in alle jene Rotationsflichen verbiegen 14Bt; das von
uns konstruierte Orthogonalnetz des Flichenstiicks wird dabei in das
Netz der Meridiane und Breitenkreise verwandelt.

Auf den Schraubenflichen haben offenbar die Schraubenlinien die
entsprechende Eigenschaft wie die Breitenkreise der Rotationsflichen.
Es sind wiederum die Bahnkurven der lingentreuen Abbildungen der
Flache in sich. Wenn also iiberhaupt eine Schraubenfliche in eine
Rotationsfliche verbogen werden kann, so miissen notwendig die
Schraubenlinien und die Breitenkreise einander entsprechen.

Die Rechnung ergibt, daB aus jeéder Schraubenfliche eine zweipara-
metrige Schar weiterer Schraubenflichen und eine einparametrige Schar
von Rotationsflichen durch Verbiegung erhalten werden kénnen.
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Wir betrachten nun die Fliachen, die eine zwei- oder mehrparametrige
Schar von Verbiegungen in sich gestatten. Dal die Schar der Ver-
biegungen mindestens zweiparametrig ist, ist gleichbedeutend damit,
daB jeder Punkt der Fliche in jeden Nachbarpunkt iibergefiihrt werden
kann. Daher mufl die Gausssche Kriimmung dieser Flichen konstant
sein. Alle Flachen positiver Gaussscher Kriimmung sind nun (wenn man
sich auf hinreichend kleine Stiicke beschrinkt) auf die Kugel abwickel-
bar (S. 181). Wie diese besitzen sie also nicht nur eine zwei-, sondern
segar eine dreiparametrige Schar von Verbiegungen in sich. Das Ent-
sprechende gilt fiir Flichen verschwindender GAussscher Kriimmung,
denn diese sind auf die Ebene abwickelbar. Es 148t sich analytisch
zeigen, daBl auch die Flichen konstanter negativer Krimmung die
gleiche Mannigfaltigkeit von Verbiegungen in sich gestatten.

Alle Flachen konstanter Gaussscher Krimmung haben also mit der
Ebene eine wichtige innere Eigenschaft gemein, die wir im folgenden
ausfiihrlich untersuchen werden. Man kann die ebene Geometrie so
aufbauen, daB ihre grundlegenden und allgemeinsten Aussagen nicht
nur in der Ebene, sondern auf allen Flichen konstanter Kriimmung
gelten und daB erst an einer hoheren Stelle des Aufbaus zwischen der
Ebene und den Flichen positiver oder negativer konstanter Gaussscher
Kriimmung unterschieden wird; dann teilt sich die Geometrie in die
euklidische und zwei ,nichteuklidische’* Geometrien.

§ 34. Elliptische Geometrie.

Auf krummen Flichen sind die geodatischen Linien als das Analogon
der Geraden in der Ebene anzusehen. Wir wollen jetzt diese Analogie
genauer untersuchen. Die einfachsten Konstruktionen der ebenen
Geometrie beruhen auf dem Zeichnen von Geraden und dem Abtragen
von Strecken und Winkeln. Wenn wir solche Konstruktionen auf
krumme Flachen iibertragen wollen, besteht zunichst ein prinzipieller
Unterschied: Die Ebene haben wir stets in ihrer Gesamterstreckung
zugrunde gelegt, dagegen haben wir auf allgemeinen krummen Flichen
stets nur kleine Stiicke betrachtet, dem differentialgeometrischen Stand-
punkt gemdB. Demnach miissen wir uns auf solche Konstruktionen be-
schrinken, die nicht iiber die Grenzen des Fliachenstiicks hinausfiihren, die
also der Betrachtung eines kleinen Teilgebiets in der Ebene entsprechen.

Auf einem hinreichend kleinen Stiick einer krummen Flache lassen
sich zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte durch einen und
nur einen geoditischen Bogen verbinden, so wie in jedem Teilgebiet der
Ebene zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte genau eine im
Teilgebiet verlaufende geradlinige Verbindung besitzen?.

1 Wenn der Rand nicht iiberall nach innen konkav ist, kann die Verbindungs-

strecke zweier dem Rand hinreichend benachbarter Punkte teilweise durch das
AuBere des Gebiets gehen.



