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§ 35. Hyperbolische Geometrie. » 213

ebene hinzunehmen, wenn wir also diese Ebene als projektive Ebene
auffassen.

Wir kénnen demnach die projektive Ebene direkt als ein Modell der
elliptischen Ebene ansehen, wenn wir die Gleichheit von Lingen und
Winkeln in diesem Modell nicht euklidisch, sondern in der angedeuteten
Art durch die sphérische Trigonometrie einer Hilfskugel bestimmen.
Hieraus folgt, daB in der elliptischen Geometrie alle Schnittpunkts-’
sitze der projektiven Geometrie, z. B. die von DESARGUES und PAscaAL,
gelten.

Wenn wir nun die langentreuen Abbildungen der elliptischen Ebene
ins Auge fassen, so kénnen wir wie im euklidischen Fall nach den diskon-
tinuierlichen Gruppen solcher Abbildungen fragen. Jeder solchen
Gruppe entspricht eine diskontinuierliche Gruppe lingentreuer Abbil-
dungen der Kugelfldche, also eines der reguldren Polyeder, die wir in
§ 13, 14 behandelt haben. Umgekehrt fiihrt jedes regulire Polyeder
zu einer diskontinuierlichen Deckgruppe der elliptischen Ebene, und
die Zentralprojektionen regulirer Polyeder, die in Abb. 160 bis 163
und 165 bis 168 dargestellt sind, geben einige Lsungen der mit jenen
Gruppen zusammenhidngenden Aufgabe der ,,Pflasterung”, die S. 72
fiir die euklidische Ebene formuliert ist.

Man kann nicht nur in der Ebene, sondern auch im Raum die ellip-
tische Geometrie definieren. Als Modell der Punkte, Geraden und Ebenen
dieses Raums 148t sich der projektive Raum mit seinen Punkten und
Geraden verwenden. Die Vergleichung der Lingen und Winkel hat
wieder abweichend von der euklidischen Geometrie zu erfolgen und
1aBt sich nur analytisch beschreiben; z. B. durch Zentralprojektion einer
Hyperkugel des vierdimensionalen Raums. Die diskontinuierlichen
Deckgruppen des elliptischen Raums hingen mit den reguldren Zellen
des vierdimensionalen Raums zusammen, und die Abb. 173 bis 176 lassen
sich als ,,Pflasterungen* des elliptischen Raums deuten.

§ 35. Hyperbolische Geometrie; ihr Verhiltnis zur
euklidischen und elliptischen Geometrie.

Wir wenden uns jetzt zu den Fliachen konstanter negativer Kriim-
mung. Es gibt unter ihnen keine von so einfacher Gestalt wie die Kugel-
fliche. Die Rotationsflichen dieser Art konnen drei verschiedene Ge-
stalten haben, die in Abb. 234 dargestellt sind. Wir sehen, da8 alle diese
Flachen mit singuliren Réndern behaftet sind, iiber die hinaus sie nicht
stetig fortgesetzt werden koénnen. Die Gesamtheit aller Flichen kon-
stanter negativer Kriimmung 148t sich bisher nicht explizit angeben,

1 In Abb. 234b ist nur der untere Rand singular, nach oben zu lauft die
Fliche ins Unendliche, wobei die Breitenkreise unbegrenzt klein werden.
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doch 148t es sich beweisen, da3 keine dieser Flichen von Singularititen
frei sein kann,

Es gibt also keine Fliche im Raum, die im kleinen lingentreu auf
eine Fliche konstanter negativer Kriimmung abgebildet werden kann,
und auf der die Abtragung geoddtischer Strecken nirgends durch Rand-
punkte behindert wird. Man kann aber in der Ebene Modelle solcher
abstrakt definierter Flichen angeben, ebenso wie wir die projektive

A A

Abb. 234a. Abb. 234 b. Abb. 234c.

Ebene zu einem Modell der elliptischen Ebene gemacht hatten. Wir
miissen zu diesem Zweck die Langen- und Winkelmessung auf eine neue
Art einfiihren, die von der euklidischen und auch von der elliptischen
Geometrie abweicht. Man nennt die Fliache, von denen wir solche Modelle
konstruieren wollen, die hyperbolische Ebene und ihre Geometrie die
hyperbolische Geometrie.

Als Punkte der hyperbolischen Ebene wollen wir die Punkte im Innern
eines Kreises in einer gewShnlichen Ebene betrachten und als hyper-
bolische Geraden die Sehnen dieses Kreises
(mit AusschluB der Endpunkte).

Es 148t sich ndmlich fiir jedes Fliachenstiick -
F konstanter negativer Kriimmung —1/c? eine
Abbildung angeben, die F in ein Gebiet G der
Ebene im Kreisinnern derartig iiberfithrt, daB
die geoditischen Linien, die in F verlaufen,
durchweg in die Geradenstiicke in G verwan-

Abb. 235. delt werden. Natiirlich kann diese Abbildung

nicht lingentreu sein, da ja die Kriimmung

von G verschwindet, wihrend die von F negativist. Sind 4, B (Abb. 235)

die Bilder zweier Punkte P, Q von F und sind R, S die Endpunkte der

durch 4, B gelegten Kreissehne, so gilt fiir den geoddtischen Abstand s
der Punkte P, Q die Formel

() s=2L. AR-BS

2 BR-AS |’

Wir wollen die rechte Seite der Gleichung (1) fiir alle Punktepaare A B
unseres Modells der hyperbolischen Ebene als den ,,hyperbolischen Ab-

log
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‘stand‘‘ definieren. Ebenso fiihrt die Abbildung F —G zu einer bestimmten
Messung des ,,hyperbolischen Winkels, die von der euklidischen Be-
stimmungsweise abweicht. Um z. B. von einem Punkt 4 der hyper-
bolischen Ebene aus auf eine Gerade g das Lot % zu fillen, hat man 4
als Verbindungsgerade von 4 mit dem in Abb. 236 konstruierten Hilfs-
punkt P zu zeichnen. Man erkennt, daB der euklidische Winkel zwischen
# und g im allgemeinen von einem
Rechten verschieden ist.

Untersuchen wir nun, welche
Axiome der euklidischen Geometrie g
in der hyperbolischen Ebene giiltig o
bleiben. Zunichst ist es klar, daB /g/
die Verkniipfungsaxiome  gelten. $
Wenn wir ferner die ,,Zwischen‘-
beziehung dreier Punkte einfach aus
ihrer Lage in unserem Modell iiber-
nehmen, so erkennen wir, daBl auch die Anordnungsaxiome gelten. Als
Strecke A B definieren wir nun die Punkte der euklidischen Verbindungs-
strecke in unserem Modell. Der Streckenkongruenz legen wir die For-
mel (1) zugrunde. Wenn wir dann das erste Kongruenzaxiom betrachten,
so konnte es zunichst scheinen, als sei die freie Streckenabtragung durch
die Kreisperipherie behindert, das Axiom also ungiiltig. In Wahrheit
gelangen wir aber bei der Abstandsdefinition (1) beim Streckenabtragen
nie an die Kreisperipherie. Ist ndmlich
(Abb. 235) eine Strecke 4 B und eine vom
Punkt A’ ausgehende Halbgerade % im
Kreisinnern gegeben, so gilt fiirden Punkt
B’ auf %, fiir den AB = A’ B’ sein soll,
nach (1) die Relation:

Abb. 236.

AR BS _ AR B'S
BR "AS T PR A4S
oder

@) B'S’ _ A’S’ AR BS
B’'R" ~ A’R" AS BR’ Abb, 237.

Da die drei Punkte 4’, A und B im Kreisinnern liegen, sind die drei
Proportionen auf der rechten Seite von (2) alle negativ. Also ist auch
B'S
BR
man eine Strecke beliebig oft an sich selbst an, so kommt man der Kreis-
peripherie unbegrenzt niher, ohne sie zu erreichen (Abb.237); die
Kreisperipherie spielt in unserem Modell der hyperbolischen Geometrie

. eine analoge Rolle wie die unendlich ferne Gerade der euklidischen
Geometrie.

negativ, d. h. B’ liegt im Kreisinnern, wie behauptet war. Trigt
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Unsere Betrachtung lehrt, daBl das erste Kongruenzaxiom in der
hyperbolischen Ebene gilt. Offenbar gelten auch die Kongruenzaxiome
2. bis 4. . '

Das fiinfte Kongruenzaxiom ist, wie in § 34 ausgefiihrt, gleichbe-
deutend mit der Existenz einer hinreichend umfassenden Gruppe von
Abbildungen, die das Kreisinnere derart in sich iiberfithren, daB die
Geraden in Geraden iibergehen und die hyperbolischen Abstinde und
Winkel erhalten bleiben. Man zeigt nun in der projektiven Geometrie
der Ebene, daB es eine solche Gruppe in der Tat gibt. (Die Abbildungen
gehoren zu den projektiven Transformationen der Ebene und lassen sich
durch wiederholte Anwendung der Zentralprojektion anschaulich er-
zeugen.) Somit gelten in der hyperbolischen Geometrie simtliche Kon-
gruenzaxiome. Man sieht leicht ein, daB auch die Stetigkeitsaxiome

erfiillt sind.
Nur ein einziges Axiom der euklidischen

Geometrie gilt in der hyperbolischen Ebene
nicht: das Parallelenaxiom. Man erkennt
dies aus Abb. 238. Durch einen Punkt gibt
es zu jeder nicht durch P gehenden Geraden

g stets ein ganzes Biischel von Geraden, die

g nicht schneiden. Wahrend also in der el-

4 liptischen Geometrie auBer dem Parallelen-
axiom auch die euklidischen Anordnungs-

Abb. 238. axiome ungiiltig sind, unterscheidet sich

die hyperbolische Geometrie von der eukli-

dischen ausschlieBlich dadurch, daB das Parallelenaxiom nicht gilt.
Aus diesem Grund kommt unserem Modell eine groBe prinzipielle
Bedeutung zu. Man hat sich wihrend des ganzen Mittelalters und bis
zum Anfang des 19. Jahrhunderts vergeblich bemiiht, das Parallelen-
axiom aus den iibrigen Axiomen EUKLIDS zu beweisen. Mit der Ent-
deckung eines Modells der hyperbolischen Geometrie war die prinzipielle
Unmoglichkeit eines solchen Beweises dargetan. Denn unser Modell
erfiillt alle geometrischen Axiome mit Ausnahme des Parallelenaxioms.
Wiirde dieses aus den iibrigen logisch folgen, so miif3te es auch in unserem
Modell gelten, was nicht zutrifft. )
Die hyperbolische und die elliptische Geometrie werden als die
beiden wnichteuklidischen Geometrien bezeichnet. Wenn wir von der
Wertverteilung der Gaussschen Kriimmung ausgehen, erweist sich
die euklidische Geometrie als ein Ubergangsfall zwischen der ellip-
tischen und der hyperbolischen Geometrie. Das gilt auch in anderer
Hinsicht. So haben wir die hyperbolische Ebene erhalten, indem
wir aus der euklidischen Ebene die Punkte im AuBeren eines Kreises
entfernten, wihrend wir, um die vollstindige elliptische Ebene zu
erhalten, zur euklidischen Ebene noch die Punkte der unendlich

ZUN
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fernen Geraden hinzunehmen muBten. Ferner gibt es zu einer Ge-
raden durch einen auBerhalb gelegenen Punkt in der elliptischen Geo-
metrie keine, in der euklidischen Geometrie eine und in der hyper-
bolischen Geometrie unendlich viele Parallelen. Besonders charakte- .
ristisch fiir die drei Geometrien ist die Winkelsumme im Dreieck. Wih-
rend sie in der euklidischen Geometrie 7 betrigt, ist sie in der ellip-
tischen Geometrie stets gréBer als 7, wie aus bekannten Sitzen der
sphirischen Trigonometrie folgt. In der hyperbolischen Ebene ist nun
diese Summe stets kleiner als 7z. Wir werden spiter einen anschaulichen
Beweis dafiir erbringen.

Der Satz der euklidischen Geometrie, da die Winkelsumme jedes
Dreiecks # betrégt, kann hiernach nicht ohne Benutzung des Parallelen-
axioms bewiesen werden; sonst miite er auch in der hyperbolischen
Ebene gelten. Wenn andererseits irgendein Satz in der euklidischen
und auch in der hyperbolischen Geometrie gilt, so ist zu seinem Beweise
das euklidische Parallelenaxiom sicher nicht erforderlich. Ein solcher
Satz ist es z. B., daB jeder AuBenwinkel eines Dreiecks grofer ist als
jeder der beiden gegeniiberliegenden Innenwinkel. Man kann nun aus
der Betrachtung sphérischer Dreiecke leicht erkennen, daB in der ellip-
tischen Geometrie dieser Satz nicht gilt. Hieraus folgt, dal zu seinem
Beweise die euklidischen Anordnungsaxiome gebraucht werden.

Ein Beispiel fiir einen Satz, der in allen drei Geometrien gilt, ist der
Satz, daB die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck einander gleich
*sind. Zum Beweise dieses Satzes sind weder die euklidischen Anord-
nungsaxiome noch irgendeine Annahme iiber Parallelismus erforderlich.

Es wurde bemerkt, daB die projektiven Schnittpunktsitze, z. B. der
von DESARGUES, in der elliptischen Ebene gelten. In der euklidischen
Ebene gilt dieser Satz wie jeder andere Schnittpunktsatz nur dann, wenn
wir die unendlich fernen Punkte hinzunehmen. In der hyperbolischen
Ebene koénnen die Schnittpunktsitze nur dann einheitlich formuliert
werden, wenn wir zwei Arten uneigentlicher Punkte hinzunehmen: solche,
die in unserém Modell den Peripheriepunkten, und solche, die den Punkten
des KreisduBeren entsprechen. Offenbar kénnen wir z. B. zu einer
in der Ebene gegebenen DEsarGUESschen Konfiguration den Kreis, der
unser Modell der hyperbolischen Ebene bestimmt, so legen, daB er neun
Konfigurationspunkte im Innern und den zehnten auf der Peripherie
oder im AuBern enthilt. Wegen der Regularitit der Konfiguration
konnen wir diesen Punkt als den DEsArRGUESschen Punkt auffassen;
dann kénnen wir unsere Figur als zwei hyperbolische Dreiecke deuten,
deren entsprechende Seiten einander paarweise auf Punkten einer hyper-
bolischen Geraden.schneiden. Nach dem DESARGUESschen Satz miissen
die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen Punkt gehen,
wihrend diese Geraden doch im Innern des Kreises keinen Punkt gemei
haben. : i
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Sucht man den DEsarRGUESschen Satz unmittelbar, ohne Bezugnahme
-auf unser Modell, im Bereich der hyperbolischen Geometrie zu beweisen,
so stoBt man auf dhnliche Schwierigkeiten wie in der euklidischen und
projektiven Geometrie. Der Satz ist beweisbar mit Hilfe der Kongruenz-
axiome. Ohne sie bedarf es zu seinem Beweise rdumlicher Hilfsmittel.
Es gibt ndmlich auch im Raum eine hyperbolische Geometrie. Ein
Modell des ,,hyperbolischen Raums‘* erhdlt man, wenn man als Punkte,
Geraden und Ebenen dieses Raums die Punkte, Geradenstiicke und
Ebenenstiicke im Innern einer Kugel des gewohnlichen Raums ansieht
und den Abstand zweier Punkte analog wie im ebenen Modell definiert.

Wir hatten erwdhnt, daB die Winkelsumme im Dreieck in der hyper-
bolischen Ebene stets kleiner ist als 2. An unserem Modell tritt dieser
Satz nicht in anschauliche Evidenz, weil die hyperbolischen Winkel von
den euklidischen verschieden ausfallen. Wir werden daher im folgenden
Abschnitt ein weiteres Modell der hyperbolischen Ebene aus dem bisher
betrachteten Modell erzeugen, und in diesem neuen Modell werden die
hyperbolischen Winkel unverzerrt wiedergegeben werden. Wir miissen zu
diesem Zweck von einer einfachen elementargeometrischen Betrachtung
ausgehen: der Lehre von der stereographischen Projektion und von den
Kreisverwandtschaften,

§ 36. Stereographische Projektion und Kreisverwandt-
schaften. POINCAREsches Modell der hyperbolischen Ebene.

Anuf einer horizontalen Ebene liege eine Kugel (Abb. 239). Vom hoch-
sten Punkt N der Kugel aus projizieren wir diese auf die Ebene. Die so

—

Abb. 239.

entstehende Abbildung der Kugelfliche auf die Ebene (P’'— P'in
Abb. 239) heiBt stereographische Projektion. Dabei ist die ganze Ebene
abgebildet auf die ganze Kugel mit Ausnahme des Punkts N. Die



