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§ 37. Methoden der Abbildung. Lingentreue, inhaltstreue,
geoditische, stetige und konforme Abbildung.

Wir haben 6fters und auf verschiedene Arten Flichen aufeinander
abgebildet, z. B. durch Zentralprojektion oder durch parallele Normalen.
Wir wollen jetzt zusammenfassend die wichtigsten Arten von Abbil-
dungen einander gegeniiberstellen.

Das getreueste Bild einer Fliche gibt die lingentrene Abbildung. Da-
bei ist die geoditische Entfernung zweier Punkte stets der geoditischen
Entfernung ihrer Bildpunkte gleich, alle Winkel bleiben erhalten, und
geodidtische Linien gehen in geoddtische Linien iiber. Wie schon erwihnt,
lassen sich zwei beliebige Flichenstiicke ge-
wohnlich nicht lingentreu aufeinander ab-
bilden. In entsprechenden Punkten miissen
niamlich die Gaussschen Krimmungen der ]
Flachen iibereinstimmen. Daher kann man
auf ein Stiick der Ebene nur solche Flichen-
stiicke lingentreu abbilden, deren GAausssche
Kriimmung iiberall verschwindet, also z. B.
kein Stiick einer Kugel. Jede Landkarte
weist infolgedessen Verzerrungen auf.

Weniger genau, dafiir aber ofter an-
wendbar ist die inhaltstreue. Abbildung. Sie
wird durch die Forderung charakterisiert,
daB jede geschlossene Kurve ein Flichen-
stiick desselben Inhalts umschlieBt wie
ihre Bildkurve. Es ist plausibel und leicht I\
zu beweisen, dafl diese Forderung fiir be- D
liebige geschlossene Kurven erfiillt ist, wenn
sie nur fiir alle ,,unendlich kleinen" ge-
schlossenen Kurven gilt. Daher 148t sich die
inhaltstreue Abbildung leicht differentialgeometrisch charakterisieren.

Die inhaltstreue Abbildung wird in der Geographie viel benutzt.
Es gibt ein einfaches Verfahren, um Teile der Kugel inhaltstreu auf Teile
der Ebene abzubilden. Man legt um die Kugel einen Kreiszylinder vom
gleichen Radius (Abb. 250). Man projiziert die Kugelpunkte nach auBen
lings der Zylindernormalen auf den Zylinder. Schneidet man den Zylin-
der lings einer Erzeugenden auf und wickelt ihn auf die Ebene ab, so
erhdlt man, wie die Rechnung zeigt, ein inhaltstreues Bild der Kugel in
der Ebene. Das Bild wird offenbar um so stirker verzerrt, je weiter man
sich von dem Beriithrungskreise des Zylinders mit der Kugel entfernt.

Ebenfalls wichtig in der Geographie, vor allem fiir Schiffskarten,
ist die geoddtische Abbildung. Bei ihr wird verlangt, daB die geoditischen
Linien der einen Fliche in die der anderen iibergehen. Die lingentreuen

Abb. 250.
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Abbildungen sind also spezielle geoditische Abbildungen. Eine andere
solche Abbildung haben wir beim Studium der elliptischen Geometrie be-
trachtet; projizieren wir die Kugel von ihrem Mittelpunkt aus auf eine
Ebene, so gehen die GroBkreise der Kugel in die Geraden der Ebene iiber;
die Abbildung ist also geoditisch. Damit ist gleichzeitig eine geoddtische
Abbildung aller Flichen konstanter positiver Gaussscher Kriimmung auf
die Ebene gegeben. Denn alle diese Flachen lassen sich lingentreu auf
Kugeln abbilden. Auch fiir alle Flichen konstanter negativer GAuss-
scher Kriimmung gibt es eine geoditische Abbildung auf die Ebene.
Sie wird durch das in § 35 geschilderte Modell der hyperbolischen Ebene
geleistet.

Es 14Bt sich zeigen, dafl es auBer den Fliachen konstanter GAaussscher
Kriimmung keine Fliche gibt, die auf die Ebene geoditisch abgebildet
werden kann. Das allgemeine Problem, wann zwei krumme Flichen-
stiicke aufeinander geoditisch abgebildet werden konnen, fithrt auf
schwierige Rechnungen. Die Verallgemeinerung dieses Problems von
den Flichen auf drei- oder mehrdimensionale Raume spielt eine gewisse
Rolle in der neueren Physik; nach der allgemeinen Relativititstheorie
hat man nimlich die Bahnkurven materieller Punkte als geoditische
Linien eines vierdimensionalen Kontinuums aufzufassen.

Die allgemeinste Abbildung, die iiberhaupt der Anschauung zuging-
lich ist, ist die sfefige Abbildung. Bei ihr wird nur verlangt, daB sie
umkehrbar eindeutig ist und daB benachbarte Punkte benachbart
bleiben. Eine stetige Abbildung kann also jede Figur beliebig ver-
zerren, nur diirfen zusammenhédngende Teile nicht auseinandergerissen
und getrennte Teile nicht zusammengeheftet werden. Trotz dieser
groBen Allgemeinheit vermag die stetige Abbildung nicht zwei beliebige
Flichenstiicke ineinander iiberzufithren. Ein Beispiel zweier Flachen-
stiicke, die sich nicht stetig aufeinander abbilden lassen, sind die Kreis-
fliche und das ebene Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen

(Abb. 251). Nicht einmal die Rénder dieser beiden Fla-

@ @ chenstiicke lassen sich stetig aufeinander abbilden,

da die Kreisscheibe von einer zusammenhingenden

Abb. 251. Kurve berandet wird, wihrend der Rand des Ring-
gebiets aus zwei getrennten Stiicken besteht.

Die Frage, wann zwei Fliachen stetig aufeinander abgebildet werden
koénnen, gehért in den Problemkreis der Topologie, den wir im letzten
Kapitel behandeln. Offenbar umfaB8t diese Abbildungsart alle {ibrigen;
eine geometrische Abbildung wird immer nur, soweit sie stetig ist,
brauchbare Ergebnisse liefern. So hatten wir nach Abb. 250 Kugelstiicke
inhaltstreu auf die Ebene abgebildet. Die ganze Kugeloberfliche geht
offenbar in ein Rechtecksgebiet iiber. Man erkennt, daB die Abbildung
auf dem Rand des Rechtecks ihre anschauliche Bedeutung verliert,
weil sie dort aufhért, stetig zu séin. In der neueren Topologie werden
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allerdings noch allgemeinere Abbildungen betrachtet, die nicht umkehr-
bar eindeutig, sondern nur in einer Richtung eindeutig und stetig sind,
z. B. Abbildungen eines Flichenstiicks auf ein Kurvenstiick.
Eingehender als alle bisher genannten Abbildungsarten ist die winkel-
treue oder konforme Abbildung untersucht worden. Sie wird durch die
. Forderung gekennzeichnet, dal die Winkel, unter denen sich zwei Kurven
schneiden, unverzerrt wiedergegeben werden. Abgesehen von den lingen-
treuen Abbildungen sind die stereographische Projektion und die Kreis-
verwandtschaften die einfachsten Beispiele solcher Abbildungen. Eine
winkeltreue Abbildung von Fliachen negativer GAussscher Krimmung
auf die Ebene gibt uns das PoiNcarEsche Modell der hyperbolischen
Geometrie.

Die winkeltreue Abbildung hat mit der lingentreuen etwas Gemein-
sames. Es 1Bt sich ndamlich analytisch zeigen, dal sehr kleine Figuren
bei winkeltreuer Abbildung fast unverzerrt bleiben; d. h. auBer den
Winkeln bleiben zwar nicht die Lingen, wohl aber die Langenverhalt-
nisse anndhernd erhalten, um so genauer, je kleiner die betrachtete Figur
ist. Die Bezeichnung konjorm weist auf diese Eigenschaft hin. Im kleinen
kommt demnach die konforme Abbildung der lingentreuen am nichsten
unter den hier beschriebenen Abbildungsarten. Denn aus unseren Bei-
spielen ist ersichtlich, daB bei inhaltstreuen oder geoditischen Abbil-
dungen auch beliebig kleine Figuren beliebig stark verzerrt werden
kénnen.

Wihrend nun die lingentreue Abbildung nur in sehr beschrinktem
MaBe anwendbar ist, besitzt die konforme Abbildung eine groBe Anpas-
sungsfihigkeit, und gerade durch die Frage nach ihrer Anwendbarkeit
ist die konforme Abbildung in den Mittelpunkt fruchtbarer geometrischer
Untersuchungen geriickt. Die einfachste Frage dieser Art, wann ndmlich
zwei ebene Flichenstiicke konform aufeinander abgebildet werden kén-
nen, fiihrt auf eine anschauliche Deutung der komplexen Zahlen und
wird in der geometrischen Funktionentheorie behandelt.

§ 38. Geometrische Funktionentheorie. RIEMANNscher
Abbildungssatz. Konforme Abbildung im Raum.

Wir legen ein cartesisches Koordinatensystem in der Ebene zugrunde
und ordnen jedem beliebigen Punkt P mit den Koordinaten x, y die
komplexe Zahl z = x + 7y zu. Hierdurch ist eine eindeutige Beziehung
zwischen den komplexen Zahlen und den Punkten der Ebene hergestellt.
Es ist zweckmiBig, diese Beziehung dadurch zu vervollstindigen, daB
man der Ebene wie in der Lehre von den Kreisverwandtschaften einen
unendlich fernen Punkt P,  zuschreibt, den man der ,,Zahl” oo zu-
ordnet. Man nennt diese anschauliche Realisierung der komplexen
Zahlen die Zahlenebene.



