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§ 40. Gelenkmechanismen. 239

durch nichtlineare Funktionen, z. B. w = 22, vermittelt wird, in ihrem
Gesamtverlauf verfolgte. Die Stellen, in denen die Schichten einer RiE-
MANNschen Fliche analog wie das sphirische Bild eines Affensattels
miteinander zusammenhingen, werden nach RIEMANN als Windungs-
punkte bezeichnet.

Finftes Kapitel.
Kinematik.

Wir haben bisher hauptséichlich die im Raum festen Gebilde unter-
sucht, da die Geometrie von diesen Gebilden ausgehen muB3. Aber be-
reits in den Elementen der Geometrie spielt der Begriff der Bewegung
eine Rolle. So haben wir zwei Figuren kongruent genannt, wenn sie durch
eine Bewegung miteinander zur Deckung gebracht werden kénnen.
Ferner haben wir bewegliche Hyperboloide betrachtet (S. 15), haben
Regelflichen durch eine wandernde Ebene bestimmt (S. 181) und haben
Flichen verbogen und verzerrt (viertes Kapitel). In der Kinematik
werden nun Bewegungen systematisch untersucht.

Wir wollen zunichst einen Teil der Kinematik behandeln, der eng
mit der elementaren Metrik zusammenhédngt: die Lehre von den Ge-
lenkmechanismen. An zweiter Stelle wollen wir die stetigen Bewegungs-
vorginge allgemeiner untersuchen; dabei werden wir nach differential-
geometrischen Methoden verfahren.

§ 40. Gelenkmechanismen.

Einen ebenen Gelenkmechanismus nennt man jedes ebene System
von starren Stiben, die teilweise miteinander oder mit festen Punkten .
der Ebene drehbar verbunden sind, so da das System in seiner Ebene
noch bewegt werden kann. Der einfachste solche Mechanismus ist ein
einziger starrer Stab, der in einem Endpunkt drehbar in der Ebene
befestigt ist, also ein Zirkel. So wie der freie Endpunkt des Zirkels einen
Kreis beschreibt, bewegen sich auch bei allen anderen ebenen Gelenk-
mechanismen alle Punkte der Stibe auf algebraischen Kurven; d.h.
auf Kurven, deren Koordinaten in einem cartesischen System einer alge-
braischen Gleichung geniigen. Umgekehrt kann man zu jeder noch so
komplizierten algebraischen Kurve eine geeignete Verbindung von
Gelenken finden, mit deren Hilfe diese Kurve (wenigstens stiickweise)
konstruiert werden kann.

Fir die einfachste algebraische Kurve, die gerade Linie, eine der-
artige Konstruktion anzugeben, ist das berithmte Problem der Gerad-
filhrung. Ein Modell der Geradfiihrung, den Inversor von PEAUCELLIER,
werde hier ndher betrachtet. Wir gehen aus von dem in Abb. 253
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gezeichneten Mechanismus, der aus sechs Stiben “besteht. Von ihnen
sind a und & gleich lang, ebensoc, d, ¢, f. a und & sind in dem festen
Punkt O drehbar befestigt. In jeder Stellung dieses Mechanismus miissen
P und Q mit O in einer Geraden liegen, ndmlich auf der Winkelhalbie-

_« renden von xAOB. Mit
Hilfe des Kreises um A
mit dem Radius ¢ erkennt
man ferner auf Grund des
Sehnensatzes, daBl in jeder
Stellung des Mechanismus
die Relation gilt:

OP-0Q = (04 + ¢) (04 —¢)

=q? — 2.

Demnach liegen P und Q
Abb. 253. invers zum Kreis mit dem
Mittelpunkt O und dem Ra-
dius Ja® — c2 (vgl. S. 223, 224). Offenbar kann man P an jede Stelle des
konzentrischen Kreisrings um O mit den Radien }a2 —¢? und a —¢
bringen. Unser Apparat konstruiert also zu jedem Punkt dieses Gebiets
den inversen beziiglich des genannten Kreises; der Mechanismus wird des-
halb ein Inversor genannt. Beschreibt nun P einen Kreis, der durch O geht,
so muf3 Q eine Gerade durch-
laufen (S. 223, 224). Wir
bringen deshalb in P noch
einen Stab g an (Abb. 254),
dessen zweiten Endpunkt
wir in einem Punkt M be-
festigen, der von O den Ab-
_stand g hat. Dann ist P ge-
zwungen, auf dem Kreis um
M mit dem Radius g zu blei-
ben. Wegen der Gleichung
OM =g geht dieser Kreis
durch O. Daher beschreibt
Abb. 254. Q eine Gerade ¢, und unser
Problem ist gelost. Wie man
leicht einsieht, steht ¢ senkrecht auf OM; die PEAUCELLIERsche Ge-
radfiihrung ist daher zugleich ein Mittel, um auf eine gegebene Ge-
rade ein Lot zu fillen.

Im Raum sind die Gelenkmechanismen in analoger Weise erklirt.
Die Gelenke, in denen die Stibe aneinander oder an festen Raum-
punkten befestigt sind, miissen aber in diesem Fall nicht nur ebene
Drehungen gestatten, sondern Drehungen in allen raumlichen Rich-
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tungen. Fiir einen gewissen Spielraum 148t sich das durch Kugelgelenke
praktisch erreichen. Die Stabenden eines raumlichen Gelenkmechanis-
mus beschreiben stets algebraische Flichen. Dagegen ist bisher nicht
bewiesen worden, dal jede algebraische Fliche durch einen Gelenk-
mechanismus konstruierbar ist. Dieser Satz ist héchst wahrscheinlich
richtig.

Wir wollen wieder die einfachste dieser Konstruktionen, nimlich
die ebene Fiihrung eines Punkts, betrachten. Zu diesem Zweck gehen
wir von dem beweglichen Stangenmodell des einschaligen Hyperboloids
aus (S.15 und 26). Seien g und g’ zwei Geraden der einen Regelschar,
h eine laufende Gerade der anderen Regelschar, die g und g’ in den
laufenden Punkten H und H' schneidet. Das Stangenmodell mége nun
bewegt werden, aber unter Festhaltung der Stange g (vgl. Abb.255).
Dann  behdlt jeder
Punkt H' von ¢
festen Abstand von
dem auf g zugeord-
neten Punkt H. Die
Punkte von g’ be-
schreiben also bei der
Bewegung des Modells
Kugeln um die zu-
geordneten Punkte
von g. Wihlen wir
nun die Stellung der
Geraden % so, dal} sie
g im unendlich fernen
Punkt U von g schnei-
det, und ist U’ der Schnittpunkt von % mit g, also der U zugeord-
nete Punkt, so muBl U’ im Endlichen liegen; denn sonst wiare UU’' = &
eine unendlich ferne Gerade der Fliche, diese wire also kein Hyper-
boloid, sondern ein hyperbolisches Paraboloid (vgl. S. 106). Bei der Be-
wegung des Modells beschreibt demnach U’ eine Kugel mit unendlich
groBem Radius, d. h. eine Ebene.

Aus dieser Uberlegung ergibt sich eine einfache Ebenfiihrung.
Durch drei Stangen der einen Schar ist das Hyperboloid véllig be-
stimmt. Wir befestigen daher an einer festen Stange g (Abb. 255) in
drei Kugelgelenken 4, B, C drei weitere Stangen a, b, ¢. Deren Enden be-
festigen wir durch Kugelgelenke an drei Punkte A’, B’, C’ einer Stange g’.
Damit a, b, ¢ ein Hyperboloid und kein hyperbolisches Paraboloid erzeu-
gen, geniigt es, die Punkte so zu wihlen, da AB : AC+A'B': A'C".
Man kann nimlich zeigen, dal auf einem hyperbolischen Paraboloid die
Abstande dreier Punkte auf g sich stets verhalten wie die Abstinde der
auf g’zugeordneten Punkte. In unserem Mechanismus hat jeder Punkt von

Abb. 255.
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g' zwei Freiheitsgrade, denn das bewegliche, durch a, b, ¢ bestimmte
Hyperboloid kannoo! Formen annehmen, und jede dieser Flichen gestattet
noch eine beliebige Drehung um g als Achse!. Nach dem vorher Gesagten

. laufen die Punkte von
g’ auf Kugeln mit g
als Durchmesser, und
ein Punkt U’ von g’
beschreibt einen Teil
einer auf g’ senkrech-
ten Ebene. Man er-
kennt, dal U’ alle
Punkte eines ebenen
Kreisrings um g als
Achse durchlauft. Da-
mit ist unsere Aui-
gabe gelost. Eine an-
dere mogliche Losung
ist in Abb. 256 ge-
zeichnet. Man erhdlt diesen Mechanismus aus dem vorigen, wenn
man die Rollen der beiden Regelscharen des beweglichen Hyperbo-
loids vertauscht.

Abb. 256.

§ 41. Bewegung ebener Figuren.

Uber eine feste Ebene mége eine zweite bewegliche Ebene in belie-
biger Weise hingleiten. Wir wollen diesen Vorgang moéglichst einfach
geometrisch kennzeichnen.

Wie wir frither ausfithrlich erértert haben, ist jede Bewegung einer
Ebene in sich hinsichtlich ihrer Anfangs- und Endlage mit einer ein-
zigen Drehung oder einer einzigen Parallelverschiebung identisch
(S. 54). Wenn wir die Parallelverschiebungen als Drehungen um einen
unendlich fernen Punkt auffassen, kénnen wir sagen, dafl ausnahmslos
jede ebene Bewegung durch eine Drehung um einen bestimmten Mittel-
punkt ersetzt werden kann.

Es sei nun ein bestimmter Bewegungsvorgang gegeben. Dann hat
die bewegliche Ebene zu einer Zeit ¢ eine bestimmte Lage A. Mit dieser
Lage vergleichen wir die Lage A4,, die die bewegliche Ebene in einem
kurz darauffolgenden Zeitpunkt ¢ + 4 einnimmt. Zu der Lageninderung

1 Man kann die Freiheitsgrade auch folgendermaBen abzahlen: Wire die Stange
g’ nicht vorhanden, so hitte das Tripel der Punkte 4’B’C’ sechs Freiheitsgrade,
da jeder einzelne auf einer Kugel beweglich ist und somit zwei Freiheitsgrade hat.
DaB nun C’ mit 4'B’ auf einer Geraden liegen soll, bedeutet zwei Bedingungen,
und da8 A’B’ und 4’C’ feste Lange haben, liefert je eine weitere Bedingung. Also
ergeben sich 6 — 2 — 1 — 1 = 2 Freiheitsgrade nach den in § 24 erliauterten
Methoden.



