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§ 43. Bewegungen im Raum. 253

Gleichung b = B. In Abb. 268 sind zwei solche Hyperbeln und ihre
Brennpunkte gezeichnet.

Beim Abschroten dndert sich die gegemseitige Stellung der beiden
Hyperboloide nicht. Hailt man also das eine fest, so beschreibt die Ro-
tationsachse des zweiten
eine Drehung D um die
Rotationsachse des ersten.
Der Bewegungsvorgang
wird erheblich vereinfacht,
wenn wir der ersten Ilache
die zu D inverse Drehung
um die Rotationsachse er-
teilen. Dann bleibt dic
Achse des zweiten Hyper-
boloids (und ebenso natiir-
lich die des ersten) im
Raum fest. Wir erhalten
also die Abschrotung dieser
beiden Flachen, indem wir
sie so aneinanderlegen, dal3
sie einander lings einer
Geraden bertihren, und sie
dann beide um ihre Rota-
tionsachsen in geeignetem
Geschwindigkeitsverhiltnis
drehen.

Hieraus ergibt sich eine technisch verwendbare Methode der Zahn-
radiibertragung zwischen windschiefen Achsen. Da beim gegenseitigen
Gleiten das Material leidet, mull man sich auf den Fall kongruenter
Hyperboloide beschrinken. Eine solche Ubertragung ist in Abb. 269
dargestellt.

Abb. 269.

Sechstes Kapitel.
Topologie.

Schon die projektive Geometrie hat uns auf Erscheinungen gefiihrt,
die sich ohne Vergleichung von Lingen und Winkeln feststellen
lassen und die dennoch prizisen geometrischen Charakter haben. In
der Topologie handelt es sich nun um geometrische Tatsachen, zu deren
Erfassung nicht einmal der Begriff der Geraden und der Ebene heran-
gezogen wird, sondern allein der stetige Zusammenhang zwischen den
Punkten einer Figur. Wir denken uns eine Figur aus beliebig deformier-
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barem, aber vollig unzerreiBbarem und unverkittbarem Material her-
gestellt und werden Eigenschaften kennenlernen, die erhalten bleiben,
wenn man eine aus solchem Material hergestellte Figur beliebig verzerrt.
Z. B. kommen alle topologischen Eigenschaften der Kugel in gleicher
Weise auch dem Ellipsoid oder dem Wiirfel oder Tetraeder zu. Dagegen
bestehen topologische Unterschiede zwischen der Kugel und dem Torus.
Denn es ist anschaulich klar, daB man eine Kugel ohne Zerreilung
oder Verkittung nicht in einen Torus verwandeln kann.

In der Entwicklung der geometrischen Wissenschaft traten topo-
logische Probleme naturgemif noch spiter auf als projektive; ndmlich
erst im 18. Jahrhundert. Spiter zeigte sich, daB die topologischen Aus-
sagen trotz ihrer scheinbaren Unbestimmtheit gerade mit den genauesten
abstrakten GréBenaussagen der Mathematik zusammenhdngen, namlich
mit der Algebra und Funktionentheorie der komplexen Zahlen und mit
der Gruppentheorie. In der Gegenwart gehdren unter allen Zweigen
der Mathematik die topologischen Forschungen zu den fruchtbarsten
und erfolgreichsten.

Wir miissen uns im folgenden auf einige Fragen aus der Topologie
der Flichen des dreidimensionalen Raums beschranken!. Wir be-
ginnen mit denjenigen Flichen, die sich topologisch am einfachsten
untersuchen lassen: den Polyedern.

- § 44. Polyeder.

Unter einem Polyeder verstehen wir jedes System von Polygonen,
die so angeordnet sind, daf} einerseits an jeder Kante zwei und nur zwei
Polygone (unter einem Winkel) zusammenstoen und dafl man anderer-
seits durch Uberschreiten von Kanten von jedem Polygon des Systems
zu jedem anderen gelangen kann.

Die einfachsten und wichtigsten Polyeder sind die ,,simplen. So
nennen wir ein Polyeder, wenn es durch stetige Deformation in eine Kugel
verwandelt werden kann. Beispiele simpler Polyeder sind die reguliren
Polyeder (§ 14). Wir werden bald sehen, dal es noch zahlreiche andere
als simple Polyeder gibt, die sich also nicht in eine Kugel verzerren lassen.

Die reguliren Polyeder hatten ferner die Eigenschaft, frei von ein-
springenden Kanten zu sein. Hieraus folgt, daf die reguldren Polyeder
konvex sind. Konvex nennt man ndmlich jedes Polyeder, das ganz
auf einer Seite jeder seiner Fliachen liegt, das ich also mit jeder Seiten-
fliche auf eine ebene Tischplatte legen kann. Die Konvexitit ist keine
topologische Eigenschaft, denn ich kann ein konvexes Polyeder durch
eine topologisch unwesentliche Abdnderung in ein nichtkonvexes Poly-

1 Als weitergehende Einfithrung in die grundlegenden Begriffe der Topo-
logie sei auf das gleichzeitig erscheinende kleine Buch von ALEXANDROFF,
,,Einfachste Grundbegriffe der Topologie‘‘ verwiesen.
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eder verwandeln. Man kann aber aus der Konvexitit eines Poly-
eders auf eine topologische Eigenschaft schlieBen. Eine einfache Uber-
legung ergibt ndmlich, daB jedes konvexe Polyeder notwendig ein
simples istl.

Die Anzahlen der Ecken, Kanten und Flichen eines simplen Poly-
eders stehen zueinander immer in einer wichtigen Beziehung, die nach
ihrem Entdecker der EULERsche Polyedersatz genannt wird. Sei ndmlich
E die Anzahl der Ecken, K die der Kanten, F die der Flichen des Poly-
eders, so besagt der EULERsche Polyedersatz, dal die Zahl £ — K 4 F
fir alle simplen Polyeder den Wert 2 hat:

E—-—K+F=2.
Wir priifen diesen iiberraschenden Satz an einigen reguldren Polyedern
nach:
Tetraeder: E — K+ F =4 — 6+ 4=2.
Wiirfel: 8—12+4+6=2.
Oktaeder: 6 —12+4+ 8= 2.

Zum Beweise des EvuLErschen Satzes verschaffen wir uns in der
Ebene ein Bild des simplen Polyeders, das wir sein ebenes Netz nennen
wollen. Wir nehmen eine beliebige Seitenfliche des Polyeders fort
und verzerren die iibrigen Seitenflichen, bis sie in eine und dieselbe
Ebene fallen. Man kann es so einrichten, dafl die Seitenflachen bei der
Verzerrung geradlinig begrenzte Polygone bleiben und daB sich deren
Eckenzahl nicht dndert. (Dagegen ist es natiirlich nicht mdoglich, da
die Polygone in der Ebene den urspriinglichen Polygonen durchweg
kongruent sind.) Das so entstandene, in einer Ebene liegende Polygon-
system nennen wir das ebene Netz des Polyeders. Die Abb. 153 bis
154, S. 129 konnen wir als ebene Netze der reguliren Polyeder
ansehen.

Das ebene Netz enthilt ebenso viele Ecken und Kanten wie das
Polyeder, dagegen eine Fliche weniger. Wir nehmen nun im ebenen
Netz eine Reihe von Abdnderungen vor, bei denen sich die ZahlE — K + F
nicht 4ndert und die Gestalt des Netzes sich vereinfacht. Wenn zunéchst
in dem Netz Flichen vorkommen, die mehr als drei Seiten besitzen,
so ziehen wir in diesem Polygon eine Diagonale. Dadurch ist eine
Fliche und eine Kante hinzugekommen, die Eckenzahl ist die gleiche
geblieben, E — K + F ist also nicht gedndert (Abb. 270). Wir setzen

1 Zwischen den konvexen und den nichtkonvexen Polyedern besteht ein
eigenartiger Unterschied. Wahrend namlich jedes geschlossene konvexe Poly-
eder starr ist, existieren geschlossene nichtkonvexe Polyeder, deren Seiten-
flachen gegeneinander bewegt werden konnen. Die Starrheit der konvexen
Polyeder steht in Analogie zu der auf S. 203 erwihnten Starrheit der ge-
schlossenen konvexen Flachen. Bisher ist es aber nicht gelungen, deren Starr-
heit aus der Starrheit der Polyeder durch unmittelbaren Grenziibergang zu folgern.
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dies Verfahren so lange fort, bis wir ein Netz erhalten, in dem alle
Flachen Dreiecke sind.

Wenn wir an ein derartiges Dreiecksnetz lings einer Kante ein
neues Dreieck anfiigen, so da8 die beiden Ecken, in welche die Kante
auslduft, auch Ecken des neuen Dreiecks sind (Abb. 271), so wird die
Zahl der Ecken und Fliachen um je eins,
die Zahl der Kanten um zwei vermehrt;
der betrachtete Ausdruck bleibt also
wieder ungedndert. Ebenso &dndert er
sich nicht, wenn wir (Abb. 272) an einer
konkaven Stelle des Netzumfangs eine
Kante hinzufiigen, durch die zwei solche
Ecken des Umfangs verbunden werden,
daBl ein Dreieck entsteht; denn hier-
durch wird die Zahl der Ecken nicht

Abb. 270. gedndert, dagegen die der Kanten und
Flachen um je eins vermehrt.

Nun sieht man unmittelbar ein, daB jedes beliebige Dreiecksnetz
aus einem einzelnen Dreieck durch mehrmalige Wiederholung dieser
beiden Operationen erzeugt werden kann. Die Zahl E — K + F besitzt
also fiir jedes beliebige Dreiecksnetz und damit auch fiir jedes andere

Abb. 271. Abb. 272.

ebene Netz denselben Wert wie fiir ein einzelnes Dreieck: E — K + F
=3 — 3 4+ 1 = 1. Da nun das Netz genau so viele Ecken und Kanten
hat wie das simple Polyeder, dagegen eine Fliche mehr, so muB fiir das
simple Polyeder gelten: )
E— K+ F=2*

* PoiNCARE hat den EurLERschen Satz auf den n#-dimensionalen Raum verall-
gemeinert. Dort treten statt der Ecken, Kanten und Flachen in entsprechender
‘Weise 0-, 1-, 2- bis n»—1-dimensionale Gebilde auf, deren Anzahlen wir mit Ny,

N,, N, bis N, _, bezeichnen wollen. Dann gilt fir die Gebilde, die den simplen
Polyedern entsprechen:

Ny = Ny + Ny — oo =1 — (—1)".

Fir n = 3 ist das die EuLeErsche Formel.
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Mit Hilfe des EULERschen Satzes 148t sich ein neuer einfacher Beweis
dafiir geben, da3 nur fiinf reguldre Polyeder moglich sind (vgl. S. 79, 80).
In dem betrachteten regulidren Polyeder mogen an jeder Ecke # Seiten-
flichen und somit auch # Kanten zusammenstoBen. Wenn also wieder
E, K, F die Bedeutung haben wie bisher, so ist die Anzahl der Kan-
ten, die von irgendeiner Ecke auslaufen, gleich #E. Dabei haben wir
aber jede Kante zweimal gezdhlt, da jede Kante zwei Ecken verbindet.
Es ist also

nE =2K.

Ferner moge in dem betrachteten Polyeder jede Flache von » Kanten
begrenzt sein. Dann ist #F die Anzahl der Kanten, die irgendeine
Fliache des Polyeders begrenzen. Bei dieser Abzihlung haben wir aber
wieder jede Kante zweimal gezédhlt, da jede Kante an zwei Seitenflichen

angrenzt. Also ist
rF=2K.

Durch Einsetzen der letzten beiden Gleichungen in die EULERsche
Formel erhalten wir
2K 2K
W KT =2
oder umgeformt

1 1 1 1
Ty =2 K"

Ihrer Bedeutung wegen miissen sowohl # als auch » mindestens 3 sein
oder groBer. Wiren andererseits beide Zahlen gréBer als 3, so erhielte
man

1 1 1 1 1 1
L . S S I,
K n+7 2=4+

1
s 20

Das ist unmoglich. Setze ich # = 3, so ergibt sich

=

1
K~ 7 %6
Also kann 7 fiir # = 3 nur die Werte 3, 4, 5 annehmen; K erhdlt dann
die Werte 6, 12, 30. Da die Gleichungen in bezug auf #» und » symme-
trisch sind, erhidlt man entsprechende Werte von # fiir » = 3. Wir
haben damit sechs allein mogliche Félle gefunden, von denen zwei
identisch sind, nimlich # = 3, » = 3. Es bleiben fiinf verschiedene
Typen ibrig, und sie sind in der Tat durch die reguliren Polyeder
verwirklicht?.

Die Besonderheit dieses Beweises im Gegensatz zu dem friiher
(S. 79, 80) gegebenen besteht darin, daBl wir gar nicht die Voraussetzung
gemacht haben, daB8 alle Seitenflichen regulire Polygone sind. Wir

haben nur vorausgesetzt, daB alle Flichen von gleich vielen Kanten

1 In ahnlicher Weise fithrt die PoiNcaREsche Verallgemeinerung des EULER-
schen Satzes zur Bestimmung der reguliaren Zelle der hoherdimensionalen Riume.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 17
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begrenzt werden und daf8 in jeder Ecke gleich viele Kanten zusammen-
laufen. Es gibt demnach nicht mehr ,,topologisch regulire’ als ,,me-
trisch regulire’ Polyeder, wenn man sich auf simple Polyeder be-
schrinkt.

Wir wenden uns nun zu den nichtsimplen Polyedern. Als Beispiel
nennen wir den prismatischen Block (Abb. 273). Er besteht aus einem
Quader, aus dessen Mitte ein parallel gelagerter kleinerer Quader heraus-
gestemmt ist; ferner sind die beiden Grundflichen, welche die Quader
gemein haben, auf die in der Figur angegebene Weise abgeschragt. Dieses
Polyeder 14Bt sich nicht in eine Kugel verzerren, wohl aber in einen
Torus®. Andere Typen erhdlt man auf dhnliche Art durch Heraus-
stemmen mehrerer Locher (Abb. 274).

Um iiber alle diese Polyeder eine Ubersicht zu gewinnen, ordnen wir
jedem Polyeder eine bestimmte Zahl %, den sog. Zusammenhang, zu.

Abb. 273. Abb. 274.

Wir betrachten die geschlossenen, sich nicht selbst durchschneidenden
Kantenziige des Polyeders. Wenn ein Polyeder durch jeden solchen
Kantenzug in zZwei getrennte Teilflichen zerlegt wird, so ordnen wir
ihm den Zusammenhang % = 1 zu. Diese Zusammenhangszahl besitzen
offenbar alle simplen Polyeder, denn die Kugelfliche wird durch jeden
auf ihr verlaufenden geschlossenen Kurvenzug in zwei Teile zerlegt.
Umgekehrt erkennt man unmittelbar, daf3 die Polyeder der Zusammen-
hangszahl 1 sich stets in eine Kugel deformieren lassen. Deshalb werden
die simplen Polyeder auch als die einfach zusammenhingenden Polyeder
bezeichnet. .

Auf dem prismatischen Block dagegen gibt es einen geschlossenen
Kantenzug, der das Polyeder. nicht zerlegt (z. B. das Quadrat a in
Abb. 273). Allen Polyedern mit dieser Eigenschaft ordnen wir einen
hoheren Zusammenhang zu. Um ihn zu bestimmen, betrachten wir
nunmehr alle die (nicht notwendig geschlossenen) Kantenziige, die zwei
Punkte des zuerst gezeichneten Kantenzuges miteinander verbinden.

Wenn jedes solches Paar von Kantenziigen das Polyeder zertrennt,
ordnen wir diesem den Zusammenhang # = 2 zu. Andernfalls setzen
wir das Verfahren fort. Allgemein definieren wir: ‘

? Auch der prismatische Block ist topologisch regular.
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Ein Polyeder heift h-fach zusammenhingend, wenn sich auf ihm in
etner bestimmiten Reihenfolge h — 1, aber nicht h Kantenziige auffinden
lassen, deven Gesamtheit das Polyeder nicht zertremmtl. Dabei muf der
erste dieser Kantenziige geschlossen sein, wihrend jeder weitere Kanten-
2ug zwei Punkte der vovhergehenden verbindet.

Auf dem prismatischen Block gibt es, wie aus Abb. 273 ersichtlich,
ein System von zwei solchen Kurvenziigen (das Quadrat a und das
Trapez b). Dieses Polyeder ist also mindestens dreifach zusammen-
hangend. Wir werden gleich sehen, daBl es in Wirklichkeit genau drei-
fach zusammenhingend ist.

Es entsteht nun die Frage, ob der frither fiir einfach zusammen-
hiangende Polyeder bewiesene EULERsche Satz auch auf Polyeder vom
belicbigen Zusammenhang % verallgemeinert werden kann. Wir kénnen
nicht erwarten, dafl der Satz unverindert gilt, denn beim Beweise wurde
das ,,ebene Netz“ verwandt, dessen Konstruktion ersichtlich nur bei
einfach zusammenhédngenden Polyedern moglich ist. Es 148t sich nun
zeigen, daBl im allgemeinen die Formel gilt:

E—K+F=3—h.

Fir 7 = 1 liefert das die frither bewiesene Gleichung. Ein weiteres Bei-
spiel bildet der prismatische Block. Er hat offenbar sechzehn Ecken,
zweiunddreiflig Kanten und sechzehn Flachen, und es gilt die Gleichung

16 —324+16 =3 — 3 =0.

Daraus folgt, daB der prismatische Block genau dreifach zusammen-
hingend ist. Ebenso ist auch im allgemeinen Fall der EULERsche Satz
ein bequemes Mittel, den Zusammenhang eines Polyeders festzustellen.
Man hat nur die Ecken, Kanten und Fliachen abzuzidhlen und braucht
nicht den Verlauf der Kantenziige zu verfolgen.

§ 45. Fliachen.

Wir haben gesehen, daBl die simplen Polyeder sich in die Kugelfliche
deformieren lassen und daBl der prismatische Block sich in den Torus
deformieren 1aBt. In dhnlicher Weise kann man auch kompliziertere
topologische Gebilde durch polyederartige Figuren ersetzen. Die
Theorie dieser Gebilde ist dadurch zuriickgefiihrt auf das Studium von
Figuren, die aus einfachen Bausteinen in leicht angebbarer Weise zu-
sammengesetzt sind. Diese Betrachtungsweise, , kombinatorische Topo-
logie‘“ genannt, hat ferner den groBen Vorzug, daB sie sich ohne weitereg’
auf den Fall von mehr als drei Dimensionen ibertragen liBt. .Denn
die Struktur eines Polyeders 148t sich vollstindig durch eine schematische

1 D. h. zwei beliebige Punkte des Polyeders sollen sich stets durch eine auf dem
Polyeder verlaufende Kurve verbinden lassen, die keinen der Kantenzige trifft.

17*
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Zusammenheftungsvorschrift beschreiben, ohne Hilfe der rdumlichen
Anschauung.

Der Anschauung dagegen kommt es oft néher, die Flachen unmittel-
bar zugrunde zu legen; so ist die Kugel ein einfacheres Gebilde als die
simplen Polyeder und der Torus einfacher als der prismatische Block.
Wir wollen daher jetzt den Begriff der Zusammenhangszahl von den
Polyedern auf beliebige Flachen ausdehnen.

Fiir die Kugel haben wir £ =1 zu setzen und fiir den Kreisring
h =13. Flichen von hoherem Zusammenhang koénnen wir dadurch
erzeugen, daB wir eine aus knetbarer Masse hergestellte Kugel platt-
driicken und mehrere Locher hindurchbohren (Abb. 275). Solche
Flachen wollen wir Brezeln nennen. Man kann zeigen, dafl eine Brezel
mit p Léchern notwendig den Zusammenhang s = 2p + 1 besitzt.
In der Figur sind fiir die Brezeln vom Zusammenhang 1, 3, 5, 7
Systeme von 0, 2, 4, 6 nicht zerstiickelnden Kurven eingezeichnet.

Abb. 276,

Man sieht leicht ein, daf jede weitere, zwei Randpunkte des Schnitt-
systems verbindende Kurve die zugehérige Fliche zerstiickeln muB.

Auf Flichen sind die Kurvenziige freier wihlbar als auf Polyedern,
wo wir uns auf Kantenziige beschrinkten. Man kann deshalb fiir die
Zusammenhangszahl von Flachen noch andere Definitionen geben. Z. B.:

Auf einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang % lassen sich
h — 1 geschlossene Kurven zeichnen, die die Fliche nicht zertrennen;
jedes System von 4 derartigen Kurven fithrt dagegen zu einer Zerstiicke-
lung der Flache.

In Abb. 276 sind solche Kurven fiir die Félle 2 =1,3,5,7 ge-
zeichnet,

Man kann die Kurven auch der weiteren Bedingung unterwerfen,
durch einen beliebig gewihlten Punkt der Fliche zu gehen. Man erhilt
dann die fiir manche Zwecke bequeme , kanonische Zerschneidung* der
Flache, fiir die Abb. 285, 286, 287, S. 264, 265, drei Beispiele geben.

Dagegen gilt der Satz nicht mehr ungeindert, wenn man sich auf
Systeme geschlossener Kurven beschrinkt, die einander nicht schnei-
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den. Fiir Flichen von ungerader Zusammenhangszahl 148t sich nam-
lich zeigen: :

Auf einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang %2 = 2p + 1
gibt es p und nicht mehr als p geschlossene, einander nicht schneidende
Kurven, die die Fliache nicht zerstiickeln.

Von dem Zutreffen dieses Satzes kann man sich an Abb. 276 tiber-
zeugen.

Bisher haben wir nur Flichen betrachtet, die ganz im Endlichen
liegen und keine Randkurven haben. Man kann den Zusammenhangs-
begriff auch auf weitere Fille ausdehnen. Zundchst moge die Fliche
zwar ganz im Endlichen liegen, aber eine Anzahl in sich geschlossener
Randkurven besitzen. Diese mogen sich selbst und einander nicht
iiberschneiden. Wir haben dann Flachenstiicke vor uns, wie in Abb. 277
gezeichnet. Andere Typen solcher Flichen erhilt man, wenn man sich
die in Abb. 275 u. 276 gezeichneten geschlossenen Flichen hohl denkt

R, (FER
h=1 h=2 h=23 h=4

Abb, 277.

Abb. 278.

und dann beliebig viele Locher hineinschneidet (Abb. 278)1. Auch auf
diesen Flachen bestimmen wir den Zusammenhang durch ein System
von Kurvenziigen, mit einem einzigen Unterschied gegen die zuerst
gegebene Definition: Die erste Kurve soll nicht mehr geschlossen sein,
sondern zwei Randpunkte miteinander verbinden; jede hinzugefiigte
Kurve darf auBer auf den vorher gezeichneten Kurven auch in Rand-
punkten beginnen und enden. Dann haben die in Abb. 278 darge-
stellten Flachen der Reihe nach den Zusammenhang 2, 3, 7, 8.

Die Bestimmung des Zusammenhangs durch geschlossene Kurven
ist auf berandete Flichen nicht ohne weiteres iibertragbar.

Wir nehmen nunmehr an, dafl die — berandete oder unberandete —
Fliache ins Unendliche geht. Dann hidngt die topologische Struktur
der Fliche davon ab, ob wir sie als im metrischen oder im projektiven
Raum liegend annehmen. Im ersten Fall beschrinken wir uns auf die

1 Im Gegensatz zu den in Abb. 277 dargestellten Flachen lassen sich die
Flachen von Abb. 278b, ¢, d auch bei beliebiger Verzerrung nicht aus einem
ebenen Blatt Papier ausschneiden. Der hier zutage tretende Unterschied spielt
in der geometrischen Funktionentheorie eine Rolle (schlichtartige und nicht-
schlichtartige Bereiche).
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endlichen Punkte. Der Raum verhdlt sich dann, als ob er gegen das
Unendliche durch eine sehr groBe Kugel abgeschlossen wire. Wir kénnen
die Fliche durch denjenigen Teil von ihr ersetzen, der im Innern der
Kugel liegt; dies ist ein im Endlichen liegendes berandetes Flachenstiick,
auf das wir die vorher entwickelte Theorie anwenden konnen®.

Im projektiven Raum treffen wir auf ganz andere Verhiltnisse. Wir
haben jeder Geraden nur einen einzigen unendlich fernen Punkt zu-
geordnet und sie als geschlossene Kurve angesehen; ihre beiden ins
Unendliche laufenden Aste hingen im unendlich fernen Punkt der Ge-
raden miteinander zusammen. Aullerdem ist dieser Punkt allen zur
‘ersten parallelen Geraden gemeinsam. Nach dieser Auffassung hingt
auch der projektive Raum als Ganzes durch seine unendlich fernen
Punkte mit sich zusammen. Eine Fliche enthilt einen unendlich fernen
Punkt, wenn sie sich, je weiter wir in geeigneter Weise auf ihr fort-
schreiten, immer mehr einer bestimmten Geraden nidhert, in deren

Richtung der unendlich ferne Punkt

liegt. Es ist keineswegs notwendig, daf

die Fliche auch nach der entgegenge-
setzten Richtung hin einer parallelen

Geraden immer niher kommt; der un-

endlich ferne Punkt ist dann ein Rand-
N punkt der Fliche. Wenn sich dagegen

die Fliache nach beiden Seiten hin immer

mehr zwei Parallelen nidhert, so ist die
Fliche in deren unendlich fernem Punkt als zusammenhéingend an-
zusehen. Wenn ferner die Fliche eine Randkurve besitzt, die ins Un-
endliche geht, so mufl diese Kurve durch das Unendliche hindurch in
sich geschlossen sein, d. h. entweder sich in entgegengesetzten oder gleichen
Richtungen unbegrenzt zwei parallelen Geraden nidhern oder einen Teilder
unendlich fernen Geraden enthalten; denn eine nichtgeschlossene Kurve
kann nicht den Rand einer Fliche bilden. So ist z. B. das von einer
Geraden und zwei Halbgeraden begrenzte ebene Flichenstiick, das in
Abb. 279 abgebildet ist, im projektiven Raum nicht gegen die iibrigen
Teile der zugehorigen Ebene abgeschlossen, da wir durchs Unendliche
von A nach 4’ kommen konnen. Im metrischen Raum dagegen wiirde

x0

oA’
Abb. 279.

1 Dabei ist vorausgesetzt, daB3 wir die Kugel so groB wihlen kénnen, da8 das
in ibhrem Innern befindliche Flachenstiick seine topologische Struktur bei weiterer
VergroBerung der Kugel nicht mehr d&ndert. Man kann leicht Beispiele von Flichen
angeben, die dieser Voraussetzung nicht geniigen. Man schlage etwa um die
Gitterpunkte des ebenen quadratischen Punktgitters kleine Kreise, die einander
nicht treffen. Entfernt man das Innere aller dieser Kreise aus der Ebene, so erhalt
man eine ebene Flache; fiir den Teil dieser Fliche, der im Innern einer Kugel liegt,
kann man leicht den Zusammenhang berechnen. Ersichtlich wachst aber dieser
Zusammenhang unbegrenzt, wenn man die Kugel bei festgehaltenem Mlttelpunkt
unbegrenzt vergréBert.
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sich dasselbe Fliachenstiick so verhalten, als wire es durch eine ge-
schlossene Randkurve begrenzt.

Entsprechendes gilt fiir die Ebene als Ganzes. Die metrische Ebene
besitzt eine geschlossene Randkurve, namlich die unendlich ferne
Gerade. Sie ist also der ebenen Kreisscheibe topologisch dquivalent.
Dagegen ist die projektive Ebene eine geschlossene 4 %
Flache. Um auch fiir sie ein einfacheres topologisches
Modell zu gewinnen, gehen wir von einer frither pi c
(S. 209, 212, 213) behandelten Konstruktion aus. Wir ")
hatten die projektive Ebene umkehrbar eindeutig auf
die Oberfliche einer Halbkugel abgebildet, indem wir B A
auf dem GroBkreis, der die Halbkugel begrenzt, je zwei
Diametralpunkte immer als identisch ansahen. In
gleicher Weise kénnen wir statt der Halbkugelfliche auch eine ebene
Kreisscheibe verwenden, denn sie ist in die erstgenannte Fliche defor-
mierbar. Die Kreisscheibe wollen wir nun weiterhin in die Flache eines
Quadrats deformieren. Demnach ist die projektive Ebene topologisch
dquivalent mit der Flache eines Quadrats (Abb. 280), o
falls wir auch hier alle diametralen Randpunkte
identifizieren (z. B. 4 = A’ usw. in Abb. 280). Den 4 vz
geschlossenen Kurven der projektiven Ebene entspre- . 5
chen in diesem Modell erstens die geschlossenen Kur-
ven, zweitens aber auch alle die Kurven, die identi- 7 7
fizierte Randpunkte miteinander verbinden (z. B. die
Strecke A A’ in Abb. 280).

Die topologische Untersuchung der projektiven Ebene wollen wir
erst spiter fortsetzen (S. 272ff.). Dagegen fiihrt uns das Verfahren von
Abb. 280 sofort zu anderen dhnlichen Konstruktionen. Wir gehen zu-
nichst wieder von
der Quadrat- oder
Rechtecksfliche aus,
identifizieren  aber
jetzt die Randpunkte
nach dem in Abb. 281
angegebenen Schema. Abb. 282
Wieder erhalten wir
das Modell einer ge- :‘
schlossenen Fldche. ‘i ¢
Diesmal 148t sich
nun die dargestellte
Fliche leicht aus dem Modell wiederherstellen. Wir verbiegen das
Rechteck (Abb.282) zunichst in ein Stiick eines Kreiszylinders (Abb. 283).
Dabei heften wir die Rechtecksseiten 1, 2 gerade so aneinander, daB3
alle identifizierten Punkte dieser Seiten nunmehr wirklich zusammen-

Abb. 280.

Abb. 281.

N\

e -H

Abb. 283.
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fallen. Die iibrigen Seiten 3, 4, die dabei in Kreise iibergegangen sind,
kénnen wir in der vorgeschriebenen Weise aneinanderheften, indem wir

g

Abb. 284.

Abb. 285.

(Abb. 284) den Kreiszylinder
verbiegen. Wir erhalten
schlieBlich die Fliche des
Torus, und der Rand der
Rechtecksfliche geht in ein
,,kanonisches Schnittsystem‘
des Torus iiber, wobei jede
Kurve zwei Randstrecken
der Rechtecksfliache entspricht
(Abb. 285 und 275b). Umge-
kehrt : schneidetmanden Torus
lings eines kanonischen Sy-
stems auf, so ergibt sich
stets eine Figur, die dem
Rechteck mit der angegebe-
nen Rénderzuordnung topo-
logisch aquivalent ist. Man
kann dieses Verfahren auf
alle , Brezeln ausdehnen.
Hat die Brezel den Zusam-
menhang 2p + 1, so Dbe-
steht das kanonische Schnitt-
system aus 2p Kurven. Die
Zerschneidung liefert also ein

4p-Eck mit einer bestimmten Rénderzuordnung. Fir die Fille
h=5, 7, also p =2,3, ist die Konstruktion durch Abb. 286, 287

Abb. 286a.

veranschaulicht.

Die Abbildung der Brezeln auf
4p-Ecke spielt sowohl in der Theorie
der stetigen Abbildungen (vgl. S. 284)
als auch in der Funktionentheorie
(vgl. S. 294) eine wichtige Rolle. In
beiden Anwendungen geht man davon
aus, daB die 4p-Ecke eine regulire
Gebietseinteilung der hyperbolischen
Ebene (bzw. fir p =1 der euklidi-
schen Ebene) liefern, wie wir das auf
S. 228 erortert haben.

Wenn man die Rinderzuordnung

abandert, erhdlt man auBler den Brezeln noch eine groBe Anzahl
weiterer Flichen, von denen uns einige im folgenden beschiftigen

werden.
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Abb. 286b. Abb. 286c. Abb. 286d.

Abb. 286e. Abb. 2861,

Abb. 287a. Abb. 287b.

Abb. 287c. Abb. 287d.
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§ 46. Einseitige Fldchen.

Alle bisher betrachteten Polyeder und geschlossenen Flichen hatten
ungeraden Zusammenhang. Es entsteht daher die Frage, ob es iiber-
haupt geschlossene Flichen von geradem Zusammenhang gibt, also
Gebilde, die in ihrem topologischen Verhalten in der Mitte zwischen
Kugel und Torus bzw. zwischen zwei Brezeln stehen.

Die Frage ist zu bejahen. Wir wollen ndmlich jetzt ein Polyeder,
das Heptaeder, konstruieren, das nach dem EULERschen Polyedersatz
den Zusammenhang 2 besitzt. Wir gehen vom reguldren Oktaeder
aus (Abb. 288). Zu den acht dreieckigen Seitenflichen dieses Polyeders

Abb. 288.

nehmen wir noch die drei Quadrate hinzu, welche in den drei durch
die Diagonalen des Oktaeders bestimmten Ebenen liegen (z. B. ABCD
in Abb. 288). Diese elf Flichen bestimmen nach unserer fritheren
Definition kein Polyeder, da an jeder Kante nicht zwei, sondern drei
Flichen zusammenstoBen. Wir entfernen nun vier Dreiecke, nimlich
(gemdB der Stellung der Figur) auf der oberen Hilfte des Oktaeders
das linke vordere und das rechte hintere Dreieck, auf der unteren Hilfte
das linke hintere und das rechte vordere Dreieck. Es bleiben also nur
vier Dreiecke des Oktaeders iibrig; sie sind in der Figur schraffiert.
Wir haben damit ein Gebilde aus vier Dreiecken und drei Quadraten
konstruiert. Seine Kanten und Ecken fallen mit denen des Oktaeders
zusammen, dagegen sind die Diagonalen des Oktaeders nicht Kanten,
sondern Durchdringungslinien des Gebildes. Ersichtlich stoBen an jeder



§ 46. Einseitige Flachen. 267

Kante genau zwei Flichen zusammen, und man kann durch Uberschreiten
von Kanten von jeder Fliche zu jeder anderen gelangen. Das Gebilde
ist also ein Polyeder; da es sieben
Flachen hat, heit es , Heptaeder®.
Es hat, wie das Oktaeder, zwolf
Kanten und sechs Ecken. Der ver-
allgemeinerte  Polyedersatz liefert
also

E—F+4+K=6—-124+7=1=%—4.

Demnach besitzt das Heptaeder den
Zusammenhang & = 2. Wie die
simplen Polyeder sich in die Kugel
deformieren lassen, so gibt es auch
eine einfache geschlossene Fliche, in
die sich das Heptaeder deformieren
laBt. Es ist die von STEINER unter-
suchte ,,romische Fliche® (Abb. 289).
Auch sie besitzt, wie das Heptaeder,
drei paarweise aufeinander senkrechte
Durchdringungsstrecken. In recht-
winkligen Koordinaten ist sie durch
die Gleichung bestimmt

V22?2 + 2242 - a2y 4+ xyz2=0.

Es ist also eine Fliache vierter Ord-
nung.

Auller dem geraden Zusammen-
hang und den Durchdringungskurven
weist das Heptaeder noch eine
weitere wichtige Eigenschaft
auf, durch die es sich wvon
allen bisher betrachteten Fla-
chen unterscheidet. Denken
wir uns die Fliche durch eine
Membran verwirklicht und be-
trachten wir ein Wesen, z. B.
einen Kifer, der auf dieser
Membran herumspaziert, von
einem festen Punkt P aus.
Diesem Punkt P liegt auf
der anderen Seite der diinnen
Membran ein Punkt P’ gegen-
iuber, der mit P zusammen- Abb. 289¢.
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fallt, wenn wir wieder die Membran durch die urspriingliche Fliche
ersetzen. Es erscheint nun plausibel, daf der Kifer nicht anders von
P nach P’ gelangen kann, als wenn er sich durch die Membran an irgend-
einer Stelle ein Loch bohrt. Fiir die Kugel und alle Brezeln, die wir
bisher betrachtet haben, trifft diese Annahme auch zu. Das Heptaeder
dagegen ist eine Fliche, fiir die die Annahme nicht mehr ohne weiteres
gilt. Als Ausgangspunkt P wihlen wir (Abb. 290) einen Punkt auf der
zur Zeichenebene parallelen Quadratfliche, und zwar auf der dem Be-
schauer zugewandten Seite. Wir betrachten nun einen Weg, der auf dem
Heptaeder von P aus der Reihe nach die Kanten 1, 2, 3, 4 iiberschreitet

und dann wieder auf der urspriinglichen Quadratfliche verliuft. Ein
Kifer, der einen solchen Weg nimmt, gelangt ersichtlich nach Uber-
schreitung der Kante 4 auf die Riickseite der Quadratfliche, von deren
Vorderseite er ausgegangen war. Er mufl zwar die Heptaedermembran
dreimal durchbohren, aber nicht an einer Stelle, {iber die er gerade
hinwegwandert, sondern nur an den Durchdringungslinien, wo ihm eine
andere Heptaederfliche den Weg versperrt, nicht aber die, welche er
durchlduft.

Das Heptaeder heilt deswegen eine ,,einseitige’* Fliche, wihrend
man die Kugel und die bisher beschriebenen Brezeln als zweiseitig
bezeichnet. Auch fiir Flichen mit Rédndern 1d8t sich diese Unterschei-
dung treffen. Wir untersuchen, ob es auf der (als Membran gedachten)
Fliche einen Weg gibt, der von der einen Seite der Flache zur anderen
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fithrt, ohne den Rand der Fliche zu iiberschreiten und ohne die Membran
an einer Stelle zu durchbohren, iiber die er gerade hinfithrt. Wenn es
einen solchen Weg gibt, heifit die Fliache einseitig, sonst zweiseitig. Die
berandeten Fliachen, die wir bisher betrachtet haben, waren siamtlich
zweiseitig, z. B. die Kreisscheibe. Fiir berandete einseitige Flachen gibt
es nun ein Beispiel, das viel einfacher ist als das Heptaeder, namlich das
MoBiussche Band. Wir stellen es aus einem Papierstreifen her, der die
Gestalt eines stark gestreckten Rechtecks hat (Abb. 291). Wiirden wir
die kurzen Seiten AB und CD so zu-

sammenheften, dal 4 mit C und B ol 1
mit D zusammenfallen, dann erhiel- 2 0'
ten wir, wie wir schon frither sahen, Abb. 201.

ein Stick eines Kreiszylinders, eine

berandete zweiseitige Fliche. Anstatt dessen wollen wir vor der Zu-
sammenheftung das eine Ende des Papierstreifens um 180° gegen das
andere verdrehen. Wir heften also die Enden so aneinander, daBB 4
mit D und B mit C zusammenfallen (Abb. 292). Damit haben wir ein
Modell des MoBiusschen Bandes erhalten. Man sieht leicht ein, daB3
diese Fliche einseitig ist. Wir zeichnen z. B. vor der Zusammenheftung
auf den Streifen die Parallele PP’ zu den langen Rechteckseiten. Diese
gerade Strecke geht nach der Zusammenheftung in einen Weg QQ’
iiber, der von der einen Seite des Bandes auf
die andere fithrt!.

Man kann die einseitigen Fldchen auch
mit Hilfe eines weiteren wichtigen topolo-
gischen Begriffs kennzeichnen, zu dessen
Formulierung man die Flache nicht durch
eine Membran zu ersetzen braucht. Wir
denken uns um jeden Punkt irgendeiner ge-
gebenen Fliache (mit Ausnahme der Rand-
punkte, falls solche vorhanden sind) eine o
kleine geschlossene Kurve gezogen, die ganz
in der Fliche verliuft. Wir versuchen nun
auf allen diesen geschlossenen Kurven einen Umlaufsinn so fest-
zusetzen, daB hinreichend benachbarte Punkte stets im gleichen
Sinne umlaufen werden. Ist eine solche Festsetzung méglich, so heif3t
sie eine ,,Orientierung’ der Fliche, und die Flache selbst hei3t orientier-
bar. Eine einseitige Fliche kann nun niemals orientierbar sein. Zum

A 44

Abb. 292.

1 Der Unterschied des MoBiusschen Bandes vom zylindrischen Streifen
ist noch an folgenden beiden Erscheinungen zu erkennen: Der Rand des
MoBrusschen Bandes zerfallt nicht wie der des zylindrischen Streifens in zwei
geschlossene Kurven, sondern besteht aus einer einzigen geschlossenen Kurve.
Zerschneidet man ferner das MéBIussche Band lings der Kurve QQ’, so falit es
nicht wie der zylindrische Streifen auseinander, sondern bleibt zusammenh&ngend.
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Beweise fassen wir einen der geschlossenen Wege ins Auge, deren Exi-
stenz mit der Einseitigkeit der Flache gleichbedeutend ist; etwa den
Weg QQ’ auf dem MoBIrusschen Band, wobei wir jetzt wieder Q und
Q' als identisch ansehen. Erteilt man dem Punkt Q einen Umlaufsinn
und setzt diese Zuordnung auf dem Wege QQ’ stetig fort, so kommt man
im Punkt Q'=Q notwendig mit der entgegengesetzten Zuordnung
wieder an. Diese Erscheinung koénnte nicht eintreten, wenn das Mo-
BIUssche Band orientierbar wire. Das Entsprechende gilt auch fiir alle
iibrigen einseitigen Flichen. Umgekehrt kann man zeigen, daB alle
zweiseitigen Flachen orientierbar sind. Die Einteilung der Flachen in
zwei- und einseitige ist also identisch mit ihrer Einteilung in orientier-
bare und nichtorientierbare.

Man kann leicht einsehen, daB eine Fliche dann und nur dann nicht
orientierbar ist, wenn es auf ihr irgendeine geschlossene Kurve s gibt, so
daB ein orientierter kleiner Kreis, dessen Mittelpunkt s stetig durch-
lauft, am Ausgangspunkt mit der entgegengesetzten Orientierung wieder
ankommt (z. B. die Kurve Q Q' in Abb. 292). Geht man auf der Flache
an einer Seite der Kurve s entlang, so kommt man auf der anderen Seite
wieder an, obgleich man die Kurve nicht iiberquert hat. Deswegen heif3t
s eine ,einufrige” Kurve. Wihrend auf den orientierbaren Flichen
alle Kurven zwei Ufer haben, ist die Existenz einer einufrigen geschlos-
senen Kurve kennzeichnend fiir die nichtorientierbaren Flichen. Ein-
seitige Fliche und einufrige Kurve bedingen einander. Die erste Eigen-
schaft bezieht sich auf die Lage einer Flache im Raum, die zweite auf die
Lage einer Kurve auf einer Fliche.

Im Gegensatz zum MOBiusschen Band weist das Heptaeder Durch-
dringungslinien auf. Es ist plausibel, daB jede einseitige geschlossene
Fliache Selbstdurchdringungen haben mufB}. Diese Flichen haben nim-
lich nur eine Seite, kénnen also keinen Raumteil vom iibrigen Raum
abgrenzen, d. h. sie besitzen kein Inneres und kein AuBeres. Bei einer
geschlossenen Fliche ohne Durchdringungslinien ist ein solches Verhalten
unvorstellbar. In der Tat haben alle einseitigen geschlossenen Flachen
Selbstdurchdringungen. Der Beweis dafiir muf3 aber auf ganz anderem
Wege gefiihrt werden.

Nicht jede Selbstdurchdringung ist eine topologische Singularitat.
Betrachten wir z. B. die Rotationsfliche, die entsteht, wenn die in
Abb. 293 gezeichnete Kurve um die gestrichelte Gerade gedreht wird.
Der Punkt A beschreibt eine kreisférmige Durchdringungskurve dieser
Flache. Durch stetige Deformation geht die Fldche aber in die Rota-
tionsflache iiber, deren erzeugende Kurve in Abb. 204 gezeichnet ist. -
Diese Fliache besitzt keine Durchdringung und ist offenbar der Kugel
topologisch dquivalent. Umgekehrt kann man aus einer Kugel durch
Einbeulen die zuerst beschriebene Rotationsfliche erhalten. Das Auf-
treten von Durchdringungskurven braucht also keine wesentliche topo-
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logische Eigenschaft darzustellen. Wahrend in diesem Beispiel eine
geschlossene Durchdringungskurve vorhanden war, besitzt die Durch-
dringungskurve des Heptaeders sechs Endpunkte, nimlich die Ecken
des Heptaeders. Diese sind nun wirklich als Singularititen anzusehen.

] 1
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Abb. 293. Abb. 294,

Die Umgebung eines reguldren Punkts auf einer Flache 148t sich namlich
stets in eine Kreisscheibe verzerren; fiir die Umgebung einer Heptaeder-
ecke (Abb. 288) ist dagegen eine solche Deformation nicht ohne weiteres
moglich. Das Heptaeder besitzt demnach sechs singuldre Punkte, und

== )

Abb. 295.

es erhebt sich die Frage, ob es iiberhaupt eine einseitige geschlossene
Fliche ohne singuldre Punkte gibt.

Eine solche Fliche ist zuerst von F. KLEIN angegeben worden. Wir
gehen aus von einer an beiden Seiten offenen Rohre (Abb. 295). Frither
haben wir aus einer
solchen Rohre durch
Zusammenbiegen und
Aneinanderheften  der
Randkreise die Torus-
fliche erhalten. Diesmal
heften wir die Enden in
anderer Weise zusam-
men. Wir denken uns
das eine Ende der Rohre etwas kleiner als das andere und stecken nach
passender Verbiegung der Rohre dieses Ende so durch die Wand der
Réhre, daB beide Randkreise konzentrische Lage annehmen (Abb. 296).
Indem wir den weiteren Rand der Rohre etwas nach innen, den engeren
Rand etwas nach auBen biegen, lassen sich die beiden Rénder nun ohne
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Singularitdt zusammenheften. Damit haben wir die KiLEiNsche Flache
konstruiert (Abb. 297). Sie ist offenbar einseitig und besitzt eine ge-
schlossene Durchdringungskurve an der Stelle, wo wir das engere Ende
der Robre durch die Wand der Rohre hindurchgesteckt haben.

Da das erste Beispiel einer geschlossenen einseitigen Fliche, das
Heptaeder, sich von den geschlossenen bisher betrachteten zweiseiti-
gen Fliachen auch durch
seinen geraden Zusam-
menhang unterschied,
kénnen  wir  erwar-
ten, dafl die KLEINsche
Fliche ebenfalls gera-
den Zusammenhang be-
sitzt. In Wahrheit be-

Abb. 297, sitzt diese Fliache aber

den Zusammenhang 3

wie der Torus. Auch das kanonische Schnittsystem kann genau so
wie beim Torus gewéhlt werden; als erste, geschlossene Zerschneidungs-
kurve wihlen wir die Naht, lings der wir die Rohrenenden an-
einandergeheftet hatten. Als zweite Kurve eine solche, die in das
Stiick einer Zylindererzeugenden iibergeht, wenn wir die KLEINsche

Ebener zwei Rand- s
== t
Kreisring kurven h=2 Fwelseilig
MoBIUS- | e Randkurve | b = 2 einseitig
sches Band
Torus geschlossene h=3 zweiseitig
Flache
_\/ KiEINsche geschlossene o
= t
x Flache Flache h=3 | elnseitig
projektive geschlossene B — o
% Ebene Flache =2 einseitig

Fliche lings der Naht wieder auftrennen und sie wieder in Zylinder-
gestalt zuriickbiegen. Durch Zerschneidung lings dieser beiden Kurven
geht die KLEINsche Fliche ebenso wie die des Torus in ein Rechteck
iiber. Jede Kurve, die zwei Randpunkte des Rechtecks verbindet, zer-
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legt aber das Rechteck; fiir die Kreinsche Fliche ist also nach der
allgemeinen Definition # — 1 = 2, also # = 3, wie behauptet.

Wir haben damit aus dem Rechteck (bzw. Quadrat) durch verschie-
dene Arten der Rénderzuordnung bisher fiinf verschiedene Flichen er-
halten, die einander in der Tabelle auf S. 272 gegeniibergestellt sind?.
Die in der Tabelle enthaltenen Angaben iiber die projektive Ebene
werden weiter unten begriindet werden.

Abb. 298a.

Abb. 298 b.

Aus der Tabelle geht hervor, daBl wir das Modell des MoBIUSsChen
Bandes aus dem Modell des KLEINschen Schlauchs erhalten, wenn wir
eine der beiden Randzuordnungen aufheben. Man muB also den KLEIN-
schen Schlauch in ein M6Biussches Band verwandeln kénnen, indem
man ihn lings einer geeignet gewihlten geschlossenen Kurve auf-
schneidet. Der Leser moge eine solche Zerschneidung an einem Modell
durchfithren. In Abb. 298 ist dagegen eine Zerschneidung des KLEIN-
.schen Schlauchs in zwe: MOBIUSsche Binder veranschaulicht, Hierzu
moge der Leser den entsprechenden Ubergang an den Quadratmodellen
aufsuchen.

1 Im projektiven Raum ist das einschalige Hyperboloid als eine durchs Unend-
liche hindurch geschlossene Fliche anzusehen. Der Leser moge an Hand der

Tabelle entscheiden, ob in dieser Auffassung das einschalige Hyperboloid mit
dem Ktreinschen Schlauch oder mit dem Torus topologisch 4dquivalent ist.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 18
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Wihrend wir fiir die einseitigen geschlossenen Flachen Beispiele
sowohl von geradem als auch von ungeradem Zusammenhang kennen-
gelernt haben (Heptaeder und KieiNsche Fliche), hatten die bisher
angegebenen geschlossenen zweiseitigen Flichen stets ungeraden Zu-
sammenhang. Es 148t sich auch zeigen, daBl es eine geschlossene zwei-
seitige Fliche geraden Zusammenhangs nicht geben kann.

Wie beim Quadrat, so kénnen wir auch bei jedem reguliren 4p-Eck
durch verschiedenartige Wahl der Réinderzuordnung Modelle fiir eine
groBe Anzahl berandeter und unberandeter, ein- und zweiseitiger Flachen
herstellen. Sind (Abb.299) AB und CD zwei einander zugeordnete
Seiten des 4p-Ecks, so sind zwei Arten der Zuordnung moglich: 1. Die
beiden Verbindungslinien der einander zugeordneten Endpunkte schnei-
den einander nicht. 2. Diese Linien schneiden einander. Den ersten Fall
erhilt man z. B., wenn in Abb. 2090 4 mit C und B mit D identifiziert
wird, den zweiten Fall, wenn man 4 mit D und B
mit C identifiziert. Ich behaupte nun: Wenn
irgend zwei Seiten des 4p-Ecks einander auf die
zweite Art zugeordnet sind, ist die dargestellte
Flache stets einseitig, einerlei auf welche Art die
iibrigen Zuordnungen vorgenommen werden.

Zum Beweise zeigen wir nach der auf S. 270
skizzierten Methode, dal die dargestellte Fliche
nicht orientierbar ist. Seien (Abb. 299) P und
P’ zwei miteinander identifizierte Punkte von
AB bzw. CD. Dann stellt die gerade Strecke
PP’ einen geschlossenen Weg auf der Fliache
dar. Ein Punkt, der auf der Fliche diesen Weg durchliuft, wird dar-
gestellt durch einen Punkt R, der auf P P’ zunichst bis P lauft und dann
von P’ aus in seine Anfangslage zuriickkehrt. Wir erteilen nun dem
Flichenpunkt, der durch R dargestellt wird, einen Umlaufsinn, der
auf der Wanderung dieses Punkts keine unstetige Anderung erfahren
soll. Dazu haben wir um R einen kleinen mit Umlaufsinn versehenen
Kreis zu schlagen, den wir mit R stetig mitbewegen. Riickt R nahe an

P, so liegt nur noch der Kreisbogen ST im Innern des 4p-Ecks. Um
das Bild einer geschlossenen Flachenkurve zu erhalten, miissen wir die
beiden Punkte S’ T’ heranziehen, die auf CD liegen und mit S 7T identi-
fiziert sind. Da nun 4 B und CD einander auf die zweite Art zugeordnet
sind, liegen S und S’ zu verschiedenen Seiten der Strecke P P’, ebenso
T und T’. Die geschlossene Flichenkurve mit ihrem Umlaufsinn wird

- -
also dargestellt durch die beiden Bégen ST und 7'S’. Diese Figur
erfahrt keinerlei unstetige Anderung, wenn R in P anlangt und hierauf
von P’ zuriickzulaufen beginnt. Hat sich R hinreichend weit von P’
entfernt, so verschwindet der Bogen ST allmihlich, und S’T” geht in
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einen vollen Kreisumlauf iiber. Der Kreis hat aber den entgegengesetzten
Umlaufssinn als derjenige, mit dem wir die Wanderung begonnen
haben, und damit ist bewiesen, dal die dargestelite Fliche nicht orien-
tierbar ist.

Als Sonderfall dieses Satzes ergibt sich die Einseitigkeit der projekti-
ven Ebene; in ihrem Modell sind alle Zuordnungen von der zweiten Art.

Man kann umgekehrt leicht zeigen, dal das Modell stets eine zwei-
seitige Fliche darstellt, wenn alle Zuordnungen von der ersten Art sind.

Das Modell der projektiven Ebene hatten wir aus der Kugelfliche
erhalten, und andererseits zeigte die KLEINsche Fliche Beziehungen
zum Torus, jedoch Beziehungen anderer Art wie zwischen Kugel und
projektiver Ebene. Wir wollen nun zeigen, da3 in Wahrheit zwischen
Kireinscher Fliche und Torus sich dieselbe Zuordnung herstellen 1483t
wie zwischen den beiden erstgenannten Flachen und daB man in
gleicher Weise iiberhaupt je-
der einseitigen Fldche eine
zweiseitige zuordnen kann.

Wir konnten aus der Kugel
die projektive Ebene erhalten,
indem wir alle Paare von Di-
ametralpunkten als identisch
betrachteten (S. 210, 263). Wir
nehmen nun die entsprechende
Konstruktion beim Torus vor.
Wir bezeichnen als Mittelpunkt des Torus denjenigen Punkt M, in dem
die Achse von dem Lote getroffen wird, das wir vom Mittelpunkt eines
erzeugenden Kreises aus auf die Achse fillen (Abb. 300). Ist dann
P irgendein Punkt auf dem Torus, so liegt auch derjenige Punkt P’
auf dem Torus, der zu P beziiglich M symmetrisch ist. Alle Punkte-
paare des Torus, die beziiglich M symmetrisch liegen, wollen wir Diame-
tralpunkte nennen. Wir erzeugen aus dem Torus eine neue Fliche F,
indem wir alle Paare von Diametralpunkten als identisch ansehen. Ich
behaupte, das ist die KLEinsche Fliche.

Zum Beweise betrachten wir einen erzeugenden Kreis des Torus.
Ihm ist ein weiterer erzeugender Kreis zugeordnet gemifl Abb. 300.
Durch die beiden Kreise ist der Torus in zwei Halften zerlegt. Wir
erhalten nun die Fliche F, wenn wir eine Hilfte des Torus fortlassen
und in der iibrigbleibenden Hilfte die Randkreise vorschriftsgemif
identifizieren; entsprechend hatte frither die Halbkugel statt der ganzen
Kugel zur Konstruktion der projektiven Ebene gentigt. Man erkennt nun
durch eine Umlaufsbetrachtung an den identifizierten Kreisen, daB bei
dieser Identifizierung aus dem Halbtorus die KLEINsche Fliache entsteht.

Offenbar kénnen wir ferner die zweite Hilfte des Torus so auf die
erste legen, dafl alle Punkte, die vorher diametral lagen, paarweise zur

18*

Abb. 300.
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Deckung gelangen. Allerdings miissen wir dann (wie man sich leicht klar-
machen kann) den zweiten Halbtorus so nach Art eines Handschuhs um-
stiilpen, daB das Innere nach auBen kommt. Wenn wir nunmehr die
beiden Halften wieder zusammenheften, haben wir schlieBlich den Torus
in die Gestalt einer zweimal iiberdeckten KieiNschen Fliche gebracht!;
man sagt dafiir auch, der Torus ist eine ,,zweiblittrige Uberlagerungs-
fliche® der KrLEINschen Fliche. Ebenso bezeichnet man die Kugel als
zweiblittrige Uberlagerungsfliche der projektiven Ebene. Man kann
allgemein zeigen: Jede beliebige einseitige Fliche besitzt eine zwei-
seitige Fliche zur zweiblittrigen Uberlagerungsfliche.

§ 47. Die projektive Ebene als geschlossene Fliche.

Um den Zusammenhang der projektiven Ebene zu bestimmen, wen-
den wir den EuLERschen Polyedersatz auf das Quadratmodell an. Wir
P ziehen durch den Mittelpunkt M des Quadrats
(Abb. 301) die Parallelen PQ und RS zu den Quad-
ratseiten. Dadurch wird das Quadrat in die Teil-

£ o ¢ quadrate 1, 2, 3, 4 zerlegt. Infolge der Randzuord-
4 J nung stellen aber die beiden Quadrate 1 und 3 ein

= einziges Polygon in der projektiven Ebene dar.

Abb. 301. Ebenso 2 und 4. Ferner sind die beiden Strecken

PM und QM als eine einzige Kante aufzufassen,
weil P und Q denselben Punkt darstellen. Desgleichen bilden RM
und SM nur eine Kante. Ecken treten auBer M nicht auf. Wir
haben also in die EuLERsche Formel einzusetzen:

E=1, K=2, F=2.
Der EuLersche Satz liefert E — K + F =1 =3 — k. Demnach be-
sitzt die projektive Ebene zweifachen Zusammenhang, wie in der Tabelle
S. 272 angegeben.

v In der analytischen projektiven Geometrie spielt -
eine andere Zerlegung der Ebene eine Rolle, die
A sich aus der Einfithrung der Dreijeckskoordinaten

v ergibt. Sie ist in Abb. 302 angegeben, wobei

‘n statt des Quadrats die Kreisfliche als Modell

verwandt wird. Diese Fliche wird durch drei
Abb. 302. nicht durch einen Punkt gehende Bogen in sie-
ben Gebiete zerlegt. Wir nehmen nun an, daB3
jeder dieser Bogen die Peripherie in Diametralpunkten trifft. 2 und
5 stellen dann ein einziges Dreieck dar, ebenso 3 und 6 sowie 4 und 7.
Man erkennt, daB drei nicht durch einen Punkt gehende Geraden die
" 1 Die Konstruktion ist nicht, wie man zunéchst vermuten konnte, durch bloBe

Deformation des Torus ausfithrbar., Man mufB vielmehr den Torus zerschneiden,
um die Umstillpung der einen Hilfte vornehmen zu konnen.
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projektive Ebene stets in dieser Weise in vier Dreiecke zerlegen!. In
der EuLeErschen Formel hat man jetzt E =3, K=06, I =4 zu setzen
und erhilt wieder 2 =2.

Wie wir die Ringfliche und die KLEIN-
sche Fliche aus ihren Quadratmodellen durch
Zusammenheftung erhalten haben, so wol-
len wir auch mit dem Quadratmodell der
projektiven Ebene verfahren. Zu diesem
Zweck verzerren wir das Quadrat zunichst
in die Gestalt einer Kugelfliche, aus der ein
kleines Viereck ABCD herausgeschnitten
ist (Abb. 303). Wir haben 4B mit CD und
DA mit BC zusammenzuheften. Das wird
moglich, wenn wir die Fliche in den Punkten 4 und C heben und bei
B und D senken und A und C sowie B und D einander ndhern (Abb. 304).
SchlieBlich erhalten wir eine geschlossene Fliche mit einer Strecke als
Durchdringungslinie (Abb. 305). Sie ist topologisch der projektiven
Ebene dquivalent.

Abb. 303.

Abb, 304.

Es gibt eine algebraische Fliche, die diese Gestalt besitzt (Abb. 306).
Ihre Gleichung ist

(B 6% + Ry 9®) (% + 9% + 2°) — 22(x* + »%) = 0.
Die Fliche steht im Zusammenhang mit einer differentialgeometrischen
Konstruktion. Wir gehen aus von einem Punkt P auf irgendeiner
Flache F, die in P konvex gekriimmt ist. Fiir alle Normalschnitte dieser
Fliachein P (vgl. S. 162, 163) konstruieren wir die Kriimmungskreise in P.
Diese Kreisschar iiberstreicht dann gerade die in Abb. 306 dargestellte
Flache, ihre Durchdringungsstrecke ist ein Stiick der in P errichteten
Normalen der Ausgangsfliche; die angefiihrte Gleichung bezieht sich

1 Die in Abb. 301 und 302 gezeichneten Einteilungen der projektiven Ebene
hatten wir S. 131, 132 durch Projektion des Oktaeders erhalten.
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auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in P
liegt und dessen x- und y-Achse in die Kriitmmungsrichtungen der Fliche
F in P fallen. %, k, sind die Hauptkriimmungen der Fliche F in P.

Abb. 306a. Abb. 306b.

Wenn wir wieder von Abb. 304 ausgehen, aber nur A B mit CD
zusammenheften, dagegen nicht DA mit BC, dann erhalten wir eine
Fliche, die dem Mo&Brusschen Band topologisch dquivalent ist. Wir
haben ja dann gerade die Heftung vorgenommen, durch die das Mo-
Biussche Band definitionsgemdl aus dem Quadrat hervorgeht. Der
Rand der neuen Fliche geht aus
den Bogen DA und BC hervor. Da

Abb. 308.

aber 4 mit C und B mit D zusammengeheftet ist, entsteht aus diesen
Bogen eine geschlossene Kurve, der wir z. B. die Gestalt eines Kreises
geben koénnen (Abb. 307). Offenbar besitzt die Ildche keine Selbst-
durchdringung. In den beiden Punkten, die aus 4, C und aus B, D
hervorgehen, ist die Fliache nicht mehr stetig gekriimmt; durch weitere
Deformation in der Umgebung dieser Stellen erhalten wir aber eine
Fliche, die iiberall stetig gekriimmt ist. Von ihrem Verlauf geben
Abb. 308 und 309 eine Vorstellung.
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Die Fliche cignet sich trotz ihres kreisférmigen Randes nicht zum
VerschluB3 eines Gefiles. Denn da sie einseitig ist, sperrt sie das Innere
des Gefalles nicht gegen den Aullenraum ab.

Schliet man die Fliche
durch Einfiigen einer Kreis-
scheibe, so erhdlt man wie-
der das Modell der projek-
tiven Ebene. Dies ist aus
den Abb. 307 und 305 er-
sichtlich. Wir erhalten also
umgekehrt ein Modell des
MoBiusschen Bandes, wenn
wir aus dem Modell der
projektiven Ebene eine
Kreisscheibe entfernen. Da-
bei mull es gleichgiiltig
sein, an welcher Stelle der
in Abb. 305 dargestellten
Iliche wir das Loch hin-
cinschneiden; denn auf der Abb. 300.
projektiven Ebene ist keine
Stelle vor der anderen ausgezeichnet, da ja auf der Kugel kein Paar
von Diametralpunkten vor einem anderen Paar ausgezeichnet ist.
Eine besonders tibersichtliche Gestalt erhdlt nun das iibrigbleibende
Flachenstiick, wenn wir in Abb. 305 den unteren Teil entfernen. So

entsteht die in Abb. 310 gezeich-
%\

nete Fliache, die als Kreuzhaube 6
bezeichnet wird. Die Kreuzhaube “%
ist ein weiteres Modell eines MO- @
BIUSschen Bandes mit kreisférmi- E ]

gem Rand. Trotz ihrer Einseitig-
keit ist die Kreuzhaube offenbar
als Gefil3deckel brauchbar. Das
wird dadurch ermoglicht, daB} sie
eine  Selbstdurchdringungsstrecke
besitzt.
Wenn man die Kreuzhaube Abb. 310.

langs der Durchdringungsstrecke

aufschneidet, erhilt man nach geeigneter Verzerrung eine Kreisscheibe
mit viereckigem oder kreisférmigem Loch; denn wir haben dann einfach
das durch Abb. 303 bis 305 veranschaulichte Verfahren riickgingig
gemacht. Demnach erhalten wir ein Modell des M&BIusschen Bandes,
wenn wir vom Gebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen ausgehen
und im inneren Kreis alle Paare von Diametralpunkten identifizieren

&S
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(Abb. 311). Es ist auf den ersten Blick durchaus nicht zu erkennen,
daB diese Figur dieselbe Fliche darstellt wie das Quadratmodell der
Tabelle S. 272. Man kann aber das Quadrat-
modell aus den hier angegebenen erhalten,
wenn man dieses zerschneidet (Abb. 312), die
Teile deformiert (Abb. 313) und nach Umklap-
pung des einen Teils um die Gerade &’ die Rén-
der teils wieder zusammenheftet, teils einan-
der zuordnet (Abb. 314).

Unser Modell der projektiven Ebene besitzt
zwei singulire Punkte: die Endpunkte der
Durchdringungsstrecke. Esist W. Boy gelungen,
ein anderes Modell der projektiven Ebene zu konstruieren, das keinen
singuldren Punkt und {iberall stetige Kriimmung besitzt.

Abb, 311.

a 5 a’ c a’
YL
4 > \\\ /
= al 7 el 2 a2l 7 Ner 2 e
M
'\
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€ a ¢’ a c’
Abb. 312, Abb. 313. Abb. 314,

Wir gehen, um die Bovsche Fliche zu erzeugen, nicht vom Quadrat,
sondern vom reguliren Sechseck aus, auf dessen Rand wieder die
Diametralpunkte identifiziert sind.
Durch Deformation erhalten wir
daraus eine Kugelfliche, aus der
ein regulires Kreisbogensechseck
entfernt ist. Dieses Gebilde 148t
sich wie das Sechseck in drei kon-
gruente Teile zerlegen, die symme-
trisch um eine Achse herum ange-
ordnet sind (Abb. 315). Wir schnei-
den einen dieser Teile heraus und
deformieren ihn weiter; diese so-
gleich zu schildernde Deformation
wird dann an den beiden anderen
Teilen genau so vorgenommen, und
wir erhalten drei neue kongruente Flichenstiicke. Durch ihre Zu-
sammenheftung ergibt sich schlieflich die Boysche Fliche. Auch sie
besitzt eine dreizihlige Symmetrieachse. Das Ziel des Verfahrens ist

Abb, 315.
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natiirlich die Zusammenheftung aller Paare von gegeniiberliegenden
Punkten auf dem Rand des aus der Kugel entfernten Sechsecks.
Wir fassen also (Abb. 315) das Stiick Sc4AaBbCdS ins Auge und
bringen zunichst die drei Punkte ABC zum Zusammenfallen in N
(Abb. 316), ohne sie jedoch zu identifizieren;
denn das wiirde der Heftungsvorschrift, von der Z
N wir ausgingen, nicht ent- 1/
sprechen. Jetzt halten wir
die Punkte S und N und die
2 Seiten b, ¢ und 4 fest, drehen
aber die geschlossene Seite a
nach oben (Abb. 317), bis in
d die Stellung, die in Abb. 318
angegeben ist. Der Flichen-
teil zwischen ¢ und 4 muB
zu diesem Zweck stark aus-
einandergezogen werden und
erhdlt fast ebene Gestalt.

S Wir drehen nun die Schleife b s

ADD. 316 (Abb. 318) nach rechts oben, ADD- 317.

Abb. 318.

bis & von hinten an den erwidhnten Flichenteil anst68t und die in
Abb. 319 gezeichnete Lage einnimmt. In dieser SchluBanordnung sollen
die Bogen ¢ und d untereinander und die Schleifen a und b untereinander
kongruent sein und so liegen, daB ¢ in ¢ und b in « iibergeht, wenn wir
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die Figur um die Achse SN in der Pfeilrichtung um 27/3 herumdrehen
(Abb. 319). Das Flachenstiick, das wir konstruiert haben, denken wir
uns nun in einem zweiten kongruenten Exemplar angefertigt, seine ent-
sprechenden Teile seien mit a’, S” usw. bezeichnet. Dieses Exemplar
heften wir so an das erste, dall 4’ mit ¢
(und zwar S’ mit S und N’ mit N) zu-
sammenfillt. Dann mull von selbst
auch a’ mit b zur Deckung kommen.
Diese beiden Rénder heften wir zu-
sammen. Die Heftungskurve wird auf
der entstandenen Fliche Durchdringungs-
kurve, wie aus Abb. 319 ersichtlich sein
diirfte. Der Rand der Fliche besteht
jetzt aus ¢, a, 8, d. Man erkennt das,
wenn man (Abb. 320) auf das Sechseck
zurlickgeht, das wir zugrunde gelegt
hatten. Offenbar 1iBt sich an diesen
Rand ein drittes Exemplar so anheften, da3 (in der naturgeméfen Be-
zeichnung) d mit ¢", @ mit 4", b’ mit a’’ und ¢’ mit "’ zusammenfallen.
Damit ist die Bovsche Flache konstruiert. Aus Abb. 320 wird klar, dal3
die Bovsche Fliche der projektiven Ebene dquivalent ist. Ein Draht-

Abb. 320.

Abb. 321a. Abb. 321b.

gazemodell ist in Abb. 321 dargestellt. Die Durchdringungskurve der
Bovschen Fliache besteht aus drei Schleifen, die durch den Punkt N
gehen und, wie die ganze Flache, symmetrisch zur Achse SN liegen.
Eine nidhere Betrachtung von Abb. 320 ergibt, daBl durch N drei Mintel
der Fliache hindurchgehen. Damit diese Méintel in N eine stetige Tangen-
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tialebene haben, ist es notwendig und hinreichend, daBl die sechs
Schleifenenden, die in N zusammenstoflen, dort drei paarweise senk-
rechte Geraden berithren. Wenn an den iibrigen Nahten Knickungen
oder Unstetigkeiten der Kriimmung auftreten, so lassen sie sich durch
eine einfache Glattung
beseitigen. Bei dem in
Abb. 321 dargestellten
Modell ist die Durch-
dringungskurve  durch
stirkeren Draht her-
vorgehoben; die iib-
rigen stirkeren Drihte
dienen nur zur Verstei-
fung; die Befestigungs-
schraube nimmt den Ort
des Punktes S ein. Die
Beziehung zu unserer
Konstruktion diirfte be-
sonders deutlich in Abb. 321b hervortreten.

Demnach besitzt die Bovsche Flidche eine {iberall stetige sphd-
rische Abbildung. Es ist leider bisher nicht untersucht worden, in
welcher Weise sich diese tber die Kugel erstreckt. Wenn wir dabei
von einem willkiirlich ge-
wahlten  Normalenvektor
ausgehen und dann die
Abbildung stetig fortset-
zen, so kommen wir we-
gen der Einseitigkeit der
Boyschen Fliache sicher
auch zum entgegengesetzt-
gerichteten Normalvektor
desselben Punkts. Somit
ist jedem Punkt der Fli-
che durch die sphirische
Abbildung ein Diametral-
punktepaar der Kugel
zugeordnet. Da aber in
dieser Identifizierung die
Kugel wiederum in die
projektive Ebene iibergeht, so liefert die sphérische Abbildung der
Bovschen Fliche eine Abbildung der projektiven Ebene auf sich
selbst, die allerdings nicht umkehrbar eindeutig ist, da einem
Punktepaar der Kugel ersichtlich mehrere Punkte der Bovschen
Fliche entsprechen. ‘

Abb. 321c.

Abb. 321d.
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§ 48. Normaltypen der Flichen endlichen Zusammenhangs.

Wir wollen zu einer und derselben Flichenklasse alle die Flichen
rechnen, die sich topologisch aufeinander abbilden lassen. Damit zwei
Flachen endlicher Zusammenhangszahl zur selben Klasse gehéren, sind
folgende Bedingungen notwendig:

1. beide Flichen miissen entweder geschlossen sein oder die gleiche
Anzahl Randkurven besitzen;

2. die Flachen miissen entweder beide orientierbar oder beide nicht-
orientierbar sein;

3. beide Flichen miissen die gleiche Zusammenhangszahl besitzen.

Die Notwendigkeit der ersten Bedingung ist evident. Die zweite
Bedingung 148t sich auch so ausdriicken: Jede Fliche F, die auf eine
orientierbare Fliche G topologisch abgebildet werden kann, ist orientier-
bar. In dieser Form ist die Behauptung leicht zu beweisen. Denn eine
Orientierung der Flache G ergibt bei der topologischen Abbildung eine
Orientierung von F. Ebenso erkennt man die Notwendigkeit der drit-
ten Bedingung: Die Zusammenhangszahl bedingt die Existenz eines
Schnittsystems, das bei topologischer Abbildung in ein Schnittsystem
gleicher Struktur auf der Bildfliche {ibergeht.

Eine genauere Betrachtung ergibt, daf3 die drei genannten Bedingun-
gen fiir die topologische Abbildbarkeit zweier Flichen auch hinreichen.
Wenn man ndmlich von einer Fliche weil}, ob sie orientierbar ist, und
wenn man die Anzahl ihrer Rénder sowie ihre Zusammenhangszahl
kennt, so 1aB3t sich stets ein ahnliches Verfahren anwenden, wie wir es
beim Torus und bei den orientierbaren geschlossenen Flichen vom
Zusammenhang 5- und 7 veranschaulicht haben (Abb. 282 bis 287,
S. 264, 265). Durch ein geeignetes Schnittsystem 148t sich die Fliche
in ein Polygongebiet iiberfithren, bei dem die Rénder simtlich oder teil-
weise identifiziert sind, und sowohl die Struktur des Schnittsystems als
auch die Réinderzahl und Heftungsvorschrift des Polygons sind voll-
standig durch die er7dhnten drei Angaben bestimmt. Stimmen also
zwei Flichen in diesen Angaben iiberein, so sind sie auf dasselbe Polygon-
gebiet und folglich auch aufeinander topologisch abbildbar.

Die orientierbaren geschlossenen Flichen vom Geschlecht p fithren
nach diesem Verfahren auf 4p-Ecke, deren Rénderzuordnung durch
Abb. 322 veranschaulicht wird. In diesen 4p-Ecken haben wir eine Reihe
von Normaltypen fiir alle orientierbaren geschlossenen Fléchen vor uns.
Denn jede solche Fliche besitzt eine endliche ungerade Zusammen-
hangszahl & = 2p + 1. Eine andere vollstindige Reihe von Normal-
typen hatten wir in der Kugel, dem Torus und den Brezeln mit  Lochern
angegeben.

Die Riemannschen Flichen der Funktionentheorie sind teilweise
in dieser Einteilung enthalten, trotzdem ihre anschauliche Gestalt das
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nicht vermuten 1d8t. Es sind Flichen, die sich wie das sphirische Bild
der meisten Minimalflachen (S. 238) in mehreren Schichten iiber die Kugel
ausbreiten, wobei diese Schichten in Windungspunkten miteinander
zusammenhingen. Diese Flichen sind samtlich orientierbar, da sich
jede Orientierung der Kugelfliche auf die dariiberliegende R1IEMANNsche
Fliche tbertrigt. Man erhdlt geschlossene Flichen dann und nur
dann, wenn man von algebraischen Funktionen ausgeht, wihrend die
transzendenten Funktionen stets auf offene Flichen fiihren. Wir wollen
hierauf nicht néher eingehen, da es viele gute Biicher iiber geometrische
Funktionentheorie gibt,

Bei den berandeten Flichen 148t sich ebenfalls eine Reihe von Poly-
gonen angeben, so daB jede Fliche mit endlich vielen Réndern und end-
licher Zusammenhangszahl auf genau eins dieser Polygone topologisch
abbildbar ist. Die Quadratmodelle des
ebenen Kreisrings und des MoBIusschen
Bandes sind Beispiele solcher Polygone.
Fir die orientierbaren berandeten Fla-
chen erhdlt man noch anschaulichere
Normalformen, indem man in die Kugel,
den Torus oder eine Brezel eine Anzahl
Locher hineinschneidet (Abb. 278, S. 261).
Um auch fiir die nichtorientierbaren Fla-
chen zu dhnlichen Typen zu kommen, kann man von der ,,Kreuzhaube
ausgehen, die wir S. 279 als Modell des MOB1USschen Bandes konstruiert
haben. Man schneide in eine Kugel eine Anzahl Lécher und ver-
schlieBe einige von ihnen mit Kreuzhauben. Einer solchen Fliche ist
jede nichtorientierbare Flidche endlichen Zusammenhangs dquivalent.
Die Anzahl der Kreuzhauben und der offenen Locher ist durch die
Réanderzahl und die Zusammenhangszah] eindeutig bestimmt.

Die Kreuzhaube besitzt eine Durchdringungskurve und zwei singu-
lire Punkte. Einseitige Flichen ohne singulire Punkte haben wir im
Kreinschen Schlauch und der Bovschen Fliche k¢ nnengelernt. Ob sich
auch alle anderen geschlossenen nichtorientierbaren Flachen singulari-
tatenfrei im Raum verwirklichen lassen, scheint noch nicht untersucht
zu sein. Durchdringungsfrei 1aBt sich eine solche Fliche nie realisieren,
wie wir schon erwihnt haben.

Im vierdimensionalen Raum dagegen lassen sich alle nichtorientier-
baren Flachen singularititenfrei und durchdringungsfrei darstellen. In
diesen Raum — wir wollen ihn mit R, und den dreidimensionalen Raum
mit R; bezeichnen — hat man sich den R, ebenso eingebettet zu denken
wie die Ebene in den R;. Wir konstruieren nun im R, zunichst ein durch-
dringungs- und singularititenfreies Modell der Kreuzhaube. Wir denken
uns zu diesem Zweck eine Kreuzhaube des R gingebettet in den R,. Wir
greifen auf ihr eine Kreisscheibe ¢ heraus, die die Durchdringungsstrecke

Abb. 322.
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zum Durchmesser hat (vgl. Abb. 307, S.278). Im R; kénnen wir jede Kreis-
scheibe unter Festhaltung der Peripherie so ausbeulen, daB3 kein innerer
Punkt der deformierten Flache mehr in die Ebene der Peripherie fillt.
Ebenso kann man nun im R, die Kreisscheibe ¢ in eine solche Fliche f de-
formieren, daB3 der Rand von f fest mit der Kreuzhaube des R; verbunden
bleibt, wahrend das Innere von f ganz aus dem R, herausragt. Durch
diese Deformation aber geht die Kreuzhaube in eine Fliche F des R,
iiber, die offenbar keine Durchdringung und keine Singularitit besitzt.
Wenn wir nun eine Kugel mit einer Anzahl von Léchern in den R,
einbetten und einige dieser Locher statt mit Kreuzhauben mit Flichen
verschlieen, die F dhnlich sind, so erhalten wir durchdringungs- und
singularitdtenfreie Normalformen fiir alle nichtorientierbaren Flichen
endlichen Zusammenhangs.

Ein anderes Problem ist es, Flachen vorgegebener Struktur durch
algebraische Gleichungen moglichst niedrigen Grades darzustellen. So
hatten wir die STEINERsche Fliache als Modell der projektiven Ebene
erwdhnt. Ob es algebraische Flichen von der Gestalt der Bovschen
Flache gibt, ist noch nicht untersucht. Im R, 1Bt sich die projektive
Ebene durch sehr einfache Gleichungen durchdringungs- und singulari-
tidtenfrei verwirklichen. Dieses Verfahren wird in einem Anhang des
Kapitels beschrieben.

Die Frage nach der topologischen Aquivalenz ist von den Flichen
auf drei- und mehrdimensionale Gebilde iibertragen worden. Hierdurch
wurde man auf die BETTischen Gruppen gefithrt, in deren Theorie die
Zusammenhangszahl und die Orientierbarkeit einer Fldche unter viel
allgemeineren Gesichtspunkten erscheinen. Man vergleiche die auf S. 254
genannte Darstellung von ALEXANDROFF.

§ 49, Topologiséhe Abbildung einer Flidche auf sich.
Fixpunkte. Abbildungsklassen.
Universelle Uberlagerungsfliche des Torus.

Die einfachste topologische Abbildung eines Gebildes auf sich selbst
besteht darin, das Gebilde als Ganzes stetig in sich selbst zu verzerren.
Eine solche Abbildung heiBit Deformation. Die Bewegungen der Ebene
in sich sind Deformationen. Dagegen ist die Spiegelung der Ebene an
einer Geraden ein Beispiel fiir topologische Abbildungen, die keine Defor-
mationen sind. Denn bei der Spiegelung wird der Umlaufsinn jedes
Kreises umgekehrt, wihrend eine Deformation den Umlaufsinn nicht
dndern kann.

Ein Punkt, der auf sich selbst abgebildet wird, heilt ein Fixpunkt
der Abbildung. Wir wollen jetzt beweisen, daBl jede stetige Abbildung der
Kreisscheibe auf sich mindestens einen Fixpunkt besitzen muf3; dabei
zihlen wir die Peripheriepunkte mit zur Kreisscheibe. Wir nehmen im
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Gegensatz zur Behauptung an, es gebe eine fixpunktireie stetige Abbil-
dung der Kreisscheibe e auf sich. Dann kénnen wir in jedem Punkt P von
e einen Zeiger anbringen, der von P nach dem Bildpunkt von P gerichtet
ist; diese Vorschrift wiirde ndmlich nur in Fixpunkten versagen. Wegen
der vorausgesetzten Stetigkeit der Abbildung muB sich die Zeiger-
richtung von Punkt zu Punkt stetig dndern. Wir betrachten nun den
Zeiger eines Peripheriepunkts und lassen diesen Punkt die Peripherie
im Uhrzeigersinn einmal umlaufen; dabei dreht sich offenbar auch die
Tangente des Punkts im Uhrzeigersinn einmal herum. Ich behaupte
nun, daB die Zeigerrichtung des Punkts sich ebenfalls einmal im Uhr-
zeigersinn herumdreht. Denn der Winkel, den der Zeiger mit der Tan-
gente bildet, ist von Null oder einem ganzzahligen Vielfachen von =
stets verschieden, da der Zeiger eines Peripheriepunkts stets ins Kreis-
innere und nie tangential gerichtet ist. Wire aber beim Umlauf die
Umdrehungszahl des Zeigers von derjenigen der Tangente verschieden,
so miiBte es mindestens einmal auf der Peripherie vorkommen, da8 beide
Richtungen gleich oder entgegengesetzt ausfielen. In analoger Weise
betrachten wir nun die Umdrehungszahl des Zeigers fiir irgendeinen
zur Peripherie konzentrischen Kreis 2 im Innern der Kreisscheibe. Auch
dann muB sich der Zeiger einmal im Uhrzeigersinn herumdrehen, wenn
sein Ausgangspunkt den Kreis einmal im Uhrzeigersinn umliuft; denn
andernfalls miiBte sich die Umdrehungszahl des Zeigers einmal sprung-
weise dndern, wenn wir die Peripherie der Kreisscheibe stetig auf £ zu-
sammenziehen, und das wire mit der Stetigkeit der Zeigerverteilung nicht
vereinbar. Ziehen wir andererseits % stetig auf den Mittelpunkt M der
Kreisscheibe zusammen, so kann sich die Zeigerrichtung in allen Punkten
von % immer weniger von einer und derselben Richtung, ndmlich der
Zeigerrichtung in M, unterscheiden. Die Umdrehungszahl wire also fiir
hinreichend kleine Kreise notwendig Null. Das ist ein Widerspruch.
Folglich gibt es keine fixpunktfreie stetige Abbildung der Kreisscheibe
auf sich.

In dhnlicher Weise 148t es sich zeigen, daB bei jeder stetigen Abbil-
dung der Kugel auf sich entweder ein Fixpunkt oder aber ein Punkt vor-
kommen muf}, der in seinen Diametralpunkt iibergeht. Andernfalls
wire fiir jeden Punkt eindeutig ein GroBkreisbogen definiert, der den
Punkt mit seinem Bildpunkt verbdnde. Hierdurch ergébe sich ein {iberall
stetiges Zeigerfeld auf der Kugeloberfliche, und man kann durch Be-
trachtung der Zeigerumdrehungszahl beweisen, dafl ein solches Feld
unmoglich ist. Man kann also nicht iiberall auf der Erde Wegweiser
aufstellen, deren Angaben von Ort zu Ort stetig variieren.

Indem man die Kugel mit identifizierten Diametralpunkten als
Modell der projektiven Ebene auffaBt, erhdlt man aus dem Satz {iber
die Kugelabbildung die Folgerung, daBl jede stetige Abbildung der pro-
jektiven Ebene auf sich einen Fixpunkt besitzt.
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Um die topologischen Abbildungen einer gegebenen Fliche auf sich
selbst besser zu iibersehen, kann man ihre Gesamtheit in Klassen ein-
teilen. Man rechnet zwei Abbildungen zur selben Klasse, wenn sie sich
nur durch eine Deformation voneinander unterscheiden; die Deforma-
tionen bilden die Klasse der Identitit. Auf der Kugel erhilt man eine
Abbildung, die nicht in diese Klasse gehort, indem man jeden Punkt
auf seinen Diametralpunkt abbildet; man erkennt ndmlich anschaulich,
daB diese Abbildung den Umlaufsinn kleiner Kreise umkehrt. Damit
haben wir zwei Abbildungsklassen der Kugel gefunden. Eine genauere
Betrachtung, die hier zu weit fithren wiirde, zeigt, da3 es keine weiteren
Abbildungsklassen der Kugel gibt. Demnach sind alle topologischen
Abbildungen der projektiven Ebene Deformationen.

Auf dem Torus gibt es dagegen unendlich viele Klassen. Um einige
dieser Klassen zu veranschaulichen, denken wir uns den Torus lings
eines Meridians aufgeschnitten und in einen Kreiszylinder mit zwei
Randkreisen verbogen. Wir halten nun den einen Randkreis fest und
tordieren den Zylinder in sich selbst, so daB der zweite Randkreis sich
k-mal ganz herumdreht; jede geradlinige Erzeugende des Zylinders ver-
wandelt sich dabei in eine Schraubenlinie, die die Zylinderachse k-mal
umlduft. Biegen wir jetzt die beiden Randkreise wieder zusammen, so
erhalten wir eine topologische Abbildung des Torus auf sich selbst.
Dabei sind alle Punkte der identifizierten Randkreise Fixpunkte, und
in den iibrigen Punkten ergibt sich die Abbildung aus der des Kreis-
zylinders. Die Erzeugenden des Zylinders entsprechen den Breitenkreisen
des Torus, und indem man die Beziehung beider Flichen auch fiir die
Rdumteile in ihrem Innern hinzudefiniert, kann man der Zylinder-
achse die ,,Seelenachse’* des Torus zuordnen, d. h. die Bahnkurve des
Mittelpunkts eines Kreises, durch dessen Rotation der Torus erzeugt
wird. Bei der Torusabbildung, die wir konstruiert haben, verwandeln
sich hiernach die Breitenkreise in solche geschlossene auf dem Torus
verlaufende Kurven, die die Seelenachse %2-mal schraubenartig umlaufen.
Fiir eine solche Kurve kann sich bei einer Deformation des Torus die
Zahl % nicht dndern. Zwei Torusabbildungen, die zu verschiedenen
Werten von % gehoéren, konnen daher niemals in derselben Klasse
liegen.

Es wire ein TrugschluB, wenn man durch ein analoges Verfahren
die Existenz unendlich vieler Abbildungsklassen auf dem KiEINschen
Schlauch beweisen wollte. Den schraubenférmigen Bildern der Zylinder-
erzeugenden entsprechen auf dem KLEINschen Schlauch geschlossene
Kurven, die auch bei verschiedenen Werten von % ineinander deformiert
werden koénnen. Man kann sich den Unterschied, der in dieser Hin-
sicht zwischen dem KreiNschen Schlauch und dem Torus besteht,
an den Quadratmodellen klarmachen. Es gibt auf dem KtrEINschen
Schlauch nur endlich viele Abbildungsklassen.



§ 49. Topologische Abbildung einer Flache auf sich. Fixpunkte. 289

Auf dem Torus erschopft unser Verfahren die Abbildungsklassen
keineswegs. Eine vollstindige Ubersicht iiber sie 148t sich mit Hilfe der
universellen Uberlagerungsfliche des Torus gewinnen. Um diese Fliche
zu veranschaulichen, denken wir uns die euklidische Ebene auf einen
unendlich langen Kreiszylinder aufgewickelt, der natiirlich dabei unend-
lich oft von der Ebene umschlossen wird. Nun haben wir schon bei
mehreren Untersuchungen den beiderseits abgeschnittenen Zylinder in
einen Torus zusammengebogen. Ebenso 148t sich der unendliche Zylinder
in einen Torus verwandeln, wobei die Achse des Zylinders in die unendlich
oft umlaufene Seelenachse des Torus iibergeht und der Zylinder unend-
lich oft in sich selbst hineingeschoben erscheint. Die euklidische Ebene
wird durch unser Verfahren auf eine Fliche topologisch abgebildet, die
den Torus in unendlich vielen Schichten iiberdeckt, ohne daB Faltungen
oder Windungspunkte auftreten. Diese Fliche ist die universelle Uber-
lagerungsfliche des Torus. o

Jeder Umlauf eines Langen- oder Breitenkreises des Torus fiihrt
von einer Schicht der Fliche in eine andere. Es sei auf dem Torus ein
kanonisches Schnittsystem (ein Meridian und ein Breitenkreis) eingetra-
gen, das den Torus in der iiblichen Weise in ein Rechteck mit identifizier-
ten Gegenseiten verwandelt. Markiert man auf der Uberlagerungsfliche
alle Punkte, die {iber den Kurven des Schnittsystems liegen, und ver-
wandelt die Uberlagerungsfliche wieder in eine Ebene, so erfiillen die
markierten Punkte ein Kurvensystem, das die Ebene in unendlich viele
rechteckige Felder zerlegt, und zwar sind diese Felder so angeordnet wie
die Fundamentalbereiche der krystallographischen ebenen Trans-
lationsgruppe (Abb. 72, S. 63); jedes Feld entspricht einer Schicht der
Uberlagerungsfliche. Um diese Behauptung einzusehen, wollen wir die
universelle Uberlagerungsfliche des Torus auf eine andere Art kon-
struieren. Wir denken uns den Torus durch ein Quadrat mit identifi-
zierten Gegenseiten dargestellt. Wie bei der Konstruktion des ebenen
quadratischen Punktgitters (S. 28) setzen wir nun aus solchen Quadraten
einen ebenen beiderseits unendlichen Streifen S zusammen, der von zwei
parallelen Geraden 2 und b begrenzt wird. S verwandelt sich in einen
unendlich langen Kreiszylinder C, wenn wir 4 mit b durch geeignete Ver-
biegung von S zur Deckung bringen. Durch die Quadrate von S ist C
in Felder eingeteilt, die von Kreisen begrenzt werden. Man erhilt den
Torus zuriick, indem man zwei Kreise, die ein Zylinderfeld begrenzen,
identifiziert. Wenn wir demnach den Zylinder in der friiher geschilderten
Weise um den Torus herumlegen, kommen alle Felder iibereinander
zu liegen, jedes Feld bedeckt den Torus einmal vollstindig, und die
Grenzlinien liegen alle {iber einem kanonischen Schnittsystem des Torus.
Nunmehr verfahren wir weiter mit dem Streifen S wie bei der Kon-
struktion des quadratischen Gitters; wir setzen die Ebene aus solchen
Streifen zusammen. Wenn wir dann die Ebene unendlich oft um C

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 19
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herumlegen, so daB3 wieder S in C iibergeht, so liegen offenbar alle an S
angestiickelten Streifen iiber S, und die Quadrateinteilung jener Streifen
fallt mit der Einteilung von S zusammen. Legen wir wieder C um
den Torus herum, so kommen alle Quadrate der Ebene iibereinander
zu liegen, und die Grenzlinien liegen alle iiber einem kanonischen Schnitt-
system des Torus, wie wir behauptet hatten.

Durch diese zweite Konstruktion haben wir fiir die universelle Uber-
lagerungsfliche U des Torus eine besonders einfache Abbildung auf die
Ebene E erhalten. Bezeichnet man nidmlich als dquivalent alle die
Punkte von U, die iiber demselben Toruspunkt liegen, so ist in E jedes
System &dquivalenter Punkte von U dargestellt durch ein quadratisches
Punktgitter. Wir definieren nun als Fundamentalgruppe (f) des Torus
die Gruppe aller topologischen Abbildungen von U auf sich, die jeden
Punkt in einen dquivalenten iiberfilhren. Dann wird (f) durch die Ab-
bildung U — E ersichtlich in die Gruppe von Translationen verwandelt,
die das quadratische Gitter in sich tiberfiihren.

Nun sei g irgendeine andere topologische Abbildung von U auf sich,
die zwar nicht jeden Punkt in einen iquivalenten, aber iquivalente
Punkte stets in 4quivalente Punkte iiberfilhren moge. Dann entspricht g
einer bestimmten topologischen Abbildung # des Torus auf sich. Jeder
Punkt P des Torus liegt ndmlich unter einem gewissen System unend-
lich vieler dquivalenter Punkte (Q) von U. Alle Bildpunkte (Q’) der
Punkte (Q) liegen nach Definition von g iiber einem und demselben
Toruspunkt P’. Durch g wird also die Abbildung P — P’ definiert, und
diese topologische Abbildung des Torus auf sich nennen wir 4. Man
kann umgekehrt beweisen, daB sich zu jeder vorgegebenen Abbildung 4
des Torus eine Abbildung g der Uberlagerungsfliche finden liBt, die
zu h in der angegebenen Beziehung steht. g ist dann nur bis auf eine
beliebige Abbildung aus (f) bestimmt.

Auf diese Weise lassen sich nun die Abbildungsklassen des Torus
volistindig iibersehen; das Ergebnis sei hier ohne nihere Begriindung
angegeben; die Abbildung g werde dabei ersetzt durch die Abbildung y
in E, in die g bei der Abbildung U — E iibergeht. Sei dann ABCD
ein quadratischer Fundamentalbereich der Translationsgruppe (¢) in E,
die () entspricht. Seien A’B’C’D’ die Bilder von 4 BCD bei der Ab-
bildung 7. Dann muB auch 4A’B’C’D’ ein Fundamentalparallelogramm
von (f) sein. Es ist nun die Torusabbildung %» dann und nur dann
eine Deformation, wenn A BCD durch eine Translation in A'B'C'D’
iiberfithrbar ist. Die anderen Abbildungsklassen des Torus entsprechen
den anderen Gestalten, die ein erzeugendes Parallelogramm des Gitters
haben kann (vgl. Abb. 39, S.29), sowie den Drehungen und Spiege-
lungen des Quadrats A BCD in sichl. "

1 Charakterisiert man das Gitter als die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten
in einem cartesischen System und bringt man 4’ durch eine Translation in den



§ 50. Konforme Abbildung des Torus. 201

Der Begriff der universellen Uberlagerungsfliche 148t sich fiir alle
Flachen definieren. Fiir die geschlossenen orientierbaren Flichen erhilt
man die universellen Uberlagerungsflichen, indem ma 4p-Ecke in dhn-
licher Weise aneinandersetzt und aufeinander bezieht wie Quadrate
beim Torus. Fiir » > 1 kann man aber die Fundamentalgruppe nicht
mehr durch eine euklidische Translationsgruppe veranschaulichen. Da-
gegen kann man die Fundamentalgruppe durch eine hyperbolische
Schiebungsgruppe, und die 4p-Ecke durch deren Fundamentalbereiche
verwirklichen (vgl. Abb. 249, S. 228, fiir p = 2). Bei berandeten Flichen
kommt man auf Translations- oder Schiebungsgruppen mit offenem
Fundamentalbereich. Bei nichtorientierbaren Flichen muB man bei
der metrischen Realisierung der Fundamentalgruppe auch euklidische
und hyperbolische Gleitspiegelungen zu den Translationen und Schie-
bungen hinzunehmen.

§ 50. Konforme Abbildung des Torus.

In § 39 hatten wir die Frage aufgeworfen, ob bzw. auf wie viele Arten
eine Fliche auf sich selbst oder eine andere Fliche konform abgebildet
werden kann.. Wir hatten uns dabei auf Flichen beschrinkt, die der
berandeten Kreisscheibe oder der Kugel oder dem Innern eines Kreises
topologisch dquivalent sind. Der Begriff der universellen Uberlagerungs-
flache erlaubt es, auch fiir alle anderen Flichen jene Frage zu behandeln.
Wir wollen uns darauf beschrinken, alle konformen Abbildungen eines
Torus auf einen anderen oder denselben Torus aufzusuchen. Bei den
anderen Flichen kommt man nidmlich mit den gleichen Methoden zum
Ziel wie beim Torus, und beim Torus sind diese Methoden der Anschau-
ung am leichtesten zuginglich. Hier und im folgenden bezeichnen wir
als Torus nicht nur die Rotationsfliche eines Kreises um eine ihn
nicht schneidende in seiner Ebene gelegenen Achse, sondern auch jede
dieser Flache topologisch dquivalente Fliche.

Nach dem ,,Entweder-Oder‘‘-Satz, der in § 39 erwihnt wurde, kann
jede Fliche, die topologisch dem Innern eines Kreises oder, was dasselbe
ist, der euklidischen Ebene entspricht, konform entweder auf die hyper-
bolische oder die euklidische Ebene abgebildet werden. Diesen Satz
wenden wir auf die universelle Uberlagerungsfliche U eines Torus T
an, da ja U der Voraussetzung des Satzes geniigt. U sei also konform
auf die Ebene E abgebildet, und wir lassen es zunichst dahingestellt,
ob E die euklidische oder die hyperbolische Ebene ist.

Die Fundamentalgruppe (f) ist nun eine Gruppe konformer Abbil-
dungen von U auf sich, da diese Abbildungen jedes Teilgebiet von U

Nullpunkt, so ist das Parallelogramm A4’B’C’D’ durch die Koordinaten a, b von
B’ und ¢, d von C’ festgelegt. Um alle Abbildungsklassen des Torus zu kenn-
zeichnen, hat man fiir @, b, ¢, d alle ganzen Zahlen einzusetzen, die der Be-
dingung ad — bc = 4 1 gentigen.

19*
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sogar in ein kongruentes Gebiet verwandeln. Der Gruppe (f) muB3 daher
bei der konformen Abbildung U — E eine Gruppe () konformer Abbil-
dungen von E auf sich entsprechen. Die konformen Abbildungen von E
auf sich sind aber simtlich bekannt. Es sind die hyperbolischen Be-
wegungen, falls E die hyperbolische Ebene ist, und die euklidischen Be-
wegungen und Ahnlichkeitstransformationen, falls E die euklidische
Ebene ist (vgl. S. 233, 235). AuBerdem wissen wir von der Gruppe (f),
daB sie gewisse Verwandtschaft mit einer euklidischen krystallogra-
phischen Translationsgruppe hat; denn mit Ausnahme der Identitit
sind samtliche Abbildungen von (f) fixpunktfrei, und die Gruppe besitzt
einen viereckigen Fundamentalbereich. Wire E nun die hyperbolische
Ebene, so miiBte (f) eine diskontinuierliche Schiebungsgruppe mit end-
lichem Fundamentalbereich sein, und wir haben S. 228 erwéihnt und plau-
sibel gemacht, daB die Fundamentalbereiche dieser Gruppen mindestens
acht Ecken haben. Hiernach bleibt nur iibrig, daB E die euklidische
Ebene ist. Es 148t sich elementar beweisen, dal jede euklidische, von
einer Bewegung verschiedene Ahnlichkeitstransformation einen Fix-
punkt besitzt. Die Gruppe (#) kann also auBer der Identitit nur fix-
punktfreie Bewegungen, d. h. Translationen, enthalten. Da auBerdem (¢)
diskontinuierlich ist und einen endlichen Fundamentalbereich hat, muf3
(?) eine krystallographische Translationsgruppe sein, wie wir sie S. 62— 64
behandelt haben.

Nun sei fiir irgendeinen anderen Torus T’ die gleiche Betrachtung
angestellt; U’ sei die universelle Uberlagerungsfliche von 7”; die Funda-
mentalgruppe von 7" sei durch die konforme Abbildung U’— E in die
krystallographische Translationsgruppe (¢) in E iibergefiihrt. Wir
erwihnten schon, da jede Abbildung eines Torus auf sich selbst zu
einer Abbildung der Uberlagerungsfliche erginzt werden kann. Ebenso
1aBt sich zu jeder konformen Abbildung 7 — T” eine konforme Abbil-
dung U — U’ bestimmen, so daB entsprechende Punkte von U und U’
stets iiber entsprechenden Punkten von T und T’ liegen. Durch die
Abbildungen U —E und U’ - E wird U — U’ in eine konforme Ab-
bildung @ von E auf sich selbst iibergefiihrt. @ muB eine euklidische
Bewegung oder Ahnlichkeitstransformation sein. @ muB aber auBerdem
die Translationsgruppe (¢) in (#') iiberfiihren.

Damit haben wir gezeigt, daB T nur dann auf T’ konform ab-
gebildet werden kann, wenn die Gruppen (¢) und (') durch eine Be-
wegung oder Ahnlichkeitstransformation ineinander iiberfiihrbar sind.
Man kann diese Bedingung in eine iibersichtliche Form bringen.
Sei #, eine kiirzeste Translation aus (f) und sei ¢, unter den Trans-
lationen aus (f), die #; nicht parallel sind, wiederum eine kiirzeste.
m sei der Quotient der Lingen von f, und ¢, also m =1. & sei der
Winkel dieser Translationen. Um & eindeutig festzulegen, geniigt

es zu fordern 0 < & << % . In gleicher Weise lassen sich der Gruppe (#')
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zwei Zahlen m’ und &’ zuordnen. Damit nun (¢) durch eine Ahn-
lichkeitstransformation in (#') iiberfithrbar ist, sind die Bedingungen
m = m’ und & = o’ notwendig und hinreichend (der elementare Beweis
bleibe dem Leser iiberlassen). Wir kénnen somit jedem Torus T zwei
Zahlen m, o zuordnen, so daB T nur auf diejenigen Torusflichen kon-
form abgebildet werden kann, fiir die jene beiden Zahlen die gleichen
Werte haben wie fir 7. Man nennt dieses Zahlenpaar (oder ein an-
deres, das jenem umkehrbar eindeutig zugeordnet werden kann) die
Moduln des Torus.

Fiir die konforme Abbildbarkeit zweier Torusflichen 7 und T’ ist
aber die Ubereinstimmung der Moduln nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend. Denn dann gibt es eine Ahnlichkeitstransformation
oder Bewegung a von E in sich, die (f) in (#') iberfiihrt, und es ist leicht
einzusehen, daB die zu a gehdrige konforme Abbildung U — U’ eine kon-
forme Abbildung 7 — T’ bestimmt; jene Abbildung U — U’ fiihrt
niamlich tibereinanderliegende Punkte von U und nur solche Punkte
stets in iibereinanderliegende Punkte von U’ iiber. Wir kénnen zusam-
menfassend sagen, dal die Torusflichen im Sinne der konformen Abbil-
dung eine zweiparametrige Schar bilden.

Weist die rdumliche Gestalt eines Torus keine besondere Regel-
miBigkeit auf, so lassen sich die Werte der beiden Moduln nicht an-
schaulich aus der Gestalt des Torus ableiten. Ist der Torus T dagegen
eine Rotationsfliche, so besitzt (¢) stets einen rechteckigen Fundamental-
bereich, wir miissen also & = 7/2 setzen. In diesem Fall 146t sich ndm-
lich die Abbildung U — E explizit angeben. Sie iiberfiihrt das Ortho-
gonalnetz der Meridiane und Breitenkreise in zwei orthogonale Scharen
paralleler Geraden von E. Ist insbesondere T die Rotationsfliche eines
Kreises, so kann das Seitenverhiltnis #» der rechteckigen Fundamental-
bereiche von (¢) von nichts anderem abhdngen als vom Radienverhéltnis
des Meridiankreises und der Seelenachse. Zwei Kreistorusflichen kénnen
daher dann und nur dann konform aufeinander abgebildet werden, wenn
sie dhnlich sind.

Im vierdimensionalen Raum ld8t sich eine Torusflache angeben, fiir die
U sogar lingentreu auf die euklidische Ebene abbildbar ist (vgl. Anhang 2).

Wir kénnen jetzt auch leicht iibersehen, auf welche Arten irgendein
Torus T konform auf sich selbst abgebildet werden kann. Die Gruppe ()
dieser Abbildungen muB der Gruppe (/) der Bewegungen oder Ahnlich-
keitstransformationen in E entsprechen, die (f) in sich {iberfiihren.
() umfaBt ersichtlich alle Translationen von E in sich. Mit der Gesamt-
heit ist (/) im allgemeinen erschopft; weist dagegen (¢) besondere Regel-
méBigkeiten, z.B. einen quadratischen Fundamentalbereich auf, so
kann (/) auch Drehungen und Spiegelungen enthalten.

Das Verfahren, das wir fiir den Torus angegeben haben, 148t sich auf
alle anderen Flichenklassen iibertragen. In den meisten Fallen ist aber
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die Uberlagerungsfliche nicht wie beim Torus auf die euklidische, son-
dern auf die hyperbolische Ebene konform abbildbar, z. B. bei allen
orientierbaren geschlossenen Flichen vom Geschlecht > 1. Man wird
in diesen Fillen auf Schiebungsgruppen gefiihrt, und die konforme Ab-
bildbarkeit zweier Flichen hingt dann davon ab, ob die zugehorigen
Schiebungsgruppen durch eine hyperbolische Bewegung ineinander {iber-
fiihrbar sind. Wie sich durch Uberlegungen aus der hyperbolischen
Geometrie ergibt, sind die hyperbolischen Schiebungsgruppen mit 4p-
eckigem endlichen Fundamentalbereich bis auf eine hyperbolische Be-
wegung durch 6p— 6 Konstanten festgelegt. Zu jeder orientierbaren
geschlossenen Fliche vom Geschlecht p > 1 gehoren daher 6p — 6
Moduln.

In der Funktionentheorie wendet man das Verfahren hauptsichlich
auf die RiEMaNNschen Fliachen der algebraischen Funktionen an. Die
Abbildung U — E fithrt im Fall p = 1 zu den elliptischen Funktionen
und im Fall 4 > 1 zu den von KLEIN und POINCARE untersuchten auto-
morphen Funktionen.

Die ungeschlossenen Flichen fithren auf Gruppen mit unendlichem
Fundamentalbereich. In der Funktionentheorie begegnet man solchen
Gruppen z. B. beim Studium der Exponentialfunktion und der ellip-
tischen Modulfunktion.

§ 51. Das Problem der Nachbargebiete, das Fadenproblem
und. das Farbenproblem.

Zum SchluB3 wollen wir drei nahe miteinander verwandte Fragen
behandeln, die entstehen, wenn man eine Fliche in verschiedene Gebiete
einteilt. Solche Einteilungen in der Ebene treten uns z.B. in den
Landkarten der politischen Geographie entgegen. Ferner treten Gebiets-
einteilungen beliebiger Flichen in der kombinatorischen Topologie auf,
wenn man eine krumme Flache durch ein topologisch dquivalentes
Polyeder ersetzt. Um die_ Seitenflichen des Polyeders zu bestimmen,
muB man die krumme Fliche in Gebiete einteilen.

Das Problem der Nachbargebiete besteht darin, auf einer Fliche die
Hochstzahl der Gebiete zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben,
daB jedes Gebiet an jedes andere lings einer Kurve angrenzt!. Wir unter-
suchen diese Frage zundchst in der Ebene und wihlen in ihr zwei Ge-
biete 1 und 2 aus, die lings einer Kurve aneinanderstoBen. Wenn wir
ein drittes Gebiet ganz um die Gebiete 1 und 2 herumlegen, so kénnen
wir kein viertes Gebiet mehr bestimmen, das an alle drei ersten grenzt
(Abb. 323). Wenn wir dagegen das dritte Gebiet so legen, wie in Abb. 324
angegeben ist, so 1aBt sich ein geeignetes viertes Gebiet ohne weiteres
finden. Wie wir dieses aber auch auswihlen, es wird stets eins der

1 Es ist dabei nicht gefordert, daB die Gebiete die Flache vollstindig bedecken.
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iibrigen Gebiete durch die anderen vollig eingeschlossen, so daBl wir
kein fiinftes Gebiet finden kénnen, das an alle anderen langs einer Kurve
angrenzt. Unsere Versuche zeigen, daBl die Hochstzahl der Nachbar-
gebiete in der Ebene vier betrigt. Das 148t sich auch streng beweisen.
In Abb. 325 ist eine besonders symmetrische Anordnung dieser Gebiete

gezeichnet.
1 L A
3

3
¥

Abb. 323. Abb. 324. Abb. 325.

Das Fadenproblem ist die duale Umkehrung des Problems der Nach-
bargebiete (wobei die Dualitdt im Sinne einer topologischen Verallge-
meinerung des rdumlichen Dualitdtsprinzips der projektiven Geometrie zu
verstehen ist). Beim Fadenproblem ist die Héchstzahl der Punkte ge-
sucht, die auf einer Fliche liegen und sich simtlich untereinander durch
Kurven verbinden lassen, welche auf der Fliche verlaufen, ohne einander
zu schneiden. Durch eine einfache Uberlegung ergibt sich, daB diese
Hochstzahl mit der Hochstzahl der Nachbargebiete auf derselben Fliche
iibereinstimmen mufB. Um dies zu zeigen, wahlen wir aus jedem der Nach-
bargebiete einen Punkt aus. Da alle Nachbargebiete langs einer Kurve
aneinanderstoBen, kénnen wir je zwei der Punkte durch eine Kurve

" verbinden, die nur in den beiden zugehérigen Gebieten verlduft. Die so
entstehenden Kurven konnen wir ferner so legen, daB die Kurvenstiicke,
die in demselben Gebiet verlaufen, einander nicht schneiden; denn wir
haben ja in diesem Gebiet nur einen im Innern liegenden Punkt mit
bestimmten Randpunkten zu verbinden. Aus jeder Anordnung von
»n Nachbargebieten ergibt sich also eine Losung des Fadenproblems mit
n Punkten. Die Hochstzahl der Punkte des Fadenproblems ist daher
mindestens gleich der Hochstzahl der Nachbargebiete. Umgekehrt
ergibt sich aber aus jeder Losung des Fadenproblems mit » Punkten
eine Anordnung von # Nachbargebieten. Wir teilen hierzu jede Kurve,
die zwei Punkte miteinander verbindet, in zwei Teile und erweitern
jeden Punkt und die von ihm ausgehenden Kurventeile durch Hinzu-
ziehung der umliegenden Flichenpunkte zu einem Flichengebiet; dann
erhalten wir # sternférmige Gebiete, die sidmtlich aneinandergrenzen.
Also ist die Héchstzahl der Nachbargebiete mindestens gleich der Hochst-
zahl der Punkte des Fadenproblems. Da wir vorher auch das Umgekehrte
bewiesen haben, so folgt, daB beide Hochstzahlen einander gleich sind.

Nicht nur fiir die Flichen vom Zusammenhang 1, sondemn auch fiir
andere Flichen sind diese Hochstzahlen bestimmt worden. Fiir die pro-
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jektive Ebene und den Torus sind sie 6 und 7. Beispiele solcher Anord-
nungen sind in den Abb. 326 und 327 wiedergegeben. Die projektive
Ebene ist dabei durch eine Kreisscheibe dargestellt, bei der diametrale
Peripheriepunkte identifiziert sind, der Torus durch eine Quadratfliche
mit der iiblichen Rédnderzuordnung. Abb. 326 entspricht der S. 132,
Abb. 167 dargestellten Projektion des Dodekaeders. Abb. 328 gibt in
der projektiven Ebene eine Losung des Fadenproblems, die zur Gebiets-
einteilung von Abb. 326 dual ist.

In engem Zusammenhang mit dem Problem der Nachbargebiete
steht das Farbenproblem, das sich ins Gewand einer Frage der prak-
tischen Kartographie kleiden 148t. Es sei auf einer Fliche eine Anzahl
von Gebieten eingezeichnet. Jedes dieser Gebiete soll mit einer be-
stimmten Farbe bemalt werden, aber nie zwei Gebiete, die lings einer
Kurve aneinandergrenzen, mit derselben Farbe. Wenn dagegen zwei

Abb. 326. Abb. 327. Abb. 328.

Gebiete nur in einzelnen Punkten aneinanderstoBen, diirfen sie die gleiche
Farbe haben. Es soll nun fiir eine gegebene Flache die Mindestanzahl
der Farben bestimmt werden, die zu einer derartigen Farbung fiir jede
auf der Fliche mogliche Gebietseinteilung ausreichen.

Diese Zahl muB8 jedenfalls mindestens so groB sein wie die Hochstzahl
der auf der Fliche moglichen Nachbargebiete. Denn in einem System
von Nachbargebieten miissen alle Gebiete verschiedene Farben erhalten.
Umgekehrt liegt die Vermutung nahe, da man mit jener Hochstzahl
auskommt. In der Tat ist bewiesen worden, dal auf der projektiven
Ebene sechs Farben und auf dem Torus sieben Farben fiir die Aus-
firbung nach unserer Vorschrift geniigen, wie man die Gebiete auch
wihlt. Dagegen ist es eine bisher unbewiesene Vermutung, daB man
in der Ebene und auf der Kugel mit vier Farben auskommt?.

Betrachten wir zunichst Beispiele von Gebietseinteilungen in der
Ebene. Die drei Nachbargebiete von Abb. 329a miissen wir mit drei
verschiedenen Farben 1, 2, 3 fiarben. Dann kénnen wir das vierte
Gebiet, das an die Gebiete 2 und 3 angrenzt, mit der Farbe 4 oder mit
der Farbe 1 versehen. Wenn wir es mit der Farbe 4 firben, kommen: wir

1Fiar Kugel und Ebene ist das Problem nicht wesentlich verschieden.
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bei der Gebietseinteilung von Abb. 329b nicht mit vier Farben aus. Wir
miissen das Gebiet also in diesem Falle mit der Farbe 1 ausfiillen. Bei
dieser Farbung stoBen wir aber bei der Einteilung von Abb. 329c¢ auf
Schwierigkeiten ; hier mufl das Gebiet die Farbe 4 erhalten. Man erkennt
aus diesen Beispielen, daf} die Farbung der ersten vier Gebiete durch die
Anordnung der weiteren Gebiete mitbestimmt wird. Wir miissen,
wenn ein neues Gebiet hinzukommt, unter Umstianden die bereits
gefarbten Gebiete noch einmal umfirben, und daraus ergibt sich die
ganze Schwierigkeit des Problems.

Wir wollen nun einen Weg einschlagen, auf dem wir das Farben-
problem fiir eine Reihe geschlossener Flichen lésen koénnen. Hierzu
verzerren wir die Flache derartig, daB sie zu einem Polyeder wird und
die einzelnen Gebiete in die Seitenflichen des Polyeders iibergehen?.
Es geniigt offenbar, das Problem fiir alle Polyeder zu ljsen, die den
gleichen Zusammenhang haben wie die gegebene Fliche.

a)

b) c)
Abb. 329. ,
Wir beweisen zunichst: Jedes Polyeder vom Zusammenhang 4 148t .

sich mit hochstens #» Farben ausfiarben, wenn die Zahl » die Eigenschaft
hat, daB fiir alle ganzen Zahlen F > » die Ungleichung gilt

nF > 6(F +h—3).

Nachher werden wir zu jedem festen positiven % die kleinste Zahl #,
bestimmen, die diese Eigenschaft hat. Dann wird bewiesen sein, daf3
jede geschlossene Fliche vom Zusammenhang /4 sich in jeder Gebiets-
einteilung mit #, Farben ausfirben liBt.

Wir denken uns jetzt die Zusammenhangszahl % fest gegeben sowie
irgendeine ganze Zahl 7, die mit diesem 4 die angegebene Bedingung
erfiillt. Wir teilen nun die Polyeder des Zusammenhangs # nach ihrer
Flichenzahl F ein und beweisen unsere Behauptung durch Induktion
nach wachsendem F. Unsere Behauptung ist trivialerweise richtig fiir
alle F <. Denn dann brauchen wir bloB jede Seitenfliche des Poly-
eders mit einer anderen Fliche auszufiillen. Der Satz sei nun schon fiir

1 Wie die Beispiele von Abb. 329 lehren, ist diese Verzerrung im Allgemeinen
nur moglich, wenn wir auch krumme Seitenflichen zulassen. Fiir den folgenden
Beweis ist das unwesentlich.
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alle F << F, bewiesen. Dann wollen wir seine Giiltigkeit fiir F = F, 4 1
dartun. Nach dem Obigen kénnen wir uns auf F > » beschrinken,
nach unserer Voraussetzung gilt also fiir diese Zahl F die Ungleichung

nF > 6(F + h—3).

Wir wenden nun den Eurerschen Polyedersatz an!, E — K + F
=3 —h oder F4+h—3=K —E. Durch eine Deformation, bei
der sich die Zahl F und der Zusammenhang 4 nicht d4ndern, kénnen wir
erreichen, daB in dem Polyeder an jeder Ecke nur drei Flichen anein-
anderstoflén, also auch nur drei Kanten auslaufen (vgl. Abb. 330). Von
allen E Ecken zusammen gehen somit 3 E Kanten aus, und da hierbei
jede Kante doppelt gezdhlt wird, ist 3 E = 2 K, also

‘h ‘ 6(F+h—3)=6K—6E
=6K — 4K =2K.
WAV wﬁv Demnach besagt die Ungleichung {iber

die Zahl #:
Abb: 330. nF > 2K.
Aus dieser Ungleichung kénnen wir schlieBen, daB mindestens eine
Seitenfliche des Polyeders von weniger als » Kanten begrenzt wird.
Denn sonst wiirden alle F Flichen zusammen von mindestens nF
Kanten begrenzt werden, und da hierbei jede Kante doppelt gezihlt
wird, ergdbe sich #F < 2K. Dieser SchluB bildet den Kern des Be-
weises.

Wir betrachten nun eine derartige Seitenflache, an die weniger als »
Nachbarflichen angrenzen. Wir denken uns zunichst die mittlere
Fliche fortgelassen und die umgebenden Flichen so weit iiber das hier-
durch entstandene Loch fortgesetzt, ddf} sich das Polyeder wieder schlieBt.
Das neue Polyeder hat denselben Zusammenhang wie das alte und eine
Seitenfliche weniger. Also kann es nach Voraussetzung mit » Farben
ausgefiillt werden. Wir fithren dieses aus und machen hierauf die Defor-
mation wieder riickgingig. Dadurch ist das Polyeder bis auf die heraus-
gegriffene Seitenfliche mit » Farben ausgefirbt. Da aber an diese
Fliche hoéchstens # — 1 Nachbarflichen angrenzen, kénnen wir auch
diese Fliche noch in der vorgeschriebenen Weise farben, ohne eine neue
Farbe zu gebrauchen. Nun haben wir moglicherweise das urspriinglich
gegebene Polyeder abindern miissen, um zu erreichen, daBl von jeder
Ecke nur dfei Kanten auslaufen. Wir konnen aber diese Anderung
jetzt riickgingig machen, ohne die Ausfirbung dndern zu miissen. Denn
dabei entstehen keine neuen Grenzlinien.

1 Bei der Aufstellung dieses Satzes haben wir iiber die Anordnung der Seiten-
flaichen Voraussetzungen gemacht, die im vorliegenden Fall nicht erfiillt zu sein
brauchen. Man kann aber einsehen, daB der Satz -auch hier anwendbar ist.
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Wir haben jetzt zu untersuchen, welche Zahlen # die vorausgesetzte
Bedingung erfiilllen. Wir schreiben sie in der Form

h—3
n>6(1+ ).
Hierbei sind fiir F alle ganzen Zahlen einzusetzen, die gréer als # sind.
Ist 4 gleich 1 oder 2, so strebt der Wert der rechten Seite der Ungleichung
mit wachsendem F gegen 6 und bleibt stets kleiner als 6. In diesen
beiden Fillen ist also #, = 6 die kleinste ganze Zahl, die unserer Vor-
aussetzung geniigt. Fiir 2 = 3 hat die rechte Seite den festen Wert 6,
also ist #, = 7. Fir A > 3 nimmt die rechte Seite mit wachsendem F

ab, es geniigt daher, fiir F den kleinsten zugelassenen Wert # + 1 einzu-
setzen. Damit erhalten wir fir » im Fall 2 > 3 die Ungleichung

[

h —
n > 6(1 + T 3) s
umgeformt:

nmw+1)>6n+6+6~—18, n*—5u>6h—12,
also

n>4§+ 3V24n — 23.

Bezeichnen wir mit [x] die gréBte ganze Zahl unterhalb x, so ist dem-
nach fiir 2 > 3:

m = [} + 7124k —23]. |

Auch fiir # =2 und % = 3 ergibt diese Formel, obgleich sie nicht an-
wendbar ist, die richtigen Werte #, =6 und #, = 7. Im Fall A =1
ergibt sich dagegen ein anderer Wert, 4 statt 6. Dieser Wert ist aller
Voraussicht nach der richtige, denn bis jetzt hat man noch keine ebene
Gebietseinteilung angeben koénnen, die sich nicht mit vier Farben
ausfiillen 14Bt; ein exakter Beweis dieses Satzes ist aber bisher nicht
. gelungen. In der folgenden Tabelle sind die Werte von #, fir & =1
bis & = 13 zusammengestellt:

h= np = b= Ny =

1 6 ([4,000] = 4) 8 [10,000] = 10
2 6 ((6,000] = 6) 9 [10,447] = 10
3 7([7,000] = 7) 10 [10,866] = 10
4 [7,775]1 =7 11 [11,264] = 11
5 [8,425] = 8 12 [11,640] = 11
6 ~ [9,000] =9 13 [12,000] = 12
7 [9,522] =9 :

Wir haben bis jetzt nur bewiesen, daBl diese Anzahlen von Farben
zureichend zur Ausfirbung sind. Es wire denkbar, daB es Flichen
vom Zusammenhang % gibt, auf denen wir stets mit weniger als #,

. Farben auskommen. Es ist aber fiir h =2, 3, 5, 7, 9, 11, 13 gezeigt
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worden, daB in diesen Fillen genau #, Nachbargebiete auftreten kénnen.
In diesen Fillen kommt man also sicher nicht mit weniger als #, Farben
aus, hier ist also das Farbenproblem vollstindig gelost. Auf allen anderen
geschlossenen Flichen besitzen wir in den Zahlen %, obere Schranken
fiir die Anzahl der Nachbargebiete.

An dem Farbenproblem ist besonders auffallend, da der fiir die
Ebene anschaulich evidente Satz bis jetzt nicht exakt bewiesen ist.
Derartige Schwierigkeiten treten in der Mathematik sehr oft auf, wenn
man anschauliche Sitze durch Zuriickfithrung auf die Zahl rein logisch
verstehen will. Als weiteres Beispiel nennen wir den Satz, daB eine
geschlossene und doppelpunktlose Kurve die Ebene in zwei Teile zer-
legt oder daB die Kugel unter allen Fliachen bei gegebener Oberfliche
das groBte Volumen besitzt. Beide Sitze erfordern ziemlich schwierige
und umstindliche Beweise. Bei weitem das eigentiimlichste Beispiel
dieser Art bildet jedoch das Vierfarbenproblem. Denn bei diesem
Problem ist nicht einzusehen, weshalb gerade im anschaulich einfachsten
Fall solche Schwierigkeiten entstehen, wahrend viel kompliziertere Falle
sich erledigen lassen.

Anhédnge zum sechsten Kapitél.

1. Projektive Ebene im vierdimensionalen Raum.

Wir wollen eine algebraische Fliche im vierdimensionalen eukli-
dischen Raum E, angeben, die topologisch der projektiven Ebene dqui-
valent ist, die aber im Gegensatz zur Boyschen Fliche frei von Selbst-
durchdringungen und sonstigen Singularititen ist. Zu diesem Zweck
gehen wir von der Kugelfliche

(1) u? 4+ 0% 4 w? =1

aus und betrachten in den cartesischen Koordinaten %, v, 2, ¢ des E,
das Gebilde

(2) x=u2—v y=wuv, z2=uw, =W

fiir alle Parameterwerte %, v, w, die (1) erfiillen. Da «, y, 2, £ homogen
quadratisch von %, v, w abhingen, werden Diametralpunkte der Kugel-
fliche (1) stets durch denselben Punkt (2) des E, dargestellt. Wir zeigen
jetzt, daB zwei nichtdiametrale Punkte von (1) stets verschiedenen
Punkten (2) entsprechen. Nehmen wir zunédchst einen Kugelpunkt P,
fiir den weder # noch v noch w verschwindet. Dann sind v, z, ¢ von
Null verschieden und bestimmen die Proportion #:v:w. Der zu P
gehorige Punkt von (2) stellt also auBer P und dem Diametralpunkt
von P keinen Punkt der Kugel dar. Verschwindet w, so sind #2 und v2
aus den Gleichungen #? + v2 =1, #2? — v? = x eindeutig bestimmt.
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Der zugehorige Punkt (2) kann also nur die vier Punkte (%, v, 0)
(v, —v,0), (—u,v,0), (—u, — v, 0) darstellen. Ist auch noch » =0
oder v = 0, so reduzieren sich diese vier Punkte auf ein diametrales
Punktepaar, und es ist nichts mehr zu beweisen. Ist # == 0, v == 0,
so haben wir noch die Gleichung y = uv heranzuziehen, die aus
den vier Punkten ein Diametralpunktepaar aussondert. Es bleiben
nur noch die Fille zu untersuchen, in denen w von Null verschieden ist,
wihrend eine der Variabeln #, v verschwindet, also entweder: # = 0,
v=0,w=+0, oder v=0, =0, w=F 0, oder endlich  =v = 0,
w=41. Im ersten Fall ergibt sich = —v2;, —x 4 w2=1;
vw = {; also sind v?, w? und vw bekannt. Analog sind im zweiten Fall
u2, w2 und uw bekannt. Beide Male schlieBt man wie im Fall w = 0,
daB der zugehorige Punkt von (2) nur ein Diametralpunktepaar von (1)
darstellt. Im dritten Fall ist nichts zu beweisen, da dieser Fall ohne-
hin nur fiir zwei diametrale Punkte der Kugel (1) zutrifft. Demnach
stellt (2) mit der Nebenbedingung (1) umkehrbar eindeutig und stetig
eine Kugel mit identifizierten Diametralpunkten, d. h. eine projektive
Ebene dar.

Man kann aus den Definitionsgleichungen des Modells leicht %, v, w
eliminieren. Aus den drei letzten Gleichungen (2) folgt nidmlich

2t

z t
F=w Tov, Jout

Die erste Gleichung von (2) geht also iiber in

(3) y (22 — t?) = xz¢.

Und (1) verwandelt sich in
4 22 + 242 2242 = yzi.
( ) y2 2 y2 2 242 y

Das angegebene Modell ist daher der Schmitt der Hyperflichen (3)
und (4).

Dafl das Modell singularititenfrei ist, d.h. iberall eine stetige
Tangentialebene besitzt, 148t sich leicht verifizieren, indem man auf der
Kugel (1) #, v, w als Funktionen zweier unabhédngiger Parameter aus-
driickt und mittels (2) auch #, y, z, ¢ in dieser Parameterdarstellung
untersucht.

2. Euklidische Ebene im vierdimensionalen Raum.

Die Flichen des E,, die der euklidischen Ebene isometrisch sind,
gehen alle ins Unendliche, da sie notwendig Regelflichen sind. Im E,
dagegen gibt es Flichen, die im kleinen der Ebene isometrisch sind,
ohne Regelflichen zu sein. Wir wollen eine solche Fliche F angeben;
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sie liegt ganz im Endlichen und ist einer Torusfliche topologisch dqui-
valent. Diese Fliche F hat die einfache Parameterdarstellung

%, =COSu, X4 = COSY,
Xy =sinu, %, =sinv.
Das Linienelement von F ist

ds? =dx + dxd + dxl + dad
= sin?u du? + cos?®u du? + sin2v dv? 4 cos?v dv? = du? + dv2.

F ist also in der Tat isometrisch zur Ebene mit den rechtwinkligen
Koordinaten #, v. F liegt ganz im Endlichen, denn alle Koordinaten
liegen zwischen +1 und —1. Man kann F iibrigens als Schnitt der
beiden dreidimensionalen Hyperzylinder #} -+ 23 = 1 und 3 -+ #§ = 1
auffassen. Man erhilt alle Punkte von F, wenn man #, v in der carte-
sischen (%, v)-Ebene alle Punkte eines achsenparallelen Quadrats der
Seitenlinge 27 durchlaufen 148t. Verschiedenen inneren Punkten des
Quadrats entsprechen verschiedene Punkte von F, dagegen stellen
zwei Randpunkte des Quadrats denselben Punkt von F dar, wenn sie
auf einer Geraden # = const oder v = const und auf gegeniiberliegenden
Quadratseiten liegen. Also ist F eine Torusfliche, und die (%, v)-Ebene
ist die universelle Uberlagerungsfliche von F.

Man koénnte versuchen, die euklidische Geometrie auch auf geschlos-
senen Flichen zu verwirklichen, die nicht Torusgestalt haben. Es
zeigt sich aber, daB dafiir nur noch der KLEINsche Schlauch in Betracht
kommt. Auf geschlossenen Flichen vom Zusammenhang # > 3 und
nur auf ihnen 148t sich dagegen die hyperbolische Geometrie verwirk-
lichen. Die elliptische Geometrie kann auBer auf der Kugel und der
projektiven Ebene auf keiner geschlossenen Flache verwirklicht werden.
Man kann diese Sitze aus der differentialgeometrischen Formel von
O. BoNNET iiber die curvatura integra schlieBen.
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Analytische Funktionen 232, 237.

Anordnungsaxiome 116, 211, 215.

Apollo von Belvedere 174.

Approximation irrationaler Zahlen 36,
39.

Aquivalente Punkte bei diskontinuier-
lichen Abbildungsgruppen 52.

Archimedisches Axiom 115—116, 211.

Astroide 247.

Asymptotenlinien 167, 179—180.

Asymptotenrichtungen 164, 170.

Atom § 8.

Aufbau der Ebene aus kongruenten Be-
reichen vgl. Pflasterung.

AuBenwinkel eines Dreiecks 217.

Automorphe Funktionen 294.

Automorphismus einer Konfiguration
95—96, 98, 112.

Axiome, ebene 103, 114—116, 210 bis
218.

—, rdumliche 106—107, 114—116.

Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck 217.

Begleitendes Dreikant einer Raumkurve
158—160.

Berechnung von =« 30, 33—35.

Berithrungspunkt 152.

Besicowitch 190.

Bewegliches einschaliges Hyperboloid
15, 21, 26—28, 241—242,
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Bewegliches hyperbolisches Paraboloid
15, 17, 241.

— Kireisschnittmodell des dreiachsigen
Ellipsoids 16—17.

Bewegung der Ebene in sich § 10, 203
bis 204, 242—243.

— der elliptischen Ebene 213.

— der hyperbolischen Ebene 216, 226
bis 228, 233, 235.

— der Kugeloberflache 75, 203—205,
213.

— im Raum 73, 251.

Bewegungsgruppen, diskontinuierliche
und kristallographische 52, 55, § 11
bis 13, 80, 213, 227—228, 2890—294.

—, kontinuierliche 203—205, 226.

Bieberbach 79.

Bienenwabe 67.

Binormale 158—160.

Bogenlinge 157, 188—199, 243—244.

Bomnnet, O. 302.

Boysche Fliche 280—283, 286.

Bravais 46.

Brennfliche einer Flache 192—194, 197.

Brennlinie des Kreises 246.

Brennpunkte einer Flichennormalen
192—194.

— eines Kegelschnitts 2—3, 7, 17, 23
bis 24.

Brezeln 260—261, 264—265, 284.

Brianchon-Pascalsche Konfiguration
§17, 114—117.

Brianchonscher Punkt 94—95, 104.

— Satz 92—94, 104.

Cantorsches Axiom 211.
Curvatura integra 302.

Deckbewegung 51, 72, 78.

Deformation einer Flache in sich 286,
288.

Desarguessche Konfiguration 109—113,
118, 217.

Desarguesscher Satz 86, 107—110, § 20,
118, 213, 217—218.

Diamantgeriist 48, 51, 238.

Dichte einer Kreislagerung 33.

Dichteste Kreislagerung 32—33, 42, 67.

— Kugellagerung 40—42, 46.

— — im vier- und flinfdimensionalen
Raum 41—42.

Diéder 76.

Differentialgeometrie 151 —152.

Dilatation 12.

Sachverzeichnis.

Dirichletsches Problem 234.

Diskontinuierliche Bewegungsgruppen
vgl. Bewegungsgruppen.

Dodekaeder 80—83, 128, 129, 131, 132,
296.

Doppelsechs, Schlaeflische § 25.

Douglas, J. 237—238.

Drall 184—186, 252, 253.

Drehachse (krystallographisch) 75—77.

Drehpunkt (krystallographisch) 60.

Drehung der Ebene 53— 56.

Drehwinkel 55, 60, 64—65.

Dreiachsiges Ellipsoid vgl. Ellipsoid.

Dreieck, AuBenwinkel 217.

— in der elliptischen Ebene 212.

—, Winkelsumme 217, 227.

Dreifach orthogonale Flichensysteme
20, 165—166.

Dreikant vgl. Begleitendes Dreikant.

Dual-invariante Konfiguration 105, 109,
114, 126, 150.

Dualitatsprinzip, ebenes 103— 104, 109.

—, raumliches 82, 106—107, 110, 126,
150, 295.

Diinnste Kugellagerung 42, 45—46.

Dupinsche Indikatrix 170, 192.

— Zykliden 192—194.

Dupinscher Satz iiber dreifach ortho-
gonale Flachensysteme 165—166.

Durchdringungslinien 266, 270—272,
277, 279, 280, 282, 283, 285.

Ebene (euklidische) 143, 174, 190, 192,
203, 235, 236, 291, 301—302.

—, Aufbau aus kongruenten Bereichen
72, 213, 225.

—, elliptische 210.

—, hyperbolische 214, 224—228, 230,
234—235, 264, 291, 294.

—, projektive 84, 103, 130, 212—213,
263, 272, 275, § 47, 295, 296, 300 bis
301.

—, unendlich ferne 106.

— Konfigurationen 85.

— Kurven § 26, 161.

Ebenenschar 181.

Ebenes Netz eines Polyeders 255, 266.

— Punktgitter 28, § 6, 62—64, 68 bis
69, 289—290.

Ebenfithrung 241—242. .

Einheitsgitter 31, 32, 35—40, 42.

Einschaliges Hyperboloid 10, 12, 15, 19,
26—28, 92—94, 106, 146, 148, 184,
241—242, 273.



Sachverzeichnis.

Einseitige Flachen § 46, 285—286.

Elastischer Widerstand 196.

Ellipse 2—5, 7—9, 12, 15, 16, 18, 20, 23,
25, 26, 92—093, 102, 142—143, 156,
166, 170, 193, 245, 247, 249—251.

Ellipsoid, dreiachsiges 12, 14, 16, 17
bis 20, 22, 144, 145, 166, 170, 196,
197.

—, Rotations- 9.

Elliptische Ebene 210.

— Funktionen 294.

— Geometrie § 34, 216—217, 230, 302.

— Kriiommung 162, 163, 173, 174.

Elliptischer Raum 213.

— Zylinder 11.

Elliptisches Paraboloid 12, 14, 145.

Entweder-Oder-Satz 236—237, 291.

Epitrochoide 244, 246.

Epizykloide 244—246.

Euklidische Ebene vgl. Ebene.

— Geometrie als Ubergangsfall zwi-
schen den beiden nichteuklidischen
216—217.

Eulerscher Polyedersatz 255—257, 259,
266—267, 276—277, 298.

Evolute 157—158, 243—244.

Evolvente 6, 158.

Exponentialfunktion 294.

Extremalproblem vgl. Minimalproblem.

Fadenkonstruktion der Ellipse 2.

— der Evolventen 5—6, 158, 244.

— der Krimmungslinien auf dem EI-
lipsoid 166—167, 198.

— des Ellipsoids 17—18.

— des Kreises 1, 2.

Fadenproblem 295—296.

Farbenproblem 296—300.

Fixpunkt einer Abbildung 286—287,
292.

Flachen, abwickelbare § 30.

—, algebraische 241, 277, 286, 300, 301.

—, berandete 261.

— dritter Ordnung 145, 146, 143—151.

—, einseitige und nichtorientierbare vgl.
einseitige Fl.

— hoherer als dritter Ordnung 146.

— im projektiven Raum 261—262.

— konstanter Breite 190—192.

— — GauBscher Kriimmung 181, 201
bis 203, 207—209, 213—214, 230,
231, 251.

— — Helligkeit 192.

— — mittlerer Kriitmmung 200, 202, 251.
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Flachen vierter Ordnung 267, 277.

— zweiter Ordnung § 3, 107, 114—115,
144.

— — —, konfokale §4, 26—28, 165
bis 166, 194, 197.

Flachenklasse 284.

Flichennormale vgl, Normale.

Flachensysteme, dreifach orthogonale
20, 165—166.

Flachenzentriert kubisches Gitter vgl.
Punktgitter.

Fluchtpunkt 99, 102.

Fokalkurven (F.-Ellipse u. F.-Hyper-
bel) einer Fliache zweiter Ordnung 18
bis 22, 166, 193, 197, 198.

Frontal 195.

Fundamentalbereich einer diskontinuier-
lichen Abbildungsgruppe 56, 58, 228,
289—291.

Fundamentalgruppe einer Flache 290,
291, § 50.

Funfeck, raumliches vollstandiges 110
bis 113.

Fiinfecke, wechselseitig umbeschriebene
111—112.

Funktionen, algebraische 285, 294.

—, analytische 232, 237.

—, automorphe 294.

—, elliptische 294.

—, lineare 232—233.

—, transzendente 285.

Funktionentheorie 227, § 38, 254, 261,
264, 284—285, 294.

FuBpunktkonstruktion der Kegel-
schnitte 22—24.

Gaull 29—30, 152.

GauB-Hertzsches Prinzip des , kleinsten
Zwanges'* 196—197.

Gauflsche Abbildung vgl. Abbildung
durch parallele Tangenten bzw..
Tangentialebenen, und spharische
Abbildung.

— Kriimmung einer Flache § 29, 181,
201—203, 206—209, 229.

— —, Beweis ihrer Biegungsinvarianz
172—173.

Gelenkmechanismen § 40.

Geodatische Abbildung 229—230.

— Kriimmung 186.

— Linien 167, 194— 198, 206, 207 —209.

Geometrie vgl. abzihlende, elliptische,
euklidische, innere, hyperbolische,
projektive Geometrie.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 20
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Gerade (s. auch unter Regelflache) 1,
10, 12—13, 84, 100, 140—141, 143,
144—146, 152, 157, 161.

—, unendlich ferne 73, 101—102, 105,
106, 262.

Geradeste Linie 194—197.

Geradfithrung 239—240, 244.

Gitter vgl. Punktgitter u. Einheitsgitter.

Gitterformige Kreislagerung 32.

Gitterpunkte (s. auch unter Einheits-
gitter und Minimalabstand) auf einer
Kreisscheibe 29, 30.

Graphit 48, 49, 67.

Gruppe vgl. Abbildungsgruppe, Bewe-
gungsgruppe, Automorphismen.

Harmonische Punkte 86, 89, 114.

Hauptkriimmungen einer Flache 163
bis 165, 170, 171, 198.

Hauptnormale einer Kurve 158—160.

Haupttangentenkurven vgl. Asympto-
tenlinien.

Heesch 44.

Hellebardenspitze 153—154, 157.

Helligkeit, Flichen konstanter H. 192.

Heptaeder 266—268, 270—271.

Herpolhodie™ 243—244, 250.

Hexaeder vgl. Wiirfel.

Hexagonale Krystalle 41, 50.

Horizont 99, 102, 243.
Hyperbel 3—5, 8, 23, 24, 92—93, 1(2:
142—143, 166, 167, 170, 193.
Hyperbolische Bewegung 216, 226 bis
228, 233, 235, 292.

— Ebene § 35, 224—228, 230, 234 bis
235, 264, 291.

— Geometrie § 35, 302.

— Kriitmmung 162, 164, 170, 173—174.

Hyperbolischer Abstand 214, 226, 235.

— Raum 218.

— Winkel 215, 226.

— Zylinder 11.

Hyperbolisches Paraboloid 13—15, 17,
106, 241.

Hyperboloid, einschaliges 10, 12, 13, 19,
92—94, 106, 146, 148, 184, 197, 273.

—, —, bewegliches 15, 21, 26—28, 241
bis 242.

—, zweischaliges 10, 12, 14, 19, 21, 145,
197.

Hyperboloidische Lage von 4 Geraden
146.

Hypotrochoiden, Hypozykloiden 244 bis
249.

Sachverzeichnis.

Identische Abbildung 51.

Ikosaeder 80—83, 128, 129, 131, 133.

Incidenz 84, 91, 101—103.

—, letzte einer Konfiguration 91, 97,
109, 113, 114, 118, 119, 147—150.

Indikatrix vgl. Dupin.

Inhaltstreue Abbildung 229.

Innere Geometrie einer Fliche 172, 195.

Inverse Abbildung 51.

Inversion 223—224, 232, 240.

— im Raum 193, 236.

Inversor 239—240.

Jacobisches Prinzip 196.

Kanalflichen 194.

Kanonische Zerschneidung 260, 264,°
265, 272, 284, 289.

Katakaustik vgl. Brennlinie.

Katenoid 169, 185—186.

Kegel (allgemeiner) 100, 182, 184.

— zweiter Ordnung (s. auch Kreiskegel)
11, 93.

Kegelschnitte (s. auch Ellipse, Hyperbel,
Parabel) 8—9, 22—26, 93—94, 102,
104, 107, 115, 142—143, 193.

Kehllinie 183—185, 252—253.

Kehlpunkt 183—185, 252.

Kinematik 239.

Klein 174.

Kleinsche Fliache 271—276, 288, 302.

Kobe 234.

Kochsalz 49.

Kombinatorische Topologie 259.

Konfiguration (7,) 87—89.

— (8) 90—91.

— (9y); vgl. Brianchon-Pascalsche K.

(95)3 96—99, 105.

- (93)3 96"99; 105'

— (104) 109—113, 118, 217.

— (94124) 90.

— (124164) (s. auch K. Reyesche) 124.

— (8)4 118.

—, Automorphismen einer K. 95, 96,
98, 112.

— der 27 Geraden 150.

—, Desarguessche 109—113, 118, 217.

—, dual invariante 105, 109, 114, 126,
150.

—, ebene 85. .

—, mit dem Lineal allein konstruier-
bare 97.

—, Mébiussche 118.

—, rdumliche 117—118.



Sachverzeichnis.

Konfiguration, regulire 95—96,
127, 140.

—, Reyesche § 22, 137—140

Konfigurationsschema 87— 88.

Konfokale Flichen zweiter Ordnung 20
bis 22, 26—28, 165—166, 194, 197.

— Kurven zweiter Ordnung 4—35, 15,
166—167.

Konforme Abbildung vgl. Abbildbar-
keit und Abbildung.

Kongruenzaxiome, Kongruenzsatz 116,
208—212, 215—216, 218, 227.

Konvexe Korper, k. Polyeder 199, 200,
254, 255.

— Kriimmung vgl. elliptische Krim-
mung.

Koordinatensystem 126, 131, 136, 276.

Kreis 1, 2, 23, 120—126, 142, 157, 170,
1838, § 36.

111,

- Kreisevolvente 6.

Kreiskegel 7, 21, 25, 26, 193.

Kreislagerung 32, 33, 42, 67.

Kreisring, ebener 230, 261, 272.

Kreisscheibe, Gitterpunkte auf einer K.
29—30.

—, stetige Abbildung einer K. auf sich
besitzt einen Fixpunkt 286—287.
Kreisschnitte der Fliachen zweiter Ord-

nung 16.
Kreisverwandtschaften § 36, 232, 233,
236.

Kreiszylinder 6, 193, 204, 205, 229, 263. .

Kreuzhaube 279, 285—286.

Kriimmung einer ebenen Kurve 155,
157.

— — Raumkurve 160, 195—196.

—, elliptische vgl. ell. K.

—, GauBsche vgl. G. Kr.

—, geodatische 186.

—, hyperbolische vgl. hyp. K.

—, konvexe vgl. elliptische K.

—, mittlere vgl. mittl. K.

—, parabolische vgl. par. K., par. Kur-
ve, par. Punkt.

—, sattelférmige vgl. hyperbolische K.

Krimmungsachse 160.

Kriimmungskreis 155—157, 160, 277.

Krimmungslinien 165—167, 179—180,
192, 197.

Kriimmungsmittelpunkt 155—157, 160,
163—164.

Krimmungsradius 155—157, 160, 163
bis 164.

Kriommungsrichtungen 163, 179.
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Krystalle 41, § 8.

Krystallographische Gruppen 52.

— — im Raum § 13.

— — in der Ebene § 12, 78.

— — in » Dimensionen 79.

Krystallographische Klassen § 13.

Kubooktaeder 139.

Kugel 9, 75, 80, 120—126, 143—144,
160—161, 170, § 32, 209, § 36, 229,
288.

Kugelgestalt der Erde 190.

Kugellagerung, Kugelpackung 40—46,
48, 50.

Kugelverwandtschaften 235—236.

Kurven, algebraische ebene 239.

— auf der Kugel 161.

— dritter Ordnung 90, 150.

—, ebene § 26, 161.

— konstanter Breite 191—192.

— — Krummung 157, 188—189.

— n-ter Ordnung 22.

— zweiter Ordnung vgl. Kegelschnitte,

Kurvenscharen 4—35, 165, 206.

Kiirzeste Linie 194—195.

Lagrangesche Gleichungen 1. Art 197.

Langentreue Abbildung (s. auch Ver-
biegung) 229.

Laue 46.

Laves 44.

Leibnizsche Reihe 33—35.

Leitlinien der Kegelschnitte 4, 23—26.

Letzteginzidenz einer Konfiguration 91,
97,109, 113, 114, 118, 119, 147—150.

Lineare Funktionen 232—233.

Lusternik 196.

Magnesium 41, 50.
Mechanik 196.
Menelaus 121.
Minimalabstand der Punkte im Ein-
heitsgitter 31—32, 35, 36, 40, 42.
Minimalflachen 167 —168, 185, 198, 199,
200, 237—238. .

Minimalproblem 168,
200—201, 234, 247.

Minkowski 37—39, 192.

Mittlere Kriimmung 198—200, 202,
251.

Mobiussche Konfiguration 118.

Mobiussches Band 269—: 270, 272—273,
278—280.

— Netz 86.

Modulfunktion 228, 294.

20*

189--190, 198,
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Moduln einer Flache gegeniiber konfor-

mer Abbildung 293—294.
Momentane Schraubungsachse 251.
Momentanzentrum 243, 246, 249, 250.
Monge 121.

Nabelpunkt 165—167, 170, 180, 192,
198.

Nachbargebiete auf einer Fliche 294 bis
296, 300.

Natiirliche Parameter einer Kurve 157,
161.

Neovius 238.

Neuneck, sich selbst ein-
beschriebenes 98.

Nichteuklidische Geometrie vgl. ellip-
tische G. und hyperbolische G.

Normale einer ebenen Kurve 152.

— — Flache 162, 196—197, 202.

Normalebene einer Raumkurve 158 bis
160.

Normalschnitte einer Flache 162—165,
277-—278.

und um-

Oberfliche 198—200.

Oktaeder 76—77, 80—83,
§ 23, 277.

Optik 3, 246.

Orientierung einer Fliche 269—270, 284.

Orthogonale Flichensysteme 20, 165 bis
166.

— Kurvenscharen 5, 165—167, 206.

125—127,

Pappus 105, 117.

Parabel 3—4, 7, 23, 24, 26, 93, 102, 142
bis 143.

Parabolische Kriimmung 162—163.

— Kurve 174—178, 180.

Parabolischer Punkt 163, 164, 169, 174,
179—181.

— Zylinder 11.

Paraboloid, elliptisches 12, 14, 145.

—, hyperbolisches 13, 15, 17, 106, 241.

. Parallelenaxiom 103, 211—212, 216 bis
217.

Parallelflichen 202—203, 251.

Parallelprojektion 12, 106, 129.

Parkettierungsproblem 72.

Pascalsche Grade 104.

— Konfiguration § 17, 104—105, 114.

Pascalscher Satz 104—105, § 20, 213.

Peaucellier 239:—~240.

Perspektive vgl. Parallelprojektion,
Zentralperspektive.

Sachverzeichnis.

Pflasterung der elliptischen Ebene 213.

— der euklidischen Ebene 72.

— der hyperbolischen Ebene 228.

— des elliptischen Raums 213.

— des euklidischen Raums 77.

Planetenbahn 248—249.

Plateausches Problem 237.

Platonische Kérper 80.

Poincaré 256, 257.

Poincarésches Modell der hyperboli-
schen Ebene 225—228,231,234—235.

Polfliche einer Bewegung 251—253.

Polhodie 243—244, 250.

Polyeder 254.

—, konvexe 254—255.

—, regulére § 14, § 23, 213, 254, 257 bis
258.

—, simple 254—258.

Polyedrale Konfiguration 111.

Polygon, sich selbst ein- und um-
beschriebenes 98—99, 112—113, 114.

Prinzip des kleinsten Zwanges 196—197.

Projektive Abbildung 114—116, 216.

— Ebene 103, 130, 212—213, 263, 272,
275, §47, 296, 300—301.

— Geometrie 84.

Projektiver Raum 106, 134, 262, 273.

Projektives Koordinatensystem 126,
131, 136, 276.

Punktgitter, ebene § 5, § 6, 51, 62—64.

—, — quadratische 28—31, 68—69,
289—290.

—, raumliche 39, 42, 49—50, 51, 73— 74.

Punktmechanik 196. ’

Punktsystem, regulires 44, 46, § 9, § 12,
73—74.

Quadratische Form 35—36.

Radé 237.

Randzuordnung 263, 273—275, 277 bis
280, 282, 284, 285, 302.

Raum, elliptischer 213.

—, hyperbolischer 218.

—, projektiver 106, 134, 262, 273.

—, vier- und mehrdimensionaler 41, 42,
79, 127—140, 213, 256, 257, 285 bis
286, 300—302.

Raumkurven § 27, 181—183, § 31.

Regelflache 14, 144—145, 151, § 30, 252
bis 253, 301.

Regulare Konfiguration 95—96,
127, 140.

Regularer Flichenpunkt 161 —162.

111,



Sachverzeichnis.

Regularer Kurvenpunkt 153, 154, 159.

Reguldres Polyeder vgl. Polyeder.

— Punktsystem vgl. Punktsystem.

— Zell §23, 213, 257.

Rektifizierende Ebene 158 —160.

Relativbewegung 248 —249.

Relativitatstheorie 152, 172, 230.

Reyesche Konfiguration § 22, 137 bis
140.

Rhomboéder 40.

Riemann 152, 189.

Riemannsche Fliche 179, 239, 284 bis
285, 294.

RiemannscherAbbildungssatz234—235,
238.

Ringflache vgl. Torus.

Rollkurven der Ellipse § 42.

Roémische Flache 267.

Rotationsellipsoid 9.

Rotationsflachen 6, 9, 169, 180, 194,
196, 204—206, 213, 251.

Rotationshyperboloid 10, 184, 252 bis
253.

Rotationskegel 7, 21, 25, 26, 193.

Rotationsparaboloid 9.

Rotationszylinder 6, 193, 204, 205, 229,
263.

Riickkehrkante 183.

Sattelfliche vgl. hyperbolisches Para-
boloid.

Sattelférmige Kriimmung vgl. hyper-
bolische Kr.

Schar algebraischer Gebilde § 24.

Schiebung (in der hyperbolischenEbene)
227—228, 291, § 50.

Schlaeflische Doppelsechs § 25.

Schlichtartige Bereiche 261.

Schmiegungsebene 158—160, 182, 196.

Schmiegungskugel 161.

Schnabelspitze 153—154, 157.

Schnirelmann 196.

Schnittkurven zweier Flichen zweiter
Ordnung 22, 28.

Schnittpunktsitze 117, 213, 217.

Schraubenflichen 185, 204—206.

Schraubenlinie 161, 189, 205.

 Schraubung 73, 204, 251.

Schraubungsachse, momentane 251.

Seelenachse eines Torus 288 —289, 293.

Seifenblase, Seifenhaut 167—168, 198,
200—201.

Selbstdurchdringung 266,270—272, 277,
279, 280, 282, 283, 285.
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Siebeneck, sich selbst ein- und umbe-
schriebenes 98.

Simple Polyeder 254—258.

Singuliare Punkte ebener Kurven 153
bis 154, 176.

Spharische Abbildung 159—160, § 29,
182, 185, 237—239, 283.

Spiegelung 78, 208, 226, 286.

— am Kireis vgl. Inversion.

— an der Kugel vgl. Inversion im
Raum.

Spitze 153—154, 157, 176, 180, 245.
Stangenmodelle vgl. bewegl. Hyper-
boloid und bewegl. Paraboloid.

Staude 17.

Steinersche Flache 267.
Stereographische Projektion § 36, 236.
Stetige Abbildung 230—231, 286.
Stetigkeit 84, 115, 211—212, 216.
Striktion vgl. Drall.

Striktionslinie vgl. Kehllinie.

Tangente einer ebenen Kurve 152—157.

— einer Raumkurve 158—160, 181 bis
183.

Tangentenbild 154, 157, 159—160.

Tangentialebene 161—162, 175—178,
184.

Tetraeder 40, 47, 76, 80—83, 118, 125,
§ 23.

Tetraedrische Kugellagerung 43 —46, 48.

Topologie 230, 253—254, 259.

Topologisch regulare Polyeder 258.

Topologische Abbildbarkeit zweier
Flachen 284.

— Abbildung einer Fliche auf sich § 49.

Torsion 160—161.

Torus 177—178, 192, 203, 258, 272, 275
bis 276, 288—290, § 50, 296, 302.

Translationen 53—55, 73.

Translationsgruppen 57, 62—63, 75, 228,
289—290, § 50.

Transzendente Funktionen 285.

Trennungsaxiome 211—212.

Trochoide 244—249.

Uberlagerungsflache,
bis 291, § 50, 302.

—, zweiblattrige 276.

Umklappung der hyperbolischen Ebene
226.

Unendlich ferne Ebene 106.

~— — Punkte und Geraden 101—102,
106, 119—120, 124, 221, 229, 262.

289
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Untergruppe 59, 64, 65, 66, 68, 70, 73,
83.

Valenzen eines Atoms 46—47.

Variationsproblem 168, 189, 201, 234.

Variationsrechnung 168, 198, 200.

Verbiegung 171—173, 181, 185, 201 bis
203, § 33.

Verwindung einer Raumkurve
§ 31.

Vierdimensionaler Raum vgl. Raum.

Vierecke, wechselseitig umbeschriebene
98.

Vierfarbenproblem 296, 300.

Vierseit, vollstandiges 85—86,. 102, 121,
139.

Vollstandiges raumliches n-Eck 111.

Volumen 198—200.

182,

Wendelflache 185—186, 205.

Wendepunkt 90, 153—154, 157, 162,
175, 183.

‘Widerstand, elastischer 196.

‘Windung vgl. Torsion.

Windungspunkt 179, 239, 285.

Winkel, hyperbolischer 215, 226.

— zweier Kurven 5, 152.

Sachverzeichnis.

‘Winkelproportional 233.

Winkelsumme im Dreieck 217, 227.

— im Fundamentalbereich 228.

Winkeltreu vgl. konform.

Wiirfel 11, 42, 80—83, 119—120, 124
bis 137, 148.

—, n-dimensionaler 140.

Wirfelgitter 42.

Wurtzit 48.

Yates, R. C. § 42.

Zahlenebene 231.

Zahnradubertragung durch Hyperbo-
loidrader 253.

Zehneck, sich selbst um-
beschriebenes 112—113.

Zeigersystem, reguléres 62, § 12, 77—79.

Zell § 23, 213, 257.

Zentralperspektive 99—102, 129—139.

Zirkel 239.

Zusammenhangszahl 258 —260, 261, 266
bis 267, 272—273, 276, 284, 297 bis
300.

Zykliden 192—194.

Zykloiden 244—249.

Zylinder (s. auch Kreiszylinder) 6, 11,
182, 184.

und ein-
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