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254 . VI. Topologie.

barem, aber vollig unzerreiBbarem und unverkittbarem Material her-
gestellt und werden Eigenschaften kennenlernen, die erhalten bleiben,
wenn man eine aus solchem Material hergestellte Figur beliebig verzerrt.
Z. B. kommen alle topologischen Eigenschaften der Kugel in gleicher
Weise auch dem Ellipsoid oder dem Wiirfel oder Tetraeder zu. Dagegen
bestehen topologische Unterschiede zwischen der Kugel und dem Torus.
Denn es ist anschaulich klar, daB man eine Kugel ohne Zerreilung
oder Verkittung nicht in einen Torus verwandeln kann.

In der Entwicklung der geometrischen Wissenschaft traten topo-
logische Probleme naturgemif noch spiter auf als projektive; ndmlich
erst im 18. Jahrhundert. Spiter zeigte sich, daB die topologischen Aus-
sagen trotz ihrer scheinbaren Unbestimmtheit gerade mit den genauesten
abstrakten GréBenaussagen der Mathematik zusammenhdngen, namlich
mit der Algebra und Funktionentheorie der komplexen Zahlen und mit
der Gruppentheorie. In der Gegenwart gehdren unter allen Zweigen
der Mathematik die topologischen Forschungen zu den fruchtbarsten
und erfolgreichsten.

Wir miissen uns im folgenden auf einige Fragen aus der Topologie
der Flichen des dreidimensionalen Raums beschranken!. Wir be-
ginnen mit denjenigen Flichen, die sich topologisch am einfachsten
untersuchen lassen: den Polyedern.

- § 44. Polyeder.

Unter einem Polyeder verstehen wir jedes System von Polygonen,
die so angeordnet sind, daf} einerseits an jeder Kante zwei und nur zwei
Polygone (unter einem Winkel) zusammenstoen und dafl man anderer-
seits durch Uberschreiten von Kanten von jedem Polygon des Systems
zu jedem anderen gelangen kann.

Die einfachsten und wichtigsten Polyeder sind die ,,simplen. So
nennen wir ein Polyeder, wenn es durch stetige Deformation in eine Kugel
verwandelt werden kann. Beispiele simpler Polyeder sind die reguliren
Polyeder (§ 14). Wir werden bald sehen, dal es noch zahlreiche andere
als simple Polyeder gibt, die sich also nicht in eine Kugel verzerren lassen.

Die reguliren Polyeder hatten ferner die Eigenschaft, frei von ein-
springenden Kanten zu sein. Hieraus folgt, daf die reguldren Polyeder
konvex sind. Konvex nennt man ndmlich jedes Polyeder, das ganz
auf einer Seite jeder seiner Fliachen liegt, das ich also mit jeder Seiten-
fliche auf eine ebene Tischplatte legen kann. Die Konvexitit ist keine
topologische Eigenschaft, denn ich kann ein konvexes Polyeder durch
eine topologisch unwesentliche Abdnderung in ein nichtkonvexes Poly-

1 Als weitergehende Einfithrung in die grundlegenden Begriffe der Topo-
logie sei auf das gleichzeitig erscheinende kleine Buch von ALEXANDROFF,
,,Einfachste Grundbegriffe der Topologie‘‘ verwiesen.
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eder verwandeln. Man kann aber aus der Konvexitit eines Poly-
eders auf eine topologische Eigenschaft schlieBen. Eine einfache Uber-
legung ergibt ndmlich, daB jedes konvexe Polyeder notwendig ein
simples istl.

Die Anzahlen der Ecken, Kanten und Flichen eines simplen Poly-
eders stehen zueinander immer in einer wichtigen Beziehung, die nach
ihrem Entdecker der EULERsche Polyedersatz genannt wird. Sei ndmlich
E die Anzahl der Ecken, K die der Kanten, F die der Flichen des Poly-
eders, so besagt der EULERsche Polyedersatz, dal die Zahl £ — K 4 F
fir alle simplen Polyeder den Wert 2 hat:

E—-—K+F=2.
Wir priifen diesen iiberraschenden Satz an einigen reguldren Polyedern
nach:
Tetraeder: E — K+ F =4 — 6+ 4=2.
Wiirfel: 8—12+4+6=2.
Oktaeder: 6 —12+4+ 8= 2.

Zum Beweise des EvuLErschen Satzes verschaffen wir uns in der
Ebene ein Bild des simplen Polyeders, das wir sein ebenes Netz nennen
wollen. Wir nehmen eine beliebige Seitenfliche des Polyeders fort
und verzerren die iibrigen Seitenflichen, bis sie in eine und dieselbe
Ebene fallen. Man kann es so einrichten, dafl die Seitenflachen bei der
Verzerrung geradlinig begrenzte Polygone bleiben und daB sich deren
Eckenzahl nicht dndert. (Dagegen ist es natiirlich nicht mdoglich, da
die Polygone in der Ebene den urspriinglichen Polygonen durchweg
kongruent sind.) Das so entstandene, in einer Ebene liegende Polygon-
system nennen wir das ebene Netz des Polyeders. Die Abb. 153 bis
154, S. 129 konnen wir als ebene Netze der reguliren Polyeder
ansehen.

Das ebene Netz enthilt ebenso viele Ecken und Kanten wie das
Polyeder, dagegen eine Fliche weniger. Wir nehmen nun im ebenen
Netz eine Reihe von Abdnderungen vor, bei denen sich die ZahlE — K + F
nicht 4ndert und die Gestalt des Netzes sich vereinfacht. Wenn zunéchst
in dem Netz Flichen vorkommen, die mehr als drei Seiten besitzen,
so ziehen wir in diesem Polygon eine Diagonale. Dadurch ist eine
Fliche und eine Kante hinzugekommen, die Eckenzahl ist die gleiche
geblieben, E — K + F ist also nicht gedndert (Abb. 270). Wir setzen

1 Zwischen den konvexen und den nichtkonvexen Polyedern besteht ein
eigenartiger Unterschied. Wahrend namlich jedes geschlossene konvexe Poly-
eder starr ist, existieren geschlossene nichtkonvexe Polyeder, deren Seiten-
flachen gegeneinander bewegt werden konnen. Die Starrheit der konvexen
Polyeder steht in Analogie zu der auf S. 203 erwihnten Starrheit der ge-
schlossenen konvexen Flachen. Bisher ist es aber nicht gelungen, deren Starr-
heit aus der Starrheit der Polyeder durch unmittelbaren Grenziibergang zu folgern.
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dies Verfahren so lange fort, bis wir ein Netz erhalten, in dem alle
Flachen Dreiecke sind.

Wenn wir an ein derartiges Dreiecksnetz lings einer Kante ein
neues Dreieck anfiigen, so da8 die beiden Ecken, in welche die Kante
auslduft, auch Ecken des neuen Dreiecks sind (Abb. 271), so wird die
Zahl der Ecken und Fliachen um je eins,
die Zahl der Kanten um zwei vermehrt;
der betrachtete Ausdruck bleibt also
wieder ungedndert. Ebenso &dndert er
sich nicht, wenn wir (Abb. 272) an einer
konkaven Stelle des Netzumfangs eine
Kante hinzufiigen, durch die zwei solche
Ecken des Umfangs verbunden werden,
daBl ein Dreieck entsteht; denn hier-
durch wird die Zahl der Ecken nicht

Abb. 270. gedndert, dagegen die der Kanten und
Flachen um je eins vermehrt.

Nun sieht man unmittelbar ein, daB jedes beliebige Dreiecksnetz
aus einem einzelnen Dreieck durch mehrmalige Wiederholung dieser
beiden Operationen erzeugt werden kann. Die Zahl E — K + F besitzt
also fiir jedes beliebige Dreiecksnetz und damit auch fiir jedes andere

Abb. 271. Abb. 272.

ebene Netz denselben Wert wie fiir ein einzelnes Dreieck: E — K + F
=3 — 3 4+ 1 = 1. Da nun das Netz genau so viele Ecken und Kanten
hat wie das simple Polyeder, dagegen eine Fliche mehr, so muB fiir das
simple Polyeder gelten: )
E— K+ F=2*

* PoiNCARE hat den EurLERschen Satz auf den n#-dimensionalen Raum verall-
gemeinert. Dort treten statt der Ecken, Kanten und Flachen in entsprechender
‘Weise 0-, 1-, 2- bis n»—1-dimensionale Gebilde auf, deren Anzahlen wir mit Ny,

N,, N, bis N, _, bezeichnen wollen. Dann gilt fir die Gebilde, die den simplen
Polyedern entsprechen:

Ny = Ny + Ny — oo =1 — (—1)".

Fir n = 3 ist das die EuLeErsche Formel.
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Mit Hilfe des EULERschen Satzes 148t sich ein neuer einfacher Beweis
dafiir geben, da3 nur fiinf reguldre Polyeder moglich sind (vgl. S. 79, 80).
In dem betrachteten regulidren Polyeder mogen an jeder Ecke # Seiten-
flichen und somit auch # Kanten zusammenstoBen. Wenn also wieder
E, K, F die Bedeutung haben wie bisher, so ist die Anzahl der Kan-
ten, die von irgendeiner Ecke auslaufen, gleich #E. Dabei haben wir
aber jede Kante zweimal gezdhlt, da jede Kante zwei Ecken verbindet.
Es ist also

nE =2K.

Ferner moge in dem betrachteten Polyeder jede Flache von » Kanten
begrenzt sein. Dann ist #F die Anzahl der Kanten, die irgendeine
Fliache des Polyeders begrenzen. Bei dieser Abzihlung haben wir aber
wieder jede Kante zweimal gezédhlt, da jede Kante an zwei Seitenflichen

angrenzt. Also ist
rF=2K.

Durch Einsetzen der letzten beiden Gleichungen in die EULERsche
Formel erhalten wir
2K 2K
W KT =2
oder umgeformt

1 1 1 1
Ty =2 K"

Ihrer Bedeutung wegen miissen sowohl # als auch » mindestens 3 sein
oder groBer. Wiren andererseits beide Zahlen gréBer als 3, so erhielte
man

1 1 1 1 1 1
L . S S I,
K n+7 2=4+

1
s 20

Das ist unmoglich. Setze ich # = 3, so ergibt sich

=

1
K~ 7 %6
Also kann 7 fiir # = 3 nur die Werte 3, 4, 5 annehmen; K erhdlt dann
die Werte 6, 12, 30. Da die Gleichungen in bezug auf #» und » symme-
trisch sind, erhidlt man entsprechende Werte von # fiir » = 3. Wir
haben damit sechs allein mogliche Félle gefunden, von denen zwei
identisch sind, nimlich # = 3, » = 3. Es bleiben fiinf verschiedene
Typen ibrig, und sie sind in der Tat durch die reguliren Polyeder
verwirklicht?.

Die Besonderheit dieses Beweises im Gegensatz zu dem friiher
(S. 79, 80) gegebenen besteht darin, daBl wir gar nicht die Voraussetzung
gemacht haben, daB8 alle Seitenflichen regulire Polygone sind. Wir

haben nur vorausgesetzt, daB alle Flichen von gleich vielen Kanten

1 In ahnlicher Weise fithrt die PoiNcaREsche Verallgemeinerung des EULER-
schen Satzes zur Bestimmung der reguliaren Zelle der hoherdimensionalen Riume.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 17
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begrenzt werden und daf8 in jeder Ecke gleich viele Kanten zusammen-
laufen. Es gibt demnach nicht mehr ,,topologisch regulire’ als ,,me-
trisch regulire’ Polyeder, wenn man sich auf simple Polyeder be-
schrinkt.

Wir wenden uns nun zu den nichtsimplen Polyedern. Als Beispiel
nennen wir den prismatischen Block (Abb. 273). Er besteht aus einem
Quader, aus dessen Mitte ein parallel gelagerter kleinerer Quader heraus-
gestemmt ist; ferner sind die beiden Grundflichen, welche die Quader
gemein haben, auf die in der Figur angegebene Weise abgeschragt. Dieses
Polyeder 14Bt sich nicht in eine Kugel verzerren, wohl aber in einen
Torus®. Andere Typen erhdlt man auf dhnliche Art durch Heraus-
stemmen mehrerer Locher (Abb. 274).

Um iiber alle diese Polyeder eine Ubersicht zu gewinnen, ordnen wir
jedem Polyeder eine bestimmte Zahl %, den sog. Zusammenhang, zu.

Abb. 273. Abb. 274.

Wir betrachten die geschlossenen, sich nicht selbst durchschneidenden
Kantenziige des Polyeders. Wenn ein Polyeder durch jeden solchen
Kantenzug in zZwei getrennte Teilflichen zerlegt wird, so ordnen wir
ihm den Zusammenhang % = 1 zu. Diese Zusammenhangszahl besitzen
offenbar alle simplen Polyeder, denn die Kugelfliche wird durch jeden
auf ihr verlaufenden geschlossenen Kurvenzug in zwei Teile zerlegt.
Umgekehrt erkennt man unmittelbar, daf3 die Polyeder der Zusammen-
hangszahl 1 sich stets in eine Kugel deformieren lassen. Deshalb werden
die simplen Polyeder auch als die einfach zusammenhingenden Polyeder
bezeichnet. .

Auf dem prismatischen Block dagegen gibt es einen geschlossenen
Kantenzug, der das Polyeder. nicht zerlegt (z. B. das Quadrat a in
Abb. 273). Allen Polyedern mit dieser Eigenschaft ordnen wir einen
hoheren Zusammenhang zu. Um ihn zu bestimmen, betrachten wir
nunmehr alle die (nicht notwendig geschlossenen) Kantenziige, die zwei
Punkte des zuerst gezeichneten Kantenzuges miteinander verbinden.

Wenn jedes solches Paar von Kantenziigen das Polyeder zertrennt,
ordnen wir diesem den Zusammenhang # = 2 zu. Andernfalls setzen
wir das Verfahren fort. Allgemein definieren wir: ‘

? Auch der prismatische Block ist topologisch regular.
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Ein Polyeder heift h-fach zusammenhingend, wenn sich auf ihm in
etner bestimmiten Reihenfolge h — 1, aber nicht h Kantenziige auffinden
lassen, deven Gesamtheit das Polyeder nicht zertremmtl. Dabei muf der
erste dieser Kantenziige geschlossen sein, wihrend jeder weitere Kanten-
2ug zwei Punkte der vovhergehenden verbindet.

Auf dem prismatischen Block gibt es, wie aus Abb. 273 ersichtlich,
ein System von zwei solchen Kurvenziigen (das Quadrat a und das
Trapez b). Dieses Polyeder ist also mindestens dreifach zusammen-
hangend. Wir werden gleich sehen, daBl es in Wirklichkeit genau drei-
fach zusammenhingend ist.

Es entsteht nun die Frage, ob der frither fiir einfach zusammen-
hiangende Polyeder bewiesene EULERsche Satz auch auf Polyeder vom
belicbigen Zusammenhang % verallgemeinert werden kann. Wir kénnen
nicht erwarten, dafl der Satz unverindert gilt, denn beim Beweise wurde
das ,,ebene Netz“ verwandt, dessen Konstruktion ersichtlich nur bei
einfach zusammenhédngenden Polyedern moglich ist. Es 148t sich nun
zeigen, daBl im allgemeinen die Formel gilt:

E—K+F=3—h.

Fir 7 = 1 liefert das die frither bewiesene Gleichung. Ein weiteres Bei-
spiel bildet der prismatische Block. Er hat offenbar sechzehn Ecken,
zweiunddreiflig Kanten und sechzehn Flachen, und es gilt die Gleichung

16 —324+16 =3 — 3 =0.

Daraus folgt, daB der prismatische Block genau dreifach zusammen-
hingend ist. Ebenso ist auch im allgemeinen Fall der EULERsche Satz
ein bequemes Mittel, den Zusammenhang eines Polyeders festzustellen.
Man hat nur die Ecken, Kanten und Fliachen abzuzidhlen und braucht
nicht den Verlauf der Kantenziige zu verfolgen.

§ 45. Fliachen.

Wir haben gesehen, daBl die simplen Polyeder sich in die Kugelfliche
deformieren lassen und daBl der prismatische Block sich in den Torus
deformieren 1aBt. In dhnlicher Weise kann man auch kompliziertere
topologische Gebilde durch polyederartige Figuren ersetzen. Die
Theorie dieser Gebilde ist dadurch zuriickgefiihrt auf das Studium von
Figuren, die aus einfachen Bausteinen in leicht angebbarer Weise zu-
sammengesetzt sind. Diese Betrachtungsweise, , kombinatorische Topo-
logie‘“ genannt, hat ferner den groBen Vorzug, daB sie sich ohne weitereg’
auf den Fall von mehr als drei Dimensionen ibertragen liBt. .Denn
die Struktur eines Polyeders 148t sich vollstindig durch eine schematische

1 D. h. zwei beliebige Punkte des Polyeders sollen sich stets durch eine auf dem
Polyeder verlaufende Kurve verbinden lassen, die keinen der Kantenzige trifft.
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