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§ 45. Flachen. 259

Ein Polyeder heift h-fach zusammenhingend, wenn sich auf ihm in
etner bestimmiten Reihenfolge h — 1, aber nicht h Kantenziige auffinden
lassen, deven Gesamtheit das Polyeder nicht zertremmtl. Dabei muf der
erste dieser Kantenziige geschlossen sein, wihrend jeder weitere Kanten-
2ug zwei Punkte der vovhergehenden verbindet.

Auf dem prismatischen Block gibt es, wie aus Abb. 273 ersichtlich,
ein System von zwei solchen Kurvenziigen (das Quadrat a und das
Trapez b). Dieses Polyeder ist also mindestens dreifach zusammen-
hangend. Wir werden gleich sehen, daBl es in Wirklichkeit genau drei-
fach zusammenhingend ist.

Es entsteht nun die Frage, ob der frither fiir einfach zusammen-
hiangende Polyeder bewiesene EULERsche Satz auch auf Polyeder vom
belicbigen Zusammenhang % verallgemeinert werden kann. Wir kénnen
nicht erwarten, dafl der Satz unverindert gilt, denn beim Beweise wurde
das ,,ebene Netz“ verwandt, dessen Konstruktion ersichtlich nur bei
einfach zusammenhédngenden Polyedern moglich ist. Es 148t sich nun
zeigen, daBl im allgemeinen die Formel gilt:

E—K+F=3—h.

Fir 7 = 1 liefert das die frither bewiesene Gleichung. Ein weiteres Bei-
spiel bildet der prismatische Block. Er hat offenbar sechzehn Ecken,
zweiunddreiflig Kanten und sechzehn Flachen, und es gilt die Gleichung

16 —324+16 =3 — 3 =0.

Daraus folgt, daB der prismatische Block genau dreifach zusammen-
hingend ist. Ebenso ist auch im allgemeinen Fall der EULERsche Satz
ein bequemes Mittel, den Zusammenhang eines Polyeders festzustellen.
Man hat nur die Ecken, Kanten und Fliachen abzuzidhlen und braucht
nicht den Verlauf der Kantenziige zu verfolgen.

§ 45. Fliachen.

Wir haben gesehen, daBl die simplen Polyeder sich in die Kugelfliche
deformieren lassen und daBl der prismatische Block sich in den Torus
deformieren 1aBt. In dhnlicher Weise kann man auch kompliziertere
topologische Gebilde durch polyederartige Figuren ersetzen. Die
Theorie dieser Gebilde ist dadurch zuriickgefiihrt auf das Studium von
Figuren, die aus einfachen Bausteinen in leicht angebbarer Weise zu-
sammengesetzt sind. Diese Betrachtungsweise, , kombinatorische Topo-
logie‘“ genannt, hat ferner den groBen Vorzug, daB sie sich ohne weitereg’
auf den Fall von mehr als drei Dimensionen ibertragen liBt. .Denn
die Struktur eines Polyeders 148t sich vollstindig durch eine schematische

1 D. h. zwei beliebige Punkte des Polyeders sollen sich stets durch eine auf dem
Polyeder verlaufende Kurve verbinden lassen, die keinen der Kantenzige trifft.

17*



260 VI. Topologie.

Zusammenheftungsvorschrift beschreiben, ohne Hilfe der rdumlichen
Anschauung.

Der Anschauung dagegen kommt es oft néher, die Flachen unmittel-
bar zugrunde zu legen; so ist die Kugel ein einfacheres Gebilde als die
simplen Polyeder und der Torus einfacher als der prismatische Block.
Wir wollen daher jetzt den Begriff der Zusammenhangszahl von den
Polyedern auf beliebige Flachen ausdehnen.

Fiir die Kugel haben wir £ =1 zu setzen und fiir den Kreisring
h =13. Flichen von hoherem Zusammenhang koénnen wir dadurch
erzeugen, daB wir eine aus knetbarer Masse hergestellte Kugel platt-
driicken und mehrere Locher hindurchbohren (Abb. 275). Solche
Flachen wollen wir Brezeln nennen. Man kann zeigen, dafl eine Brezel
mit p Léchern notwendig den Zusammenhang s = 2p + 1 besitzt.
In der Figur sind fiir die Brezeln vom Zusammenhang 1, 3, 5, 7
Systeme von 0, 2, 4, 6 nicht zerstiickelnden Kurven eingezeichnet.

Abb. 276,

Man sieht leicht ein, daf jede weitere, zwei Randpunkte des Schnitt-
systems verbindende Kurve die zugehérige Fliche zerstiickeln muB.

Auf Flichen sind die Kurvenziige freier wihlbar als auf Polyedern,
wo wir uns auf Kantenziige beschrinkten. Man kann deshalb fiir die
Zusammenhangszahl von Flachen noch andere Definitionen geben. Z. B.:

Auf einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang % lassen sich
h — 1 geschlossene Kurven zeichnen, die die Fliche nicht zertrennen;
jedes System von 4 derartigen Kurven fithrt dagegen zu einer Zerstiicke-
lung der Flache.

In Abb. 276 sind solche Kurven fiir die Félle 2 =1,3,5,7 ge-
zeichnet,

Man kann die Kurven auch der weiteren Bedingung unterwerfen,
durch einen beliebig gewihlten Punkt der Fliche zu gehen. Man erhilt
dann die fiir manche Zwecke bequeme , kanonische Zerschneidung* der
Flache, fiir die Abb. 285, 286, 287, S. 264, 265, drei Beispiele geben.

Dagegen gilt der Satz nicht mehr ungeindert, wenn man sich auf
Systeme geschlossener Kurven beschrinkt, die einander nicht schnei-
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den. Fiir Flichen von ungerader Zusammenhangszahl 148t sich nam-
lich zeigen: :

Auf einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang %2 = 2p + 1
gibt es p und nicht mehr als p geschlossene, einander nicht schneidende
Kurven, die die Fliache nicht zerstiickeln.

Von dem Zutreffen dieses Satzes kann man sich an Abb. 276 tiber-
zeugen.

Bisher haben wir nur Flichen betrachtet, die ganz im Endlichen
liegen und keine Randkurven haben. Man kann den Zusammenhangs-
begriff auch auf weitere Fille ausdehnen. Zundchst moge die Fliche
zwar ganz im Endlichen liegen, aber eine Anzahl in sich geschlossener
Randkurven besitzen. Diese mogen sich selbst und einander nicht
iiberschneiden. Wir haben dann Flachenstiicke vor uns, wie in Abb. 277
gezeichnet. Andere Typen solcher Flichen erhilt man, wenn man sich
die in Abb. 275 u. 276 gezeichneten geschlossenen Flichen hohl denkt

R, (FER
h=1 h=2 h=23 h=4

Abb, 277.

Abb. 278.

und dann beliebig viele Locher hineinschneidet (Abb. 278)1. Auch auf
diesen Flachen bestimmen wir den Zusammenhang durch ein System
von Kurvenziigen, mit einem einzigen Unterschied gegen die zuerst
gegebene Definition: Die erste Kurve soll nicht mehr geschlossen sein,
sondern zwei Randpunkte miteinander verbinden; jede hinzugefiigte
Kurve darf auBer auf den vorher gezeichneten Kurven auch in Rand-
punkten beginnen und enden. Dann haben die in Abb. 278 darge-
stellten Flachen der Reihe nach den Zusammenhang 2, 3, 7, 8.

Die Bestimmung des Zusammenhangs durch geschlossene Kurven
ist auf berandete Flichen nicht ohne weiteres iibertragbar.

Wir nehmen nunmehr an, dafl die — berandete oder unberandete —
Fliache ins Unendliche geht. Dann hidngt die topologische Struktur
der Fliche davon ab, ob wir sie als im metrischen oder im projektiven
Raum liegend annehmen. Im ersten Fall beschrinken wir uns auf die

1 Im Gegensatz zu den in Abb. 277 dargestellten Flachen lassen sich die
Flachen von Abb. 278b, ¢, d auch bei beliebiger Verzerrung nicht aus einem
ebenen Blatt Papier ausschneiden. Der hier zutage tretende Unterschied spielt
in der geometrischen Funktionentheorie eine Rolle (schlichtartige und nicht-
schlichtartige Bereiche).
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endlichen Punkte. Der Raum verhdlt sich dann, als ob er gegen das
Unendliche durch eine sehr groBe Kugel abgeschlossen wire. Wir kénnen
die Fliche durch denjenigen Teil von ihr ersetzen, der im Innern der
Kugel liegt; dies ist ein im Endlichen liegendes berandetes Flachenstiick,
auf das wir die vorher entwickelte Theorie anwenden konnen®.

Im projektiven Raum treffen wir auf ganz andere Verhiltnisse. Wir
haben jeder Geraden nur einen einzigen unendlich fernen Punkt zu-
geordnet und sie als geschlossene Kurve angesehen; ihre beiden ins
Unendliche laufenden Aste hingen im unendlich fernen Punkt der Ge-
raden miteinander zusammen. Aullerdem ist dieser Punkt allen zur
‘ersten parallelen Geraden gemeinsam. Nach dieser Auffassung hingt
auch der projektive Raum als Ganzes durch seine unendlich fernen
Punkte mit sich zusammen. Eine Fliche enthilt einen unendlich fernen
Punkt, wenn sie sich, je weiter wir in geeigneter Weise auf ihr fort-
schreiten, immer mehr einer bestimmten Geraden nidhert, in deren

Richtung der unendlich ferne Punkt

liegt. Es ist keineswegs notwendig, daf

die Fliche auch nach der entgegenge-
setzten Richtung hin einer parallelen

Geraden immer niher kommt; der un-

endlich ferne Punkt ist dann ein Rand-
N punkt der Fliche. Wenn sich dagegen

die Fliache nach beiden Seiten hin immer

mehr zwei Parallelen nidhert, so ist die
Fliche in deren unendlich fernem Punkt als zusammenhéingend an-
zusehen. Wenn ferner die Fliche eine Randkurve besitzt, die ins Un-
endliche geht, so mufl diese Kurve durch das Unendliche hindurch in
sich geschlossen sein, d. h. entweder sich in entgegengesetzten oder gleichen
Richtungen unbegrenzt zwei parallelen Geraden nidhern oder einen Teilder
unendlich fernen Geraden enthalten; denn eine nichtgeschlossene Kurve
kann nicht den Rand einer Fliche bilden. So ist z. B. das von einer
Geraden und zwei Halbgeraden begrenzte ebene Flichenstiick, das in
Abb. 279 abgebildet ist, im projektiven Raum nicht gegen die iibrigen
Teile der zugehorigen Ebene abgeschlossen, da wir durchs Unendliche
von A nach 4’ kommen konnen. Im metrischen Raum dagegen wiirde

x0

oA’
Abb. 279.

1 Dabei ist vorausgesetzt, daB3 wir die Kugel so groB wihlen kénnen, da8 das
in ibhrem Innern befindliche Flachenstiick seine topologische Struktur bei weiterer
VergroBerung der Kugel nicht mehr d&ndert. Man kann leicht Beispiele von Flichen
angeben, die dieser Voraussetzung nicht geniigen. Man schlage etwa um die
Gitterpunkte des ebenen quadratischen Punktgitters kleine Kreise, die einander
nicht treffen. Entfernt man das Innere aller dieser Kreise aus der Ebene, so erhalt
man eine ebene Flache; fiir den Teil dieser Fliche, der im Innern einer Kugel liegt,
kann man leicht den Zusammenhang berechnen. Ersichtlich wachst aber dieser
Zusammenhang unbegrenzt, wenn man die Kugel bei festgehaltenem Mlttelpunkt
unbegrenzt vergréBert.
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sich dasselbe Fliachenstiick so verhalten, als wire es durch eine ge-
schlossene Randkurve begrenzt.

Entsprechendes gilt fiir die Ebene als Ganzes. Die metrische Ebene
besitzt eine geschlossene Randkurve, namlich die unendlich ferne
Gerade. Sie ist also der ebenen Kreisscheibe topologisch dquivalent.
Dagegen ist die projektive Ebene eine geschlossene 4 %
Flache. Um auch fiir sie ein einfacheres topologisches
Modell zu gewinnen, gehen wir von einer frither pi c
(S. 209, 212, 213) behandelten Konstruktion aus. Wir ")
hatten die projektive Ebene umkehrbar eindeutig auf
die Oberfliche einer Halbkugel abgebildet, indem wir B A
auf dem GroBkreis, der die Halbkugel begrenzt, je zwei
Diametralpunkte immer als identisch ansahen. In
gleicher Weise kénnen wir statt der Halbkugelfliche auch eine ebene
Kreisscheibe verwenden, denn sie ist in die erstgenannte Fliche defor-
mierbar. Die Kreisscheibe wollen wir nun weiterhin in die Flache eines
Quadrats deformieren. Demnach ist die projektive Ebene topologisch
dquivalent mit der Flache eines Quadrats (Abb. 280), o
falls wir auch hier alle diametralen Randpunkte
identifizieren (z. B. 4 = A’ usw. in Abb. 280). Den 4 vz
geschlossenen Kurven der projektiven Ebene entspre- . 5
chen in diesem Modell erstens die geschlossenen Kur-
ven, zweitens aber auch alle die Kurven, die identi- 7 7
fizierte Randpunkte miteinander verbinden (z. B. die
Strecke A A’ in Abb. 280).

Die topologische Untersuchung der projektiven Ebene wollen wir
erst spiter fortsetzen (S. 272ff.). Dagegen fiihrt uns das Verfahren von
Abb. 280 sofort zu anderen dhnlichen Konstruktionen. Wir gehen zu-
nichst wieder von
der Quadrat- oder
Rechtecksfliche aus,
identifizieren  aber
jetzt die Randpunkte
nach dem in Abb. 281
angegebenen Schema. Abb. 282
Wieder erhalten wir
das Modell einer ge- :‘
schlossenen Fldche. ‘i ¢
Diesmal 148t sich
nun die dargestellte
Fliche leicht aus dem Modell wiederherstellen. Wir verbiegen das
Rechteck (Abb.282) zunichst in ein Stiick eines Kreiszylinders (Abb. 283).
Dabei heften wir die Rechtecksseiten 1, 2 gerade so aneinander, daB3
alle identifizierten Punkte dieser Seiten nunmehr wirklich zusammen-

Abb. 280.

Abb. 281.

N\

e -H

Abb. 283.
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fallen. Die iibrigen Seiten 3, 4, die dabei in Kreise iibergegangen sind,
kénnen wir in der vorgeschriebenen Weise aneinanderheften, indem wir

g

Abb. 284.

Abb. 285.

(Abb. 284) den Kreiszylinder
verbiegen. Wir erhalten
schlieBlich die Fliche des
Torus, und der Rand der
Rechtecksfliche geht in ein
,,kanonisches Schnittsystem‘
des Torus iiber, wobei jede
Kurve zwei Randstrecken
der Rechtecksfliache entspricht
(Abb. 285 und 275b). Umge-
kehrt : schneidetmanden Torus
lings eines kanonischen Sy-
stems auf, so ergibt sich
stets eine Figur, die dem
Rechteck mit der angegebe-
nen Rénderzuordnung topo-
logisch aquivalent ist. Man
kann dieses Verfahren auf
alle , Brezeln ausdehnen.
Hat die Brezel den Zusam-
menhang 2p + 1, so Dbe-
steht das kanonische Schnitt-
system aus 2p Kurven. Die
Zerschneidung liefert also ein

4p-Eck mit einer bestimmten Rénderzuordnung. Fir die Fille
h=5, 7, also p =2,3, ist die Konstruktion durch Abb. 286, 287

Abb. 286a.

veranschaulicht.

Die Abbildung der Brezeln auf
4p-Ecke spielt sowohl in der Theorie
der stetigen Abbildungen (vgl. S. 284)
als auch in der Funktionentheorie
(vgl. S. 294) eine wichtige Rolle. In
beiden Anwendungen geht man davon
aus, daB die 4p-Ecke eine regulire
Gebietseinteilung der hyperbolischen
Ebene (bzw. fir p =1 der euklidi-
schen Ebene) liefern, wie wir das auf
S. 228 erortert haben.

Wenn man die Rinderzuordnung

abandert, erhdlt man auBler den Brezeln noch eine groBe Anzahl
weiterer Flichen, von denen uns einige im folgenden beschiftigen

werden.
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Abb. 286b. Abb. 286c. Abb. 286d.

Abb. 286e. Abb. 2861,

Abb. 287a. Abb. 287b.

Abb. 287c. Abb. 287d.



