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266 VI. Topologie.

§ 46. Einseitige Fldchen.

Alle bisher betrachteten Polyeder und geschlossenen Flichen hatten
ungeraden Zusammenhang. Es entsteht daher die Frage, ob es iiber-
haupt geschlossene Flichen von geradem Zusammenhang gibt, also
Gebilde, die in ihrem topologischen Verhalten in der Mitte zwischen
Kugel und Torus bzw. zwischen zwei Brezeln stehen.

Die Frage ist zu bejahen. Wir wollen ndmlich jetzt ein Polyeder,
das Heptaeder, konstruieren, das nach dem EULERschen Polyedersatz
den Zusammenhang 2 besitzt. Wir gehen vom reguldren Oktaeder
aus (Abb. 288). Zu den acht dreieckigen Seitenflichen dieses Polyeders

Abb. 288.

nehmen wir noch die drei Quadrate hinzu, welche in den drei durch
die Diagonalen des Oktaeders bestimmten Ebenen liegen (z. B. ABCD
in Abb. 288). Diese elf Flichen bestimmen nach unserer fritheren
Definition kein Polyeder, da an jeder Kante nicht zwei, sondern drei
Flichen zusammenstoBen. Wir entfernen nun vier Dreiecke, nimlich
(gemdB der Stellung der Figur) auf der oberen Hilfte des Oktaeders
das linke vordere und das rechte hintere Dreieck, auf der unteren Hilfte
das linke hintere und das rechte vordere Dreieck. Es bleiben also nur
vier Dreiecke des Oktaeders iibrig; sie sind in der Figur schraffiert.
Wir haben damit ein Gebilde aus vier Dreiecken und drei Quadraten
konstruiert. Seine Kanten und Ecken fallen mit denen des Oktaeders
zusammen, dagegen sind die Diagonalen des Oktaeders nicht Kanten,
sondern Durchdringungslinien des Gebildes. Ersichtlich stoBen an jeder
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Kante genau zwei Flichen zusammen, und man kann durch Uberschreiten
von Kanten von jeder Fliche zu jeder anderen gelangen. Das Gebilde
ist also ein Polyeder; da es sieben
Flachen hat, heit es , Heptaeder®.
Es hat, wie das Oktaeder, zwolf
Kanten und sechs Ecken. Der ver-
allgemeinerte  Polyedersatz liefert
also

E—F+4+K=6—-124+7=1=%—4.

Demnach besitzt das Heptaeder den
Zusammenhang & = 2. Wie die
simplen Polyeder sich in die Kugel
deformieren lassen, so gibt es auch
eine einfache geschlossene Fliche, in
die sich das Heptaeder deformieren
laBt. Es ist die von STEINER unter-
suchte ,,romische Fliche® (Abb. 289).
Auch sie besitzt, wie das Heptaeder,
drei paarweise aufeinander senkrechte
Durchdringungsstrecken. In recht-
winkligen Koordinaten ist sie durch
die Gleichung bestimmt

V22?2 + 2242 - a2y 4+ xyz2=0.

Es ist also eine Fliache vierter Ord-
nung.

Auller dem geraden Zusammen-
hang und den Durchdringungskurven
weist das Heptaeder noch eine
weitere wichtige Eigenschaft
auf, durch die es sich wvon
allen bisher betrachteten Fla-
chen unterscheidet. Denken
wir uns die Fliche durch eine
Membran verwirklicht und be-
trachten wir ein Wesen, z. B.
einen Kifer, der auf dieser
Membran herumspaziert, von
einem festen Punkt P aus.
Diesem Punkt P liegt auf
der anderen Seite der diinnen
Membran ein Punkt P’ gegen-
iuber, der mit P zusammen- Abb. 289¢.
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fallt, wenn wir wieder die Membran durch die urspriingliche Fliche
ersetzen. Es erscheint nun plausibel, daf der Kifer nicht anders von
P nach P’ gelangen kann, als wenn er sich durch die Membran an irgend-
einer Stelle ein Loch bohrt. Fiir die Kugel und alle Brezeln, die wir
bisher betrachtet haben, trifft diese Annahme auch zu. Das Heptaeder
dagegen ist eine Fliche, fiir die die Annahme nicht mehr ohne weiteres
gilt. Als Ausgangspunkt P wihlen wir (Abb. 290) einen Punkt auf der
zur Zeichenebene parallelen Quadratfliche, und zwar auf der dem Be-
schauer zugewandten Seite. Wir betrachten nun einen Weg, der auf dem
Heptaeder von P aus der Reihe nach die Kanten 1, 2, 3, 4 iiberschreitet

und dann wieder auf der urspriinglichen Quadratfliche verliuft. Ein
Kifer, der einen solchen Weg nimmt, gelangt ersichtlich nach Uber-
schreitung der Kante 4 auf die Riickseite der Quadratfliche, von deren
Vorderseite er ausgegangen war. Er mufl zwar die Heptaedermembran
dreimal durchbohren, aber nicht an einer Stelle, {iber die er gerade
hinwegwandert, sondern nur an den Durchdringungslinien, wo ihm eine
andere Heptaederfliche den Weg versperrt, nicht aber die, welche er
durchlduft.

Das Heptaeder heilt deswegen eine ,,einseitige’* Fliche, wihrend
man die Kugel und die bisher beschriebenen Brezeln als zweiseitig
bezeichnet. Auch fiir Flichen mit Rédndern 1d8t sich diese Unterschei-
dung treffen. Wir untersuchen, ob es auf der (als Membran gedachten)
Fliche einen Weg gibt, der von der einen Seite der Flache zur anderen
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fithrt, ohne den Rand der Fliche zu iiberschreiten und ohne die Membran
an einer Stelle zu durchbohren, iiber die er gerade hinfithrt. Wenn es
einen solchen Weg gibt, heifit die Fliache einseitig, sonst zweiseitig. Die
berandeten Fliachen, die wir bisher betrachtet haben, waren siamtlich
zweiseitig, z. B. die Kreisscheibe. Fiir berandete einseitige Flachen gibt
es nun ein Beispiel, das viel einfacher ist als das Heptaeder, namlich das
MoBiussche Band. Wir stellen es aus einem Papierstreifen her, der die
Gestalt eines stark gestreckten Rechtecks hat (Abb. 291). Wiirden wir
die kurzen Seiten AB und CD so zu-

sammenheften, dal 4 mit C und B ol 1
mit D zusammenfallen, dann erhiel- 2 0'
ten wir, wie wir schon frither sahen, Abb. 201.

ein Stick eines Kreiszylinders, eine

berandete zweiseitige Fliche. Anstatt dessen wollen wir vor der Zu-
sammenheftung das eine Ende des Papierstreifens um 180° gegen das
andere verdrehen. Wir heften also die Enden so aneinander, daBB 4
mit D und B mit C zusammenfallen (Abb. 292). Damit haben wir ein
Modell des MoBiusschen Bandes erhalten. Man sieht leicht ein, daB3
diese Fliche einseitig ist. Wir zeichnen z. B. vor der Zusammenheftung
auf den Streifen die Parallele PP’ zu den langen Rechteckseiten. Diese
gerade Strecke geht nach der Zusammenheftung in einen Weg QQ’
iiber, der von der einen Seite des Bandes auf
die andere fithrt!.

Man kann die einseitigen Fldchen auch
mit Hilfe eines weiteren wichtigen topolo-
gischen Begriffs kennzeichnen, zu dessen
Formulierung man die Flache nicht durch
eine Membran zu ersetzen braucht. Wir
denken uns um jeden Punkt irgendeiner ge-
gebenen Fliache (mit Ausnahme der Rand-
punkte, falls solche vorhanden sind) eine o
kleine geschlossene Kurve gezogen, die ganz
in der Fliche verliuft. Wir versuchen nun
auf allen diesen geschlossenen Kurven einen Umlaufsinn so fest-
zusetzen, daB hinreichend benachbarte Punkte stets im gleichen
Sinne umlaufen werden. Ist eine solche Festsetzung méglich, so heif3t
sie eine ,,Orientierung’ der Fliche, und die Flache selbst hei3t orientier-
bar. Eine einseitige Fliche kann nun niemals orientierbar sein. Zum

A 44

Abb. 292.

1 Der Unterschied des MoBiusschen Bandes vom zylindrischen Streifen
ist noch an folgenden beiden Erscheinungen zu erkennen: Der Rand des
MoBrusschen Bandes zerfallt nicht wie der des zylindrischen Streifens in zwei
geschlossene Kurven, sondern besteht aus einer einzigen geschlossenen Kurve.
Zerschneidet man ferner das MéBIussche Band lings der Kurve QQ’, so falit es
nicht wie der zylindrische Streifen auseinander, sondern bleibt zusammenh&ngend.
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Beweise fassen wir einen der geschlossenen Wege ins Auge, deren Exi-
stenz mit der Einseitigkeit der Flache gleichbedeutend ist; etwa den
Weg QQ’ auf dem MoBIrusschen Band, wobei wir jetzt wieder Q und
Q' als identisch ansehen. Erteilt man dem Punkt Q einen Umlaufsinn
und setzt diese Zuordnung auf dem Wege QQ’ stetig fort, so kommt man
im Punkt Q'=Q notwendig mit der entgegengesetzten Zuordnung
wieder an. Diese Erscheinung koénnte nicht eintreten, wenn das Mo-
BIUssche Band orientierbar wire. Das Entsprechende gilt auch fiir alle
iibrigen einseitigen Flichen. Umgekehrt kann man zeigen, daB alle
zweiseitigen Flachen orientierbar sind. Die Einteilung der Flachen in
zwei- und einseitige ist also identisch mit ihrer Einteilung in orientier-
bare und nichtorientierbare.

Man kann leicht einsehen, daB eine Fliche dann und nur dann nicht
orientierbar ist, wenn es auf ihr irgendeine geschlossene Kurve s gibt, so
daB ein orientierter kleiner Kreis, dessen Mittelpunkt s stetig durch-
lauft, am Ausgangspunkt mit der entgegengesetzten Orientierung wieder
ankommt (z. B. die Kurve Q Q' in Abb. 292). Geht man auf der Flache
an einer Seite der Kurve s entlang, so kommt man auf der anderen Seite
wieder an, obgleich man die Kurve nicht iiberquert hat. Deswegen heif3t
s eine ,einufrige” Kurve. Wihrend auf den orientierbaren Flichen
alle Kurven zwei Ufer haben, ist die Existenz einer einufrigen geschlos-
senen Kurve kennzeichnend fiir die nichtorientierbaren Flichen. Ein-
seitige Fliche und einufrige Kurve bedingen einander. Die erste Eigen-
schaft bezieht sich auf die Lage einer Flache im Raum, die zweite auf die
Lage einer Kurve auf einer Fliche.

Im Gegensatz zum MOBiusschen Band weist das Heptaeder Durch-
dringungslinien auf. Es ist plausibel, daB jede einseitige geschlossene
Fliache Selbstdurchdringungen haben mufB}. Diese Flichen haben nim-
lich nur eine Seite, kénnen also keinen Raumteil vom iibrigen Raum
abgrenzen, d. h. sie besitzen kein Inneres und kein AuBeres. Bei einer
geschlossenen Fliche ohne Durchdringungslinien ist ein solches Verhalten
unvorstellbar. In der Tat haben alle einseitigen geschlossenen Flachen
Selbstdurchdringungen. Der Beweis dafiir muf3 aber auf ganz anderem
Wege gefiihrt werden.

Nicht jede Selbstdurchdringung ist eine topologische Singularitat.
Betrachten wir z. B. die Rotationsfliche, die entsteht, wenn die in
Abb. 293 gezeichnete Kurve um die gestrichelte Gerade gedreht wird.
Der Punkt A beschreibt eine kreisférmige Durchdringungskurve dieser
Flache. Durch stetige Deformation geht die Fldche aber in die Rota-
tionsflache iiber, deren erzeugende Kurve in Abb. 204 gezeichnet ist. -
Diese Fliache besitzt keine Durchdringung und ist offenbar der Kugel
topologisch dquivalent. Umgekehrt kann man aus einer Kugel durch
Einbeulen die zuerst beschriebene Rotationsfliche erhalten. Das Auf-
treten von Durchdringungskurven braucht also keine wesentliche topo-
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logische Eigenschaft darzustellen. Wahrend in diesem Beispiel eine
geschlossene Durchdringungskurve vorhanden war, besitzt die Durch-
dringungskurve des Heptaeders sechs Endpunkte, nimlich die Ecken
des Heptaeders. Diese sind nun wirklich als Singularititen anzusehen.
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Abb. 293. Abb. 294,

Die Umgebung eines reguldren Punkts auf einer Flache 148t sich namlich
stets in eine Kreisscheibe verzerren; fiir die Umgebung einer Heptaeder-
ecke (Abb. 288) ist dagegen eine solche Deformation nicht ohne weiteres
moglich. Das Heptaeder besitzt demnach sechs singuldre Punkte, und

== )

Abb. 295.

es erhebt sich die Frage, ob es iiberhaupt eine einseitige geschlossene
Fliche ohne singuldre Punkte gibt.

Eine solche Fliche ist zuerst von F. KLEIN angegeben worden. Wir
gehen aus von einer an beiden Seiten offenen Rohre (Abb. 295). Frither
haben wir aus einer
solchen Rohre durch
Zusammenbiegen und
Aneinanderheften  der
Randkreise die Torus-
fliche erhalten. Diesmal
heften wir die Enden in
anderer Weise zusam-
men. Wir denken uns
das eine Ende der Rohre etwas kleiner als das andere und stecken nach
passender Verbiegung der Rohre dieses Ende so durch die Wand der
Réhre, daB beide Randkreise konzentrische Lage annehmen (Abb. 296).
Indem wir den weiteren Rand der Rohre etwas nach innen, den engeren
Rand etwas nach auBen biegen, lassen sich die beiden Rénder nun ohne
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Singularitdt zusammenheften. Damit haben wir die KiLEiNsche Flache
konstruiert (Abb. 297). Sie ist offenbar einseitig und besitzt eine ge-
schlossene Durchdringungskurve an der Stelle, wo wir das engere Ende
der Robre durch die Wand der Rohre hindurchgesteckt haben.

Da das erste Beispiel einer geschlossenen einseitigen Fliche, das
Heptaeder, sich von den geschlossenen bisher betrachteten zweiseiti-
gen Fliachen auch durch
seinen geraden Zusam-
menhang unterschied,
kénnen  wir  erwar-
ten, dafl die KLEINsche
Fliche ebenfalls gera-
den Zusammenhang be-
sitzt. In Wahrheit be-

Abb. 297, sitzt diese Fliache aber

den Zusammenhang 3

wie der Torus. Auch das kanonische Schnittsystem kann genau so
wie beim Torus gewéhlt werden; als erste, geschlossene Zerschneidungs-
kurve wihlen wir die Naht, lings der wir die Rohrenenden an-
einandergeheftet hatten. Als zweite Kurve eine solche, die in das
Stiick einer Zylindererzeugenden iibergeht, wenn wir die KLEINsche

Ebener zwei Rand- s
== t
Kreisring kurven h=2 Fwelseilig
MoBIUS- | e Randkurve | b = 2 einseitig
sches Band
Torus geschlossene h=3 zweiseitig
Flache
_\/ KiEINsche geschlossene o
= t
x Flache Flache h=3 | elnseitig
projektive geschlossene B — o
% Ebene Flache =2 einseitig

Fliche lings der Naht wieder auftrennen und sie wieder in Zylinder-
gestalt zuriickbiegen. Durch Zerschneidung lings dieser beiden Kurven
geht die KLEINsche Fliche ebenso wie die des Torus in ein Rechteck
iiber. Jede Kurve, die zwei Randpunkte des Rechtecks verbindet, zer-



§ 46. Einseitige Flachen. 273

legt aber das Rechteck; fiir die Kreinsche Fliche ist also nach der
allgemeinen Definition # — 1 = 2, also # = 3, wie behauptet.

Wir haben damit aus dem Rechteck (bzw. Quadrat) durch verschie-
dene Arten der Rénderzuordnung bisher fiinf verschiedene Flichen er-
halten, die einander in der Tabelle auf S. 272 gegeniibergestellt sind?.
Die in der Tabelle enthaltenen Angaben iiber die projektive Ebene
werden weiter unten begriindet werden.

Abb. 298a.

Abb. 298 b.

Aus der Tabelle geht hervor, daBl wir das Modell des MoBIUSsChen
Bandes aus dem Modell des KLEINschen Schlauchs erhalten, wenn wir
eine der beiden Randzuordnungen aufheben. Man muB also den KLEIN-
schen Schlauch in ein M6Biussches Band verwandeln kénnen, indem
man ihn lings einer geeignet gewihlten geschlossenen Kurve auf-
schneidet. Der Leser moge eine solche Zerschneidung an einem Modell
durchfithren. In Abb. 298 ist dagegen eine Zerschneidung des KLEIN-
.schen Schlauchs in zwe: MOBIUSsche Binder veranschaulicht, Hierzu
moge der Leser den entsprechenden Ubergang an den Quadratmodellen
aufsuchen.

1 Im projektiven Raum ist das einschalige Hyperboloid als eine durchs Unend-
liche hindurch geschlossene Fliche anzusehen. Der Leser moge an Hand der

Tabelle entscheiden, ob in dieser Auffassung das einschalige Hyperboloid mit
dem Ktreinschen Schlauch oder mit dem Torus topologisch 4dquivalent ist.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 18
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Wihrend wir fiir die einseitigen geschlossenen Flachen Beispiele
sowohl von geradem als auch von ungeradem Zusammenhang kennen-
gelernt haben (Heptaeder und KieiNsche Fliche), hatten die bisher
angegebenen geschlossenen zweiseitigen Flichen stets ungeraden Zu-
sammenhang. Es 148t sich auch zeigen, daBl es eine geschlossene zwei-
seitige Fliche geraden Zusammenhangs nicht geben kann.

Wie beim Quadrat, so kénnen wir auch bei jedem reguliren 4p-Eck
durch verschiedenartige Wahl der Réinderzuordnung Modelle fiir eine
groBe Anzahl berandeter und unberandeter, ein- und zweiseitiger Flachen
herstellen. Sind (Abb.299) AB und CD zwei einander zugeordnete
Seiten des 4p-Ecks, so sind zwei Arten der Zuordnung moglich: 1. Die
beiden Verbindungslinien der einander zugeordneten Endpunkte schnei-
den einander nicht. 2. Diese Linien schneiden einander. Den ersten Fall
erhilt man z. B., wenn in Abb. 2090 4 mit C und B mit D identifiziert
wird, den zweiten Fall, wenn man 4 mit D und B
mit C identifiziert. Ich behaupte nun: Wenn
irgend zwei Seiten des 4p-Ecks einander auf die
zweite Art zugeordnet sind, ist die dargestellte
Flache stets einseitig, einerlei auf welche Art die
iibrigen Zuordnungen vorgenommen werden.

Zum Beweise zeigen wir nach der auf S. 270
skizzierten Methode, dal die dargestellte Fliche
nicht orientierbar ist. Seien (Abb. 299) P und
P’ zwei miteinander identifizierte Punkte von
AB bzw. CD. Dann stellt die gerade Strecke
PP’ einen geschlossenen Weg auf der Fliache
dar. Ein Punkt, der auf der Fliche diesen Weg durchliuft, wird dar-
gestellt durch einen Punkt R, der auf P P’ zunichst bis P lauft und dann
von P’ aus in seine Anfangslage zuriickkehrt. Wir erteilen nun dem
Flichenpunkt, der durch R dargestellt wird, einen Umlaufsinn, der
auf der Wanderung dieses Punkts keine unstetige Anderung erfahren
soll. Dazu haben wir um R einen kleinen mit Umlaufsinn versehenen
Kreis zu schlagen, den wir mit R stetig mitbewegen. Riickt R nahe an

P, so liegt nur noch der Kreisbogen ST im Innern des 4p-Ecks. Um
das Bild einer geschlossenen Flachenkurve zu erhalten, miissen wir die
beiden Punkte S’ T’ heranziehen, die auf CD liegen und mit S 7T identi-
fiziert sind. Da nun 4 B und CD einander auf die zweite Art zugeordnet
sind, liegen S und S’ zu verschiedenen Seiten der Strecke P P’, ebenso
T und T’. Die geschlossene Flichenkurve mit ihrem Umlaufsinn wird

- -
also dargestellt durch die beiden Bégen ST und 7'S’. Diese Figur
erfahrt keinerlei unstetige Anderung, wenn R in P anlangt und hierauf
von P’ zuriickzulaufen beginnt. Hat sich R hinreichend weit von P’
entfernt, so verschwindet der Bogen ST allmihlich, und S’T” geht in
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einen vollen Kreisumlauf iiber. Der Kreis hat aber den entgegengesetzten
Umlaufssinn als derjenige, mit dem wir die Wanderung begonnen
haben, und damit ist bewiesen, dal die dargestelite Fliche nicht orien-
tierbar ist.

Als Sonderfall dieses Satzes ergibt sich die Einseitigkeit der projekti-
ven Ebene; in ihrem Modell sind alle Zuordnungen von der zweiten Art.

Man kann umgekehrt leicht zeigen, dal das Modell stets eine zwei-
seitige Fliche darstellt, wenn alle Zuordnungen von der ersten Art sind.

Das Modell der projektiven Ebene hatten wir aus der Kugelfliche
erhalten, und andererseits zeigte die KLEINsche Fliche Beziehungen
zum Torus, jedoch Beziehungen anderer Art wie zwischen Kugel und
projektiver Ebene. Wir wollen nun zeigen, da3 in Wahrheit zwischen
Kireinscher Fliche und Torus sich dieselbe Zuordnung herstellen 1483t
wie zwischen den beiden erstgenannten Flachen und daB man in
gleicher Weise iiberhaupt je-
der einseitigen Fldche eine
zweiseitige zuordnen kann.

Wir konnten aus der Kugel
die projektive Ebene erhalten,
indem wir alle Paare von Di-
ametralpunkten als identisch
betrachteten (S. 210, 263). Wir
nehmen nun die entsprechende
Konstruktion beim Torus vor.
Wir bezeichnen als Mittelpunkt des Torus denjenigen Punkt M, in dem
die Achse von dem Lote getroffen wird, das wir vom Mittelpunkt eines
erzeugenden Kreises aus auf die Achse fillen (Abb. 300). Ist dann
P irgendein Punkt auf dem Torus, so liegt auch derjenige Punkt P’
auf dem Torus, der zu P beziiglich M symmetrisch ist. Alle Punkte-
paare des Torus, die beziiglich M symmetrisch liegen, wollen wir Diame-
tralpunkte nennen. Wir erzeugen aus dem Torus eine neue Fliche F,
indem wir alle Paare von Diametralpunkten als identisch ansehen. Ich
behaupte, das ist die KLEinsche Fliche.

Zum Beweise betrachten wir einen erzeugenden Kreis des Torus.
Ihm ist ein weiterer erzeugender Kreis zugeordnet gemifl Abb. 300.
Durch die beiden Kreise ist der Torus in zwei Halften zerlegt. Wir
erhalten nun die Fliche F, wenn wir eine Hilfte des Torus fortlassen
und in der iibrigbleibenden Hilfte die Randkreise vorschriftsgemif
identifizieren; entsprechend hatte frither die Halbkugel statt der ganzen
Kugel zur Konstruktion der projektiven Ebene gentigt. Man erkennt nun
durch eine Umlaufsbetrachtung an den identifizierten Kreisen, daB bei
dieser Identifizierung aus dem Halbtorus die KLEINsche Fliache entsteht.

Offenbar kénnen wir ferner die zweite Hilfte des Torus so auf die
erste legen, dafl alle Punkte, die vorher diametral lagen, paarweise zur

18*

Abb. 300.
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Deckung gelangen. Allerdings miissen wir dann (wie man sich leicht klar-
machen kann) den zweiten Halbtorus so nach Art eines Handschuhs um-
stiilpen, daB das Innere nach auBen kommt. Wenn wir nunmehr die
beiden Halften wieder zusammenheften, haben wir schlieBlich den Torus
in die Gestalt einer zweimal iiberdeckten KieiNschen Fliche gebracht!;
man sagt dafiir auch, der Torus ist eine ,,zweiblittrige Uberlagerungs-
fliche® der KrLEINschen Fliche. Ebenso bezeichnet man die Kugel als
zweiblittrige Uberlagerungsfliche der projektiven Ebene. Man kann
allgemein zeigen: Jede beliebige einseitige Fliche besitzt eine zwei-
seitige Fliche zur zweiblittrigen Uberlagerungsfliche.

§ 47. Die projektive Ebene als geschlossene Fliche.

Um den Zusammenhang der projektiven Ebene zu bestimmen, wen-
den wir den EuLERschen Polyedersatz auf das Quadratmodell an. Wir
P ziehen durch den Mittelpunkt M des Quadrats
(Abb. 301) die Parallelen PQ und RS zu den Quad-
ratseiten. Dadurch wird das Quadrat in die Teil-

£ o ¢ quadrate 1, 2, 3, 4 zerlegt. Infolge der Randzuord-
4 J nung stellen aber die beiden Quadrate 1 und 3 ein

= einziges Polygon in der projektiven Ebene dar.

Abb. 301. Ebenso 2 und 4. Ferner sind die beiden Strecken

PM und QM als eine einzige Kante aufzufassen,
weil P und Q denselben Punkt darstellen. Desgleichen bilden RM
und SM nur eine Kante. Ecken treten auBer M nicht auf. Wir
haben also in die EuLERsche Formel einzusetzen:

E=1, K=2, F=2.
Der EuLersche Satz liefert E — K + F =1 =3 — k. Demnach be-
sitzt die projektive Ebene zweifachen Zusammenhang, wie in der Tabelle
S. 272 angegeben.

v In der analytischen projektiven Geometrie spielt -
eine andere Zerlegung der Ebene eine Rolle, die
A sich aus der Einfithrung der Dreijeckskoordinaten

v ergibt. Sie ist in Abb. 302 angegeben, wobei

‘n statt des Quadrats die Kreisfliche als Modell

verwandt wird. Diese Fliche wird durch drei
Abb. 302. nicht durch einen Punkt gehende Bogen in sie-
ben Gebiete zerlegt. Wir nehmen nun an, daB3
jeder dieser Bogen die Peripherie in Diametralpunkten trifft. 2 und
5 stellen dann ein einziges Dreieck dar, ebenso 3 und 6 sowie 4 und 7.
Man erkennt, daB drei nicht durch einen Punkt gehende Geraden die
" 1 Die Konstruktion ist nicht, wie man zunéchst vermuten konnte, durch bloBe

Deformation des Torus ausfithrbar., Man mufB vielmehr den Torus zerschneiden,
um die Umstillpung der einen Hilfte vornehmen zu konnen.



