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204 . VI. Topologie.

die Uberlagerungsfliche nicht wie beim Torus auf die euklidische, son-
dern auf die hyperbolische Ebene konform abbildbar, z. B. bei allen
orientierbaren geschlossenen Flichen vom Geschlecht > 1. Man wird
in diesen Fillen auf Schiebungsgruppen gefiihrt, und die konforme Ab-
bildbarkeit zweier Flichen hingt dann davon ab, ob die zugehorigen
Schiebungsgruppen durch eine hyperbolische Bewegung ineinander {iber-
fiihrbar sind. Wie sich durch Uberlegungen aus der hyperbolischen
Geometrie ergibt, sind die hyperbolischen Schiebungsgruppen mit 4p-
eckigem endlichen Fundamentalbereich bis auf eine hyperbolische Be-
wegung durch 6p— 6 Konstanten festgelegt. Zu jeder orientierbaren
geschlossenen Fliche vom Geschlecht p > 1 gehoren daher 6p — 6
Moduln.

In der Funktionentheorie wendet man das Verfahren hauptsichlich
auf die RiEMaNNschen Fliachen der algebraischen Funktionen an. Die
Abbildung U — E fithrt im Fall p = 1 zu den elliptischen Funktionen
und im Fall 4 > 1 zu den von KLEIN und POINCARE untersuchten auto-
morphen Funktionen.

Die ungeschlossenen Flichen fithren auf Gruppen mit unendlichem
Fundamentalbereich. In der Funktionentheorie begegnet man solchen
Gruppen z. B. beim Studium der Exponentialfunktion und der ellip-
tischen Modulfunktion.

§ 51. Das Problem der Nachbargebiete, das Fadenproblem
und. das Farbenproblem.

Zum SchluB3 wollen wir drei nahe miteinander verwandte Fragen
behandeln, die entstehen, wenn man eine Fliche in verschiedene Gebiete
einteilt. Solche Einteilungen in der Ebene treten uns z.B. in den
Landkarten der politischen Geographie entgegen. Ferner treten Gebiets-
einteilungen beliebiger Flichen in der kombinatorischen Topologie auf,
wenn man eine krumme Flache durch ein topologisch dquivalentes
Polyeder ersetzt. Um die_ Seitenflichen des Polyeders zu bestimmen,
muB man die krumme Fliche in Gebiete einteilen.

Das Problem der Nachbargebiete besteht darin, auf einer Fliche die
Hochstzahl der Gebiete zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben,
daB jedes Gebiet an jedes andere lings einer Kurve angrenzt!. Wir unter-
suchen diese Frage zundchst in der Ebene und wihlen in ihr zwei Ge-
biete 1 und 2 aus, die lings einer Kurve aneinanderstoBen. Wenn wir
ein drittes Gebiet ganz um die Gebiete 1 und 2 herumlegen, so kénnen
wir kein viertes Gebiet mehr bestimmen, das an alle drei ersten grenzt
(Abb. 323). Wenn wir dagegen das dritte Gebiet so legen, wie in Abb. 324
angegeben ist, so 1aBt sich ein geeignetes viertes Gebiet ohne weiteres
finden. Wie wir dieses aber auch auswihlen, es wird stets eins der

1 Es ist dabei nicht gefordert, daB die Gebiete die Flache vollstindig bedecken.
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iibrigen Gebiete durch die anderen vollig eingeschlossen, so daBl wir
kein fiinftes Gebiet finden kénnen, das an alle anderen langs einer Kurve
angrenzt. Unsere Versuche zeigen, daBl die Hochstzahl der Nachbar-
gebiete in der Ebene vier betrigt. Das 148t sich auch streng beweisen.
In Abb. 325 ist eine besonders symmetrische Anordnung dieser Gebiete

gezeichnet.
1 L A
3

3
¥

Abb. 323. Abb. 324. Abb. 325.

Das Fadenproblem ist die duale Umkehrung des Problems der Nach-
bargebiete (wobei die Dualitdt im Sinne einer topologischen Verallge-
meinerung des rdumlichen Dualitdtsprinzips der projektiven Geometrie zu
verstehen ist). Beim Fadenproblem ist die Héchstzahl der Punkte ge-
sucht, die auf einer Fliche liegen und sich simtlich untereinander durch
Kurven verbinden lassen, welche auf der Fliche verlaufen, ohne einander
zu schneiden. Durch eine einfache Uberlegung ergibt sich, daB diese
Hochstzahl mit der Hochstzahl der Nachbargebiete auf derselben Fliche
iibereinstimmen mufB. Um dies zu zeigen, wahlen wir aus jedem der Nach-
bargebiete einen Punkt aus. Da alle Nachbargebiete langs einer Kurve
aneinanderstoBen, kénnen wir je zwei der Punkte durch eine Kurve

" verbinden, die nur in den beiden zugehérigen Gebieten verlduft. Die so
entstehenden Kurven konnen wir ferner so legen, daB die Kurvenstiicke,
die in demselben Gebiet verlaufen, einander nicht schneiden; denn wir
haben ja in diesem Gebiet nur einen im Innern liegenden Punkt mit
bestimmten Randpunkten zu verbinden. Aus jeder Anordnung von
»n Nachbargebieten ergibt sich also eine Losung des Fadenproblems mit
n Punkten. Die Hochstzahl der Punkte des Fadenproblems ist daher
mindestens gleich der Hochstzahl der Nachbargebiete. Umgekehrt
ergibt sich aber aus jeder Losung des Fadenproblems mit » Punkten
eine Anordnung von # Nachbargebieten. Wir teilen hierzu jede Kurve,
die zwei Punkte miteinander verbindet, in zwei Teile und erweitern
jeden Punkt und die von ihm ausgehenden Kurventeile durch Hinzu-
ziehung der umliegenden Flichenpunkte zu einem Flichengebiet; dann
erhalten wir # sternférmige Gebiete, die sidmtlich aneinandergrenzen.
Also ist die Héchstzahl der Nachbargebiete mindestens gleich der Hochst-
zahl der Punkte des Fadenproblems. Da wir vorher auch das Umgekehrte
bewiesen haben, so folgt, daB beide Hochstzahlen einander gleich sind.

Nicht nur fiir die Flichen vom Zusammenhang 1, sondemn auch fiir
andere Flichen sind diese Hochstzahlen bestimmt worden. Fiir die pro-
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jektive Ebene und den Torus sind sie 6 und 7. Beispiele solcher Anord-
nungen sind in den Abb. 326 und 327 wiedergegeben. Die projektive
Ebene ist dabei durch eine Kreisscheibe dargestellt, bei der diametrale
Peripheriepunkte identifiziert sind, der Torus durch eine Quadratfliche
mit der iiblichen Rédnderzuordnung. Abb. 326 entspricht der S. 132,
Abb. 167 dargestellten Projektion des Dodekaeders. Abb. 328 gibt in
der projektiven Ebene eine Losung des Fadenproblems, die zur Gebiets-
einteilung von Abb. 326 dual ist.

In engem Zusammenhang mit dem Problem der Nachbargebiete
steht das Farbenproblem, das sich ins Gewand einer Frage der prak-
tischen Kartographie kleiden 148t. Es sei auf einer Fliche eine Anzahl
von Gebieten eingezeichnet. Jedes dieser Gebiete soll mit einer be-
stimmten Farbe bemalt werden, aber nie zwei Gebiete, die lings einer
Kurve aneinandergrenzen, mit derselben Farbe. Wenn dagegen zwei

Abb. 326. Abb. 327. Abb. 328.

Gebiete nur in einzelnen Punkten aneinanderstoBen, diirfen sie die gleiche
Farbe haben. Es soll nun fiir eine gegebene Flache die Mindestanzahl
der Farben bestimmt werden, die zu einer derartigen Farbung fiir jede
auf der Fliche mogliche Gebietseinteilung ausreichen.

Diese Zahl muB8 jedenfalls mindestens so groB sein wie die Hochstzahl
der auf der Fliche moglichen Nachbargebiete. Denn in einem System
von Nachbargebieten miissen alle Gebiete verschiedene Farben erhalten.
Umgekehrt liegt die Vermutung nahe, da man mit jener Hochstzahl
auskommt. In der Tat ist bewiesen worden, dal auf der projektiven
Ebene sechs Farben und auf dem Torus sieben Farben fiir die Aus-
firbung nach unserer Vorschrift geniigen, wie man die Gebiete auch
wihlt. Dagegen ist es eine bisher unbewiesene Vermutung, daB man
in der Ebene und auf der Kugel mit vier Farben auskommt?.

Betrachten wir zunichst Beispiele von Gebietseinteilungen in der
Ebene. Die drei Nachbargebiete von Abb. 329a miissen wir mit drei
verschiedenen Farben 1, 2, 3 fiarben. Dann kénnen wir das vierte
Gebiet, das an die Gebiete 2 und 3 angrenzt, mit der Farbe 4 oder mit
der Farbe 1 versehen. Wenn wir es mit der Farbe 4 firben, kommen: wir

1Fiar Kugel und Ebene ist das Problem nicht wesentlich verschieden.
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bei der Gebietseinteilung von Abb. 329b nicht mit vier Farben aus. Wir
miissen das Gebiet also in diesem Falle mit der Farbe 1 ausfiillen. Bei
dieser Farbung stoBen wir aber bei der Einteilung von Abb. 329c¢ auf
Schwierigkeiten ; hier mufl das Gebiet die Farbe 4 erhalten. Man erkennt
aus diesen Beispielen, daf} die Farbung der ersten vier Gebiete durch die
Anordnung der weiteren Gebiete mitbestimmt wird. Wir miissen,
wenn ein neues Gebiet hinzukommt, unter Umstianden die bereits
gefarbten Gebiete noch einmal umfirben, und daraus ergibt sich die
ganze Schwierigkeit des Problems.

Wir wollen nun einen Weg einschlagen, auf dem wir das Farben-
problem fiir eine Reihe geschlossener Flichen lésen koénnen. Hierzu
verzerren wir die Flache derartig, daB sie zu einem Polyeder wird und
die einzelnen Gebiete in die Seitenflichen des Polyeders iibergehen?.
Es geniigt offenbar, das Problem fiir alle Polyeder zu ljsen, die den
gleichen Zusammenhang haben wie die gegebene Fliche.

a)

b) c)
Abb. 329. ,
Wir beweisen zunichst: Jedes Polyeder vom Zusammenhang 4 148t .

sich mit hochstens #» Farben ausfiarben, wenn die Zahl » die Eigenschaft
hat, daB fiir alle ganzen Zahlen F > » die Ungleichung gilt

nF > 6(F +h—3).

Nachher werden wir zu jedem festen positiven % die kleinste Zahl #,
bestimmen, die diese Eigenschaft hat. Dann wird bewiesen sein, daf3
jede geschlossene Fliche vom Zusammenhang /4 sich in jeder Gebiets-
einteilung mit #, Farben ausfirben liBt.

Wir denken uns jetzt die Zusammenhangszahl % fest gegeben sowie
irgendeine ganze Zahl 7, die mit diesem 4 die angegebene Bedingung
erfiillt. Wir teilen nun die Polyeder des Zusammenhangs # nach ihrer
Flichenzahl F ein und beweisen unsere Behauptung durch Induktion
nach wachsendem F. Unsere Behauptung ist trivialerweise richtig fiir
alle F <. Denn dann brauchen wir bloB jede Seitenfliche des Poly-
eders mit einer anderen Fliche auszufiillen. Der Satz sei nun schon fiir

1 Wie die Beispiele von Abb. 329 lehren, ist diese Verzerrung im Allgemeinen
nur moglich, wenn wir auch krumme Seitenflichen zulassen. Fiir den folgenden
Beweis ist das unwesentlich.
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alle F << F, bewiesen. Dann wollen wir seine Giiltigkeit fiir F = F, 4 1
dartun. Nach dem Obigen kénnen wir uns auf F > » beschrinken,
nach unserer Voraussetzung gilt also fiir diese Zahl F die Ungleichung

nF > 6(F + h—3).

Wir wenden nun den Eurerschen Polyedersatz an!, E — K + F
=3 —h oder F4+h—3=K —E. Durch eine Deformation, bei
der sich die Zahl F und der Zusammenhang 4 nicht d4ndern, kénnen wir
erreichen, daB in dem Polyeder an jeder Ecke nur drei Flichen anein-
anderstoflén, also auch nur drei Kanten auslaufen (vgl. Abb. 330). Von
allen E Ecken zusammen gehen somit 3 E Kanten aus, und da hierbei
jede Kante doppelt gezdhlt wird, ist 3 E = 2 K, also

‘h ‘ 6(F+h—3)=6K—6E
=6K — 4K =2K.
WAV wﬁv Demnach besagt die Ungleichung {iber

die Zahl #:
Abb: 330. nF > 2K.
Aus dieser Ungleichung kénnen wir schlieBen, daB mindestens eine
Seitenfliche des Polyeders von weniger als » Kanten begrenzt wird.
Denn sonst wiirden alle F Flichen zusammen von mindestens nF
Kanten begrenzt werden, und da hierbei jede Kante doppelt gezihlt
wird, ergdbe sich #F < 2K. Dieser SchluB bildet den Kern des Be-
weises.

Wir betrachten nun eine derartige Seitenflache, an die weniger als »
Nachbarflichen angrenzen. Wir denken uns zunichst die mittlere
Fliche fortgelassen und die umgebenden Flichen so weit iiber das hier-
durch entstandene Loch fortgesetzt, ddf} sich das Polyeder wieder schlieBt.
Das neue Polyeder hat denselben Zusammenhang wie das alte und eine
Seitenfliche weniger. Also kann es nach Voraussetzung mit » Farben
ausgefiillt werden. Wir fithren dieses aus und machen hierauf die Defor-
mation wieder riickgingig. Dadurch ist das Polyeder bis auf die heraus-
gegriffene Seitenfliche mit » Farben ausgefirbt. Da aber an diese
Fliche hoéchstens # — 1 Nachbarflichen angrenzen, kénnen wir auch
diese Fliche noch in der vorgeschriebenen Weise farben, ohne eine neue
Farbe zu gebrauchen. Nun haben wir moglicherweise das urspriinglich
gegebene Polyeder abindern miissen, um zu erreichen, daBl von jeder
Ecke nur dfei Kanten auslaufen. Wir konnen aber diese Anderung
jetzt riickgingig machen, ohne die Ausfirbung dndern zu miissen. Denn
dabei entstehen keine neuen Grenzlinien.

1 Bei der Aufstellung dieses Satzes haben wir iiber die Anordnung der Seiten-
flaichen Voraussetzungen gemacht, die im vorliegenden Fall nicht erfiillt zu sein
brauchen. Man kann aber einsehen, daB der Satz -auch hier anwendbar ist.
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Wir haben jetzt zu untersuchen, welche Zahlen # die vorausgesetzte
Bedingung erfiilllen. Wir schreiben sie in der Form

h—3
n>6(1+ ).
Hierbei sind fiir F alle ganzen Zahlen einzusetzen, die gréer als # sind.
Ist 4 gleich 1 oder 2, so strebt der Wert der rechten Seite der Ungleichung
mit wachsendem F gegen 6 und bleibt stets kleiner als 6. In diesen
beiden Fillen ist also #, = 6 die kleinste ganze Zahl, die unserer Vor-
aussetzung geniigt. Fiir 2 = 3 hat die rechte Seite den festen Wert 6,
also ist #, = 7. Fir A > 3 nimmt die rechte Seite mit wachsendem F

ab, es geniigt daher, fiir F den kleinsten zugelassenen Wert # + 1 einzu-
setzen. Damit erhalten wir fir » im Fall 2 > 3 die Ungleichung

[

h —
n > 6(1 + T 3) s
umgeformt:

nmw+1)>6n+6+6~—18, n*—5u>6h—12,
also

n>4§+ 3V24n — 23.

Bezeichnen wir mit [x] die gréBte ganze Zahl unterhalb x, so ist dem-
nach fiir 2 > 3:

m = [} + 7124k —23]. |

Auch fiir # =2 und % = 3 ergibt diese Formel, obgleich sie nicht an-
wendbar ist, die richtigen Werte #, =6 und #, = 7. Im Fall A =1
ergibt sich dagegen ein anderer Wert, 4 statt 6. Dieser Wert ist aller
Voraussicht nach der richtige, denn bis jetzt hat man noch keine ebene
Gebietseinteilung angeben koénnen, die sich nicht mit vier Farben
ausfiillen 14Bt; ein exakter Beweis dieses Satzes ist aber bisher nicht
. gelungen. In der folgenden Tabelle sind die Werte von #, fir & =1
bis & = 13 zusammengestellt:

h= np = b= Ny =

1 6 ([4,000] = 4) 8 [10,000] = 10
2 6 ((6,000] = 6) 9 [10,447] = 10
3 7([7,000] = 7) 10 [10,866] = 10
4 [7,775]1 =7 11 [11,264] = 11
5 [8,425] = 8 12 [11,640] = 11
6 ~ [9,000] =9 13 [12,000] = 12
7 [9,522] =9 :

Wir haben bis jetzt nur bewiesen, daBl diese Anzahlen von Farben
zureichend zur Ausfirbung sind. Es wire denkbar, daB es Flichen
vom Zusammenhang % gibt, auf denen wir stets mit weniger als #,

. Farben auskommen. Es ist aber fiir h =2, 3, 5, 7, 9, 11, 13 gezeigt
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worden, daB in diesen Fillen genau #, Nachbargebiete auftreten kénnen.
In diesen Fillen kommt man also sicher nicht mit weniger als #, Farben
aus, hier ist also das Farbenproblem vollstindig gelost. Auf allen anderen
geschlossenen Flichen besitzen wir in den Zahlen %, obere Schranken
fiir die Anzahl der Nachbargebiete.

An dem Farbenproblem ist besonders auffallend, da der fiir die
Ebene anschaulich evidente Satz bis jetzt nicht exakt bewiesen ist.
Derartige Schwierigkeiten treten in der Mathematik sehr oft auf, wenn
man anschauliche Sitze durch Zuriickfithrung auf die Zahl rein logisch
verstehen will. Als weiteres Beispiel nennen wir den Satz, daB eine
geschlossene und doppelpunktlose Kurve die Ebene in zwei Teile zer-
legt oder daB die Kugel unter allen Fliachen bei gegebener Oberfliche
das groBte Volumen besitzt. Beide Sitze erfordern ziemlich schwierige
und umstindliche Beweise. Bei weitem das eigentiimlichste Beispiel
dieser Art bildet jedoch das Vierfarbenproblem. Denn bei diesem
Problem ist nicht einzusehen, weshalb gerade im anschaulich einfachsten
Fall solche Schwierigkeiten entstehen, wahrend viel kompliziertere Falle
sich erledigen lassen.

Anhédnge zum sechsten Kapitél.

1. Projektive Ebene im vierdimensionalen Raum.

Wir wollen eine algebraische Fliche im vierdimensionalen eukli-
dischen Raum E, angeben, die topologisch der projektiven Ebene dqui-
valent ist, die aber im Gegensatz zur Boyschen Fliche frei von Selbst-
durchdringungen und sonstigen Singularititen ist. Zu diesem Zweck
gehen wir von der Kugelfliche

(1) u? 4+ 0% 4 w? =1

aus und betrachten in den cartesischen Koordinaten %, v, 2, ¢ des E,
das Gebilde

(2) x=u2—v y=wuv, z2=uw, =W

fiir alle Parameterwerte %, v, w, die (1) erfiillen. Da «, y, 2, £ homogen
quadratisch von %, v, w abhingen, werden Diametralpunkte der Kugel-
fliche (1) stets durch denselben Punkt (2) des E, dargestellt. Wir zeigen
jetzt, daB zwei nichtdiametrale Punkte von (1) stets verschiedenen
Punkten (2) entsprechen. Nehmen wir zunédchst einen Kugelpunkt P,
fiir den weder # noch v noch w verschwindet. Dann sind v, z, ¢ von
Null verschieden und bestimmen die Proportion #:v:w. Der zu P
gehorige Punkt von (2) stellt also auBer P und dem Diametralpunkt
von P keinen Punkt der Kugel dar. Verschwindet w, so sind #2 und v2
aus den Gleichungen #? + v2 =1, #2? — v? = x eindeutig bestimmt.



