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Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der
Kegelschnitte.

VYon
Dr. Orro HESSE,

Professor am Polytechnikum zu Minchen,

Dreiundzwanzigste Vorlesung,

Harmonische Pole und harmonische Polaren. Tangentenpaare und
Punktepaare eines Kegelschnittes,

Wir haben in der siebenzehnten Vorlesung die Bedingungsgleichung
9) fiir harmonische Pole eines gegebenen Kegelschnittes /=0 abgeleitet
oder, indem wir den einen Pol 0 als gegeben betrachteten, den geo-
metrischen Ort des andern Poles als die Polare:

1) 2f (@) + yf' () + 2f'(z5) = 0

des gegebenen Punktes 0 festgestellt.

# In dem Hesse’schen Nachlassefanden sich die obigen beiden Vorlesungen,
welche den Schluss des Arb, I im Jahrg, 1874 dies. Zeitschr, bilden, soweit druck-
fertig vor, dass nur in formaler Beziehung Einiges su #indern war, Die Durch-
sicht hat Herr Prof. Gundelfinger in Tibingen freundlichst {ibernommen,

Pod=BaiR:

¢ Tn der zwolften Vorlesung wurden die 60 Pascal’schen Sechsecke vor-
gefiihrt, welche dieselben sechs Ecken haben, Drei von den ihnen entsprechen-
den Paseal’schen Linien wurden durch die Symbole 7, drei andere durch die
Symbole o ausgedriickt, und es ergab sich, dass die drei Linien # sich in einem
Punkte & und dass die drei Linien g sich in einem Punkte d schneiden. Am Ende
der Vorlesung wurde nur historisch angegeben, dass dieses Punktepaar ¢ und d
ein Polepaar sei des den 60 Pascal’schen Sechsecken umsehriebenen Kegelschnit-
tes k=0. Die Richtigkeit dieser Angabe kinnen wir jetzt priifen, wenn wir die
in der Anmorkuug aufgefiihrte K,Cgclsclmitt-(:'lnichung =0 zu Grunde legen:

r? 4ttt — g — 00— @2 =0,
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Vorlesungen aus der analytischen Geometrie etec.

Riicksichtlich desselben Kegelschnittes, in der reciproken Form F= 0
ihrer Gleichung, wurde alsdann in der neunzehnten Vorlesung die Be-
dingung 9) fiir harmonische Polaren oder, indem wir eine Polare 0 als
gegeben annehmen, die Gleichung ihres Poles entwickelt:

v o 2 2L
2) wl () + o F' (vy)) + n F' (w;) = 0.
Jede von diesen beiden Gleichungen entspringt aus der andern

unter Vermittelung der Gleichung f,, = F,, welche mit Weglassung des

oL
Index 1 in 10) der neunzehnten Vorlesung ausfiihrlich dargelegt worden
ist. Krinnern wir uns nun der Bedeutung der Function #, in 7) der
genannten Vorlesung und ersetzen die Coordinaten der Polare nach den
bekannten Relationen durch die Coordinaten ihrer Pole, so kiénnen wir
die Gleichung 1) der Polare des Punktes 0 auch in Determinantenform
so wiedergeben:

€000 Co1y  Cozy Ty
e e [ - 9

1 .iu) 107 117 129 Yy = 0-
€a0r  Co1y  fo3y %

‘T, yl :’ (] !
Ebenso ergiebt 7) der siebenzehnten Vorlesung folgende Form der

Gleichung 2) des Poles einer durch die Coordinaten 1, v,, w, gegebenen
gerade Linie:

{!”01 “0’. y (102, H()
9 %) C1pp2 8 B i zollissie
Ugos %1y a3y "y
W w, 0

Dieselbe Form 1) der Bedingungsgleichung fiir harmonische Pole des
Kegelschnittes behiilt die Gleichung auch bei, wenn man an Stelle der

und bemerken, dass in derselben sowohl die Symbole », als die Symbole ¢ lineare
homogene Ausdriicke der variabelen Punkfcoordinaten @, ¢, 2 bedeuten.
Der Ausdruck r liisst sich niimlich so darstellen:

or ar or
r=Cast Yoyt i

und wir wollen annehmen, dass r in (v) iibergehe, wenn man in demselben fiir
x, i, z setat @y, 9o, 2, dass also sei

or or or
) =20 — + o . R
(r) Qg:r;+‘jnﬁy+(06<5

Das Gleiche soll auch gelten fiir die tibrigen Symbole » und e.

Bilden wir alsdann nach Vorschrift von 1) die Bedingungsgleichung fiiy hap-
monische Pole des vorliegenden Kegelschnittes, so erhalten wir
r(r) + 1) 07" — 0 (@) — @'le) — (") =0.

Diese Gleichung wird aber erfiillt, wenn wir unter @, v, z die Coordinaten des

Punktes o verstehen, in welchem sich die drei Linien 7 schneiden, und Loy Yo, %o

die Cn_urdinantt:n des Punktes d gind, in welchem sich die drei Linien o schneiden;

denn jedes einzelne Glied der Gleichung verschwindet unter dieser Annahme.




Von Dr. O. Hessg. 3

homogenen rechtwinkligen Coordinaten 2, y, z homogene Dreiecks-
coordinaten X, ¥, Z einfiihrt durch die Substitutionen:
x=ioy Xt oy Yidray Z
.’/:6;1 X+ ]v+f332‘
2=y X +y F+2:2,
durch welche die Function f iibergehen mag in:
4) LG 2= ol ¥,.2).

Denn differentiiren wir diec~ Gleichung nach den Variabelen X, T, Z,

80 erhalten wir: oo (@) 4 By f(y) + 1/ (2) = qp’(A\').

o f'(@) + By (W) 4+ 1, D) =g (T),

o f (@) + Bof ' (y) + 121 (2) =9'(2),
und wenn wir mit X, ¥,, Z, die Dreicckscoordinaten des durch seine
rechtwinkligen Coordinaten Loy Yo 2

3)

o gegebenen Punktes 0 bezeichnen,
80 erhalten wir nach Multiplication der Gleichungen mit diesen Coordi-
naten durch Addition
]*]S{)zvird&-{{li:“} +turw) + 2 (2o} = Xoo'(Y)+ ¥, CP’(J’) + %, @' (Z).
o) X' (X) + Yo' (¥F,) + Z¢'(Z,) =0
die Bedingungsgleichung sein fiir ein Polepaar des durch
naten ausgedriickten Kegelschnittes o (X, ¥, Z) =0,
Aus dieser Gleichung lassen sich nun die Dreieckscoordinaten U,,
Vo» W, der Polare des Punktes 0 abnehmen: §o'(X,) = U, 1 ¢'(¥,) = V.,
Y9'(Z,)= W,, und allgemein die Relationen zwischen den Coordinaten X,
¥, Z eines beliebigen Poles und den Coordinaten U, ¥, W seiner Po-
lare in den Dreieckssysteme aufstellen : :
6) Lo(X)=U, }o'(N)=V, }e(2)=W.
Bezeichnen wir nun mit @ (U, ¥, W) die reciproke Function von
(X, Y, Z), so haben wir die Gleichung:
7) (X, ¥, ZY=D(U, V, W),
welche die oben angegebenen Substitutionen zu einer identischen machen.
Hieraus ist ersichtlich, dass @ (U, ¥, W) =0 die Gleichung unseres
Kegelschnittes ist, ausgedriickt durch Liniencoordinaten des Dreiecks-
Systems, und dass man die mit 6) #quivalenten Relationen hat:
8) JO(U) =X, JW(V)=F, L10(W)=_Z

Beniitzen wir endlich die angegebenen sechs Relationen 6) und 8),

Dreieckseoordi-

um die Bedingungsgleichung 1##) fiir harmonische Pole durch Linien-
coordinaten ‘des Dreieckssystems auszudriicken, so finden wir:

DETS 7 7 oy r Fah N A

2%%) U (U)+ VO(V,)+ Wo(W)=0,
die Bedingung fiir harmonische Polaren des Kegelschnittes @ =0, weil
nach einem Satze der neunzehnten Vorlesung die Polaren von harmo-

nischen Polen deg Kegelschnittes harmonische Polaren sind.
1:]:




Ebenso wenig, als sich die Form der Bedingungsgleichung 1) fiir
harmonische Pole oder der Bedingungsgleichung 2) fiir harmonische Po-
laren indert, wenn die Kegelschnitt- Gleichung auf ein Dreieckssystem
bezogen ist, #ndern sich die Formen der Gleichungen 1%) und 2%).
An Stelle der Grossen ¢ und @ treten nur resp. die Coefficienten in
@ und ¢ ein.
Wir nehmen hieraus die Gelegenheit, auf die Anmerkung in der

elften Vorlesung zuriickzukommen, nach *:lcher

a0 sanli—= s 2=}l

U=0, V=0, W=0
die Gleichungen von drei Linienpaaren sind, welche sich in drei Punk-
ten einer geraden Linie schneiden, wenn man identisch hat

U=19'(X), V=44(F), W=1d(2)

und unter &X', ¥, Z lineare Ausdriicke der gewdhnlichen rechtwinkligen
loordinaten versteht. Der Beweis ergab sich daraus, dass, wenn man
die Coefficienten in der Function ¢ mit b, bezeichnet, die Gleichung

X ) & Z
bty by =1
e by Dy

sich aus je zwei von den angegebenen correspondirenden Gleichungen
zusammensetzen lisst. Damit haben wir zugleich einen Satz von den
Kegelschnitten bewiesen. Um ihn kurz auszusprechen, nennen wir
reciproke Dreiecke eines Kegelschnittes solehe, in welchen die
Ecken und Seiten des einen die Pole und Polaren der Seiten und
Ecken des andern sind. In dieser Voraussetzung stellt sich der angekiin
digte Satz mit seinem l'c(:ip]'(.vkml Satze so dar: i

Die correspondirenden Die Verbindungslinien der
Seiten zweier reciproken correspondirenden Eecken
Dreiecke eines Kegelschnit- zweier reciproken Dreiecke
tes schneiden sich in drei eines Kegelschnittes schnei-
Punkten, welche auf einer den sich in einem und dem-
geraden Linie liegen. selben Punkte.

Die reciproken Dreiecke eines Kegelschnittes kénnen auch zusam
menfallen, wodurch sie Poldreiecke des Kegelschnittes werden, von wel-
chen im Folgenden die Rede sein wird.

Wenn man in 1) die Coordinaten -des Poles (0 ersetzt durch die
Coordinaten seiner Polare und in 2) die Coordinaten der Polare (0 durch
die Coordinaten ihres Poles, so erhilt man

Xy yv,+ 2wy =0,

“dy + Yo + L= 0 )
(Heiulmugeu. die folgende charakteristische Eigenschaften von harmo-
nischen Polen und harmonischen Polaren erkennen lassen :
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Von den Polaren zweier Von den Polen zweier har-
h:nmuni.tsu]n-,u Pole eines Ke- monischen Polaren eines Ke-

gelschuittes geht jede durch gelschnittes liegt jeder auf

A8 Pol Fer andern, = der Polare des andern.

Richten wir nun unser Augenmerk auf Specialitidten harmonischer
Polaren eines gegebenen Kegelschnittes.

Jede gerade Linie, welche durch den Mittelpunkt eines Kegelschnit-
tes geht, heisst Durchmesser. Wenn zwei barmonische Polaren des
K("gt'lschnili‘us sich in dem Mittelpunkte des Kegelschnittes schneiden,
80 mnennt man sie conjugirte Durchmesser. Der Pol des einen liegt

nach dem letztgenannten Satze auf dem andern und beide Pole liegen

in dem Unendlichen, weil ihre Polaren durch den Mittelpunkt des Kegel-

schnittes gehen. s ist darum eine charakteristische Eigenschaft der

conjugirten Durchmesser, dass jede Sehne des Kegelschnittes,
welche parallel geht einem Durchmesser; durch den con-
Jugirten Durchmesser halbirt wird.

Da.aus ergiebt sich nun eine leichte Construction der conjugirten
Durchmesser eines gegebenen Kegelschnittes. Die Axen des Kegel-
schnittes sind selbst conjugirte Durchmesser, weil, wie aus der Axen-
gleichung des Kegelschnittes zu erschen ist, die der einen Axe paral-
lelen Sehnen durch die andere Axe halbirt werden. Sie sind conjugirte
Durchmesser, welche aufeinander senkrecht stehen, Es behilt die Kegel-
su]mitt-(z‘loicl:ung auch dieselbe  einfache Form, wenn man statt des
rechtwinkligen Coordinatensystems der Axen ein schiefwinkliges wihlt,
dessen Axen conjugirte Durchmesser sind, weil jede Sehne des Kegel-
schnittes, welche parallel geht der einen Axe des schiefwinkligen Coordi-
natensystems, durch die andere Axe halbirt wird.

In dem Kreise halbirt jeder Durchmesser alle Sehnen, welche auf
ihm senkrecht stchen. Bs sind deshalb fiir den Kreis jede zwei Durch-
messer conjugirte Durchmesser, wenn sie aufeinander senkrecht stehen.
Der Mittelpunkt des Kreises hat demnach die charakteristische Eigen-
schaft, dass je zwel gerade Linien, welche sich in ihm senkrecht schnei-
den, harmonische Polaren des Kreises sind. Der Mittelpunkt des Kegel
schnittey

hat die hervorgehobene HEigenschaft des Kreismittelpunktes
nicht,

Denn unter den conjugirten Durchmessern stehen nur die Axen

des Kegelschnittes aunfeinander senkrecht. Eine Ausnahme davon bildet
der in ey einundzwanzigsten Vorlesung eingefiihrte imaginiire Kegel-
schnitt W4 22—(), der zwar nach der Regel 13) der neunzehnten Vor-

lesung keingy Mittelpunkt hat, fiir welchen aber jeder beliebige Punkt
Mittelpunkt Wire, wenn man die hervorgehobene charakteristische
Eigenschaft des Kreismittelpunktes als Definition des Mittelpunktes neh-

men wollte.  Denp jede zwei aufeinander senkrecht stehenden geraden
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Linien sind, wie wir gesehen haben, harmonische Polaren des genannten
imaginiiren Kegelschnittes.

Wenn nun der Mittelpunkt des Kegelschnittes die obengenannte
charakteristische Figenschaft des Kreismittelpunktes nicht hat, so erheht
sich die Frage, ob in dem gegebenen Kegelschnitte sich nicht andere
Punkte der hezeichneten Art auffinden lassen? Da aus dem Kegel-
schnitte ein Kreis wird, wenn die Brennpunkte mit dem Mittelpunkte
zusammenfallen, so kinnen miglicherweise die Brennpunkte die verlangte
Figenschaft haben. Und in der That lisst sich dieses auch nachweisen.

Nehmen wir zu diesem Zwecke aus der zweiundzwanzigsten Vor-
lesung die homogen gemachte Gleichung 8) des Kegelschnittes, auf den
Mittelpunkt und seine Axen bezogen:

9) (w?e® — n?) 4 (a*— e2) (v +20%) = 0,

| so ist die Bedingung, dass die geraden Linien 0 und 1 harmonische
i Polaren des vorliegenden Kegelschnittes seien, folgende:
' (1yuy €2 — mymy) + (a® —e?) (ugu, 4+ vy0,) = 0.

Geht nun jede der beiden Linien durch den einen Brennpunkt des
Kegelschnittes, so hat man:

e+ w,=0, wuetmw=0.
Setzt man alsdann die Werthe von w, und m, aus diesen Gleichungen
in die vorhergehende, so geht dieselbe iiber in:
uytty +v4v; = 0.
Diese Gleichung driickt aus, dass die beiden geraden Linien aufeinander
| senkrecht stehen, Da die erste von den vier Gleichungen sich aus den
b drei anderen zusammensetzt, so ist der folgende Satz ihre Interpretation:
Jede zwei geraden Linien, welche sich in einem Brenn-

punkte des Kegelschnittes senkrecht schneiden, sind har-

monische Polaren des Kegelschnittes.

| Dieser Satz gilt auch fiir die Parabel. Denn driicken wir die auf
den Brennpunkt bezogene Parabelgleichung 19) der zweiundzwanzigsten
Vorlesung durch Liniencoordinaten aus, so finden wir:

2um L1

10) w2 —

% L}

und die Bedingungsgleichung fiir zwei harmonische Polaren 0 uud 1:

1
Uglty Vo0 — 7 (ugmy + wy ) = 0

| setzt sich wieder zusammen aus den drei Gleichungen:
=00 s =0, w0 v0. =0,
deren geometrische Bedeutung selbstverstéindlich ist.
Wenden wir uns nach dieser Digression iiber die Brennpunkte des
Kegelschnittes wieder den conjugirten Durchmessern zu. Aus der oben an-
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gegebenen Definition der conjugirten Durchmesser des Kegelschnittes
als zweier harmonisechen Polaren, welche sich in dem Mittelpunkte df‘.s
Kegelschnittes schneiden, ferner aus der Definition der Asymptoten in
der einundzwanzigsten Vorlesung ergiebt sich sofort der Zusammenhang
Zwischen conjugirten Durchmessern und Asymptoten:

Ein jedes Paar conjugirter Durchmesser eines Kegel-
schnittes ist harmonisch zn seinem Asymptotenpaare,

und der Zusammenhang conjugirter Durchmesser unter gich:

Je drei Paare conjugirter Durchmesser eines Kegel-
schnittes bilden eine Involution.

Man braucht daher von einem Kegelschnitte Nichts weiter zu kennen,
als zwei Paare conjugirter Durchmesser, nm sowohl die Asymptoten, als
auch die Axen des Kegelschnittes zu construiren. Die Asymptoten sind
nimlich dasjenige Linienpaar, welches harmonisch ist mit jedem Paare
conjugirter Durchmesser, und die Axen des Kegelschnittes, welche auf-
einander senkrecht stehen, bilden mit jeden zwei Paaren conjugirter
Durchmesser eine Involution,

Wir gingen zu Anfang unserer Vorlesung von zwei harmonischen
Polen des Kegelschnittes aus. - Die Polare des einen geht immer durch
.den andern Pol, und der Schnittpunkt der beiden Polaren wird harmo-
nischer Pol zu jedem der beiden harmonischen Pole.

Drei solcher Punkte
bilden ein System harmonischer Pole des Kegelschnittes.

Man ver-
steht also unter einem System harmonischer Pole drei Punkte, von wel-
chen je zwei harmonische Pole des Kegelschnittes sind. Das Dreieck,
dessen Kcken zu zweien combinirt harmonische Pole des Kegelschnittes
sind, heisst Poldreieck — ein specieller Fall der oben angegebenen
conjugirten Dreiecke des Kegelschnittes.

Was die Seiten des Poldreiecks anbetrifft, so sind je zwei derselben
harmonische Polaren des Kegelschnittes. Man kann daher das Poldreieck
auch definiren als das Dreieck, von dem jede zwei Seiten harmonische
Polaren des Kegelschnittes sind.

Aus dieser Definition ergiebt sich nun, dass ein gegebener Kegel-
schnitt unendlich viele Poldreiecke hat. Denn die eine Ecke des Drei-
ecks kann man ganz beliebig annehmen, die zweite Ecke wird auf der
Polare der orsten Ecke beliebig gewiihlt werden kénnen. Erst die dritte
Ecke des Dreiecks wird durch die beiden anderen bestimmt sein.

Hiernach erhebt sich die Frage, wieviele Kegelschnitte erforderlich
sind, um ein Poldreieck als ein gemeinschaftliches fiir alle festzustellen?
Die antwurtung dieser Frage soll der nichstfolgenden Vorlesung vor-
behalten bleiben.
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In der siebenzehnten Vorlesung ist die in 4 quadratische Gleichung

”) /‘('ru“*"{‘tll‘ Yot+Ayy, 2,+Ae) =
welche entwickelt die Form erhielt
12) ﬁ.U+21U'.,|+fo'“:“a

als die Quelle weiterer geometrischer Siitze in Aussicht gestellt worden,
Wir nchmen diese nur zum Theil verwerthete Gleichung wieder auf,
indem wir auf die dort eingefiihrten Bezichungen verweisen. Es lagen
nimlich zwei beliebige Punkte 0 und 1 vor. Ihre Verbindungslinie
schneidet den Kegelschnitt f(x, 5, z) =0 in zwei Punkten, die durch die
quadratische Gleichung 12) bestimmt werden. Der eine Fall, wenn das
Verhiltniss der Wurzeln gleich — 1 ist, fithrte auf die harmonischen Pole
des Kegelschnittes. Die Untersuchung des andern Falles, wenn das Ver-
hiiltniss der Wurzeln gleich + 1 ist, wodurch die Verbindungslinie der

| beiden Punkte eine Tangente des Kegelschnittes wird, bliecb an der
genannten Stelle vorbehalten. Dieser Fall, wenn die Wurzeln - der
{ quadratischen Gleichung 12) einander gleich sind, soll hier discutirt
l werden.
, Die Wurzeln der quadratischen Gleichung 12) sind

1 : Y e e

/"-1 v fot if / ot — foo f113-

‘ Sie werden einander gleich unter der Bedingung

‘ 2 o e

‘ 13 foofu—"/ o= 0.

\ Man erhiilt diese Bedingungsgleichung auf eine einfachere Art, wenn
man die Gleichung 12) dadurch homogen macht, dass man fiir A setzt

— und mit % multiplicirt. Differentiirt man hierauf partiell nach % und

"
A und eliminirt, so erhilt man die gesuchte Bedingungsgleichung 13).
: Der linke Theil dieser Gleichung ist eine homogene Function zweiter
Ordnung der Variabelen #, v, w:
| YoZi — Y13 =U, ZU &y — 21X, =10, T, — 2 Yy =m.

, Denn wiihlt man die Determinantenform der Gleichung 13):

lT"() f'(‘?-"()) + !/(; /"{."/ﬂ) + :u 'f'(:“') L) '7,\0 f’ (‘TI} + .7/:; f’ (.""1) + :U /.’ (:1) |

| S . : ; : el =0

L & () +y f () + 2, f (z0)y & f (@) +y, [ () + =7 (2)]

b so lisst sie sich nach einem bekannten Satze von den Determinanten
auch so darstellen:

U Wo) () — () F(2)} + 0 4 z0) (@) = £1(2) [ (a -u};
+mw i/"(ln: lr ('l'[) = (’IO),( x ‘ =();

f‘:./u f(ﬁ)’“ J;)/( ) !1’11' ( )
(zﬂ)/ (@) —f(z 1)f o) =5 4F ‘(v),
f’(wn) f’(-’fl) —[(x 2y) [ (J()\ } - “"'('”) ’

schliesslich wird
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und unsere Gleichung geht iiber in die Gleichung F(u, v, w)=0 des

Kt‘ge!nelmit(cs, ausgedriickt durch Liniencoordinaten.

Fin grosseres Gewicht als auf diese Bemerkung ist auf die Gleich-
ung 13) selbst zu legen, welche mit Unterdriickung des den Coordinaten
anhaftenden Index 1 sich so darstellt:

14) 4L (@, 10, 20) F (@9, 2) =t (@) + £ (0o) + 21 (z)}2 = 0.

Wenn wir den Punkt 0 als gegeben betrachten, so driickf diese
Gleichung einen Kegelsehnitt aus, von dem jeder Punkt mit dem gegebe-
nen durch eine gerade Linie verbunden, eine Tangente des gegebenen
]\'(‘-guls(thuittos giebt,

gegebenen Kegelschnitt nur zwei Tangenten ziehen lassen, so muss die

Da aber von dem gegebenen Punkte sich an den

Gleichung 14) die Gleichung des von dem gegebenen Punkte 0 an den
Kegelschnitt gezogenen Tangentenpaares sein. Und in der That treffen
die unter 15) der siebenzehnten Vorlesung aufgefiihrten Beding-
ungen fiir ein Linienpaar an dem Kegelschnitte 14) zu. Wir haben hier-
mit in 14) eine andere Auflésung der mit der Gleichung 12) der acht-
zehnten Vorlesung abgeschlossenen Aufgabe:

auch

Die Gleichung des Tangentenpaares zu bestimmen, wel-

ches von einem gegebenen Punkte an einen gegebenen Ke-
gelschnitt gezogen werden kann,

Zu demselben Resultate gelangen wir auch auf folgendem Wege,

der zugleich die Ausbeute eines neuen Satzes liefern wird,

Die Gleichungen des Kegelschnittes f(z,4,2) =0 und der Polaren
irgend zweier Punkte 0 wnd 1:

(@) + 9 o) + 21 (2) =0, @/ (@) +y/(y) + 2(2) =0
seien gegeben, Alsdann stellt die Gleichung
15 [z, y, 2) ;

— Maf (@) +u/ W)+ F G e f @) + v () + 2 ()] = 0
mit dem willkiirlichen Factor i alle Kegelschnitte dar, welche durch die
vier Punkte gehen, in welchen die Polaren den Kegelschnitt schneiden.
Aus dieser Schaar von Kegelschnitten wollen wir nur den einen hervor-
heben, der durch den Punkt 0 geht, und den diesem Kegelschnitte ent-
SPrechenden Werth von A bestimmen. Setzen wir zu diesem Zwecke in
15) fir dje Variabelen die Coordinaten des Punktes 0 ein, so finden wir:

1
h=

2 =‘l‘u l" {.‘F}J +.’j(} / (\IIIJ + :(,Ir‘ \
des hervorgehobenen Kegelschnittes, der durch den
geht, wird:

und die Gleichung
gegebenen Pyupkt

3

6) : 2%‘1‘15 f'(;t'lw)-l—yl/"(yl)-}-tn /"(:L)}f("'v Y, 2) "
B :{lf ("ru) -+ .'ff’(yu) 4P zfr(:n); i.i)f'({t‘l) S .']f'(yl) +zf (11}3 =0,
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Aus dem Umstande, dass bei Vertauschung der Punkte 0 und 1 die
Gleichung ungeiindert bleibt, kiénnen wir den folgenden Satz schliessen,
dem wir gleich seinen reciproken Satz beigesellen:

Wenn man durch die Wenn man von zwei Punk-
Schnittpunkte zweier gera- ten aneinen Kegelschnitt die
den Linien und eines Kegel- vierTangentenlegtundeinen
schnittes einen Kegelschnitt Kegelschnitt beschreibt, der
legt, "der durch den Pol der die vier Tangenten beriihrt
einen geraden Linie geht, so und zugleich auch die Polare
geht derselbe auch durchden deseinen Punktes,soberiihrt
Pol der andern geraden Linie, er auch die Polare des andern

Punktes.

Wenn die Punkte 0 und 1 zusammenfallen, so wird 16) die Gleich-
ung eines Kegelschnittes, der den gegehenen Kegelschnitt in den Schnitt-
punkten der Polaren des Punktes 0 beriihrt und die Gleichung 14) geht
iiber in die Gleichung 14) des von dem Punkte ( ausgehenden

r

Fangen-
tenpaares.

Zu den Specialititen der Tangentenpaare eines Kegelschnittes gehort
das Asymptotenpaar. [Fillt néimlich der gegebene Punkt 0 mit dem Mit-
telpunkte des Kegelschnittes zusammen, so wird ['(x) =0, [(¥)=0
und aus 14) geht die Gleichung des Asymptotenpaares hervor:

2

17) [, 9,2) — 270 f/(z) =0,

eine Gleichung, welche es bestitigt, dass man in der Gleichung eines
Kegelschnittes nur das constante Glied so zu dndern braucht, dass die
Gleichung in lineare Factoren zerlegbar wird, um die Asymptotengleich-
ung zu erhalten.

Die Gleichung des imaginiren Tangentenpaares zu be-
stimmen, welches von einem Brennpunkte des Kegelschnit-
tes ausgeht.

Die Liésung der vorliegenden Aufgabe lisst sich nach dem ersten
Theile der gegenwiirtigen Vorlesung voraussagen. Nach demselben stehen
jede zwei harmonische Polaren des Kegelschnittes, welche von dem Brenn-
punkte desselben ausgehen, aufeinander senkrecht wie die conjugirten
Durchmesser eines Kreises, dessen Mittelpunkt der Brennpunkt ist. Das
von demselben Brennpunkte ausgehende Tangentenpaar des Kegelschnit-
tes ist harmonisch zu jedem der genannten harmonischen Polarenpaare,
Es wird sich also das gesuchte Tangentenpaar auffassen lassen als das
von dem Mittelpunkte des Kreises ausgehende, an den Kreis gelegte
Tangentenpaar. Daraus lisst sich weiter schliessen, dass die Gleichung
des gesuchten Tangentenpaares die Kreisgleichung mit verschwindendem
Radius sein wird, der Brennpunkt des Kegelschnittes fiir den Mittel-
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punkt des Kreises gemommen, Die nachfolgende Rechnung wird die
bchlussic_)lgvrmlg bestiitigen.

Gehen wir von der Gleichung der confocalen Kegelschnitte aus:
g g

—1=0

und bemerken, dass z,=¢, Y,=0, z,=1 die Coordinaten eines Brenn-

punktes sind, so wird die Gleichung 14) in dem vorliegenden Falle:

e o Sl e L di e
;uz+xlg{4f+a+fﬁ+l l% e+ 1 l% P

eine Gleichung, welche mit Riicksicht auf die Relation e = a®—b? iiber-
geht in:

(:B—L‘)2+ g 2 = ”-

Liegt dagegen die Parabelgleichung vor

y3w~2x(a:+%)zl)

mit dem Brennpunkte, dessen Coordinaten ,=0, y,=0, z,=1 sind,

8! ] » . -
Gleichung 14) des ‘von dem Brennpunkte ausgehenden Tan-

‘1”23312_23(3"1'—;)% +12x2 4 2522 =0

eine Gleichung, welche sich schliesslich reducirt auf:
a4 =0,

Wir fassen die eben gewonnenen Resultate zusammen, wenn wir
h"rlg('lli

so wird die

gentenpaares

?

Das von einem Brennpunkte sines Kegelschnittes aus-
gehende imaginire Tangentenpaar ist ein Kreis mit ver-
schwindendem Radius, dessen Mittelpunkt
punkt ist,

der Brenn»

Die conjugirten Durchmesser dieses Kreises sind demnach harmo-
nische Polaren des Kegelschnittes. Ausserdem lisst die gefiihrte Unter-
suchung folgenden Satz erkennen:

Wenn man die Coordinaten ay, y,, 2, des Punktes 0 so
bestimmt, dass die Gleichung 14) eine K reisgleichung wird,
80 fillt der Punkt 0 in einen Brennpunkt des Kegelschnit-
tes f(a, y,2)=0.

Dags der Kreis alsdann einen verschwindenden Radius haben muss,
folgt daraus, dass die Gleichung 14) unter allen Umstinden in lineare
Factoren gerfilllt, Dieser Satz wird bei Aufgaben iiber Brennpunkte von
Kegelschnitten gute Dienste leisten.

Um auf eine neue Form der Gleichung 14) des Tangentenpaares zn
kommen, welche Gleichung sich leicht in Determinantenform bringen
ldsst, erinnern wir da ran, dass wir bereits in 12) der achtzehnten Vor-
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lesung die Gleichung des Tangentenpaares entwickelt haben. Es handelte
sich dort um die Elimination der Variabelen u, », w aus folgenden drei

Gleichungen :
8 F(u,v, w)=10,

uxy, vy, +wz,=0,
ux 4 vy 4+ wz =0,
Wiihlen wir fiir die erste dieser Gleichungen die Form

uy F'(w) 4o F'(v) + wg F'(w) =0,

s0 sehen wir, dass sich zwei Grissen 4 und g devart bestimmen lassen,
dass man hat

g &7(0) +Ax, +pr =0,

FE@) + 4y, +py =0,

A )+ Az, 4 pz =0,
Eliminiren wir nun aus diesen drei Gleichungen und den beiden zuletzt
angegebenen linearen Gleichungen die fiinf Unbekannten w, v, w, &, p,
so erhalten wir die Gleichung des von dem Punkte () an den gegebenen
Kegelschnitt #'= (0 gezogenen Tangentenpaares:

€ &

‘ 000 Pory G0z Lo
| "Ilu ' f’] 10 '“'[:17 Yo Y
15) ¢ T
Zoy Yoi' - Zoy 0,00 .
L, Y, z, 0, 0

200 Gand

i

Die Gleichung des Punktpaares zu bestimmen, in wel-

chem ein gegebener Kegelschnitt von einer gegebenen ge-
raden Linie geschnitten wird.

Wenn wir mit u,, v,

gegebenen geraden Linien 0 und 1 bezeichnen, so hiingt die Bestimmung

w, und w,, v,, w; die Coordinaten zweier

des von dem Schnittpunkte der geraden Linien an einen gegebenen
Kegelschnitt F=0 gezogenen Tangentenpaares von der quadratischen
Gleichung 4) der neunzehnten Vorlesung ab:

19) Foo+ 24 By + 1By = 0.

Die beiden Tangenten fallen nur dann zusammen, wenn die beiden
geraden Linien 0 und 1 sich in einem Punkte des Kegelschnittes schnei-
den. Sie schneiden sich in einem Punkte des Kegelschnittes, wenn die
quadratische Gleichung gleiche Wurzeln hat, niimlich unter der Be-
dingung:

20) FooFyy — Fiy =0
Betrachtet man in dieser Gleichung die Coordinaten der einen geraden
Linie 0 als gegeben, die Coordinaten der andern als Varabeln, so hat
man die Auflésung der vorliegenden Aufgabe.

Zu demselben Resultate gelangt man auf folgendem Wege. Die
Pole der gegebenen geraden Linie 0 und 1 werden ausgedriickt durch
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die Gleichungen u F’ (ug) 40 F' (v)) +mw F'(w) =0, uF (u)+0vF(»)
+wF'(m,) =0, und das Product der beiden Gleichungen stellt die bei-
den Pole dar. Es ist darum die Gleichung

21) 2 : ; ']"(u, v, wj? 5 > &

= AMuF (uy) + v F'(v,) 4 w F'(w) Y uF'(u)) + v F'(v,) + w F'(mw)} =0
der analytische Ausdruck fiir alle Kegelschnitte, welche die von den
beiden Polen an den gegebenen Kegelschnitt F= 0 gezogenen Tangenten
liefern,

Unter diesen Kegelschnitten giebt es einen, der die gerade Linie 0
beriihrt. Sein analytischei Ausdruck ist:

c 2 buy B (u,) + 0o F'(v)) + wy F'(w))} F(u, v, w)

&) F’ oy w B () P F'(v)+nF'(m)}=0
—{uF () + o F'(v))+wF ()} fu " (uy) 4 v F' (v, )i =0,

Der geometrischen Bedeutung des Umstandes, dass diese Gleichung un-

gefindert bleibt, wenn man die Indices 0 und 1 miteinander verwechselt,

ist in einem der vorausgegangenen Sitze bereits Ausdruck gegeben worden,
Fallen die beiden geraden Linien 0 und 1 zusammen, 8o hat man

die Auflgsung der vorgelegten Aufgabe:

23) 4 F(uy, vy, w,) Fu, v, w) — fu F'(ug) + ¢ F'(v,) +n F'(mp){2=0
in einer Gleichung, welche das Punktepaar ausdriickt, in welchem die
gegebene gerade Linie 0 den Kegelschnitt #=() schneidet,

[n der sechszehnten Vorlesung erhielt die Auflésung 12)

derselben
Aufgabe eine andere Form, weil dort die Gleichung des Kege

lschnittes
in Punktcoordinaten gegeben war, Es lLandelte sich an der angefiihrten
Stelle um die Elimination der Variabelen T, Y, z aus folgenden drei
Gleic oen ¢
ltulmnn(,n. Ay

cu, +yv, 4z, =0,

xu+4 yv 4+ 2w =0,
Wenn man diese Elimination nicht direct, sondern in der im Vorher-
gehenden angedeuteten Weise vollfithrt, so erhiilt man folgende Deter-
minantengleichung des gesuchten Punktepaares:

%0> oty oy Uy, U

Gig3: Caxy Oy gl

24) Gy Aats it iaie sayae =10,
Ui lyneadlovis s Uhged)
i, v, w, 0750
Weder die Gleichung 14) eines Tangentenpaares des Kegelschnittes
f=0, noch die Gleichung 23) eines Punktepaares desselben Kegel-
schnittes = ( sind so. durchsichtiger Art, dass man sie gern als Basis
weiterer Untersuchungen der Kegelschnitte nehmen méchte. Wir haben
darum in 18) und 24) andere Formen derselben Gleichungen vorgefiihrt,
welche, wie die Gleichungen 1%) und 2%), ihre Zusammensetzung aus
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den Elementen sogleich erkennen lassen. Auch den Kegelschnittgleich-
ungen 16) und 21) kann man #hnliche Formen geben. Setzt man nim-
lich in der vorletzten Horizontalreihe dor Gleichung 18) an Stelle des
Index 0 den Index 1, so erhiilt man eine andere Form der Gleichung
16); verindert man in der vorletzten Horizontalreihe der Gleichung 24)
den Index 0 in 1, so hat man einen andern Ausdruck fiir die Gleich-
ung 21). Wenn man ferner bedenkt, dass nach der neunzehnten und
einundzwanzigsten Vorlesung selbst die Kegelschnittgleichungen [==0
und @ =0 sich in Determinantenform darstellen lassen:

| €0 €1y €2y T ‘ | oo Bory Yoy ¥ |
25) s s Can Y 2 0 [ G0y @1y Qg V ‘ LA
‘ ; (=0, | (=0,
C00 €915 fogy 2 [ @20y g1y Cfgoy W |
T Ty 0 s v, w, ()

g0 kann man zweifelhaft sein, ob nicht diese Determinantengleichungen
bei der analytischen Behandlung der Kegelschnitte den Vorzug verdienen.
In dieser Richtung verweisen wir auf die Abhandlung ,,Ein Cyclus von
Determinantengleichungen* in Crelle’s Journal Bd. 75, 8.1, welche
weiteres Material liefern wird zur Durchfiihrung der angeregten Idee.

Viernndzwanzigste Vorlesung.

Die Auflésung von zwei Gleichungen des zweiten Grades mit zwei
Unbekannten.

Gegen das Ende der sechszehnten Vorlesung haben wir auseinan-
dergesetzt, wie die Algebra das Problem der Auflisung zweier Gleich-
ungen des zweiten Grades mit zwei Unbekannfen mit ihren Hilfsmitteln
unternimmt, Sie fiithrt das Problem zuriick auf eine biquadratische
Gleichung mit einer Unbekannten, welche, wie bekannt, -durch eine
kubische Gleichung gelost wird. Da aber die biquadratische Gleichung
nicht direct gegeben ist, so kann man sich wohl die Frage vorlegen, ob
¢s nicht einfacher sei, zuerst die kubische Gleichung festzustellen und
darauf die Auflsung zu begriinden  als umgekehrt. Die Operation soll
die aufgeworfene Frage beantworten.

Das geometrische Bild zweier Gleichungen zweiten Grades mit zwei
Unbekannten sind zwei Kegelschnitte, welche sich in vier Punkten
schneiden. Diese vier Schnittpunkte zu bestimmen, veilangt das Pro-
blem. Nun haben wir aber am Ende der oben citirten sechszehnten
Vorlesung angedeutet, dass durch die vier Schnittpunkte sich drei Linien-
paare legen lassen, deren Bestimmung von einer leicht zu bhildenden
kubischen Gleichung abhiingt. Sind alsdann durch Auflésung der kubi-
schen Gleichung die drei Linienpaare hestimmt, so bedarf es noch der
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Aufliisuug von Irei quadratischen Gleichungen, um die drei Linienpam:n
in einzelne gerade Linien zu trennen. Auf diese Weise gelangen wir
zu sechs geraden Linien, von welchen sich immer drei in einem der zu
bestimmenden vier Punkte schneiden. Die gesuchten vier Punkte ergeben
sich dann schliesslich als die Schnittpunkte von bekannten geraden
Linien.

Dieses ist der Ideengang, der uns in der gegenwiirtigen Vorlesung
zum Wegweiser dienen soll. Er stimmt auch iiberein mit der Auflosung
der higuadratischen Gleichung 1) in der siebenten Vorlesung, die zuriick-
gefiihrt wurde auf die kubische Gleichung 13) und unter Vermittelung
von 14) auf drei quadratische Gleichungen 7).

Wenn wir mit £ und ¢ die Ausdriicke bezeichnen:

1) f=las :::;‘+ , y:’ + a2+ 2a,,y2 + 2a,, 22 + 20, ﬂ:,?h
P =boo@" + by, 4* + byy2? + 2 b1y y 2 4+ 20,z + 2 Uni s
80 stellt die Gleichung
2)
alle Kegelschnitte dar,
Gleichungen /=0 und

f—Ap=0
welche durch die Schnittpunkte der durch ihre
® =0 gegebenen Kegelschnitte gehen.
Der Kegelschnitt 2) wird ein Linienpaar, wenn sich Werthe von
T, ¥y %, & derart bestimmen lassen, dass folgenden drei Gleichungen zu
gleicher Zeit geniigt wird:
3) @) —ag'(@)=0, () —Ag(®)=0, F(2)—Arg'z)=0.
Durch Elimination der Unbekannten Z, y, = erhalten wir hieraus, wenn
wir setzen:
| Qoo —Abgyy  ag — by,  ag — Abgg |
4) d:iam——lbm, a4y — Abyoy “12_“’12‘v
| g0 — Abggy @y —Abyyy  ayy — Abg, |
die in A kubische Gleichung
5) 4=0,
Von deren Lisung die drei Linienpaare abhiingen, welche durch die
Sehnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte /=0 und =10 gelegt wer-
den kénnen.

Wenn 4 eine Wurzel der kubischen Gleichung 4= 10 ist, so bedeu-
ten @, y, z in 3) die Coordinaten des Punktes, in welchem sich das der
génannten Wurzel entsprechende Linienpaar schneidet. Nehmen wir
daher an, dass A,, A, 4, die Wurzeln der kubischen Gleichung 4 =10
seien und dass ihnen drei Punkte 0, 1, 2 entsprechen, von denen jeder
ein Schnittpunkt ist eines der drei Linienpaare, so ergeben sich aus 3)
die drei Systeme Gleichungen

f(@) — Lo () =0, f(z)—4¢(@)=0, [(@y) — d, 9 () =0,

6) 7"(¥0) — A @' (yy) =0, ['(y,)— 4, &(y,) =0, (ys) — 4 ¢'(y) =0,

f’(:u) —4 ‘P’(:u) =0, f(z)—4 ‘P’(Zl) =0, f(z) =14, 9”(;2) =0,
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und aus ihnen wieder folgende beiden Systeme, welche eine geometrische
Interpretation zulassen:

; &y f‘(x2)+y1 f’(?fg)‘lf_:j_f'(::}:“?
7) @y f(25) + ¥Ya (o) + 227 (z) =0,
a, (@) + 9 (o) + 2. f () =0,
&y CD'(-?’-_J + ¥ qo'(.’f:e) + 2z ’P‘(:z) =0,
8) @y @' (%) + Ys @ (yo) + 22 9 (%) =0,
x, @' (%) + ¥ @' (¥y) + 2 ®'(zp) = 0.

Denn multiplicirtt man die Gleichungen des zweiten Systems 6) resp,
mit &y, ¥y, 2, und addirt, so erhilt man:

Yoy 11(@y) + 0o () + 2o £ (20} — d fwy 9'() + 4, @' (0)) + 2 9 (2)) = 0.

Ebenso geht aus dem dritten System 6) durch Multiplication mit ,
¥, = und Addition die Gleichung hervor:

{ay f’(a‘z} + f'(.'fz) -+ 1z, f’(:z)a — L iz, ﬁor(mi_») + i ‘p’{.‘/z) + z ‘Pr(:z)$ = 0.
Zieht man die letzte Gleichung von der vorhergehenden ab, so wird:

(23— ) {2 @ (%g) + 9, 9 (%) + % 9'(z9)} = 0.

Da nun der erste Factor (A,—4,) in dieser Gleichung nicht verschwinden
kann, weil A, und i, verschiedene Wurzeln der kubischen Gleichung
A=0 sind, so muss der zweite Factor verschwinden, was eben durch
die erste Gleichung 8) ausgedriickt ist. Die erste Gleichung 7) ergiebt
sich dann aus jeder der beiden anderen zuletzt aufgestellten Gl(xiulumgen.

Wir wollen nicht unterlassen zu bemerken, dass wir in unserer Dis-
cussion nur den allgemeinen Fall vor Augen haben werden, wenn die
Wurzeln der kubischen Gleichung 4 =0 wirklich voneinander verschie-
den sind., Fiir den Fall zweier oder dreier gleicher Wurzeln bedarf es
piner besondern Untersuchung.

Die Gleichungen 7) und 8) beweisen, dass die drei Punkte 0, 1, 2
die Ecken ecines Poldreiecks bilden sowohl fiir den einen Kegelschnitt
f=0, als fiir den andern @=0. Ausserdem ist ersichtlich, dass dieses
gemeinschaftliche Poldreieck auch jedem Kegelschnitte angehort, weleher
durch die Schnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte geht.

Die Gleichungen 7) und 8), die Bedingungen fiir das gemeingame
Poldreieck, gingen hervor aus den mneun Gleichungen 6). Umgekehrt
lassen sich aus den sechs Gleichungen 7) und 8) die drei Systeme 6)
herstellen. Vergleicht man beispielsweise, nm zum ersten dieser Systeme
zu gelangen, die beiden letzten Relationen in 7) mit den beiden letzten
Relationen in 8), so sieht man, dass die Grissen ['(a), o) £ (2)
dieselben Verhiltnisse besitzen wie @'(%y), @ (¥,), @' (z,), und dass also
ein Factor 4, sich finden lisst, fiir welchen:

f’(xu) =1k (P’(‘ru) ) f’(.’/u} =1, @ (Y) s f{z)= A, ’Pr‘::u)-
Hieraus schliessen wir auf den Satz:
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Es giebt nur ein Poldreieck, welches zweien gegebenen
Kegelschnitten gemeinschaftlich ist.

In dem vorliegenden Falle driicken sich die Seiten des gemein-
schaftlichen Poldreiecks der beiden Kegelschnitte analytisch in doppel-
ter Art so aus:

@)y () +21(2) =0, 2o (@) +y0(¥)+29(2,)=0,
9) =z fl(a)+y ) +zf(z)=0, z¢(z)+y o)+ 20(z)=0,
i /"(3'21 + ¥ /"'(‘;Jrzj -+ 2 )=y @' (v)+ vy qw'{;/,_,) + 2 @'(z,) = 0.

Wir haben eben das gemeinschaftliche Poldreieck abhiingig

gemacht
von den Wurzeln der kubischen Gleichung 4 = 0.

Denn aug 6) ergeben
sich die Coordinaten der Ecken 0, 1, 2 durch Auflésung ]innarm_' Gleich-
ungen, Wie solche lineare Gleichungen mit Einmischung willkiirlicher
Constanten sich auflisen lassen, zeigt'die Aumerkung*. Man kann aber

Es ist eine hiiufic wiederkehrende Aufgabe, die Coordinaten des Schuitt-
punktes zweier geraden ILinien zn bestimmen, welche durch ihre Gleichung
f(z,9,2) =0 gegeben sind. Die gesuchten Coordinaten ergeben sich, wie bekannt,
aus je zweien von den drei G leichungen

1) Flz)=0, fy=o0, fi(a=0,
welche siimmtlich durch sie befriedigt werden.
Welche zwei Gleichungen man aber auch zu diesem Zwecke verwenden mag,

die Ausdriicke fiir die Coordinaten werden unsymmetrisech. Man muss allen drei

Gleichungen zugleich Rechnung tragen, um zu einem befriedigenden Resul

bate zu
gelangen.

Bezeichnen wir die Determinante” der Function f mit A-und mit 4,; die
Unterdeterminanten der letzteren, so erhalten wir
Gileichungen

L:y:2 = Ayp: djo: Aog,

durch Auflisung je zweier

Agiodyrdaf, 2o = Ag: A As,
Hieraus setzen sich nun unter Finfiihrung von drei willkiirlichen Factoren » die
allgemeinsten Auflosungen der Gleichungen I) zusammen
v = Agn" + Ao 21+ Agan?,
IT) o = Ajn+ Ay n' -+ A,

g=Agu"+ Ao n" + Aypx?,

Diese Ausdriicke der Unbekannten geniigen den Gleichungen ). Denn setzt man
dieselben in die Gleichungen ein, so verschwinden einzeln die Coefficienten der
willkiirlich angenommenen Factoren ». Diese Auflgsungen I1) umfassen aber auch
die oben angegebenen. Denn liisst man zwei von den Constanten x verschwinden,
80 erhiilt man jene speciellen Auflisungen.

Die vorgetrageue Auflisungsmethode ist keineswegs beschriinkt, weder auf
die Zahl der Variabeln und Gleichungen, noch auf die Form der letzteren. Denn
laggen wir die Gleichung

[1T) Aty + ah ey .+ fff] z,=0

n

ein ganzes System lincarer homogener Gleichungen bedeuten mit den Unbekannten

@, indem wir unter 1 alle Zahlen 0, 1, ...% verstehen, so haben wir die Auf:

lisungen des Systems mit den willkiirlichen Constanten x

]“) = A"‘Zu” + A I-i w4 -“jr ®".

Zeitscnrift £ Mathematik u. Physik XX, 1. =
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auch umgekehrt die kubische Gleichung abhingig machen von dem
gemeinschaftlichen Poldreiecke. Denn multiplicirt man die Gleichungen

des ersten Systems 6) mit x,, ¥,, %, und addirt, so erhiilt man fiir 4,
den Ausdruck i
s ] .'n‘“ / ("Ct_:‘) + .I/D f (\yu) + :(Ur (:l))
10) fyee—0La0l T Y0 L0 E 20 Ao/
Ty @ Ty + Yo (-f/"U) o g @ (2)

Es soll sich nun darum handeln, diesen Ausdruck fiir die Wurzel

A, der kubischen Gleichung 4 =0 geometrisch zu deuten.

0

Zu diesem Zwecke miissen wir die beiden Funectionen / und ¢ niher

fixiren, denn die kubische Gleichung 4 =10 wird eine andere, wenn man
die beiden Functionen mit willkiirlichen Factoren multiplicirt, wihrend
die durch sie ausgedriickten Kegelschnitte sich dadurch nicht fndern.
Wir werden deshalb festsetzen, dass die Funection 2/ der Einheit gleich
werde, wenn man in derselben z=1 setzt und die beiden anderen Co-
ordinaten die Coordinaten m des Mittelpunktes des Kegelschnittes /=0
bedeuten lisst. Ebenso soll die Function 29 der Einheit gleich werden,
wenn man in ihr z=1 setzt und fiir die beiden anderen Coordinaten
die Coordinaten des Mittelpunktes n des Kegelschnittes ¢ = (. Man hat
daher fiir den Mittelpunkt m des Kegelschnittes f=0 die Gleichungen
11) f,("‘):ﬂw f’(f/):“! /(2):],
und fiir den Mittelpunkt » des Kegelschnittes ¢ =0
12) plr) =0 S Ea= vy —1,
Ausserdem wird es vortheilhaft sein, sdmmtlichen z-Coordinaten den
Werth der Einheit beizulegen, sgo dass man hat z = Zp =z, =z, =1,

Wir entnehmen aus 9) die Gleichung der geraden Linie 12:

@ ["(@) + 4 ["(Yo) + 2 /"(2) =0,

welehe durch, Multiplication mit dem Factor — —— __[...,;———,—w auf die
VI ) + 1 (u)
Normalform gebracht wird. Aus ihr erhalten wir dann den senkrechten
Abstand p, eines durch die Coordinaten z, y, z=1 gegebenen Punktes
p von der geraden Linie 12:

_affa) +y Ly +2 G 2 @) 90 W) + 56

5 VI (o) + £ (o) VI @2+ )
Hieraus ergiebt sich nun auf Grund der Gleichungen 11) der senkrechte
Abstand m, des Mittelpunktes m des Kegelschnittes /=0 von der gera-
den Linie 12:

1
my =

VT

Wir haben deshalb

Po _

TIPU

et /‘('TU) + Yy /,(yu) + z f’(zoJ-
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Das gleiche Verfahren, ausgefiihrt an dem Kegelschnitte ¢ =0, ergiebt:

C=x () +y 9 (1) + 20,

0
wir unter #, den senkrechten Abstand des Mittelpunktes n des
Kegelschnittes o =0 von der geraden Linie 12 verstehen. Aus diesen
beiden Gleichungen folgt endlich
13) o () +uf () + J’,(c') :
my & (r)+y e (y)+z@(z,)
ein Ausdruck fiir das Verhiltniss der Abstinde m, und 2, der Mittel-

punkte m und n der Kegelschnitte [
I

n
wenn

=0 und =0 von der geraden
Jnie 12, welcher unabhiingig ist von der Lage des Punktes p. Liisst

man diesen Punkt 2 zusammenfallen mit dem Punkte (0, so ergiebt sich
aus dem Vergleiche von 13)

und 10) die geometrische Bedeutung der
Wurzel

In dem angegebenen Veih

dltnisse 7,:m, der senkrechten Abstinde
der Mittelpunkte #

und m von der geraden 1
die Entfernungen [0]7:[0]m des Schnittpunktes [0] der geraden Linien
am und 12 an Stelle der Abstfinde substituiren, Bezeichnen wir des-

halb die Schnittpunkte der Verbindungslinie der Mittelpunkte
mit den Seiten des Polc

haben wir folgende

sinie 12 kénnen wir auch

n und m
ireiecks resp. mit den Zeichen (0], [1], [2], so

geometrische Interpretation der Wurzeln der kubi-
schen (fHeiul:nng A4=10:

14) i e o R

0 —, 1 il :L :
[0]m ll’”i

Q9 —

2

m

Die .l’>esc]11‘:'inkung der Functionen / und ¢, welche wir nur gemacht

haben, um zu diesem Resultat s zu gelangen, ist fiir das Folgende nicht
L] e g g [

nothwendig. Wir heben sie darum wieder auf.

Dass die Gleichung /—1¢p—0 ein Linienpaar darstellt, wenn &
eine Wurzel der kubischen ('.'luin]nmg 4 =1 ist, driickt sich algebraisch
aus, wenn man sagt, dass der Ausdruck [— 4@ in lineare Factoren zer-

fallt.  Zum Zwecke dieser Zerfillung in Factoren ist es niitzlich, an

Stelle der Variabelen @, y, z neue Variabelen X, ¥, Z einzufiihren durch
Jolgende Gleichungen:

x @'(x,) + ¥ 9'(y,) + 2 9'(z,) =2 X,
a@'(e)+y o) +20(z)=2F,

@ () +y 9’ (vs) + 2 @'(2,) =22,

o, die Ausdriicke zu bezeichnen:

15)

und mit ¢, P,
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Lo ‘Pl(Tu‘j + ¥ ‘P,(VU) + z, "P’(*u) =2q,,
16) ACHE = ’/1)+‘1‘I’( =20,
Xy ('zz) +¥9 (-’/2)_}_ LY (‘:) =2@,.
Es liegen nun drei lineare Ausdriicke der variabelen Coordinaten
z,.y, z eines beliebigen Punktes p vor:
(@)= olln), 2 22 Z,
welche verschwinden, wenn der Punkt p mit dem Punkte ( zusammen-
fillt. Es miissen sich daher zwei Factoren ¢ derart bestimmen lassen,
dass man identisch hat
/’("') — & tP’(J'\J — 291 F42 0, Z.
Diese Factoren bestimmen sich in der identischen Gleichung dadurch,
dass man fiir die Variabeln setzt entweder die Coordinaten des Punktes
1 oder des Punktes 2. Hierdurch wird
fl(wl} — & fp’t‘"ﬂ =20, 9,,
f/(@g) — 1y @' (%) = 20,9,
oder, da f'(z;)— A, @' (x,) =0 und il 2) — Ay @'(75) =0 ist, so wird
(d—4y) @' () =20,
(Ay—4y) @'(a5) = 20, @,
Setzen wir diese Werthe der Factoren in die identische Gleichung ein
und vertauschen die Coordinaten, so erhalten wir ein ganzes System
Gleichungen, welche die Substitution 15) zu identischen Gleichungen

machen :

( e
f( )-“%'P() 1‘7_’ )) +*"*jm(|3‘l‘£'
i/ i (A — AU . , -J-.,-—“A“ k ’
17) f(y) — 4o (y) = i (y,) +L~‘.7]_._.} 9'(4,) %,
1 2
f‘(~),.A“rp Z) ( ]q" ﬂ) ' 1” } +£-13—1,n) (P,(:'J)Z'
4 s

Multipliciren wir diese Gleichungen resp. mit «, y, = und addiren, so
wird mit Riicksicht auf die Substitution 15)
A — A,—2
n'fl"ikqu == '17'7’”}'2'&_ e '“Z""
Py Pa
oder
IJ , = ] 3 — -~ Z,— §
)‘J’J (Ay—13p) @a(dg— 4N
wenn wir mit P das Produet bezeichnen:

18) e (ku—lz)(.”ln"kz)(l;' —4y)
Bezeichnen wir endlich mit «, 8, y die Ausdriicke
19) o=V, (=Y. B r,--f."r‘[‘l(,(:;rl(,], r=VVo,(lg—1),
so kann man aus der letzten identischen (:lviullllng (hll'('jl e1laubte Ver-

tauschungen ein ganzes System Gleichungen ableiten:

1

(fi— Ay ‘pj {A| ey Ay) o T
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it e R,
‘-:[\3
[5] a1 >
R|pg~=
o Fe ]
—

(F—= %) (A,—A)=—P

| =
tLN
N
--ﬁf'-—

20) (F=h @) (y—2)=—P

et

39
et
!
o

(f—Ap) (Ay—4,)=— E{-

welches sich auch 80 darstellen lisst:

=]
[
=)
[

(o= 2|l 421102
| . {Z Xz _ x|
21) (/-——Alrp)(k,_,——l\”)—_r—[;¥+“%%Y “s’
ol B ety W (O s
U—b@m—m=—P;+ﬁH;”ﬁ'

Setzen wir nun

diese umgewandelten Ausdriicke gleich 0, so erhalten
wir die G

leichungen der drei Linienpaare, welche durch die Schnittpunkte
der gegebenen Kegelschnitte f=0 und =10 gelegt werden konnen.
Zu gleicher Zeit sieht man aber

auch, wie jedes Linienpaar sich in
einzelne Linien frennt,

und welche von den sechs geraden Linien zu

dreien in einem der gesuchten vier Schnittpunkte der Kegelschnitte sich

schneiden. So schneiden sich die drei geraden Linien
e VAT G S e
22) _{4i::), =i —— =
JB 7 y o « B

in einem und demselben Punkte, weil die Summe ihrer Gleichungen
identisch verschwindet,

Die drei anderen Zusammenstellungen von drei der genannte
geraden Linien, welche sich in eine
erhalten wir ausg 22) durch Ve
@; 8, ».

Es bleibt noch iibrig,

n sechs
m der gesuchten Punkte schneiden,
vinderung der Vorzeichen der Gréssen

die Coordinaten selbst eines Schnittpunktes
gegebenen heiden Kegelschnitte zu berechnen,
(_Hviclnmgvu

der Hierzu dienen die

22), welche wir in anderer Form so ausdriicken:
‘\':Y:Z:a:{i:y,
Da es gich aber nur un

¥ ok e foia Yoarding
1 die Verhiltnisse der homogenen Coordinaten
des

Sc]mitfpl.ml-'\tr'.s handelt, so kénnen wir fiir die angegebenen Verhiilt-
1sse auch folgende Gleichungen nehmen:

X=«, ¥=§, Z=y,
welche sich mit Riicksicht auf 15) ausfiibrlich so darstellen:

5 @ ¢'(@0) + ¥ 9'(yo) + 2 ¢/(20) =2,
= 29/(x) +y 0 (W,) +29/(:) =28,
T (@) +y 9'(y5) + 2 9'(25) =2y.
ileiclnmgcn aufzulésen, bedienen wir uns der Methode der
en Coefficienten. Wir multipliciren die Gleichungen der Reihe

Um diese
unbestimmt




|
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22 Vorlesungen aus der analytischen Geometrie ete.
nach mit X,, X, X,, addiren und richten die Coefficienten so ein, dass
man hat:
Xy @' (@) + X, @' () + X, ¢ (2)) =1,
24) Lo @ (Wo) + X, '(y,) + X; 9'(1e) =0,
“l)‘p‘:()) + \qul-l) + X, ‘P (2g) = 0.
Alsdann erhalten wir den Werth der Unbekannten z:
r—9 ((\c ,\'“ -} {5)4\'1 - Y .1_:5\.
Die Werthe der zu bestimmenden Coefficienten ergehen sich aber
aus 24), wenn man diese Gleichungen entweder mit Ty, Yy, 2, oder mit
Tyy Yyy 7 oder mit z,, y,, z, multiplicirt und dann addirt:

Hiernach wird
ex, B, yax,
0 o O CEE A
Py Py Py
und wir erhalten auf diese Weise die Auflisung der Gleichungen [f= 0
und ¢ =0 in homogenen Cordinaten

&, B i
‘E:_‘E'-P_'_l‘:’t-l-—*—"/,l:’
Po @y P,

25) g le g Bl 7Y
Po Py P2

ez Gz Y%

Zie=——eke 1454 e e

Py Py Pa
Da diese Gleichungen 25) die Auflosungen der linearen Gleichungen
23) sind, welche letzteren sich von den Substitutionen 15) nur in ihren
rechten Theilen unterscheiden, so gehen die Gleichungen 25) iiber in

die Auflésungen der hnbhtltuummn, wenn man die Buchstaben «, 8, #
verdndert in X, F, Z.

Die drei anderen Auflésungen derselben beiden Gleichungen =10
und @ =0 gehen aus diesen Auflésungen hervor durch Veri inderung der
Vorzeichen der Grissen «, 3, y

Multipliciren wir die Gleichungen 25) mit den variabelen Linien-

coordinaten w, », » und setzen die Summe gleich 0, so erhalten wir die

- Gleichung des gesuchten Schnittpunktes der gegebenen heiden Kegel-

schnitte. Wenn wir demnach die Bezeichnungen einfiihren:

U(l Ty (Jn u -+ Yo? =+ 2 w) ] o L :
Po

pRaTy

Uy = (z,u+ o4z m) ]/ --r-p (3
1

U 3/ ho—h,

1= Bt go o+ 5m) )/ L,
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80 stellen sich die Gleichungen der vier Schhittpunkte der gegebenen
Kegelschnitte in der eleganten Form dar
Uy+ U, + U, =0,
27) — U+ U, + U,
Uy, — U, + U,=0,
U+ U, — U,=0.

Nachdem wir unser am Anfange der Vorlesung aufgestelltes Problem
vollstindig gelost haben, so werfen wir noch einen Blick zuriick auf die
durch die Substitutionen 15) identischen Gleichungen 20). Die ersten
Theile qey letzteren enthalten nur die Quadrate der neuen Variahelen
\1 ¥, Z. Betrachtet man in zwei von diesen Gleichungen die F'actoren
[/ nnd ¢ als Unbekannte, so driicken sich dieselben durch die Quadrate
der neuen Variabelen aus. KEs werden sich daher immer lineare Substi-

tutionen neuer Variabelen finden lagsen, welche die gegebenen Functionen

/ und ¢ auf die Quadrate der neuen Variabelen zuriickfiihren.

Lineare Substitutionen ihnlicher Art haben ihre geometrische Be-
deutung in der elften Vorlesung in den Dreieckcoordinaten erhalten.
Wn- verlassen daher nicht das Gebiet der Geometrie, wenn wir noch
eine zweite Art der

E

Auflésung unsers Problems in Anregung bringen,
8 lassen sich zwei gegebene homogene Functionen f
zwelten Grades der drei Variabelen @, ¥, 2 durch lineare Substitutionen
anderer Variabelen X, ¥, Z auf die Quadrate zuriickfiihren wie folgt:

28) / f‘u!'\ “+“1 1'+|”2KL1

@p=n,X2%+4 %y Y24y, 72,

Denn die Substitutionen enthalten neun zu bhestimmende Coefficienten,
und die Gleichungen 28) sechs zu bestimmende Grissen @ und zx,
: al . 1 N gy
Im Ganzen 15 zu bestimmende Grossen, Macht

und ¢ des

also
man nun in den an-
gegebenen Gleichungeu die Substitutionen und setzt die Coefficienten der

Quadrate und der Producte der Variabelen einander gleich, so erhilt man
nur zwolf Gleichungen, welchen die zu bestimmenden 15 Grissen zu
geniigen haben. Es konnen deshalb von den 15 zu bestimmenden Gris-
Sén gewisse drei beliebig angenommen werden, Welche Grissen dieses
sind, ergiebt folgende Betrachtung,

Die Gleichungen 28) sind Folgen aus den Substitutionen. Veriindert
in den Substitutionen die Variabelen X ¥ 7 e, X 0 XL,
S0 muss auch in den Gleichungen 28) die gleiche Veriinderung eintreten.
Die :sechs Coefficienten w und #% in 28) verindern sich dadurch in hs04s
BLO% e 0s®s w5002 %02 #,0,2. Was sich bei dieser Gelegenheit nicht
dndert, das ginq die Verhiltnisse 4, 4,, 4, der Grissen p und #:
Ly o

1
b= A=—
0 ? 1 :

%y %y
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Es konnen daher drei von den sechs Gréssen p# und % beliebig angenom-
men werden unter der einzigen Beschrinkung, dass die drei Grossen i
von der gemachten Annahme unberiihrt bleiben. Wie die Untersuchung
lehren wird, ergeben sich dann die drei Gréssen 1 als die Wurzeln der
kubischen Gleichung 4 =0. Als Wegweiser zur Ausfilhrung der Trans-
formation wird die zwanzigste Vorlesung meiner Raumgeometrie dienlich
sein, welche die Zahl der Variabelen unbeschrinkt lisst.

Stellen wir uns nun vor, dass wir die Substitutionen kennen, welche
die Transformationen 28) bewirken, so haben wir die aufzulésenden
Gleichungen auf die Form zuriickgefiihrt

29) My s iR i £ =0
wo X +u, F2f 9,72 =0, ;
woraus sich sofort mit Einmischung eines unbestimmten Factors g die

Ausdriicke ergeben

'30) X= 9 VMJ %y Mgy, Y= 9 }/uuzz’u — Ko %ay Z= g l/f"‘u'“l = )
welche den beiden Gleichungen 29) zu gleicher Zeit geniigen.

Da in diesen Gleichungen X, ¥, Z bekannte lineare Ausdriicke der
Coordinaten @, y, z sind, so handelt es sich nunmehr um die Auflssung
linearer Gleichungen, um die Coordinaten der Schnittpunkte der gegebe-
nen beiden Kegelschnitte /=0 und p =10 festzustellen.

Wenn man es unternimmt, auf dem eben angegebenen Wege die

gegebenen beiden Gleichungen /=0 und ¢ =10 aufzulisen, so wird man
sich nicht befriedigt finden, wenn man nicht auf das einfache Resultat
25) zuriickkommt.

Heben wir zum Schlusse unserer Vorlesung noch eine Specialitit
hervor, ndmlich die, wenn die gegebenen beiden Kegelschnitte f=0 und
¢ =0 denselben Mittelpunkt haben.

Aus der in 14) angegebenen Construction der Wurzeln 4 der kubischen
Gleichung 4= 0 von den Mit.h-]lnmkiun der Kegelschnitte aus durch das
gemeinschaftliche Poldreicck wiire ‘man geneigt zu schliessen, dass simmt-
liche Wurzeln einander geich seien und dass gerade der Fall gleiclier Wur-
zeln vorlige, den wir in unserer Untersuchung ausdriicklich ausgeschlos-
sen haben. Der Fall gleicher Wurzeln braucht aber nicht vorzuliegen.
Denn wenn der gemeinschaftliche Mittelpunkt der beiden Kegelschnitte
in eine Ecke des Poldreiecks fillt, so giebt die Construction eine ganz
hestimmte Wurzel, die beiden anderen aher werden illusorisch. Und in
der That hat in dem vorgelegten Falle die kubische Gleichung drei ganz
bestimmte, voneinander verschiedene Wurzeln,

Wie wir gesehen haben, wurden die Coordinaten , ¥,z einer Kcke
des gemeinschaftlichen Poldreiccks und der dieser Ecke zugehirige Werth
von A durch die drei Gleichungen 3) bestimmt:

/’("') — 4 (P’(;") =0, [y) = rp'(y) == f(:) — qf(:) ==t
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Bedeuten nun «, y, z die Coordinaten des gemeinschaftlichen Mittel-

punktes der beiden Kegelschnitte, so werden die beiden ersten Gleich-
ungen von selbst erfiillt und die letzte Gleichung giebt den zugehérigen
Werth von 2. Dieses beweist, dass der gemeinsame Mittelpunkt wirklich
mit einer Ecke des Poldreiecks zusammentiillt, und dass der dieser Ecke
zugehbrige Werth A der Wurzel der kubischen Gleichung 4=10 sich

unabhiéingis von dieser Gleichung angeben lisst.

Mit der Kenntniss einer der Wurzeln der kubischen Gleichung 4= 0
legt nunmehr statt der kubischen eine quadratische Gleichung vor. . Da
die ibrigen fiir den allgemeinen Fall vorgezeichneten Operationen zur
Fe-‘itSf(‘-“ung der Coordinaten der vier Schnittpunkte der gegebenen beiden

Kegelschnitte auch Nichts weiter verlangen, als die Auflosungen von
quadratischen Gleichungen,

1

so ist ersichtlich, dass die Auflisung der
VOl’]iOgenden Specialitit nur von quadratischen Gleichungen abhingt.

Was das Poldreieck anbetrifft, dessen Ecke 2 zusammenfallen mag

mit dem gemeinsamen Mittelpunkte der Kegelschnitte,
Ecke gegeniiberliegende Seite 01 in dem Unendlic
lare des Mittelpunktes ist.

so liegt die dieser
hen, weil sie die Po-
Die beiden anderen Ecken ergeben sich als-
dann als dasjenige Punktepaar, welcheg harmonisch ist zu den Schuitt-
punktepaaren der geraden Linie im Unendlichen mit den beiden Kegel-
schnitten.

Die Seiten 20 und 21 des eben beschriebenen Poldreiceks sind
harmonische Polaren fiir Jeden der beiden Kegelschnitte, und da. sie
von dem gemeinsamen Mittelpunkte ausgehen, so
Durchmesser fiir Jeden der beiden Kegelschnitte.
schliessen

sind sie conjugirte

Wir konnen daraus

Zwei Kegelschnitte mit

gemeinsamem Mittelpunkte
haben

¢in Paar conjugirter Durchmesseor gemeinschaftlich,
Durchsichtiger noch wird dieses, wenn wir annehmen, dass die

hl o - . 3 -

(Jlmclmngvn der gegebenen Kegelschnitte auf den Mittelpunkt bezogen

selen, dass also oy =ty = byy = by, = 0. Denn alsdann zerfillt die De-

terminante 4 in die Factoren

A= l A00y5T, h"mn ol ).’,JUI | (rr,,‘, s A,fn‘,,),
< ,«gw—ﬂ'”,, rf”_lhlli 2Y ==
undin - doy (}1(_"|c.hung A4=10 tritt der lineare Factor (@35 — Aby,) sichtbar
hervor, dey fortgelassen die kubische Gleichung zu einer quadratischen
(ileiclnuug macht :

i g — A0

['dg—Ab

001 @

(1) A A'h'” = “
T l.'“—'lhll:
Dass die Eck

punkte 0 und 1 des gemeinschaftlichen Poldreiecks
in dem Unendliche

n liegen, folgt aus denjenigen Gleichungen 6), welche
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in dem vorliegenden Falle die Gestalt annehmen (ag— Agby) z,= 0,
(@y — A byg) 2, =0. Sie konnen aber nicht anders befriedigt werden, als
wenn z,=2z,==0 sind. Die iibrigen Coordinaten der Eckpunkte ergeben

sich dann aus einer der specialisirten Gleichungen 3)

(90— Aboy) T + (ay — Abyy) y =0,

(39— Abyg) @ + (e, — A0} y =0,
wenn man unter i -die eine oder die andere Wurzel der vorgenannten
quadratischen Gleichung versteht. Unter dieser Annahme stellen diese
Gleichungen zugleich die gemeinschaftlichen conjugirten Durchmesser der
beiden Kegelschnitte dar in doppelter Ausdrucksweise.

Wenn wir endlich annehmen, dass der Kegelschnitt p=0 ein Kreis
sei, dass also byy="b,=1 und b, =0, und bemerken, dass die con-
jugirten Durchmesser eines Kreises immer aufeinander senkrecht stehen,
so werden die gemeinschaftlichen conjugirten Durchmesser die Axen des
Kegelschnittes f=0. Und in der That sieht man, dass die obengenannte
quadratische Gleichung in dem vorliegenden Falle

2o o e 0

a a;—4|

107
mit ‘der Gleichung 8) in der zehnten Vorlesung und mit der Gleichung
4) in der einundzwanzigsten Vorlesung iibereinstimmt, von —welcher
Gleichung dort das Axenproblem des Kegelschnittes /=0 abhiingig
gemacht worden ist. Die Gleichungen der Axen selber ergeben sich dann
aus den vorhergehenden beiden Gleichungen wieder in gleichbedeutenden
Ausdriicken :

("m"’“ }') x + Uy Y = 0

a,,@ + (""u —4)y = 0.

Wir wollen die quadratische Gleichung, von welcher die Axen eines
Kegelschnittes abhingen, und die Gleichungen der Axen selber nicht
wiederholt haben, ohne daran die Bemerkung zu kniipfen, dass diese’
Gleichungen ungeindert bleiben, wenn man in ihnen fir a, und ay
resp. setzt

dyy— % und ay; —x
und zugleieh fiir A setzt A —x, welchen Werth auch x habe. Daraus
ziehen wir den Sehluss:

Alle Kegelschnitte, welche durch die vier Punkte gehen;
in welchen sich ein Kegelschnitt und irgend ein Kreis
schneiden, haben gleiche Richtungen ihrer Afen.

Wenn wir nimlich mit f =0 eine Kegelschnittgleichung in gewihn:
lichen Punktcoordinaten und mit =0 die Kreisgleichung in der Nor:
malform bezeichnen, so ist /— xp =0 die Gleichung des Kegelschnittes
yon welchem der Satz handelt. Bei der DBestimmung der Richtungen
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der Axen dieges Kegelschnittes kommen nur die Glieder zweiter Ordnung

in Betracht:
oo — %) @ + 2a Ty + (a5, —x) y*.

Man erhilt 11~;0 aus der oben aufgestellten quadratischen Gleich-
ung die dem vorliegenden Falle entsprechende quadratlbblw Gleichung,
wenn man fiir @y, und ay; resp. setzt

dgo— % und a;; —x.

Ist aber & eine Wurzel J(nor(lo[c]mng so ist 4 —x @ine Wurzel dieser
Gleichung,

Diese Verdnderungen bringen jedoch, wie schon bemerkt
wurde,

keine Aenderungen in den die Richtungen der Axen bestim-
menden Gleichungen hervor.




