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Ueber einige Anwendungen eines besondern Falles der
homographischen Verwandtschaft (der Affinitat).

Yon
Dr. J. Korrewey

zu Breda,

Die Lehre von der Affinitit wurde, wie bekannt, ausfiihilicher be-
sprochen von Mébius in seinem ,,Barycentrischen Caleul Cap. I1I, 8. 191
§ 144, und von Chasles in seinem beriihmten wdpercu historique sur
Corigine el le développement des méthodes en géoméirie’, und zwar in dem
beigefiigten ,,Mémoire de géoméirie sur deua principes geénéraux de la science
la dualité et lhomographie®. Deuxiéme partic § XXIII; sie war jedoch schon
friiher von Euler in der Introductio i anal. inf. Tome 11, Jap. XVIII
benannt und bestimmt worden, Ob sie spiiter jemals einen Gegenstand
von speciellem Studium ausgemacht hat, ist mir nicht bekannt; in den
allgemeineren Schriften iiber nenere Geometrie von Poncelet, Chasles,
Steiner, Magnus, Plicker, v. Staudt, T. Reye, Schlesinger,
Salmon, Fiedler u. s. w. wird sie meistens nur sehr nebenbei, bis-
weilen gar nicht genauer behandelt. Kine gute Uebersicht iiber das
schon von Mibius und Chasles Angefiihrte giebt I, Reye in seiner
plreometrie der Lage'. Wir wollen nun zeigen, dass damit die Lehre
von der Affinitit noch nicht abgeschlossen, dass sie im Gegentheil ge-
eignet ist, verschiedene Untersuchungen der Geometrie und Mechanik
(namentlich die Frage nach grossten und kleinsten um- und eingeschrie-
benen Figuren und die Theorie des Thigheitsellipsoids) in dem Gebiete
der ‘neueren Geometrie unterzubringen.

l. Es ist bekaunt, dass Affinitit der besondere Fall von Homo-
graphie oder Collineation ist, wobei die Ebenen im Unendlichen der bei-
den homologen Systeme einander entsprechen. Hieraus leitet man fol-
gende Theoreme ah:

a) Nennen wir, in Uebereinstimmung mit dem Ausdruck-Doppe]vel-.

LSRN I By : ; :
hiltniss Be das Einzelverh#ltniss dreier Punkte A B Creines
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Geraden, so ging die Einzelverhiltnisse dreier Punkte auf
einer Ger

aden und ihrer Homologen einander gleich.

%) Parallele Linien sind mit parallelen Linien homolog.
¢) Das Verhil

tniss zwischen zwei parallelen begrenzten
I.li]li(‘,‘n ist

dem zwischen ihren Homologen gleich.

@ Denkt man sich zwei homologe schiefwinklige Axensysteme in
en affinen Systemen, so sind die Coordinaten eines beliebigen Punk-
tes der einen Figur homolog und proportional den entsprechenden Co-

ordinaten des homologen Coordinatensystems in der andern Figur. Zwei
affine Figuren knnen also
werd en,
der

beid

dadurch aus einander abgeleitet
dass man die gleichartigen Coordinaten aller Punkte
einen Figur in gleichem Verhiltniss verindert und auf
ein neunes Axensystem iibertrigt.

¢) Die Inhalte geschlossener Figuren in parallelen Ebe-
Ben verhalten sich wie dié Inhalte de
Die Volumina kirperlicher F
Rauminhalten der homol

2. Diesen Theoremen 3
Reye bewiesen findet,

r homologen Figuren.
iguren sind proportional den
ogen Figuren.

die man zum Beispiel im Lehrbuch des Herrn
fiigen wir folgende hinzu:

f) Es ist immer méglich,

durch Jeden Punkt des ersten
Systems ein

COOrdina‘rena:‘{en-Syb‘tl‘.ln zn
solchen im zweiten System.

rechtwinkliges
legen, homolog mit einem
Obwohl diese Eigenschaft

auf rein elementarem Wege zu beweisen
wiire ,

so wiirde dies hier zu weitliufig sein.
ersten System eine Kugel
50

Denkt man sich aber im
, welcher im zweiten ein Ellipsoid entspricht,
correspondiren mit den Hauptaxen des Ellipsoids rechtwinklige Durch-
messer der Kugel, und diese Axen und Durchmesser, welche man die
orthogonalen Affinitiitsaxen d
“usammen die verlan

3.

rﬁlll‘f!n .

er beiden Systeme nennen kénnte, bilden
gten homologen rechtwinkligen Cloordinatenaxen.
Endlich miissen wir noch den Begriff von affinen Figuren ein-

Es sind dies bestimmte geometrische F

iguren, welche sich durch
Affinitit von

einander ableiten lassen. Kinander affin sind z. B, alle
m - . . ., - - . ~Ja

letraeder, alle Parallelepipede, alle dreiseitigen Prismen, alle Ellipsoide,
alle elliptischen Cylinder und Kegel u. s. w.

oder mehrdentiy sein je nachdem sie auf
schiedene W
Tety

D q

Sie kénnen es eindeutig
eine oder auf mehrere ver-
eisen als affin betrachtet werden kénnen., So ist jedes Paar
aeder vierundzwanzigdeutig affin, da man die vier Flichen 4, B, C,
©8 einen und die vier Flichen A
in heliebiger

v ) . * : i i i :
Jedes Paay Elhpsmd(: kann auf unendlich viele Weisen als affin an-
gesehen werden,

» €', I’ des andern paarweise
Combination als miteinander homolog betrachten kann,

Ziwei unregelmiissige Pentaeder dagegen sind, wenn

meistens eindeutig affin. Denkt man sich zwei affine Figuren
nach der einen

affin, dann

oder andern Auffassungsweise als Theile affiner Systeme,
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$0 kann man von homologen Punkten, Linien, Flichen in beiden Figu-
ren sprechen, Zwei Punkte in zwei Tetraedern kénunen also gemiiss einer
der 24 Betrachtungsweisen homolog sein. In jedem Paar Tetraeder ist
nur ein einziges Punktepaar, nimlich die Schwerpunkte, in allen 24 Fil-
len homolog. Diese Betrachtungen fiihren zu Untersuchungen, die jetat
nicht zu unserem Zwecke gehdren. Wir ziehen es vor, jetzt zu unserer
ersten Anwendung iiberzugehen,

4, Man denke sich zwei beliebige Figuren 4 und B, z. B, ein Te-
traeder und eine Kugel. Mit 4,, 4,, 4,, allgemein 4, ..., bezeichnen wir
allerlei verschiedene Figuren, die miteinander und mit 4 affin sind, ebenso
mit B
Wiihlen wir dann zwei Figuren 4y, und 4,, beide affin mit 4 und also
auch einander affin, iibrigens aber willkiirlich, dann kann 4, aus 4,
nach einer oder mehreren Betrachtungsweisen durch Affinitiit abgeleitet
werden, Denkt man sich nun Figuren affin mit 2 um 4, und 4, be-
schrieben, so stimmt mit jeder Figur £, um 4, eine andere um 4, be-
schriebene iiberein, und umgekehrt. " Ihre Volumina sind dabei propor-
tional. Die kleinste Figur oder die kleinsten Figuren B, um 4y, sind

vy By, By, ..., allcemein B, . ., verschiedene Figuren affin mit B.
I qr ] o 7 1 g

also homolog mit der kleinsten Figur oder die kleinsten Figuren B, um
A,y daher:

g9) Das Verhidltniss zwischen beliebigen mit 4 affinen
Figuren und den kleinsten umgeschriebenen, die mit B
affin sind, ist ei'ne constante Grisse k.

#) Bei zwei mit 4 affinen Figuren sind die kleinsten
Figuren B, um die eine homolog mit den kleinsten Figuren
B, um die andere,

Ganz dieselben Regeln gelten fiir die grissten eingeschriebenen
Figuren Bn.

5. Wenn nun ferner % die soeben genannte constante Grisse be-
zeichnet, so wird eine Figur B, um 4, niemals kleiner sein konnen
als kd,. Darum wird auch irgend eine Figur 4, in B, nie grisser

1 : ;
sein konnen wie — B,. Betrachten wir nun die kleinste Figur B, um

4y, dann ist

Hr.:' j. ]'r
und also auch

1

é A= —By.
T A‘ ¥
Daher muss ebenso, wie B, die kleinste Figur um 4, ist, auch 4, die
grisste in B, sein oder zu den grissten gehiren,

i) Gehdért von zwei um- und eingeschriebenen Figuren
die erste zu den kleinsten umgeschriebenen von all ihren

per = SR
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Affinen, gq gehort auch die letzte zu den gréossten ein-

geschriebenen von all ihren Affinen, und umgekehrt.

Das griisste Ellipsoid z. B. in einem Tetraeder wird so gelegen sein,
das Tetraeder zu den kleinsten gehort, die um das Ellipsoid be-
schrieben werden konnen. Da nun so ein Tetraeder mit einem der klein-
sten um die Kugel homolog ist, reducirt sich die Aufgabe, in ein Te-
traeder das grisste Ellipsoid zu beschreiben, auf die reciproke Aufgabe,
um eine Kugel das kleinste Tetraeder zu legen,

dass

Der gefundene Lehrsatz findet ebenso gut Anwendung auf alle F'ra-

betreffend grosste oder
]’nrnllelepipec,lv, Ellipsoide,
sodie, um oder
der Satz , dass,
der

8t kleinste Tetraeder, dreiseitige Prismen,
elliptische Kegel oder Cylinder, halbe Ellip-
in einander beschrieben. Bei allen diesen Figuren gilt

wenn die eine eine Maximaleingeschriehene ist, die an-
e Umgeschriebene einen Minimalwerth hat, und umgekehrt.

6. Ferner gilt der gegebene Bew

eis ebenso gut fiir den etwas allge-
meineren Lehrsatz:

k) Steht irgend eine Figur 4, zu einer andern Figur B,
in einer Beziehung,

welche durch affine Projection nicht
gedindert wird, und ist 4, die grésste von allen Figuren A4,,
die in dieser Bczinhung denkbar sind, so ist B

p die kleinste
aller Figuren B,, die mit 4

p in gleichartige Beziehung ge.
bracht werden kénnen wie B,.
Gilt “es z. B. das kleinste Ellipsoid zu finden,

welches durch eine
der Fecken

eines Tetraeders geht, das Tetraeder einschliesst und die
gegeniiberstehende Seitenfliche zur Mitte
traeder zu den
Wer

Ifliche hat,.s0 muss das Te-
grissten gehoren, welche so in das Ellipsoid beschrieben
den kinnen, dass ein Eckpunkt in die Oberfliche £illt und
iberliegende Seitenfliche durch dessen Mitte
die Tangentenfliiche des Ellipsoids im E
Grundfisiche des Tetraeders parallel sein.

lipsoid 4y bestimmen, welches die sech
nicht

die gegen-
Ipunkt geht. Es muss also
ckpunkte des Tetraeders der

Oder gilt es das grisste Kl-
s Kanten eines Tetraeders (und
so wird dieses Tetraeder das kleinste
sein miissen, dessen Kanten selbst (und nicht ihre Verlinge-
angenten des Ellipsoids sind.

. 1. Es igt unsere Absicht wieder nicht, die Fragen, zu deren Lisung
diese Lehrsiitze filhren, weiter zu erértern, denn wir wiirden meistens
nur zu selehen besonderen Resultaten gelangen, die sich auch auf an-
derem Wege ableiten lassen; wir bezweifeln aber, ob es moglich sein

wird, auf anderem Wege die genannten Beziehungen zwischen ein- und
umgeschrieben ey

betrachten.
Folge des ge

deren Verliingerungen) beriihrt,
m
Letraeder

ingen) T

' Figuren von so allgemeinem Gesichtspunkte aus zu
Nur wollen wir noch folgenden Satz als eine unmittelbare
fundenen aussprechen :
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¢) Wenn eine geschlossene Oberfliche einem Polyeder
dergestalt einbeschrieben ist, dass die Polyederflichen in
ihren Schwerpunkten von der Oberfliche beriihrt werden,
so ist diese Oberfliche unter allen eingeschriebenen affinen
Oberflichen ein Maximum.

Selbstverstindlich hat dieser Satz nur Bedeutung, wenn die Anzahl
der Flichen des Polyeders das Einschreiben mehrerer Affinen erlaubt.
Als besonderer Fall ergiebt sich sofort: Wenn sich einem Polyeder
ein Ellipsoid dergestalt einschreiben lisst, dass die Flii-
chen des Polyeders in ihren Schwerpunkten beriihrt wer-
den, so ist das Ellipsoid unter allen eingeschriebenen ein
Maximum, und dieser Satz geniigt vollkommen, um die Position des
grossten, dem Tetraeder, resp. einem dreiseitizgen Prisma oder einem
Parallelepiped eingeschriebenen Ellipsoids oder des elliptischen Cylinders
und des elliptischen Kegels zu bestimmen. Ein analoger Satz, obwoll
nicht so einfach, gilt fiir umgeschriebene affine Maximaloberflichen.

8. Gehen wir nun zu einer zweiten Anwendung iiber. Diese
bezieht sich auf die Triigheits- oder mehr speciell die Centralellipsoide
einiger einfachen Kérper. Die Eigenschaften dieser Ellipsoide leitet man
gewshnlich auf analytischem Wege ab, doch wird es nicht schwierig
sein, sie auch auf rein geometrischem Wege zu finden. -Das wiirde hier
aber wieder zu weitliinfig sein und wir scheuen uns daher nicht, von
den vorhin entwickelten Eigenschaften Gebrauch zu machen. 2

Es sind die drei Hauptaxen des Triigheitsellipsoids eines Punktes 0
zugleich die Axen, um welche die Centrifugalkriifte einander das Gleich-
gewicht halten oder eine einzige Resultante besitzen. Nehmen wir diese
Axen zu Coordinatenaxen und nennen 42z, ZZ,, ZZ, die Coordinaten
eines Punktes Z, so haben wir

B22,.22,AV=0, 222, 22, AV=0, 222, 72 AV=10;
diese Bedingungen reichen hin, um die Identitit der Coordinatenaxen
und der Axen des Triigheitsellipsoids zu constatiren.

Y. Setzen wir zuniichst den sehr besondern Fall, dass dieses recht-
winklige Coordinatensystem mit einem ebenfalls rechtwinkligen Coordi-
natensystem in einer andern affinen Figur homolog sei, so gilt fiir jeden
Punkt Z' dieser Figur :

Z’le_;kl -sza Z'Z’z:k:!'zzz’ 212’11;7' I'.:‘.'Z"/‘:H
AV =k kghy AV

und daher
i oy B ’ =
EZZ 2l AV = kPR 222, . 22, AV =0 4, 5. w.,
so dass die lmlnu]ngen Coordinatenaxen nun auch in affinen Kérperaxen
des ’I_‘r:’ig]loiisellipsuids des Punktes 0 sind, dessen Axen

also in diesem besondern Falle mit den Axen desjenigen

h

_

L

N s




il

e
Von Dr. J. KorrewEey. B¢

Bt Ceed et LS PR P AN AP PP s o o 5 o e

Ellipsoids Zusammenfallen, welches in der zweiten Figur
lmmc)]og i8t mit dem C(sntralcllipsoid der ersten.

10. Wasg tibrigens d
Ellipsoide betrif
Kiérpers wie

I) 1 = . . - — 9
worin VB+C YC+4 ya+s
AS22234V, B=37724V, C=32724V;
die Axen des
sich dahey wie

’//(2:: B+ keg* B V/::iz CA k4

(lagf’gen die des Ellipsoids in dem zweiten
mit dem Triigheitse]lipsnid

as Verhiiltniss der Axen dieser verschiedenen
» 80 verhalten sich die des Triigheitsellipsoids des ersten

Trigheitsellipsoids des zweiten affinen Korpers verhalten

System, welches homolog ist
des ersten Systems, wie
1) R N
VBE+C Y C+ 4 YA+ B
Das mit dem ersten 'l‘r.’iglneitsc]lil':snid homologe Ellipsoid ist also dem
zweiten Trigheitsellipsoid nicht dhnlich.

11. Der in 9 besprochene Saty gilt nur
Hauptaxen des ersten Kiorpers fiir den P
Affinititsaxen homolog sind.
dentung erhalten
Kugel iibergeht.

fiir den Fall, dass die
unkt 0 mit den orthogonalen
Er wird nur dann eine allgemeinere Be.-
» wenn das Triigheitsellipsoid des ersten Kérpers in eine
Dann lassen sich niimlich in der Kugel ste
rechte Durchmesser angeben, welche mit
orthogonalen Affinitiitsaxen)
Durchmesser der Kuge
pers,

ts drei senk-
drei senkrechten Geraden (den
der andern Figur iibereinstimmen. Diese
| sind dann von selbst Hauptaxen des ersten Kir-
die ]mmnlngon Axen sind also auch H
Kérper und somit Hauptaxen des Triigheitse
des zweiten Koy

aupttriigheitsaxen im zweiten
llipsoids im homologen Punkte
pers, zugleich aber Hauptaxen des Ellipsoids, welches
mit dey 'l‘riigheit.‘ikugel homolog ist; dann fallen also die Axen des mit
der Kugel homnlugen Ellipsoids mit denen des Trigheitsellipsoids im
]’°m010g'en Punkte des zweiten Kérpers zusammen.

f) Betrachtet man
j"’cﬁﬂn eineg andern,
€lne Tiry

irgend einen Korper als affine Pro-
welcher in einem gegebenen Punkte
i gheitskugel besitzt, so werden in diesem Kérper
die Axen des Trigheitsellipsoids und die Axen des mit der

Mo X y . -
lraghextskugel homologen Ellipsoids zusammenfallen; die
2as ElliPSOid und

Verhéiltnisse IT) un
zeitig in Rotations
So_ist z. B, jedes

es lisst sich aher
Zeitschrift f,

das Trigheitsellipsoid gehen [wie es die
d III), wo jetat 4=RB=¢(, zeigen] gleich-
kéorper iiber.

Tetraeder affin mit dem regelmiissigen Tetraeder;
leieht auf rein geometrischem Wege zeigen, dass letz-
Mathematik y, Physik XXI, 1. 3
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teres eine Centralkugel besitzt, welche natiirlich mit der eingeschriebenen
Kugel homothetisch ist. Das Centralellipsoid fiir das Tetraeder
hat daher dieselben Hauptaxen, wie die affine Projection
jener Triigheitskugel oder jener eingeschriebenen Kugel,
1. h. wie das grisste eingeschriebene Ellipsoid.

In jedem Tetraeder sind die Axen des Centralellip-
goids mit den Axen des grossten eingeschriebenen Ellip-
soids gleichgerichtet; beide Ellipsoide werden gleichzeitig
zu Rotationskdrpern.

Ganz derselbe Lehrsatz gilt fiir Parallelepipede. Fiir dreiseitige
Prismen, elliptische Cylinder oder Kegel, halbe Ellipsoide u. 8. w. muss
vorher ihre Axe nach einem gegebenen Verhiltnisse, welches sich leicht
bestimmen ldsst (fiir dreiseitige Prismen ]/6:2, fiir elliptische Cylinder
}/'3:1) verkleinert werden. Das grosste Ellipsoid des neuen Korpers
wird dann stets gleiche Axenrichtungen mit dem Centralellipsoid des
Kérpers mit ungefinderten Axen besitzen. s ist iibrigens das mit der
(entralkugel affine Ellipsoid identisch mit dem Ebenen-Trigheits-
ellipsoid, weleches Culmann in seiner graphischen Statik bespricht.

12 Betrachten wir zum Schluss noch einmal das Verhiiltniss II), so
gehen wir, dass sich die Verhiiltnisszahlen durch zweckmiissige Wahl der
Yoefficienten k,, ky, &y einander gleich machen lassen. Dazu wird nur
gefordert

]ll

.l' .]- — 1 . 1 - ]
l. .2l 13‘—‘ p'/..rioI//F-]/(‘:.

g) Es lisst gich zu jedem Korper fiir jeden Punkt 0 eine
ganze Reihe affiner, untereinander dhnlicher Kérper con-
struiren, die im homologen Punkte 0" eine Trigheitskuge
besitzen.

13. Setzen wir fiir die Triigheitskugel eines affinen Korpers

A= B= (':_-’l],

r

g0 finden wir fiir das Axenverhiiltniss des Triigheitsellipsoids des urspriing-

lichen Korpers

1 1 1

[vergl. Verh. II)]

"/.’;',_,3 + kg2 ;,//..32'+ Aflg : V ke kgt
und fiir das Axenverhiltniss des mit der Centralkugel homologen Ellip
soids ]

fept leg ¢ kg
Hieraus ergiebt sich unmittelbar:

k) Verbindet man die drei Axenendpunkte des mit def
Trigheitskugel affinen HKllipsoids, so verhalten sich dié
Hohen des entstandenen Dreiecks wie die Axen des Trig-
heitsellipsoids. ;
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Wo sich also, wie bei dem Centralellipsoid des Tetraeders, das mit
der Centralkugel affine Ellipsoid leichter als das Triigheitsellipsoid be-
stimmen lisst, kann es von Nutzen sein, zu wissen, wie die Gestalten

beider Ellipsoide auf einfache Weise auseinander abgeleitet werden
kinnen,

14. Wir wollen noch zeigen, wie sich die gefundenen Siitze auf sehr
allgemeine Probleme anwenden lassen.

Es sei gegeben ein bheliebiger Korper 4, einer seiner
ebenen Durchschnitte @ und ein beliebiger Punkt P; es
besteht dann eine unendliche Zahl affiner Figuren, die den
Durchschnitt o entsprechend gemein und als Triigheits-
ellipsoide ihrer mit 2 homologen Punkte Rotationskérper
besitzen, Man fragt jetzt nach dem geometrischen Orte
dieser mit P homologen Punkte.

Die Antwort auf diege Frage wird die Lésung vieler mehr speciellen
Probleme enthalten. Es kann niimlich 4 ein
bekannt, zugleich mit seinem Triigheitsellipsoid in einen Rotationskirper
tibergeht; es ist dann die Frage gelost nach dem geometrischen Orte des
Mittelpunktes der Rotationsellipsoide, die einen ebenen Durchschnitt

entsprechend gemein haben. Es sind weiter alle Cylinder und Kegel
affin, sobald sie einen congruenten ebenen Durchschnitt besitzen, der
mit ihrer Grundfliche parallel ist. Man wird also auch den geometri-
schen Ort des Schwerpunktes aller Kegel und Cylinder gefunden haben
die ihre Grundfliche entsprechend gemein und jede fiir sich ein Central-
Rotationsellipsoid besitzen, welches Problem sich auf verschiedene Weise

wieder mehr verallgemeinern lisst, ohne ays der betreffenden Lisung
herauszukommen.

Ellipsoid sein, das, wie

15, Zur Losung des allgemeinen Problems denke man sich einen mit
4 affinen Kérper 4', der im Punkte P’
kugel R’ besitze. Eine dieser Kugel R’ concentrische Kugel R tangire
die Ebene des Durchschnittes @ homolog mit « in einem Punkte M,
und es werde in der Ebene ¢ um diesen Punkt mit dem Radius P'M’
ein Kreis beschrieben, dem im Durchschnitte « eine Ellipse Z homolog
entsprechen mige. Es sei jetzt 47 einer der angedeuteten affinen Kir-
Per, welche den Durchschuitt « entsprechend gemein und welche ein
Triigheits - Rotationsellipsoid im Punkte P” homolog mit P besitzen, Es
wird aber dieses Trigheitsellipsoid nur zugleich mit der affinen Projec-
tion R der Kugel R, zum Rotationsellipsni_ﬂ. Legen wir durch den
Mittelpunkt £ von R”, eine Ebene parallel zur Ebene «, dann wird
diese das Ellipsoid B”, in einer Ellipse E, congruent und gleichgerichtet
mit £ schneiden, Der conjugirte Durchmesser dieses elliptischen Durch-

3:!:

, homolog mit £, eine Trigheits-
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schnittes kann nichts Anderes sein, als die Linie MP” (M Mittelpunkt
der Ellipse Z), weil das Ellipsoid R”, die Ebene @ in M beriihrt. Ein
solcher conjugirter Durchmesser darf sich aber nach einem bekannten
Satze im Rotationsellipsoid nur auf die kleine oder grosse Axe des
elliptischen Durchsehnittes projiciren. .Hieraus ergiebt sich unmittelbar
der Satz: Der geometrische Ort der Punkte 7 muss in einer
der beiden auf « senkrechten Ebenen liegen, welche durch
die grosse und kleine Axe der Ellipse E im Durchschnitte
gehen.

Setzen wir zuerst den Fall, dass P” in der durch die grisste Axe
gehenden Ebene liegt. Nennen wir ¢ den Abstand MP”, ¢ den Winkel
jener Verbindungslinie mit der Ebene e, ¢ und & die Axen der con-
gruenten Ellipsen £ und E;, dann ist b also die kleine Axe des durch
den Punkt P” parallel mit ¢ gelegten Durchschnittes des Ellipsoids R",
und daher auch der Radius des grossten Kreisschnittes dieses Rotations-
ellipsoids. Der Durchschnitt dieses Ellipsoids mit einer Ebene, welche
durch die grossen Axen der Ellipse £ und Z;, sowie durch den Punkt
P” geht, ist daher eine Ellipse, welche b zur kleinen Axe, eine gewisse
Linie p zur grossen Axe und ferner die Linien « und ¢ zu conjugirten
Durchmessern hat, die sich unter dem Winkel ¢ schneiden. So erhal-
ten wir

pb=apsing, p?4b2=a’+4 o*
oder durch Elimination von p, indem wir setzen

gCosp=wm, psing=1,
die Beziehung

Y a2 ok
b2 et —p2
daher bewegt sich der Punkt P” in ciner Hyperbel fj, deren imaginiire

Axe die halbe lineare Excentricitiit, deren reelle Axe der kleinen Axe
der Ellipse E gleich ist und die sich also sehr einfach bestimmen lisst.
Ebenso kann sich der Punkt 2 in der Ebene, welche durch die kleine
Axe senkrecht auf die Ellipse £ gelegt wird, in einer Ellipse & be-
wegen, welche diese kleine Axe der Richtung nach zu einer ihrer Axen
hat. Ihre auf £ senkrechte Axe ist der halben kleinen Axe, die andere
der halben Excentricitit der Ellipse # gleich.

Das Problem ist hiermit vollstindig geldst.

16. Von geehrter Seite wurde mir die Bemerkung gemacht, dass
diese Losung in interessanter Beziehung stehe zu einem von Herrn
J. Binet (Journal de I'Ecole polytechnique XIV. Cah., p. 41) entwickelten
Satze. Man kann niimlich in der Ebene o' um den Mittelpunkt M° einen
dritten Kreis £’y affin mit einer Ellipse E, beschreiben, der die Eigen-
schaft hat, im Punkte 7’ eine mit der des Kotrpers 4" concentrische Triig-
heitskugel zu besitzen. Es geniigt dazu, seinen Radius = 2M P’ zu




o b SR el 7

-

- R e+ O

Von Dr, J. KorTEWEY. 31

et T R, A P PP P P P P P P P P A A

nehmen., Werden jetzt Korper und Kreis zusammen affin projicirt, so

Eisst sich sehr leicht beweisen, dass auch diese Projectionen im Punkte
e homolog mit 2 homothetische Triigheitsellipsoide besitzen. Weil aber
alle frijher betrachteten Kiorper 4” den Durchschnitt « entsprechend
gemein haben, go ist E, fiir diese Alle die affine Projection des' Kreises
Ey, und die Trigheitsellipsoide dieser Korper in den Punkten P miissen
den entsprechenden Trigheitsellipsoiden der Ellipse E, homothetisch sein.
Es ist also die Ellipse E und die Hyperbel # der geometrische Ort der
Mittelpunkte der Triigheits - Rotationsellipsoide der Ellipse E,, und es
ergiebt sich daraus folgender Satz:

Der geometrische Ort der Mittelpunkte der Trégheits-
Rotationsellipsoide der Ellipse (2a, 2b) besteht aus einer
Hyperbel (29/5*—a?, 25) und einer Ellipse (27/a®—b% 24); die
Zweiten Axen dieser Hyperbel und dieser Ellipse stehen
senkrecht auf der Ebene der gegebenen Ellipse und gehen
durch ihren Mittelpunkt; die ersten Axen der Hyperbel und

E“iP’f'e fallen resp. mit der ersten und zweiten Axe der
gegebenen Ellipse zusammen,.

Weil man aber statt des Rreises E, eine unendliche Zahl ebener
Figuren hiitte wihlen kiénnen,

welchen in der Ebene « andere affine
Figuren correspondiren, so muss sich dicser Satz allgemeiner aussprechen
lassen. Es ist ja miglich, die ebene Figur in der Ebene «
zu nehmen, wenn man sich eine zweckmiissize Wahl
behiilt; weil aber der Beweis des Satzes von der Ge
4" unabhiingig ist,

ganz beliebig
des Korpers 4” vor-
stalt dieses Kirpers
80 muss ganz allgemein der geometrische
Ort der Mittelpunkte der Trigheits - Rotationsellipsoide
einer ebenen Figur aus einer Hyperbel und einer Ellipse
Dach Analogie des vorigen Satzes bestehen, indem sich die
Ellipse, die man statt der Ellipse (24, 26) nehmen miisste,
leicht bestimmen lassen wiirde. )
Es gilt dieser Satz nach den angefiihrten Untersuchungen auch fiir
rper, was sich zwar synthetisch nachweisen lisst, uns aber zu weit
fithren wiirde, Umgekehrt kinnte man aus: diesem Satze die Lisung
nseres Problems entwickeln.
Obwoh! es uns moglich wiire, noch mehr Beispiele einfach geloster
robleme beizubringen, so werden die gewiihlten doch schon die Frucht-
barkeit qep Methode der affinen’ Verwandtschaft darthun,




