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I1I.

Ueber die Klavgfiguren einer quadratischen Platte von
Flussigkeit und des cubischen Volumens einer Luftmasse.

Von
Prof. Dr. L.upwic MATTHIESSEN

in Rostock,

(Hierzu Taf. I, Fig. 1—5))

In dem 134. Bande, S, 107 - 117, und dem 141, Bande, S. 375—393,
von Poggendorff’s Aunalen ist von mir cine eingehende experimen-
telle Untersuchung iiber den Schwingungszustand der Faraday’schen
Klangfiguren (Kriiuselungen), sowie eine Reihe von Messungen iiber die
Beziehungen zwischen der Schwingungsdauer und der Wellenbreite inner-
halb der Klangfiguren von Platten tropfbarer und elastischer Fliissig-
keiten mitgetheilt worden, woriiber in den Berl. Ber. iiber die Fort-
schritte der Physik im J. 1868, S. 199 — 202, und im J. 1870, 8. 259
bis 264, von Prof. Roeber berichtet ist,

Von der a. a. 0. aufgestellten Ansicht iiber den Schwingungszustand
der Fliissigkeitstheilchen, dass ndmlich die Krduselungen durch zwei sich
einander senkrecht durchsetzende stehende Wellen entstehen, mige es
mir gestattét sein, im Folgenden auch eine theoretische Erkldrung des
Phiéinomens durch die Discussion der Formeln fiir die Wellenbewegung
zu geben. Die Deductionen lassen sich sowohl auf die Rippungen der
in den auf einer Glasplatte schwingenden Fliissigkeitsschichten suspen-
dirten Kreideschlempe, sowie auf die zuerst von Farvaday (Phil. Trans.
[- 1831, p. II, pag. 299, und Pogg. Ann. Bd. XXVI, 5.248, prop. 125)
beobachteten, kiirzlich von Prof. Kundt (Pogg. Ann. Bd. CXXXVII,
456 — 470, Fig. 6) beschriebenen Klangfiguren von eingeschlossenen qua-
dratischen Luftplatten, als anch auf einige specielle Fille von Chladni-
schen Klangfiguren auf quadratischen Platten von Glas oder Metall iiber-
tragen,
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Angenommen, es durchsetzen sich gegenseitig unter einem rechten
Winkel zwei stehende Fliissigkeitswellen von gleicher Breite und Fort-
pﬂanzungsgeschwiudigkeit in den Richtungen A4 4 und CC(Rigi1, - Faf, 1)
Die Distanz je zweier Knotenlinien A A’ ist gleich einer halben Wellen-
breite und der Abstand der fussersten Knotenlinien vom Rande der Platte
gleich einer viertel Wellenbreite, indem wir analog den Schwingungs-
zustinden stehender Fliissigkeitswellen in tiefen Gefissen diejenigen
Stellen mit dem Namen ,Knoten* bezeichnen, in welchen sich Wellen-
berg des oinen Zuges und Wellenthal des entgegenkommenden Zuges
vereinigen, Fiir eine begrenzte Fliissigkeitsschicht ist nun bei einer ein-
fachen stehenden Welle der reflectirende Rand eine Stelle der grissten
verticalen Deviation (Berg und Thal), wie solches in Fig. 2¢ und b dar-
gestellt ist, Wegen der Incompressibilitit des Fliissigen und wegen des
Umstandes, dass die Fliissigkeit durch die Glastafel daran gehindert
wird, nach unten auszuweichen, sind nun die obenerwihnten Knoten-
linien 44 oder K K’ Stellen der stirksten horizontalen Bewegung, also
der Mechanismus der Bewegung der Theilehen, wie er sich im Laufe
einer ganzen Schwingung vollzieht, der Darstellung in Fig. 2¢ und b
entsprechend.

Bei Luftplatten, welche von unbeweglichen Wandungen eingeschlos-
sen sind, ist eine transversale Deviation der schwingenden Molecule
unmiglich; es bilden sich deshalb wegen der grossen Elasticitit der Luft
Longitudinalwellen. Dieselben Knotenlinien 44" oder AKX’ sind hier
also ehenfalls Stellen der stirksten horizontalen Bewegung, also der
Mechanismus der Bewegung der Molecule ist der Darstellung in Fig. 3
entsprechend. Unter ,,Knotenlinien** A &’ sollen Kler wiederum analog
den stehenden Fliissigkeitswellen diejenigen Stellen verstanden werden,
in denen sich die Expansionen £ und die Compressionen € (Verdiin-
hungen und Verdichtungen) begegnen. Sie sind also nicht zu ver-
Wechseln mit den Knotenlinien, welche man bei stehenden Longitudinal-
wellen gewshnlich darunter begreift, nimlich die Stellen der Maxima der
VErdichtungen und Verdiinnungen. Zu diesen sind bei Luftsiulen eben-
falls die Riinder der Wandungen zu zihlen, In beiden Schwingungs-
zustinden nchmen wir also der Einfachheit der Betrachtungen wegen
dieselben Knotenlinien an und die Stellen der stiirksten Verdichtungen
und Verdiinnungen entsprechen den Stellen der Wellenberge und Wellen-
thiler der schwingenden flissigen Platten. Wir gehen dabei von der
gerechtfertigten Annahme aus, dass bei ganz geschlossenen Luftsinlen
der tiefste Ton gleich einer halben Wellenbreite ist, also die beiden
Enden derselben abwechselnd im Zustande der Verdichtung und Ver-
dﬁnﬂu“g sich befinden. Ist demnach die Linge der schwingenden fliis-
sigen oder luftfsrmigen Sinle gleich # Wellenbreiten, so bilden sich
abwechselnd bej einer Fliissigkeit n Berge, 741 Théler und n +1 Berge,
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n Thiler, bei der Luft abwechselnd ebensoviele Verdichtungen und Ver-
diinnungen.

Wenn nun eine einfache stehende Welle 44" (Fig. 1) von einem
andern stehenden Wellenzuge CC” derselben Wellenbreite durchsetzt wird
(dieses ist immer der Fall, wenn die Schwingungszahl oder Tonhihe
dieselbe ist), so bilden sich aus den in der schwingenden Substanz
suspendirten schweren Theilchen Klangfiguren an denjenigen Stellen vor-
zugsweise, wo die parallel der Wandung oder Glastafel gerichtete Be-
wegung der Molecule sich im Maximum, Berg und Thal oder Verdich-
tung und Verdiinnung sich im Minimum befinden. Die Klangfiguren
oder Rippungen sind aus parallelen geraden oder krummen Linien zu-
sammengesetzt, welche iiberall senkrecht gegen die horizontale Bewegung
gerichtet sind, also im eigentlichen Sinne Normalcurven, Ihre Gleich-
ung ldsst sich also genau bestimmen, sobald fiir jeden einzelnen Punkt
der Platte die Resultante der Bewegung der Richtung und Grisse nach
bekannt ist. Bei den Luftschwingungen liegen sie voneinander getrennt
in nahezu gleichen Abstiinden I Bei einer gleichen Dicke der Schicht
ist nahezu =m 7. Diese Intervalle rilhren von den verticalen Schwing-
ungen her, wodurch die Molecule veranlasst werden, in zackigen Bahnen
zu schwingen. Die Rippungen fallen aber keineswegs mit den Knoten-
linien 44" und CC’ zusammen, sondern dies nur in den speciellen Fil-
len, wo die Amplitude der einen oder der andern Wellenbewegung
gleich Null ist. Sind die beiden Amplituden gleich, so fallen die Rip-
pungen der Maximalbewegung zusammen mit der Diagonalen der Qua-
dvate £ der Knotenlinien; die ibrigen bilden geschlossene concentrische
Curven, welche in der Nihe des Centrums der Felder # und 7 in Kreise
iibergehen. Sind die Amplituden verschieden, so bilden die Rippungen
theils wellenformige Curven (Figg. 4 und 5), welche in der Nihe des
Centrums der Felder # in Hyperbeln iibergehen, theils geschlossene con-
centrische Curven, welche in der Nihe des Centrums der Felder 5 und
T in Ellipsen iibergehen. Diese Sitze beweisen die von mir bisher an-
gestellten Versuche auf’s Deutlichste und sie werden durch die im Fol-
genden angestellten mathematischen Betrachtungen vollkommen bestiitigt.

In Fig. 1 ist nun ein solches System von drei Wellenbreiten dar-
gestellt; dasselbe enthilt vier einfache Wellenziige, T hezeichnet die
Théler (Verdinnungen), B die Berge (Verdichtungen), 7B die Quadrate
der Knotenlinien, in welchen Berg und Thal zusammentreffen., In Figg.
4 und 5 gelten dieselben Bezeichnungen und E ist an die Stelle von T B
gesetzt. Die Platte £ entspricht genau dem Schwingungszustande einer
quadratischen Glasplatte, welche die Chladni’sche Klangfigur zeigt,
wenn sie den zweiten Ton angiebt. Sie zeigt zwei gekreuzte Diago-
nalen, concentrisch von gleichseitigen Hyperbeln eingehiillt, wenn die
Amplituden gleich sind; sie zeigt zwei hyperbelihnliche Curven, concen-
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trisch von ungleichseitigen Hyperbeln umgeben, wenn die Amplituden
verschieden sind, Die Fliche £ ist eine Interferenzfliche und auf ihr
bilden sich die Klangfiguren am deutlichsten aus, Am schwiichsten bil-
den sich die Rippungen aus auf denjenigen Flichen, wo keine Int.cr-
ferenzen auftreten und sich die Amplituden summiren, also auf den
Flichen p und 7. Die Hauptrippe verbindet diejenigen Punkte, in
Welehen gich die parallel der Tafel gerichtete Bewegung der Molecule
im Maximum befindet, Sie ist wellenférmig und verliuft durch sdmmt-
liche Knotenpunkte der Knotenlinic 44", wenn die Amplitude «; der in
der Richtung 44 laufenden Welle die kleinere ist; ist dagegen die Am-
plitude a, grosser als die der in der Richtung CC’ laufenden Welle, so
verliuft die Hauptrippe durch simmtliche Knotenpunkte der Knotenlinie
CC. Bei den Faraday’schen Klangfiguren sind die Amplituden ab-
hﬁngig von den Kriimmungshalbmessern der Hauptnormalschnitte der
achwingenden Glastafel, Die Wellen laufen nimlich den Hauptnormal-
schnitten der gebogenen Glastafel parallel. Ist g, der Kriimmungshalb-
messer desjenigen Hauptnormalschnittes, welcher der Knotenlinie A4°
parallel ist, g, der Kriimmungshalbmesser desjenigen Hauptnormalschnit-
tes, welcher der Knotenlinie ¢ ¢’ parallel ist, so ist @, > a, wenn g, <o
ist; wenn g, gleich oo ist, so ist @y gleich Null; wenn ¢, =g, ist, so ist
auch ay=a;. (Vergl. Pogg. Ann. Bd. 134, die Figurentafel.)

Wir betrachten hier zuniichst die Bewegungszustinde einer vibriren-
den Fliissigkeitsschicht; die der Luftplatten sind ihnen ganz analog. Nur
ist die Breite bei den Wellen auf Fliissigkeiten verschieden und variirt
zwischen den Ténen 0 und ¢® zwischen 28 Cm. und 200 Cm.; ausserdem
I8t die Wellenbreite viel kleiner, sie betrigt fiir den. Ton ¢® nur 1 Mm,,
Wogegen die Wellenlinge desselben Tones in atmosphérischer Luft nur
1 Fuss betrigt. Um die Bewegung in einem beliebigen Punkte £ (Fig. 5)
kennen zu lernen, so seien 4 die Wellenbreite, AP=u, CP—=y die
Coordinaten des Punktes P, «; die Amplitude der von A4 und 4° aus-
Zehenden Wellen, @, die Amplitude der von € und ¢’ ausgehenden
Wellen. Die Deviationen infolge der beiden stehenden Wellen, wenn
die einzelnen Wellen in dem Abstande d==ni ihre Bewegung gleich-
2eitig in demselben Sinne beginnen, sind

PATET {
N, = 2a, cosm T sin2m 7

2v 3 {
1y = 2a, cosm S sin 2 T

Bei Flissigkeiten sind die Wellenbreiten beider Systeme stets ein-
i gleich, da nahezu A2=m 7 ist. Die gesammte transversale De-
Viation ist demnach

{ 2u 20
N=mn+n=2sinldn ?((ll coST T + u, cosw 3

A 2ale
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Fiir a,=a, ist

utv U—1uv

oS
A

[}
n=4a,sin2mw T cosm

Durch diese Gleichungen ist der Bewegungszustand der Fliissigkeit in
jedem Punkte u, v vollstindig bestimmt. Um die Gleichung der Curven
genauer iibersehen zn kénnen, wihlen wir den Punkt 0, also den Durch-
schnittspunkt zweier Knotenlinien zum Coordinatenanfangspunkte, und

setzen demgemiiss
p—=———h—1, u=Fr+2z
Darnach wird nun

7 { ; 2ax o2y
n=2sin2mn s s + a, sin i &

Dies ist die Gleichung aller Rippungen fiir den angenommenen Fall,
Fiir die stirkste Rippung ist % gleich Null und
2|

1 . are sin 1% sin
= — arc L —.
Y=ox l”z i ‘

- Mes J’ . -
Die Curve ist wellenférmig und y =0 fiir 2 = 5 A; ferner ist ¥ ein
: 4n 41 2 y ; 4n+3
Maximum fiiv & =— %" A, ein Maximum fiir ::—::ﬁl; der zugeho-

rige Werth von y ist
A
Y= S 5 aresin <Al

rrz

Ist a,=a,, so ist y=+ }; allpemein y = (Gleichung der Dia-
gonale). Ist ay gleich Null, so muss auch @ Null werden (Gleichung
der Knotenlinie €C'). Ist dagegen «; gleich Null, so muss es auch y
sein (Gleichung der Knotenlinie 4.4").

Fiir die Klangfiguren der eingeschlossenen Luftmassen sind die For-
meln ganz dieselben; sie lassen sich aus den Resultanten der compo-
nirenden Kriifte der Bewegung ableiten. Die Componenten ‘der Longi-
tudinalschwingungen sind fiir gleiche Wellenbreiten

2”

= D, sinm e sin2mw—

rl|)

U

I

B
N = 2da, SinT e sin2mw T

Bei schwingenden Luftsiulen sind die Wellenbreiten beider Systeme

nicht immer gleich, sondern abhingig von der Liinge der Siulen.

L 4n 41
Substituirt man wiederum w= i+ &, v =—1— A—1y, so erhilt

man, indem das Vorzeichen in der Richtung von # sich umkehrt:

I-?

2 {
E=2aycosm )'-- sin2m—

te

amm R A sl puwd i PR AR




n
n

in

me

ilt

Von Prof. Dr. L. MATTHIESSEN, 43

2 t
—n=2a,cosm 1‘2 sin2m i

Um die Richtung und Grisse der rn.sulLirendep Deviation zu erhal-
ten, so ist die Grisse bestimmt durch J:]/{-?“'——l-u‘z, die Richtung durch
2x
a, cosmw —

i

langr = —— = —————.

—

Y
gy COSTE 5

Da die Richtung der Rippungen senkrecht gegen die Richtung der

£ a1,
A . . 5 Yy . :
Bcweguug der Massentheilchen ist, so wird —y = zu setzen sein, mit-
hin wirq
2
3 A COSTL =
£d e e 4
& diy= U e e
5 +ndy Ax 2y
a, COST®T ——
2 A
Das Integral dieser Gleichung ist
o ADE e Dy
@y S 7T il =5 =+ const,

Diese Curvenschaaren sind sogenannte Gleichgewichtsfiguren und schlies-
sen lauter Luftschichten constanter Dichtigkeit ein.

Nun ist J ein Maximum, wenn {= 17 und zugleich & und y gleich
Null sind. In diesem Falle ist die Constante aunch Null. Wir erhalten
hier die Gleichung der llnuph-ippc; gie ist, wie oben

fr

Y= — arcsin sin 1
27: fu, L

Untersuchen wir die Gleichung einer Rippung, welche eine Knoten-
linie ¢’ (Fig. 4) tangirt. Fir z=44, y=11 ist E=—2a,, =20 und
die Constante gleich — a,. Folglich ist die Gleichung der Rippung

2x 2y

([1 SN T 7 — ffz \?HJ’IS T —"(l

Fiir sty — l m'rsr'n ?2:(3, Der Werth der halben Neben-
2

axe ist also TA—u, (1(1 Wc-rth der Hauptaxe gleich J1. Ist a,=a,,
80 sind die beiden Axen gleich und die Rippungen sind nahezu kreis-
fmmlg innerhalb des Feldes 7 und B. Ist ¢, > a,, so ist die Nebenaxe
kleiner. Die Rippungen innerhalb des Feldes T sind nahezu elliptisch
und die grosse Axe in der Richtung 44" gelegen. ' Die Curven sind
goschlossen, denn sie geben innerhalb der Grenzen = }4 und 4 immer
zwei Werthe fiir y innerhalb der Grenzen y =0 und i Zwischen den
Grenzen o =0 ung $4 ist y fiir diesen IFall stets imaginiir.
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Um die Gleichung einer Rippung zu erhalten, welche die Knoten-
linie 44" beriihrt, so setzen wir =31, y=0. Die Constante wird
y U]

+ @, und die Gleichung
2z

» : Yy
1, SinT €t @y Sin T i

Der Werth der Nebenaxe ist 44, der der Hauptaxe gleich 34 — a,,

4 i ao— S 2 : P
wobei &, =z arc sin—L—1, Tat ay, > 2ay, so lduft diese Curve in die
2 a 2 :
1

andere Hyperbelschaar iiber,

Untersuchen wir noch die Gleichungen der Curven in der Nihe der
Centra £ und .# (Pig. 4), und zwar zunichst fiir E. Bezeichnen w, &
und v sehr kleine Dimensionen und setzen wir =4}t o, y=11+ 9,

also
'A—}—"m ,A—I—“’{}
) Sinm =——r——= a, sin g =———— - const.,
so wird die Constante g]eich a, — a4+ t.U und

20
a4y COST === 0y ms'n: - —}— ay —day + .

Fiihrt man wegen der Kleinheit der Grissen @ und ¢ die Winkel
ein, 8o reducirt sich die Gleichung auf

w‘.ﬁ {;2 = 1
SR e |
Az A2
2 mia, 2 nta,

Dies ist die Gleichung zweier Hyperbelschaaren, deren Hauptaxen senk-
recht aufeinander stehen. Schreibt man die Gleichung in der Form
9
w? 92
s— 3 =+1,
ar
3 ay - p
g0 1st lang = y Wo @ den halben Asymptotenwinkel FEG bezeich-
Y
net. Fiir a,=a, ist ¢ =45° Wir fanden friiher fiir die Tangente der
Hauptrippungen

2%
o @, COS T o
oy
lant = —=———.
0w 2y
@, COS T —=
% i
Fiir den Knotenpunkt ist x=44, y=0, mithin fant=—"- und
3 a,
fir ay=a; der Winkel r=45° Ist demnach a,=a,, so fallen die
Asymptoten und die Tangenten der Hauptrippen in den Knotenpunkten
mit den Diagonalen der Quadrate % zusammen; in den iibrigen Fillen
divergiren sie in einem bestimmten Sinne. Die eine Hyperbelschaar
gohort den Wellenbergen an, die andere den Wellenthéilern.
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ol Um noch die Gleichungen der Curven in der Nihe der Centra von
e T zu erhalten, so setzen wir z2=4r+ o, y=44A+9 Will man diec-
selben fiir p bestimmen, so setze man e =11+, y=3F14+9. Man
erhilt im ersteren Falle

w 29
— @ COST 5T = a, COST T a,—ag + P

lf‘ oder, wenn man die Bogen einsetat:
die 1 48 1
Ty T Ey
ler 2 nta, 2’ a,
& Dies st die Gleichung einer Ellipsenschaar, deren Hauptaxen deh Kno-
- i tenlinien parallel laufen. Fiir a,=a, bilden sie concentrische Kreise.

Ist 4> a;, so ist a >> b und -’r:a:]/;l:]/r;;.
In den vorstehenden Betrachtungen ist meiner Meinung nach die
Theorie der Faraday’schen Klangfiguren in erschipfender Weise ent-
wickelt. Man kann sie mit Leichtigkeit ausdehnen auf die Theorie der
Luﬁschwingungen in geschlossenen cubischen Riumen, Es kommt ein
drittes Wellensystem mit der Amplitude @, hinzu. Die Schichten gleicher
Schwingungsrichtung und Dichtigkeit der vibrirenden Luftmasse sind von
kel eigenthiimlichen Flichen eingeschlossen, deren Verlauf aus den vorstehen-
den Entwickelungen entnommen werden kann.

Da aus den angestellten Beobachtungen hervorgeht, dass in cubi-
schen Riumen sich die Schwingungszahlen der Grundtine umgekehrt wie
hﬂmologen Linien verhalten, so lisst sich hieraus die Reihe der Oberténe,

k- Welche den Grundton begleiten miissen, genau ableiten. Bei dem Grund-
ton ist ein Schwingungsbauch in der Mitte des Wiirfels; bei dem ersten
Oberton treten acht solcher Biuche auf, bei dem zweiten 27 u. s. w.
Die grossen Axen der Biuche verhalten sich nun offenbar wie 344
T W 8. w.; mithin bilden die Oberténe des Grundtones ¢ die harmonische
1 Oben‘eihe 4, cT, e. Moglicherweise und sehr wahrscheinlich tritt bei dem
ler

Grundton in der Mitte des Wiirfels gar kein Bauch auf; ist in diesem
Falle ¢ der Grundton, so wird die Reihe der Obertine sein ¢, ;.;v T

iese stereometrischen Klangfiguren lassen sich sichtbar machen, indem
Man einen hohlen Glaswiirfel von etwa 1 Cubikdecimeter Inhalt fast gans
mit, trockenem Lycopodiumstaub anfiillt oder wit Rauch, und die ein-
geschlossene Luft dureh einen auf die Obertone abgestimmten Glasstab
nd in Schwingungen versetzt. Nimmt man nach Seebeck die Schall-
geschwindigkeit in Rohren zn 328 M. an, so ist die Schwingungszahl

lie . 7 i
i des ersten Obertones 3280, die des zweiten 4920 u. s. w. Die zugehs-
e $eEw YR

b Tigen isochronen Gilagstiibe haben die Liinge 75 Cm., 50 Cm. u. s. w.
e Es ist ferner nicht unmiglich, dass man auch ohne Anwendung von
a1

Staub die Schwingungszustiinde der Luftmasse durch die optische Inter-
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ferenzmethode von Boltzmann und Tépler (Pogg. Ann. CXLI, 321)
zu analysiren oder gar in grosseren cubischen Riumen direct wahrzu-
nehmen im Stande sein wird.

Die im Vorstehenden beschriebenen Klangfiguren von Fliissigkeiten
und Luftmassen gehoren einer und derselben Kathegorie an. Ihnen
gebiihrt mit Recht die Bezeichnung ,,Faraday’sche Klangfiguren. Um
diese Behauptung ausser allen Zweifel zu setzen, mogen hier am Ende
noch die eigenen Worte Faraday’s ihren Platz finden. Ich entnehme
sie dem Aufsatze in Pogg. Ann. Bd. XXVI, S. 248,

123. ,,Alle die bisher beschriebenen Erscheinungen kénnen sich auf
der Oberfliche derjenigen Fliissigkeiten zeigen, welche man fiir ge-
wohnlich als unelastisch betrachtet und bei denen die Elasticitit, welche
sie besitzen, keine wesentliche Eigenschaft ausmacht; es ist nicht mog-
lich, dass sie sich im Innern dieser Masse zeigen kionnen. Krweitert
man die Schliisse, so erscheint es indess nicht ganz unméglich, dass
ihnliche Erscheinungen auch in Gasen und Dimpfen stattfinden, wobei
die Elasticitit die fiir das Vibriren néthige Bedingung liefert, welche bei
den Fliissigkeiten in einer plotzlichen Begrenzung der Masse durch eine
nicht eingeschlossene verschiebbare Oberfliche gegeben ist.

124, Wenn dem so ist, so muss, wenn eine Platte in der Atmo-
sphiire vibrirt, die unmittelbar mit ihr in Beriihrung stehende Luft sich
in zahlreiche Portionen theilen, welche zwei abwechselnde Reihen wie
die beschriebenen Hiufchen bilden, eine dichter und eine diinner als
die gewdhnliche Atmosphiire. Bei jeder Vibration der Platte wechseln
diese Reihen dureh ihre Expansionen und Condensationen miteinander ab.

125. In der Hoffnung, einige Vorginge der Art zu entdecken, be-
festigte ich eine kreisrunde Zinnscheibe, die mit einem hervorstehenden
Rande von dreiviertel Zoll versehen war, auf einem Lineal, streute etwas
Lycopodium auf dieselbe und liess sie stark erténen, so dass das Pulver
in der Luft nur eine einzige Wolke gebildet haben wiirde, welche wegen
des Randes und der -gleichen Bewegung aller Theile der Platte keine
Neigung zu ibrer Aphiufung besitzen konnte. Sogleich sah man das
Lycopodium, statt eine gleichférmige Wolke zu bilden, das Ansehen
einer dicken Wabe annehmen, die ganz in einer zitternden Bewegung
begriffen war, und bei aufmerksamer Betrachtung konnte man Wellen
wahrnehmen, welche die Wolke in entgegengesetzter Richtung durch-
setzten, KEs war genau die Erscheinung, welche sich gebildet haben
wiirde, wenn eine staubige Atmosphiire auf der Oberfliche einer Platte
rubte und in eine Anzahl abwechselnd und zugleich sich ausdehnender
und zusammenziehender Portionen gefallen wire.*
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lo IV.
o Ueber eine einfache Behandlungsweise derjenigen Probleme
of der Hydromechanik, in welchen Ellipsoide mit kleinen
e- Excentricititen vorkommen.
1e 5
- Von :
rt Dr. ArNoLD (IESEN,
ss &
el i s o
ei
B L. Theil. Homogene Ellipsoide.

§ 1. Niherungsformeln fiir das Potential eines homogenen Ellipsoids
0- mit kleinen Excentricitiiten.
u,h Es sei ein homogenes Ellipsoid gegeben mit den Halbaxen a, b, c,
1e welche in dieser Reihenfolge nach ihrer Grisse absteigend geordnet sein
Is sollen. Die linearen Excentricititen ¢ und & seien durch die Gleich-
In ungen bestimmt o —c®=¢? 0 —c®=¢%. Als Coordinatenaxen nehmen
i wir die Halbaxen des Ellipsoids an, dessen Dichtigkeit ¢ sei. Dann ist
:n das Potential desselben in einem beliebigen Punkte (a, g, 2):
as 22 42 2
er g /,/(,,, +r)(b +r~w+¢)[ a4 Pt “+!] e
en
ne Dabei ist die untere Integrationsgrenze ¢ fiir einen innern Punkt gleich
as Null, fiir einen #ussern dagegen die positive Wurzel der Gleichung
N a? 2 £ 22
ng rﬁ+5+b2+(s+c”—|—6“1_ﬂ0'
ez Wir setzen jetat o®=c®+e* b?=c*®+ ¢ ferner mit Vernachlissi-
h- gung derjenigen Potenzen von ¢ und &, welche die zweite iibersteigen:
en 1 1 &2 1.5 (1 a2 )
1 az+¢=c2+:(1‘c2+r)‘ TR A R

Dann wird

et g el )[ L v9.-r2+59y9}
V= ru':('n:g W(]—W 1 (‘2+!+ {(_.3_*_[}2 di,
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wobei 7*=ax®+4y? 4+ 2% also r den Radius vector des angezogenen
Punktes bedeutet. Es ist nun aber

dt | (240 i
(e241)? ——§+I 2

)

o

Setzen wir daher ]/ + ¢ fiir den #ussern Punkt gleich ¢/, so wird
dieses Integral fiir einen innern Punkt (-——EF: und fiir einen Hus-
m—2)cm—2

sern — e 5 Demnach erhilt man fiir das innere Potential ¥;
(m—-?); "~

des gegebenen KEllipsoids

@
o | e? 4 g* = (24 r2  elatd ey
V‘ =abenx —_— — - - T “
gl [ I_(c”-}-r)"*': T A ) AL Y Py Ay vy }
0

1)
—suenfi-SHE_ Oy £, ded A
_.Hfugﬂ:.' o~ o Jona 10 ¢2 5ed ‘

6 o2 c?

Speciell fiir ein Rotationsellipsoid hat man

yimtiten i 453 (11 b= St 5) o

Fiir den Ausdruck des iussern Potentials brauchen wir zunichst nur

¢ statt ¢ zu setzen:
: 1 2482 2 A e+ &2
V.=2abcon %-,- —
=

6¢% BT 102

Es kommt jetzt auf die Bestimmung von ¢'=p/¢!+6 an. Zur Be-
stimmung von ¢ dient die Gleichung
-2

.F: 7771’2 ; U.ﬂ ; ot ;_:' : 54 o w
f'?'—i—-(i(]7":+G)+f':+0‘(1 f'3+a)+c"-’+o‘ ey

oder auch

rf’f ‘+sf/ {0

2 P
‘ o 5 ‘ 9. i . : gl
Hiernach hat ¢2 als ersten Niherungswerth »%; setzten wir also ¢?= 2 4 4,
go wird bei Vernachlissigung der htheren Potenzen von 4

ghss ot 2y
Y _1=0, also 4= st eyt

= )

2732 1 42,9
P g e“xt < 8%y i
2" TV Hier-

also ist bis auf Glieder zweiter Ordnung ¢

nach ist nun weiter
1 1

7

c r

R e Y ]

TD
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Substituirt man diese Ausdriicke in die obige Formel fiir das #Hussere
Potential in den Gliedern, welche im Zihler die Excentricititen nicht
enthalten, go kommt, da in den iibrigen ¢’ einfach durch » zu ersetzen ist:
IR BRI o3
Vo=2abemp {.g..;«.itg%f i b ‘i?"'—‘f’ :

Bezeichnet man die Masse fabemo des Ellipsoids mit M, so kommt
fiir dag fiussere Potential in cinem Punkte, dessen Coordinaten x, y, z
und deggep Entfernung vom Mittelpunkte » ist:

€2+ 52 p ,,‘_’:,\2_!_ 59y2
73 + i0 25 =

D.ies;er Ausdruck gilt natiirlich noch fiir die Punkte der Oberfliiche. Fiir
diese gt

1
2) Vazju {;._—Tll)

a2 112 22

B et | B | et
1 gehﬁl‘iger Entwickelung hat man hierfiir

2 2 2 2 2
2(-2+50-5)+3-

2 o2 c? 2

. 16 e x? - §2g2
, weiter also = = ~—5a .

Oder re —

- Nach Einsetznﬁg dieser Werthe in Gleichung 2) kommt fiir Punkte
der Oberfliiche

2.4 2 2.2 | 2,2
3 (el vewbay
) Vo M= 8

')c 10 B € \
Speciell fiiy ein Rotationsellipsoid hat man allgemein

; 1 et e (a* 417
Via=M %;—%;ﬁf%—ﬁj—

und fiir gie Oberfliche im Besondern

sk k] ol = ooy
Vn=f"??"v}*c§—ﬂ 5 "
Umformun g. Driickt man « und b durch ¢ aus vermittelst der
Formel, 3
e? &
: (t:c(l—l— 2), !J=t"(1+ﬁ)!
80 wirgd 2¢

. ( AN e a4 2,2
1) V= 2,10 %034—%(32—}-52)—}1'2(1-}—"-5—-5 )+ s }’

: 5 87 9 3(p2 2 B
) » CJ‘F%"(‘“L"E”_ 1 ‘q(’jj:.f__)_l__{:.fg,'" (’.‘.’"..f_'_'.."_._“'._)g_

"2%7?9’ 10 5

T 72

§ 2, Gestalt eines um einen Centralkérper rotirenden, homogenen
fliissigen Satelliten.
Eine homogene fliissige Masse bewege sich als Satellit in einem
réise um cinen Centralkdrper derart, als wenn beide in fester Verbin-
dung stinden, so dags also der Satellit dem Centralkorper stets dieselbe

Zeltschrift 1, Mathomatik u, Physik XXI, 1. 4
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Seite zuwendet. Derselbe sei nur der Anziehung seiner eigenen Masse
und jener des Centralkirpers unterworfen, der Radius seiner Bahn sehr
gross im Vergleiche mit den Dimensionen beider Korper, seine Winkel-
geschwindigkeit @ sehr klein. Es fragt sich, ob die fliissige Masse des
Satelliten sich dadurch ins Gleichgewicht setzen kionue, dass sie eine
Gestalt annimmt, die wenigstens bei Vernachlissigung sehr kleiner Gris-
sen sich als ein Ellipsoid mit kleinen Excentricititen betrachten lisst.

Der Schwerpunkt des Satelliten sei der Coordinatenanfangspunkt,
die Verbindungslinie der Schwerpunkte des Satelliten und des Central-
korpers, von letzterem abgewandt, sei die positive z-Axe, die - Axe sei
die Tangente der Bahn des Satelliten, die y-Axe stehe auf der Bahn-
ebene desselben senkrecht. Der Halbmesser der Bahn, welche der
Schwerpunkt des Satelliten durchlduft, sei R, die Entfernung eines
Punktes des Satelliten von der Axe seiner Bahm sei s, seine Entfernung
vom Mittelpunkte des Centralkirpers sei & Das Potential des Central-
korpers sei W, dasjenige des Satelliten sei ¥, dann ist die Gleich-
gewichtsbedingung, welche fiir alle Punkte der Oberfliche des Satelliten
erfiillt sein muss:

[(W+ V) + +92[22 + (R4 2)?] = Const.,

worin / die Anziehungsconstante bezeichnet. Wenn nun der Central-
kirper wenig von der Kugelform abweicht und R gross ist, so kann,
unter C die Masse des Centralkirpers verstanden, in hinreichender An-

c :
niherung gesetzt werden W=?' Nun ist aber

1 ot 44
2= a4y + (R+2)% also —f-:}-l;[]——}}—-r +5’__.+:‘ +,‘§L‘.’_z+__.:l‘

o

1 2R
also in erster Anniberung
¢ z a4yt — 227
W=.- [] e oo e DAL LT
R R 2 R? ]
Um das Potential 7 des Satelliten, dessen Masse S sei, darstellen
zu kbnnen, machen wir die versuchsweise Annahme, dass seine Ober-
fliiche ein Ellipsoid sei, also nach § 1, 3)
rn =S [ : 1 rj?‘+ & k P + 52”2].

PRty I PR P

2 2
g i c Gl i . . .
Fiir 2% getzen wir ¢ — — a:g—r;t 2 oder niiherungsweise bis auf die
a? )2

2 2
AR Ty 9 9 g € 9 &
Quadrate der Excentricititen ¢*— z*—y®+ pr i + — y% Man kinnte

2 o2

i : C fuan :
wegen der kleinen Factoren _Rf and 92 von z? die beiden letzten Glieder

dieses Ausdrucks weglassén. Der Vollstindigkeit halber wollen wir sie
aber zuniichst beibehalten, Dann nimmt nach vollzogener Substitution

obige Bedingungsgleichung folgende Form an:

¢

ol =V B
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e P S Y

g(lfi i Sk Al s
Vi R R2 2 R2 e e
&

(1] (“‘j 5 {_5

2 2
+ 1 {}2(}?2 + 4+ 2Rz — 4 ‘w—, x? 4 f—;, y‘-’) = Conslt,
gl c-

Der Coefficient von z verschwindet, da zufolge der angenommenen

.,

K i . 9 i 5
rmeewegung des Satelliten 82R— ]?2/", Da nun 2? und %2 voneinander

unab s . . = L e .
; hauglg sind, so miissen ihre Coefficienten verschwinden. Es giebt
ie ) :

8 folgende zwei Gleichungen:

Gl Cf e S/ é? e
S — —— 192 —
%/i3+ R b 8 (.‘_*+ 39 7 0,
B g G e Sk e e

92 2 p—

Eﬁ:}"‘]f:; L_J_'L, o

oder
2 e S\ e?
__:3_9-%4_(.3.‘9“_% g‘)_hn,

SF\ &
— 2874 (;.192 g T{) Z=0.

c?

Da (855
aber g2 — : T
r @ =% ist und R gegen ¢ sehr gross angenommen wurde, so

Wird - . : 3
1 im Allgemeinen und wenn nicht € dusserst gross gegen S ist, o2
sel : S ; :
T klein gegen E{ sein, Iiir unsern Mond ist z. B. € nahe =805,

R :
me]nahe =.60 Erdhalbmesser oder, da der Mondhalbmesser nur etwas
T als 4 des Erdhalbmessers betriigt, R nahe = 240°'c. Demnach

Verhy : i X s : 5
erhilt gicp fiir unsern Mond 92 zu —(—{ nahe wie 1:3°240°240 oder wie

1: : S
172800, Demnach kann man 9* gegen ‘;f vernachlissigen, was auf
s

dag
s 1 - -

G telbe hinanskommt, als wenn urspriinglich 22 einfach durch ¢*—a?— y*
@ : : : et
cent ?t Worden wiire. Vorige Gleichungen ergeben demnach fiir die Ex-

rieity ¢
Cititen des Satelliten folgende Werthe:

R 3 g2 2

i Ee A :_gg';f_:_ui_,
(i (i 2. Sf 8 omf

b2 2 . o392 e g2
T e S/ R yn/"

:Vl:ﬁt*flreng Llie Dichtigkeit des Satelliten verstanden, da S=14 t'3.7r9 g.esetizt'
i Tlm:nn: Daraus folgt nun zuniichst, dass ein Ellipsoid in
; eine migliche Gleichgewichtsfignr fiir den Satel-
S Ce, und zwar ist dieses Ellipsoid ein dreiaxiges. Die
ntrﬂ-]kiirper zugekehrte Axe ¢ ist die lingste, die

4%
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mittlere Axe a ist die, welche die Bahn tangirt, die kleinste
besteht auf der Bahnebene senkrecht.

9

a—c . . e” . . :
Da —— niiherungsweise gleich } —, so sind die Abplattungen bei-
¢ ¢

der durch die lingste Axe ¢ gelegten Hauptschnitte

e? f (.3,32 ; &2 X 0392
..}7—_ b} und _‘2__2—_.‘)_.1_._
c? 4SS c Sf

Die in obigen Formeln vorkommenden Grissen sind z. B. fiir unsern
Mond wenigstens niiherungsweise bekannt. Zur Elimination von f setze

(4
man r—{:g, unter C die Erdmasse, r den Erdhalbmesser, g die Schwere

2
an der Erdoberfliche verstanden, also f=73. Dadurch kommt

e? o c92c® & C9%ed

c? 2 grtS T ¢ gris’

Der Bruch % der Erd- und Mondmasse ist nahe = 81; der Bruch

:4 des mittlern Exd- und Mondhalbmessers ist = 0,27234, ¢ selbst = 234

geogr. Meilen (4 7420,44 Meter), ¢ im Mittel = 9,7974 Meter. Die Um-
laufszeit des Mondes um die Erde ist 27¢ 7% 43™ 11,5° (nahe 27} Tage
8=m~25f oder genauer = i s
86400. 27} 86400.27,3217
Durch Ausrechnung findet sich fiir die Abplattungen der beiden Haupt-
schnitte durch die lingste der Erde zugewandte Axe des Mondes

4 86400 Sec.), demnach

¥ 1 1 =
7 STIERD §.3 A0 e i ey T TIT%BTJ"

e a—c 2 b—c
c? ¢ 3 c ¢

Demnach ist die Abweichung des Mondes von der Kugelform #Husserst
gering; man findet fiir den Ueberschuss des lingsten der Erde zu-
gewandten Halbmessers iiber den mittlern etwa 49 Meter und . iiber den
kleinsten etwa 65 Meter; der Unterschied der beiden fiir uns sichtbaren
Halbmesser wire demnach etwa 16 Meter. Mit diesen theoretischen Er-
gebnissen im Einklange steht die Thatsache, dass die Beobachtungen
ausser den physischen Ungleichheiten der Oberfliche am Monde keinerlei
Abweichung von der Kugelgestalt erkennen lassen.

§ 3. Ebbe und Fluth.

Die Erscheinungen der Ebbe und Fluth sollen hier nur unter mehre-
ren, die Theorie wesentlich vereinfachenden Annahmen behandelt wer-
den. Man denke sich die Erde bestehend aus einem kugelférmigen
Kerne vom Radius 4 und einer denselben allseitig bedeckenden homo-

genen Fliissigkeit. Die ganze FErdmasse sei E, diejenige des festen
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Kernes Ek, also die der Flissigkeit £(1—k); die Dichte der Fliissigkeit
sei g, die mittlere des festen Kernes 6o. Man denke sich ferner einen
“weiten auf die Erde anziehend wirkenden Korper von der Masse M, die
Entfernung eines Fliissigkeitstheilchens von dessen Mittelpunkte heisse &,
die Entf‘ernung seines Mittelpunktes von dem der Erde sei 0. Beide
Kérper bewegen sich infolge ihrer gegenseitigen Anziehung um ihren
gemeinschaftlichen Schwerpunkt in Kegelschnitten, die wir als Kreise
Voraussetzen werden. Der Abstand dieses gemeinschaftlichen Schwer-
Punktes vom Mittelpunkte der Erde sei d. Von der Rotation der
Erde um ihre Axe sehen wir ab, und es geschehe die Bewegung
50, als wenn beide Kérper fest miteinander verbunden wiren, indem sie
sich gtetg dieselbe Seite zukehren, Unter diesen Umstiinden wird sich
dann fiip gje die Erde bedeckende Fliissigkeit ein Zustand des relativen
Gl“iﬂhgewichts einstellen, der eben bestimmt werden soll. Die Winkel-
geschwindigkeit des Mittelpunktes der Erde bei dessen Rotation um den
Bemeinschaftlichen Schwerpunkt sei &, Dann muss, unter [ die Attrac-

: SO :
tlonsconstante verstanden, die Gleichung bestehen :‘33(1:?. Der Mit-

telpunkt der Erde sei der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordiuna-
tensystems, degsen z-Axe der Verbindungslinie beider Himmelskdrper
entgegengesetat gerichtet sei, wiihrend die x-Axe die Bahn des Mittel-
Punktes der Erde bei der Rotation um den gemeinschaftlichen Schwer-
Punkt tangire und die y-Axe auf dieser Bahn senkrecht stehe. Wir fra-
8en, ob die die Erde bedeckende Fliissigkeit sich unter den angegebenen
Umﬁtﬁnden dadurch ins Gleichgewicht setzen kionne, dass sie die Gestalt
eines von der Kugelform wenig abweichenden Ellipsoids annimmt, dessen
Halbaxen a, b, ¢ resp. in die x-, y-, z-Axe fallen. Die Excentricitiits-
Quadrate o2 2 und 52— ¢? mogen wieder mit €2 und & bezeichnet werden.
Die Componenten der Centrifugalkraft in den Punkten a, ¥, z sind,
af die Massencinheit bezogen, die partiellen Differentialquotienten von
§o2la? + (2 + )]
Dag Potential des festen Kernes der Erde sei U, dasjenige der ihn be-
?;ernden fliissigen Schichte F, endlich das des anziehenden K:lirp?rs
88 Mo s ' - dann muss im Gleichgewichtszustande fiir
dig Obe;lﬂdiiii;e(ﬁgr Sy?ll:::.)ggiﬁ S:]gende Bedingung erfiillt sein:

&) FUS 7+ W)+ $0%[a? + (2 + d)?] = Consl.

Bezeichnet » die Entfernung eines Fliissigkeitstheilchens vom Mittel-

o

Punkte dey Erde, so ist erstlich lj,’:lf‘—'?c oder, da fiir einen Punkt der
r

als ellipsoidigch angenommenen Fliissigkeitsoberfliche ist (vergl. § 1)
‘ x4 ¢yt
b b j

r o c 2t /




B)

oEk (1 e?a? Ezyz)
e R SRR T

Fir ¥ haben wir nach Gleichung 2') in § 1

=

[e(+945) - s

3 (o2 2 8 [ 52 el 2.2
g : S AU ﬂ+ s
3K = 10 78 10 o

oder, wenn wir in den die Excentricititen ¢ und & nicht enthaltenden

! ; o e : :
Theilen dieses Ausdruckes fiir — wieder seinen obigen Werth,
r

y) V=

9)

in den
iibrigen dagegen fiir » einfach ¢ setzen
. 1] ,nii +_'j) Ry A.-J
: \l (( + 2 & 2+E"+( '—7-")(L .r'—i-s"’tjg)
-‘"W) c 10 105 ;
Endlich haben wir fiir das Potential des anziehenden Korpers M
W M M
B Yoty ¥ (Dt o
il 2 a? 4y G s |
—z;f‘ 2 24
also mit Vernachlissigung der folgenden Glieder
LML 2 a2yt — 2:”(
P e e el
g )I D 7 e

Mit Benutzung der Gleichungen B), y

); ) geht demnach die Be-

dingungsgleichung «) fiir die Oberfliiche ¢l(‘1 Fliissigkeit in die nach-

stehende iiber, wenn man die constanten Glieder g
Constante ¢ zusammenfasst :

leich in eine einzige

_ Bk *'+£“'H+ o5 P — 208 )2+ g2y?)  Mf

305 G ] —
nr = Skt
o (@Y —2:2) 4+ 192 (2242242 dz) = Const,

Aus dem Ausdrucke links in dieser Gleichung heben sich die beiden

; M !
Glieder mit z auf, da nach dem Obigen — 7}—_{-{— Hd= (),

Da indess
vorkommt,

: |
4madd= ILI'I-E :

zu sefzen

Fiir z? hat man

2

& o
4= % — T lljg + -_'z.t" + [*:, ‘f/”.
¢ i3
; Mf : e
2* nur mit sehr kleinen Factoren (F und '&'3") multiplicirt

80 setzen wir einfacher 2z =¢®— 2 — 4% Ferner ist, da

wegen des kleinen Factors (¢*z? 4 ¢2y?) niherungsweise
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; ; 1 Sk
$moct= Eik (;-+Eu‘l—lr), also weiter -‘érng(f),l"—?r'a):[& (—;~2(1—k)] E.

Dann wird obige Bedingungsgleichung, wenn wir wieder constante Glieder
m § einrechnen:

e : 3.5
3% 9.1 —k)| Ef(e2a® + &4
B ook By [S_“ )] “_t_x_",rf_y}_

2[,'_;, 5 —'7]_0 b
Mf

— 4% = Consl.

— 55 @) g

S

Wegen der Unabhiingigkeit von @* und y? zerfillt diese Gleichung wieder
I nachstehende zwei:

p rrt' ; o
Ek [‘}E'_QU”")}L e
e =0,

SR S
29 T 10¢® ; i)
le i
N [3-6-ﬂ2(1ﬁm] Bty
T e [ 205 24D
Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir
15 Me®
e —— :

5 M ‘3+3)

AR e

e = 5
[2-{—3/: (1 '“u-)] ED?
Da diese Werthe fiir die Excentricititsquadrate stets moglich und im
Allgemeinen auch sehr klein sind, so ist also nachgewiesen, dass in
dey That die die Krde umgebende Fliissigkeitsmasse die
Gestalt eines dreiaxigen Ellipsoids in ihrem relativen
Gleiﬂhgmﬁchtszustunde annehmen kann. Die lingste Axe
der ellipsoidischen Wasseroberfliche ist dem .anziehenden
Orper zugewendet, die mittlere liegt in der Bahnebeneder
beiden Kérper und die kiirzeste steht auf der Bahnebene
Senkrecht. Da forner e2=a®—c® nahe = 92¢ (a—c) und ebenso
‘2‘-—1:”-_62 nahe = 2¢ (b—¢) ist, so kinnen wir statt der obigen beiden

15 M (f‘ ):‘ ;
b b )G

e

1‘1
Ormeln auch getzen
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Es lassen sich hier nun zwei Hauptfille unterscheiden. In dem ersten
setzen wir eine sehr geringe Meerestiefe voraus, dann ist r sehr nahe
=1, in dem zweiten setzen wir die ganze Krde als fliissig voraus und
demgemsiss k= ().
Wir erhalten sonach im ersten Hauptfalle (k=1):
D

3 M («)3 ; Sy o ( (,-):s
e e e o il P 7 C—l=— m Cy
"(I o 1 D : 1 D

i)

im zweiten Hauptfalle dagegen (k=0)

M [c\3 ( n) ;11(,-):*
e gt A 3G LR A o P N :
o zu(n)"’ st +7)e\s)

3
welch letztere Formeln sich auf die des § 2 zuriickfiihren lassen, sobald
D
d

=1 gesetzt wird.
Behufs einer numerischen Ausrechnung setzen wir fiir die durch den
: M Lo : 3 Ege
Mond bewirkte Fluth 17:-,—“,-, ¢=858,5 geogr. Meilen 3 7420,44 Meter

oder 23643" pr., D= 51762 geogr. Meilen, 6=5,5. Dann kommt in
den beiden extremen Fillen fiir ¢— « erstens bei sehr geringer Meeres-
tiefe 0,604 Meter oder 1,924’ pr., zweitens, wenn die ganze Erde

) D e
fliissig wiire, 1,343 Meter oder 4,282° pr. Da = nahe =82, 50 ist die

Differenz ¢ —b bedeutend, und zwar 284 mal grosser als ¢ —a,

Hinsichtlich der durch die Sonne bewirkten Fluth ist die
masse 355500°81 mal grosser, als die Mondmasse, die Eutf‘ernung D der
Sonne dagegen auch nahe 400 mal grosser als die Entfernung des Mon-

des. Der Werth der Differenz ¢ —a fiir die Sonnenfluth verhilt sich

Sonnen-

: - 355500,
daher zum Werthe derselben Differenz fiir die Mondfluth wie ELET:)(){—))J-S—I
zu 1, woraus sich ergiebt, dass diese Differenz fiir die Sonnenfluth nahe
21 mal kleiner ist als fiir die Mondflu'h, Ihre Werthe fiir die Sonnen-
fluth sind erstens bei geringer Meerestiefe 0,268 Moter oder 0,855 pr.,
zweitens bei ganz flissiger Erde 0,597 Meter oder 1,903 pr. Fiir das

: e, :
System von Erde und Sonne ist 7 sehr nahe = 1; daher verhilt sich

fiir die Sonnenfluth ¢ —« zu ¢—b wie 3:4.

Denken wir uns nun die Erde in der That um ih re Axe ro-
tirend, diese Rotation aber go langsam vor sich gehend, dass man den
vorhin bestimmten Zustand des relativen Gleichgewichts als in jedem
Augenblicke erreicht ansehen kann, und ferner dic Mondbahn mit der
Ebene des Aequators zusammenfallend. Die Pole behalten jetzt immer
dieselbe vorhin hestimmte Hohe des Waswerstandes, die Funkte des

NS N TR
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Aequators dagegen gehen abwechselnd durch die Gegenden des hochsten
und tiefsten Wasserstandes hindurch. - Zur Zeit des Neu- und Vollmon-
de‘s, Wo die Gesammthshe der Fluth sehr nahe die Summe der einzelnen
Héhen der Sonnen- und Mondfluth ist, wird der Unterschied des hoch-
St.en und tiefsten Wasserstandes am Aequator erstens fiir den Fall
flner geringen Meerestiefe 0,872 Meter oder 2,779 pr., zweitens fiir

den Fayy ciner ganz fliissigen Erde 1,940 Meter oder 6,185" pr. Zur Zeit
der Quadraturen dagegen sind dieselben Grissen 0,336 Meter oder
1,069 pr. und 0,746 Meter oder 2,379 pr.

Die obige vorliufige Voraussetzung, dass trotz der Axendrehung der
Er.de der relative Gleichgewichtszustand stets erreicht sei, kann nun aber
el der verhiltnissmiissig raschen Rotation der Erde durchaus nicht als
zflliissig gelten; es findet vielmehr ein stetes Schwanken der Meeresober-
?che um ihre relative Gleichgewichtsfigur statt. Daher kann auch die
{ hier Vvorliegende Theorie der Ebbe und Fluth nicht als das Wesen dieser
rschei“ungeﬂ vollstiindig erschopfend betrachtet werden; eine solche
orschpfende Untersuchung muss vielmehr die Theorie der betreffenden
1‘scheinungen als Problem der Oscillationen des Meeres auffassen, nicht
a.l.s Problem eciner relativen Gleichgewichtsfigur. Eine derartige Durch-
fuh_mmg dieser Theorie giebt Laplace in der Mécanique celeste.

84, Oscillationen einer homogenen Fliissigkeitsmasse, deren Theilchen nur
ihrer eigenen Anziehung unterworfen sind.

L. Wir denken uns eine homogene fliissige Masse, auf deren Theil-
chen blos die gegenseitige Massenanziehung ihrer Theilechen wirkt. Die-
St?lbe nimmt im Gleichgewichtszustande die Gestalt einer Kugel an und
.le'ses Gleichgewicht ‘ist ein stabiles. Wird nun die Fliissigkeitskugel
elner kleinen Erschiitterung ausgesetzt, so entfernen gich die Theilchen

“tselben ein wenig von ihrer anfinglichen Lage und es entstehen da-
S infolge der gegenseitigen Anziebung der Theilchen fortdauernde
O_SCiuﬂtionen derselben um ihre Gleichgewichtslage. Die Gestalt, welcho

le. Oberfliiche der Fliissigkeit in den verschiedenen Stadien einer Oscil-
ation darbietet, kann offenbar sehr verschieden sein und hiingt von der

.It der anfiinglichen Erschiitterung ab. Der denkbar einfachste Fall

SGSer Oscillationen scheint der zu sein, in welchem die Oberfliiche stets

18 Gestalt eines Ellipsoids zeigt, dessen Mittelpunkt stets in den Mit-
“lpunky der urspriinglichen sphirischen Gleichgewichtsfigur fallt und

Ssen Axen stets dieselbe Richtung behalten, sich aber abwechselnd
T’:eIkﬁrzen und verlingern, — vorausgesetat, dass eine derartige Bewegung
(] erhaupt miglich ist. Wir machen demgemiiss iiber die zu nntersuchende
- wegung folgende Unterstellungen. Die Theilchen, welche sich urspriing-
mh im Mitte]Punktc der sphirischen Gleichgewichtsfigur befinden, sollen
I Vahrend er ganzen Bewegung in Rube bleiben; die anderen Theilchen .
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dagegen sollen eine desto grossere Oscillationsamplitude besitzen, je weiter
sie vom Mittelpunkte entfernt sind, und alle Theilchen, welche sich ein-
mal auf einer Axe der nacheinander auftretenden Oberflichengestalten
befinden, sollen auch fortwiihrend auf derselben verbleiben. Die Dauer TS
einer Oscillation sei fiir alle Theilchen die gleiche. Alle Oscillationen
sollen fortwihrend sehr klein und geradlinig bleiben. Wir haben also
zu untersuchen, ob eine Bewegung, wie sie bisher im Allgemeinen cha-
rakterisirt wurde, moglich ist, und in diesem Falle ihre niheren Attri-
bute zu bestimmen,

2, Den Mittelpunkt der urspriinglichen Kugelfliche. und der nach
unserer Annahme nachher auftretenden Ellipsoide nehmen wir zum Co-
ordinatenanfangspunkt, die Axen der fraglichen Ellipsoide zu Coordina-
tenaxen, Die Dichtigkeit der Fliissigkeit werde mit ¢, der Radius der
urspriinglichen sphiirischen Oberfliche mit 2 bezeichnet. Es seien x,,
Yoy %, die Coordinaten eines Theilchens im urspriinglichen Ruhezustande,
x, y, z diejenigen desselben Theilchens zu einer beliebigen Zeit #; &, 1,
¢ die Projectionen der Verschiebung dieses Theilchens zur Zeit ¢ auf die
Axen. Dem oben dargestellten Charakter der Bewegung geniigen nun
folgende Annahmen iiber die Griossen &, %, §:

: : 1 ; { + [

E—rs s T M= el Sin 2 0 fe=ugz,sin2dm 7
unter u,, uy, @y gewisse kleine Constante verstanden. Denn zwischen
den urspriinglichen Coordinaten ay, y,, %, eines Theilchens, welches ur-
spriinglich in der sphiirischen Oberfliche lag und demzufolge auch stets in
der Fliissigkeitsoberfiiche verbleibt, besteht die Beziehung x4 y,* + z,2
=R? Nun ist aber

> - {
p—=w,+ 5=z, (1 4w, sin2n }-) 3

=
il

=Yy +n=1Uy (l 4y, 5in2 7!) g

I

< :n+'§=4"3,,(]—|—p:‘xiu?,n.f;.l),
folglich

2

o i 22
SR e IR i e
R? (1 + p, sin2x j) R (\1 -+ wy sin In I) R? (l + g sin2 7 7‘)

Die Oberfliche ist also ein Ellipsoid. Dass die iibrigen Voraussetzungen
erfiillt sind, ist sofort klar. Es bleibt also noch zu untersuchen, ob die
angenommene Bewegung den Gesetzen der Hydrodynamik gehorche.

3. Fiir tropfbare Fliissigkeiten muss die cubische Dilatation, resp.
Compression verschwinden, welche Bedingung sich ausspricht durch die
sogenannte Continuititsgleichung, die fiir diesen Fall (bei Vernachlissi-

Qe

- gung kleiner Grossen zweiter Ordnung) folgende Gestalt annimmt:

i
1
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3 & 0
a . QJ ¥ —==0
Es ist aber day  dy, %
0§ (S i o t
= : ; 1 ; 4 ’
= $M2m = =, SN2, = g SN2 —
ij.{'” [ T 7 7 7 w T T W % g 7

und die Continuititsgleichung geht iiber in
u e s =0.

; Nach dem d’Alembert’schen Princip muss ferner in jedem Augen-
blicke Glcic}'gewicht bestehien zwischen den an der Fliissigkeit wirken-
den Verlorenen Kriften. Ist ¥ das Potential der flissigen Masse, [ die
Anzmh““%ﬁcnnstaute, so sind die verlorenen Krifte, auf die Massenein-

].leit bezogen a’ a
SO P

oder

v i
Pz S (I{‘l+“2):(":f—') sin 91 T

:0 mit Vernach]ﬁssiguug kleiner Gréssen zweiter Ordnung @, y, z statt
L Y9, 7y gesetzt ist. - Wenn also in irgend einem Momente an der
]'{l“ssigkeit Krifte angebracht wiirden, deren Componenten durch die
Vorstehenden Ausdriicke dargestellt sind und die Flissigkeitstheilchen
Zl.lglei"l' in diesem Momente ihre Geschwindigkeiten verliren, so wiirde
dle,Flﬁssigkeitsmabsc in der Gestalt, welche sie'in diesem Moment gerade
OSitat, im Gleichgewicht verharren. Die Gleichung fiir den hydrostati-
Schen Dyyck wird sonach
27\*? S
P=04/V+ & |u e+ ugy? — (uy+ ug) & ( 1) sin 2w T% -+ Const,

und also endlich die Gleichung fiir die Oberfliche

~ 9

¥+ 3 [ @2 4w, % — (g + po! 2% (—IT) sin 271:7‘ = Consl,

Dl.ese Gl@ic]mng muss in alen Punkten der Oberfliche in jedem Augen-
].i.cke erfiillt sein, wenn die vorausgesetzte Bewegung der Fliissigkeit
o OBlich sein goll, Wir miissen jetzt zuniichst das Potential ¥ bilden.
U Zeit { besitat nach dem Obigen die Flissigkeit die Gestalt cines

Nipsoids mit den Halbaxen
R ; ! ¢ ' ' :
(1+u1 3?'-'27!::;), lz(1+ug-*‘*'”2“?)' ”(1"‘-‘"+l"'—'}"”"2”?)‘

ne : . i 5 . PRTRS
n_nen wir diese kurz a, b, ¢, so haben wir weiter bei Vernachlissigung
einer (breice 4
er Grossen zweiter Ordnung
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{
At pR (1 + 24, S?‘J?QTET]‘))

b= R? (] 4+ 2p, sin2n %),

= R? (1 —2 [+ py] sin2m %)

Hieraus findet sich fiir die Quadrate der numerischen Excentricititen x
und A der Oberfliche, wieder bei Beschrinkung auf kleine Grissen
erster Ordnung

5 a®— ¢

W= =2 (2, + u,) '~m2n:~,
per)

kz 3 bE f_“d

{
=2 (u, +2u,) sa'n?:rr,]‘.

Fiir das innere Potential eines Ellipsoids mit den Halbaxen «a, &, ¢
haben wir nun aber bei Beschrinkung auf die Quadrate der Excentrici-
titen nach 1), § 1

Vi=2abom [1— } (? ‘H~)l4"‘ (’TH'_M 3%+ 1%)] o

2al = : 5 2 ]
S ;)9"’1’5'*' i's (4 34%)] ¢ - L
(s

97"'['1 iy (%2 4-2%)] 22,

Bei fortwihrender Beschrinkung auf die Grossen der niedrigsten Ord-
nung erhdlt man nach dem Obigen
ab

2 4
ab = R2(] + [y + wy] 5in2n f)’ =143 [u; + p,) \mZn 7

Hieraus folgt nun durch Einsetzung in die Formel fiir ¥; mit demselben
Grade der Anniherung

; { {
Vi=2Rn ~2«;m|:4';—§4¢1 sm.?u?]n“ Q{m[n—gf.zxmzm ,—[-,:]y2

{
—2¢n [g— + & (u, + po) sin2n -j] z2

Dieser Ausdruck ist jetzt in die obige Bedingungsgleichung fiir die Ober-
fliche einzusetzen. Nach gehoriger Ordnung ldsst sich diese dann in
folgender Form schreiben:

: ‘ [ (DTN e R ]

;* % gnfl:l — by, sin2m ,—,]—}— Ly (7) sin2n JE a2
2m\* l

)’— % an[l —fp, sin2m }-}- £y (;f) SiHQtt—]—,s y:

{ 2w\ {
+ ;” 3 QT‘f[l + 8 (0 +py) xiu2m7] o+ m)( ’In) sin2m 7;- 2% = Const.
Das Bestehen dieser Gleichung fiir alle Punkte der Oberfliche erfordert,
dass die Coefficienten von a2, y2, z? in derselben den entsprechenden
Coefficienten in der Gleichung der Oberfliche proportional sind. Die
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Gleichung der Oberfliche kémnen wir aber wegen der Kleinheit von g,
nnd p, auch so schreiben:

¢
"‘72[1-2 "y 85?1271:7}]-}-1/2[1 —2@25‘:'?1275%,]+22[1+2(y1+y,2) Sin?m?,]=R2.

: Behufs der bequemern Vergleichung schreiben wir die vorige Be-
dmgungSgleichung in folgender noch etwas geiinderter Form:

A ; S
;—%Qn:f[l—Qy.] Sirr?n%]-l—[iz—(‘;) ——-135975]’],41 sin2m 7}a:-

+ ;—— %smf[l — 9y, sin2n IL]+[%(?)2

<+ ;—- -%—9nf[1+2(p1+ ) sirz?né—,]

.2, At : ey
= |4 T —1ronf (;¢[—|—p2)sm?rz—f 22 = Consl.

In dieser Form zeigt nun diese Gleichung sofort durch Vergleichung mit
der Gleichung der Oberfliche, dass ihr Bestehen fiir alle Punkte der
Oberfliiche der Fliissigkeit blos an folgende Bedingung gekniipft ist:

: (27}1)“ isemf=0.
Wenn diese Gleichung erfiillt ist, so besteht in jedem Augenblick das
GleichgeWicht des d'Alembert’schen Princips und die hypothetisch
?‘?genﬂmmene Bewegungsart der fliissigen Masse ist dann also in der
That miglich. Es dient aber offenbar die vorige Gleichung zur Bestim-
Mung der Qgcillationsdauer T, fiir welche sie giebt

, 157
r=i)/ o

Da dieser Werth reell ist, so kann also auch die vorhergehende Gleich-
UNg stets befriedigt werden, und wir ziehen daher aus allem Vorher-
gehenden jetzt folgendes Gesammtresultat:

: Unter den miglichen Bewegungen der Fliissigkeitskugel
glebt es auch regelmissige sehr kleine Oscillationen, bei
W_elchen die Oberfliche der Flissigkeit stets die Gestalt
®lnes Ellipsoids behdlt und deren Charakter oben nither
h_et%chrieben wurde. Die Zeit einer ganzen derartigen Os-
illation der Fliissigkeit ist gegeben durch die Gleichung

L
— %0 arf] fy Sin 2 T! y*

) 157 ] A0 b
Th%]/jfit und die Verschiebungen eines beliebigen Fliis-
e ;

Slgkeitstheilchens, dessen Coordinaten im urspriinglichen
.uhezusta.nde Tgy Yoy 3o Warenm, zur Zeit t sind gegeben durch
dle Gleichnngen

B i T { _ t ; : 1
‘g—pl-iUS!liQﬂ;T‘ ¢?=”2y031712n7’, gzﬁ(("'l_l__f"’z’.):ﬂsanmT’
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unter g, und p, zwei willkiirliche sehr kleine Constante ver-
standen. Die Halbaxen der ellipsoidischen Oherfliche der
Flissigkeit sind zur Zeit ¢

Ay { ‘ {
T?(J-}—,u].\'in?r: T)’ R(l—]—;gxirn?nl—,), Ii’(l—[Iul—f-p.:]sinﬂzrj-‘).

/

4. Wir wollen die gefundene Bewegung noch etwas niiher discutiren.

@) Die Formel fiir die Oscillationsdauer 7 zeigt, dass diese Grisse
von den Dimensionen der Fliissigkeitsmasse ganz unabhiingig ist, dagegen
ist dieselbe der Quadratwurzel aus der Dichtigkeit der Fliissigkeit um-
gekehrt proportional. Bezeichnet Z den mittlern Halbmesser und ¢ die
mittlere Dichtigkeit der Erde, g die Acceleration der Schwere, so haben
wir, da eine homogene oder concentrisch geschichtete Kugel nach aussen
so wirkt, als ob ihre ganze Masse in ihrem Mittelpunkte vereinigt wiire,

dnES6f 3
: heclibiad USRS S e Ly
72 g oder [ ppmy

Gleichung fiir 7 ke
S ]/n £ ¢

I'=n =
gy -0

Nehmen wir als Werth des mittlern Erdhalbmessers & 858,56 geogr.
Meilen & 7420,44 Meter, ferner fiir die Acceleration der Schwere g=
29,7974 Meter pro Secunde, und setzen, um die Oscillationsdauer einer

Mittels dieses Werthes von f wird die

5 G LA 3 .
Wasserkugel zu bestimmen, — = 5,62, so ergiebt die Ausrechnung der
@

vorigen Formel
T'= 13430 Secunden = 34 Stunden (nahe).

Fiir eine Flissigkeitskugel von derselben mittlern Dichtigkeit wie
die Erde wiire die Oscillationsdauer 2,37 mal kleiner. Es versteht sich
von selbst, dass die betrachtete Bewegung nur bei Fliissigkeitskugeln
von grossem Radius iiberhaupt - vorkommen kann, indem bhei kleinem
Radius. die Wirkung der gegenseitigen Anziehung der Theilchen gegen
die Wirkung der Molecularkriifte, welche die Wirkung der Oberfliichen-
spannung bedingen, verschwindet.

b) Die erdrterte Bewegung liisst sich folgendermassen geometrisch

charakterisiven. Zu den Zeiten (=0, =4 P =T, =347, =... geht

jedes Theilchen durch seine urspriingliche Ruhelage und die Oberfliche

der Fliissigkeit durch ihre sphiirische Gleichgewichtsfigur. Die Richtung,
in welcher ein Theilchen oscillirt, dessen Coordinaten im Gleichgewichts-
zustande z,, Yoy %, sind, bildet mit den Axen Winkel, deren Cosinus
sich verhalten wie

B @y eyt — () 5
Die Oscillationsrichtungen der Theilchen stehen also siimmtlich senkrecht

auf den durch die Ruhelage derselben gehenden Hyperholoiden, deren
Gleichung ist
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w2 oy, — (uy+ p2) 2,2 = Consl.
Oder denken wir uns die Orthogonaleurven, welche sich diesen Hyper-
boloiden zuordnen, so ist die Oscillationsrichtung jedes Theilchens Tan-
génte an derjenigen dieser Orthogonaleurven, welche durch die Rubelage
des Theilchens geht. Die Differentialgleichungen dieser Orthogonalcur-
ven gin(
:%;’ : :ffr{:“: . :{{T:l =it Ty e g P (41 112) 70
und deren Integrale, unter 4 und B zwei Constante verstanden,
Ha it
Yo=AT, z=Bx, M
Es sind also diese Striomungscurven parabolische Curven, und zwar im
Allgemeinen solche doppelter Kriimmung.
¢) Die Gleichung der Oberfliche lisst sich schreiben
2yt 2f — 2, 2 4 Y — (g ) 2?) sin2n % = RZ
Sie wird stets befriedigt fiir jedes ¢ durch solche Werthe von x, ¥, 2,
Welche den beiden Gleichungen geniigen
aldytt2t=RE, p ot pyyt— (u,+ )22 =0,
Es schneiden sich also simmtliche im Verlaufe der Bewegung auftreten-
den ellipsoidischen Oberflichengestalten in einer und derselben Raum-
‘Urve, in welcher auch die urspriingliche Kugelfliche von einem gewis-
#0 Kegel zweiten Grades geschnitten wird.

d) Bs sollen endlich noch zwei besonders interessante. Specialfille
kury, hervorgehoben werden. Es sei erstens gy =— iy Jetzt wird {=0
und die Oscillationen aller Theilchen finden also parallel der a y-Ebene
RIE " Die Halbazen der ellipsoidischen Oberfliche zur Zeit ¢ werden

Jotzt, wenn wir einfach @ statt g, schreiben

‘ f ; : i At
“‘:R(]—Fp.sin?n?). "‘:1{(1_“'\'"*275?)’ ceat

die in die :-Axe fallende Axe der Flissigkeit bleibt also in diesem
Falle stets von gleicher Liinge 2R; von den beiden anderen Axen ver-
lingert sich die oine stets, wenn die andere sich verkiirzt, und um-
8ekehrt, Die oben: beriihrte Kegelfliche besitzt in diesem Falle die
Gleichung a? —y?=1(, d. h. sie zerfillt in das System zweier in der
#-Axe sich schneidender Ebenen, dargestellt durch +y=0, a—y=0;
® sind dieses die beiden Ebenen, welche die von der xz- und yz-
Ebene gebildeten Winkel halbiren. Die besagten Ebenen gchneiden die
Urspriingliche Kugelfliiche in zwei grossten Kreisen, in welchen dieselbe
Sonach in diesem Falle auch von allen der Reihe nach auftretenden
ellipsoidischen Oberflichen geschnitten wird. Die Stromungslinien wer-
den in diesem Falle, wie vorauszusehen war, ebene Curven, deren Gleich-
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A

ungen sind y = da—!, 2= B. Die erstere charakterisirt dieselben als
gleichseitige Hyperbeln, deren Horizontalprojectionen sich an die x- und
y-Axe als Asymptoten anschmiegen. ;

Ein zweiter ausgezeichneter Specialfall ist derjenige, in welchem
man p; = p, hat. Schreiben wir dann wieder p statt p,, so sind die
IMalbaxen der ellipsoidischen Oberfliche

rt=R(1+.u$inQ'm%), -’J:R(I—Fp .\'r'u??n%), (,':R(I—2p. .9:'??_2757::',),

ferner die Gleichung der besagten Kegelfliche a®+4-32—2z2=0 und
endlich die Gleichungen der Strémungscurven y = 4z, z= Ba—2 Hier-
aus folgt, dass in diesem Falle simmtliche ellipsoidische Oberfliichen
Rotationsellipsoide sind, deren Axe in die z-Axe und deren Aequator-
ebene in die xy-Ebene fillt, und zwar abwechselnd verlingerte und
abgeplattete. Der Abstand des Polarhalbmessers von seinem Mittel ist
absolut genommen immer doppelt so gross, wie der entgegengesetate
Unterschied des Aequatorhalbmessers von seinem Mittel. Die oben be-
sagte Kegelfliche ist jetzt anch ein Rotationskegel um die z- Axe, dessen
Seiten gegen die z- Axe um einen Winkel geneigt sind, dessen Tangente
=}/2ist. Diese Kegelfliche schneidet jetzt wieder die urspriingliche Kugel-
fliche in zwei Kreisen, durch welche ebenso alle ellipsoidischen Ober-
flichen gehen. Die Stromungscurven sind wieder ebene Curven, deren
Ebenen durch die z-Axe gehen. Betrachten wir z. B. diejenigen, welche
in der #z-Ebene liegen; es sind hyperbolische Curven dritten Grades,
welche sich aber an die «- Axe viel enger anschliessen, als an die z-Axe.

II. Theil. Nicht homogene Ellipsoide.

we
=
°

Niiherungsformeln fiir das Potential eines nicht homogenen Ellipsoids
mit kleinen Excentricitiiten,
Denken wir uns zuerst eine homogene ellipsoidische Schale, begrenzt
von zwei Ellipsoiden mit gleichgerichteten Axen, die sich beide nicht weit
von der Kugelform entfernen. Dieselben seien bestimmt durch die eine
Axe und die Excentricititen ¢y, €,, &3 €1s €5, &3 die Dichtigkeit sei .
Das Potential der Schale fiir einen Punkt des innern Hohlraumes oder
des #ussern Raumes stellt sich dann dar durch die Differenz der Poten-
tiale fiir die Ellipsoide ¢,, ¢,, & und ¢;, ¢, &, und wir erhalten, wenn
wir diese Differenz durch 4 andeuten,* gemiiss der Formeln 1°) und 2)

# Hs ist also beispielsweise

TR
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in §1 des I. Theiles zuniichst fiir das Potential in einem Punkte des
innern Hohlraumes

: S SR rTel g S y2d(£2
v,-:?mg{.d(c +4[e2+ ¢ -—1—54((—2‘1"‘;‘2)"‘"53 o +’5— :d)}a
und ebenso fiir das #ussere Potential der Schale

Vo= 4n 9{ A(e3 4 fe[e? 4 %) s A(e? [0;-;-]— %)) e 24 (c3e?) + 924 (e ) } :

= 3 1] 75

Nun denke man sich eine nicht homogene ellipsoidische Schale. Die
Fli‘iehen, in denen die Dichtigkeit sich stetig oder discontinuirlich #ndert,
Sollen aber, ebenso wie die beiden Oberflichen, simmtlich Ellipsoide mit
gleichgerichtetan Axen und kleinen Excentricititen sein. Dieselben thei-
len gdie gegebene nicht homogene Schale in eine endliche oder unendlich
§rosse Reihe homogener Schalen und wir erhalten also das Potential der
gegebenen Schale durch eine Summation iiber alle homogenen Elemen-
tarschalen, Die Dichtigkeit ¢, ebenso wie die Excelltl'iqitﬁtex1 e und &
Sind hiey als Functionen der Axe ¢ zu betrachten. Die der innern und
dussern Grenzfliche der gegebenen Schale entsprechenden Werthe von ¢
Seien ¢ und ¢,. Dann ist fiir das innere Potential

[+

n 3 ‘n ‘o2 Eﬂ
o= an] Slea i+ =25 Sea(G+ %)
: 1

4) : L

+N22°‘1(§“2)+i’224(z—)}

L]

nd fiir das Hussere Potential

l294(63+%c [e24¢%]) 294(03[024—52])
Vasg g | 2— =

A5t 1 —
10 5

,.
o Seawar e Sese

7B

+ 1%

Ist die Dichtigkeitsindernng eine stetige, so treten Differentiale und
Integ“ﬂe an die Stelle der Differenzen und Summen. Das dussere Po-
tential eineg vollen Ellipsoids, in welchem die Dichtigkeit nac‘l-l ‘elllip-
Soidischen Flichen mit gleichgerichteten Axen und kleinen Excentricititen
Wechselt, wird aus der letzten Formel erhalten, wenn man nur ¢ durch
Null ersetzt oder, was auf dasselbe hinauskommt, als untere Summations-

. 8renze Null nimmg,

Zeltachrift £, Mathematik u Physik XXI, 1. <




66 Ueber eine einfache Behandlungsweise ete.

§ 2. Gleichgewichtsfigur eines Systems von Fliissigkeiten, welche einen
ellipsoidischen Kern umgeben, wenn das System eine Rotationshewegung
mit der kleinen Winkelgeschwindigkeit ¢ um die z-Axe ausfiihrt.

1. Man habe ein Ellipsoid, dessen Oberfliche nur wenig von der
Kugelform abweicht und durch die Halbaxen «, ¥, ¢’ und die Excen-
tricititen ¢’ =} a?—c® und &=} 6" —c" bestimmt ist. Im Falle dasselbe
nicht homogen ist, seien die Flichen constanter Dichtigkeit simmtlich
Ellipsoide von kleinen Excentricititen, deren Axen mit denen der Ober-
fliche gleichgerichtet sind. Die Dichte werde mit ¢ bezeichnet, welches
dann eine Function von ¢ ist. Man kann nun das #ussere Potential des
Ellipsoids durch folgende Formel darstellen:

: Bl P40 Pa?+ 042
6) Pa— e = banee
dabei ist im Falle der Homogenitit nach Gleichung 2) des § 1 im
I, Theile
M=4ned'bc=4no[c*+ 1 1,"((."2-{— 5'2)] 5
P=Me?=4noc%e? (0=M?=4%nocBe;
fiir ein nicht homogenes Ellipsoid ist nach Gleichung '5)

’
&

M= fn Dloa[e + fo(e 4],
1]

; -
P=4mw 264(«'3 e (= -'&711264 (c® &%).
[ [l

2. Denken wir uns jetzt ein System fliissiger Schichten verschiede-
ner Dichtigkeit, die sich aber nicht mischen, iiber dem ellipsoidischen
Kerne ausgebreitet, und das ganze System um die z- Axe mit der kleinen
Winkelgeschwindigkeit  gleichférmig rotirend. Wir fragen, ob das
Gleichgewicht sich dadurch herstellen kinne, dass alle Grenzflichen der
einzelnen Schichten sich nach wenig excentrischen Ellipsoiden kriimmen,
deren Axen simmtlich mit denen des festen Kernes gleichgerichtet sind.
Dies vorausgesetzt, seien die Bestimmungsstiicke der einzelnen Grenz-
flichen, von innen angefangen: ¢y e, € CionBin €5 Cov €y &t 0 Co s e,
&n; die Dichtigkeiten der einzelnen Schichten g,, g,, .. On, ihre Poten-

tialfunctionen ¥, V,,... ¥, Dann muss fiir jede Grenzfliche zweier

Schichten und die iussere Oberfliche der Hussersten die Bedingung
erfiillt sein
f(VadV, 4 Pod...+ V) + 4 82224 y2) = Const.
worin /* die Anziehungsconstante bezeichnet,
3. Um den Ausdruck des Gesammtpotentials fiir die Punkte der
durch die Grossen ¢;, e, & bestimmten Trennungsfliche zwischen der
und (7 1)*" Schichte aufzustellen, haben wir fiir die Schichten von

"t(\n
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der ersten bis zur i'*" inel. das #Hussere, fiiv die Schichten von der
({4 1) bis zur n*» das innere Potential zu nehmen. Dann erhalten
Wir gemiiss den Gleichungen 5) und 1')

Va+ I'yl == Vz S A

Wgn Sod[d+fe(+e)] P 0+§n DA +e)]
= € 71:”” ViR g i b i T]_U ¢ r3
w2[P+ %nj’e A((:l*e?_]] + [o +4m Dlod(c’ Eﬂ)]
+ 4 P =

Cn

C .
2" 4 2x Z;r eS iy ihr
+271$ QA((?S—*—-‘EL'E—I-%F' —-1—5-1'2 QA(C—2+C—2)

¢{ -}-1 LA |

2 & e\ 2m & (&2)

+30 e (5)+ 370 e (3)
Cit1 & 4-1

In d""Uje'ﬂigtm Gliedern dieses Ausdruckes, in welchen Grissen von der
rdnuﬂg der Excentricititsquadrate vorkommen, ist r einfach durch ¢
ZU ersetzen, im ersten Gliede dagegen ist zu schreiben (vgl. §1, I. Thl)

1 1 e2o?4 7y
T e e

Seta man diesen Werth des Gesammtpotentials in obige Bedingungs-

glem‘“ng ein, so erhilt man durch Annullirung der Coefficienten der

beiden unabhiingigen Variabeln @* und y* zwei Gleichungen, welche nach

ultiplication mit 10¢? folgende Gestalt annehmen:

[Z e ¢ ‘n 2
—5| M4 4 ,5294 (cs):l e2 4 4 EZQA(CS ) f dmef 2@4 (gﬁ)

L o a S 41

=——31)_ 5’320i5,

5 L1 ) Ci n EQ
=S| M+4 A(c® lsi2+4m od(*®) + 4med 94(73)

; an;’o G 2 Z -

5'39(?;'5

Dies sind zwei lineare Gleichungen zwischen den Excentricititsquadra-
ten e, Eg'y vos End; LA e g,2. Liisst man 7 die Werthereihe 1, 2,
**» % durchlaufen, d. h. bildet man die entsprechenden zwei Gleichungen
fu" jede Schichte, so erh#ilt man 22 lineare Gleichungen zwischen den
‘" unbekannten Exeentricititsquadraten, die sich also hierdurch eindeu-
tig bestimmen. Auch sind die fiir dieselben sich ergebenden ‘Werthe im

Allgemeinen gehr kleine. Hat man also ein System beliebiger
b*
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Fliissigkeitsschichten, welche iiber einem wenig excentri-
schen ellipsoidischen festen Kerne ausgebreitet sind, und
lisst das ganze System um eine der Axen des festen Kernes
mit kleiner Winkelgeschwindigkeit rotiren, so ist ein ein-
ziger Gleichgewichtszustand -moglich, bei welchem alle
Grenzflichen der einzelnen fliissigen Schichten Ellipsoide
von geringen Excentricititen werden, deren Axen simmt-
lich mit denen des festen Kernes gleichgerichtet sind,

4. Ist das feste Ellipsoid ein Rotationsellipsoid, so wird P= 0,
¢ =¢, woraus folgt, dass, da die Coefficienten der Gleichungen fiir die
Excentricititen e und & jetzt einander gleich werden, auch die ellip-
soidischen Grenzflichen der verschiedenen Schichten der Fliissigkeit jetzt
Rotationsellipsoide werden.

Obige zwei Gleichungen liefern auch dann noch fiir die Excentrici-
titen ¢ und ¢ eindeutige und im Allgemeinen auch kleine Werthe, wenn
& =10 ist, woraus folgt, dass der oben definirte Gleichgewichtszustand
auch dann noch ein miglicher ist, wenn das System keine Rota-
tionshewegung besitat.

Ohne das vorliegende allgemeine Theorem in seinen Specialfillen
zu discutiren, wollen wir nur noch zeigen, wie die Formeln dieses Pa-
ragraphen als Grundlage fiir eine Theorie der Gestalt der
Erde dienen kénnen.

§ #. Zusammenhang zwischen der Dichtigkeit und der Abplattung der
inneren Erdschichten.

Lidsst man in § 2 die Annahme eines festen Kernes fallen, so wird
P=0=M=0, ¢=¢=0; also ist auch jetzt ein einziger Gleich-
gewichtszustand moglich, bei welchem alle Grenzflichen der einzelnen
Schichten der Flilssigkeit concentrische Rotationsellipsoide werden, deren
gemeinschaftliche Axe die Gerade ist, um welche dag System sich dreht,
Die Excentricititen der einzelnen n-Flichen bestimmen sich durch ein
System von 7 linearen Gleichungen, welches durch die folgende eine
repriisentirt ist, in der ¢ alle Werthe von 1 his n zu durchlaufen hat:

C, C; 0,
T T n 2 5 2
% 294(63)9i2—294(0332)—’3:‘5 294(8"2 =3¢ v
¢ Adnf
0 0 c,-+1
Im Folgenden soll nun ¢ eine stetige Funection des Polarhalbmes-
sers ¢ sein. Dann verwandelt sich obige Gleichung, wenn wir ¢, und
e, statt ¢p und ¢, fiir die Werthe ¢ und ¢ an der Oberfliche setzen, in
die folgende:

(4

2 ¢ cl
5 ! s ; & e Dbt
3 [ od(c®), e — 1(c3e2) — b !({_‘)—:__‘,_‘
Fj ed(c’e’) — ¢ f od| 5 nf

0 0 c
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Die Abplattung
¢

irgend einer der ellipsoidischen Fliissigkeitsschich-

2
fen werde mit ¢ bezeichnet; dann ist Z—gsg(2+q), also bei dem hier

2
s . € v
anzustrebenden Grade der Genanigkeit ¢ =14 —. Unsere niichste Aufgabe
c
If’t e8 nun, dieselbe als Function von ¢ zu bestimmen, wenn @ als Fune-
tion yon ¢ gegeben ist, Fiihren wir statt der Excentricitit die Abplat-
tung ein, so kommt

c ¢ Ct o
o8 s . 4(c59) c? i % 92
” By =i e e ———
¢ fed(c)— 1% [ed(®9)— ¢ [ 04 =guy
0 '0 ¢
und nach Ausfiihrung der Differentiation
c c (4 Cy 5 ¢
: . 1q cd [(dg (i3
c? BiiE T FETEAR by pa Sl e
?‘/ch(, [’Qg(, de %‘/‘Qn 07 c sjgdctt Suf
0 0 0 ¢

Un 4 ganz aus den Integralen zu entfernen, differentiiren wir diese
G]ﬂmh\mg zweimal nach dem variabeln Polarhalbmesser c. Die erste
Differentiation liefert, wenn man zugleich mit ¢t dividirt, um durch die

ZWeite Differentiation das Glied mit & zu entfernen:

c ¢ ¢ 5"
DG f 1 dg g ‘dg Ho*
S : s 2de — == de—=c—r.
=3 pc dc+£:2 e pctde gdcct 87
0 ¢

0

Die zweite Differentiation liefert

7 (-_Iz—g ___—29(‘2 (.I_r.j 9“ —?— r:ﬂ.
) dc? ¢ dr:-l-2 ¢ a\!
JQCZ('!U lgczdc
0 0

Es ist dies eine lineare Differentialgleichung in Hinsicht auf ¢, welche

sich auch bei Laplace (Méc. cél. . 3, n. 30) in fast ganz gleicher Ge-
stalt findet. Ist o als Function von ¢ gegeben, so werden die Coeffi-
cienten derselben auch bekannte Functionen von Cj sie ist also danp

integrabel und bestimmt somit ¢ als Function von c.

Auf specielle Annahmen iiber die unbekannte Funetion ¢ wollen
Wir hier nicht eingehen (vergl. hieriiber die Abhandlung von Lipschitz,
Crelle’s Journal Bd. 62) und nur noch zeigen, wie sich das Clai-

! -
Tot’sche Theorem aus Gleichung 6) ergiebt,
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§ 4. Zusammenhang zwischen der Anziehung und Abplattung an der
Oberfliche der Erde.

Die Componente der Schwere in einem Punkte der Oberfliche, d. h.
der gesammten dort wirkenden Kraft, wie sie sich aus der reinen An-
ziehung und der Centrifugalkraft zusammensetzt, sind die partiellen Dif-
ferentialquotienten der folgenden Function U, unter ¥ wieder das Poten-
tial verstanden:

U=49% (a2 499 + V],

oder nach Entwickelung von ¥, unter r den Radius vector verstanden :

£ ”("’”F-i’)}

9.0 9 n :]1
U=7‘_—19“[‘CI-"+H‘)+/[7-}.)‘3‘**'1\; 5
wobei gesetzt ist [vergl. Gleich, 6)]

(e Cy

M=in fod (@ +cet), =4 fouier.
0 0

1. Da die freie Oberfliche der Fliissigkeit eine Niveaufliche ist, so
muss die Richtung der Schwere oder Gesammtkraft in jedem Punkte
derselben auf ihr senkrecht stehen, und wir miissten also, um die ganze
Intensitit der Schwere in einem Punkte der Oberfliche zu erhalten, U
nach der Normalen der Oberfliche in diesem Punkte differentiiren. Statt
dessen konmen wir aber auch U nach » oder dem Radius vector differen-
tiiren, da der Cosinus des Winkels zwischen Normale und Radius vee-
tor erst um eine kleine Grisse zweiter Ordnung von der Einheit abweicht,
Um U nach der Richtung des Radius vector bequem differentiiren zu
kinnen, fithren wir in diesen Ausdruck den ‘Winkel @ ein, den der
Radius vector mit der y-Ebene oder der Aequatorealebene macht, Dieser
Winkel wird sonst als ,,verbesserte Breite‘t bezeichnet und ist fiir die
Erde von der ,Breite’ oder Polhdhe nur um eine kleine Grosse erster
Ordnung verschieden, Wir setzen also x4 g =2 cosp? und haben

darnach M P P““Smg}

-4 = i
r o 8 1 i0 rd

U :%sz.z r'OSrpz—i—f{
ou M
-l B e SR g o g
== *r cos @ f[r‘“’
Um beide Formeln auf die Oberfliche anzuwenden, setzen wir in dem

ersten Gliede des eingeklammerten Ausdruckes beziiglich

P P cos p?
R
5 + 1 rt } ;

1 1 e,? cos @? 1 1 e, cos p?

; T LT Lt = 1 )
1 € 2(1 7 cy Ci

wie sich aus dem frither (I Theil, § 1) benutzten Ausdrucke

AL (l e”a:2+52y2)

T 2ct
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ergiebt. In allen iibrigen Gliedern, die schon kleine Factoren enthalten,
I8t » einfach durch ¢; zu ersetzen. Deuten wir die Werthe von U und

g ou :
; fir die Oberfliche mit U, und (—_)Cl an, so ist demnach

o1
e P Mefcoso® o P cos qx"’}
2 s T0 17}

U.:~l e ‘2_ 924-12 oS p* + f{ ;_‘; = "13 .2“3 10 ‘_1,, ]
e 2pncm P cos g*
oU : ; M P MePcosg § }

(_) = 9%, cosg® —f{—z”'lr}ﬂ—””"‘(:{ 2 ) 1 B
or /e, i cf °y ) 1

Aus dem letzten Ausdrucke miissen wir P wegschaffen. Die Bedmgun{;,
dasg U, fiir die ganze Oberfliche constant sein muss, erfordert die
Gleichung

Hicraus folgt fiir P

D“mgeméiss erhalten wir

/ . . 2 fie 2t 3
ol o M[f ( £ )] [.& g2 — 11__'_ ”:l cus -,
(5;‘_)(:.:; 5 [ﬁd A i (_F— e 012 5 3 : ‘:14

Bezeichnet nun g den absoluten Werth der Intensitit der Schwere,

50 it
(54
== Ar "1.

Daraysg folgt ”
q= A — B cos s,

Wwo I f
9 Me 2f
3 Mf “'11) 3 o= DL 9%, =kt

.1':93('1—}-;_? (I—(—‘"._;’ b 3 17T e

1

Rt - Bid-
Da wegen der Kleinheit der Aenderungen der bul-m ere al: ]f.lm. l*ulnr
oberfliche B klein sein muss gegen 4, so kann man bei Vernéu, ttn_:f,lg(le%
ie eite't oder
der sehr Kkleinen Grissen zweiter Ordnung statt @ die ,,Breite
Polhghe 1 schreiben: .
g=A— Bcosy~
Sats ;. dass die Ab-
In diesem Resultate spricht sich der hekannte Satz aus, dass dw‘ 1} \
tahme der Schwere von den Polen nach dem A(Eqm,“'m in
Proportional dem Quadrate des Cosinus der Breite 1lst.. i
il i ité v Schwere an den Folen
2. Ist gp und g, beztiglich die Intensitit der Schy
und am Aequator, so ist
U‘p: “f, ]},', = .-1' Ty
Hlernach haben wir also
2 JU (_'i{

M[( ¢ g
gl’={}2¢'1+é"2_f(1“’ Ll‘;‘;)a UP_'Q’J'A2U 21 ‘L L.];
1
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2

Wir wollen hier fiir 0—12 wieder den sehr nahe gleichen Ausdruck 2q,
e}

a; — ¢y

setzen, unter ¢, die Abplattung verstanden. Dann erhalten wir

1

aus der letzten Gleichung
=249 — (5p—gy)
Mf i
o
Fiir den Nenner dieses Ausdruckes, der in erster Anniherung die
Schwere an der Erdoberfliche darstellt, kénnen wir, da im Zihler kleine
Grossen stehen, an sich beliebig g, oder gy, oder irgend einen mittlern
Werth von ¢ setzen. Am genauesten aber verfihrt man, wie eg scheint,
in folgender Weise. Man setat in die erste der obigen zwei Gleich-

ungen fiir ¢, den Niherungswerth ein, den man erhiilt, wenn man im

41

M :
Nenner des vorigen Ausdruckes (—Tf einfach durch g, ersetat,. Dieselbe
1

liefert dann bei angeniherter Entwickelung

M .
“,—;‘r: Ip -+ 4'{}2‘11 =T ({]p_ﬂq)-

1
Diesen Ausdruck setzen wir jetat in die obige Formel fiir die Abplattung
der Erde ein. Dann haben wir endlich
8) gie 2‘&"32"{ ! (ﬂ'p‘_‘gfl) ;
9q+ 43“51 — (9p—9q)

Fiir den Polarhalbmesser ¢; konnen wir wegen des sehr kléinen
Factors ©#° auch den mittlern Erdhalbmesser oder den Halbmesser a, des
Aequators setzen. Schreibt man, was ohne erheblichen Fehler geschehen
kann, statt des Nenners blog Jq» 50 hat man

¢y = 24 9%a, —p—0s)
9q

In dieser Grestalt wurde das Theorem von Clairaut entdeckt und lautet
in Worten: Die Abplattung der Erde, vermehrt um den Quo-
tienten aus dem Ueberschusse der Schwere an den Polen
iiber die am Aequator, und der Schwere am Aequator ist
gleich dem 21l fachen des Quotienten aus der Centrif'ugal-
kraft am Aequator und der Schwere am Aequator.

Die letzte Gleic]mng liefert fiir die Abplattung der Erde den Werth
545> Wihrend sich aus Gleichung 8) der Werth 34+ ergiebt,




