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Kleinere Mittheilungen.

1. Aufgabe.

: Nach der vierten meiner Vorlesungen iiber Homographie, welche von

“Inem nenen Uebertragungsprincip handelt, entspricht jedem Punktepaare
3uf der Fundamentallinie eindeutig ein Punkt p in der Ebene. Wenn
dag Punktepaar auf der Fundamentallinie fortriickt, ohne dass das von
hﬁmselben begrenzte Stiick der Tundamentallinie sich der Grésse nach
“ndert, g, soll der geometrische Ort des Punktes p gefunden werden.

Fiir einen ganz speciellen Fall ist die Auflosung der Aufgabe nach
der Vierten Vorlesung bekannt. Bildet nimlich das gegebene Punkte-
Paar, welches auf der Fundamentallinie fortriicken soll, einen Doppel-
Punkt, 4, entsprechen den Doppelpunkten auf der Fundamentallinie in
dex Ebene Punkte, welche auf der Directrix liegen. In diesem Falle
bescbreibt der Punkt p also einen Kegelschnitt. Wir werden nun unter-
Suchen, ob im allgemeinen Falle eine Aenderung eintritt,

Das gegebene Punktepaar, welches auf der Fundamentallinie das
S¢gebene Stiick « begrenzen soll, nehmen wir der Einfachheit wegen als
= F‘lndamentalpunktepaar, dessen Gleichungen in der Normalform
8egeben gein mégen:

: Ty=0, T;=0. :
Die Punkte dieses Paares gehen nach der Verriickung um die Entfer-
JUng r in zwei andere iiber, deren Gleichungen nach 32) der ersten

Ol‘leSung von der Form sind:

T,—1,7,=0, T,— kT =0,
r ?'+(I

A= .
1 r

Ay=

7
r—a
Nehmen wir nun an, dass 4, B, C gegebene lineare Ausdriicke in
p unkteoordinaten des Punktes p seien, so miissen dieselben der Gleich-
tng geniigen
A+ BA+C13=0,
Wenn man darin fir 4 gotat Ay und Ay
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Wir haben demnach zur Bestimmung des Punktes p die beiden, die
willkiirliche Grésse r involvirenden Relationen :
A(r—a)? +Br(r—a)+ 0r2=0,
Ar* 4 Br(r+4a)+ C(r 4 a)> = 0.
Sie stellen zwei Tangenten der Directrix dar, welche sich in dem
Punkte p schneiden.
Die Elimination von r aus den beiden Gleichungen ergiebt:

(A4 B+ C)2— (B2—4 40) =0,
somit einen Kegelschnitt als geometrischen Ort des Punktes p.
Da die letste Gleichung linear zusammengesetzt ist aus der Gleichung

B‘g s 4 AC= 0

der Directrix und dem Quadrate der Gleichung einer geraden Linie
A4+ B+C=0,

50 beweist dieses, dass der Kegelschnitt, welcher der geometrische Ort

des Punktes p ist, die Directrix immer in zwei Punkten beriihrt,

Man kann darin einen Widerspruch finden. Denn der Berithrungs-
punkt des Kegelschnittes und der Directrix entspricht, weil er auf dem
Kegelschnitte liegt, einem Punktepaare auf der Fundamentallinie, welches
das Stiick @ begrenzt; er entspricht zugleich einem Doppelpunkte der
Fundamentallinie, weil® er der Directrix angehirt. Dieser Widerspruch
wird allein beseitigt, wenn der Doppelpunkt und das von dem Kegel-
schnitte herriihrende Punktepaar beide im Unendlichen liegen. Nun haben
wir aber zwei Beriibrungspunkte des Kegelschnittes und der Directrix.
Da fiir den zweiten Beriihrungspunkt dasselbe gilt, so miissen die beiden
Beriihrungspunkte zusammenfallen und die gerade Linie A B4+ C=
Tangente der Directrix sein.

Hieraus schliessen wir endlich, dass der geometrische Ort des Punk-
tes p ein Kegelschnitt ist, welcher die Directrix in einem Punkte vier-
punktig beriihrt, und dieser Bertihrungspunkt entspricht auf der Funda-
mentallinie dem Doppelpunkte im Unendlichen,

Dasselbe ergiebt sich analytisch aus einer der mit r behafteten
Gleichungen, wenn man r =0 setat.

Von einem andern, unverdndert auf der Fundamentallinie fortriicken-
den Punktepaare lisst sich Gleiches sagen., Daraus ziehen wir den
Schluss:

Wenn man auf der Directrix den Punkt fixirt, der dem auf der
Fundamentallinie unendlich entfernten Punkte entspricht, und einen
beliebigen Kegelschnitt construirt, der die Directrix in jenem Punkte
vierpunktig berithrt, so entspreclien den Punkten des Kegelschnittes
Punktepaare auf der Fundamentallinie, deren jedes dasselbe Stiick auf
der Fundamentallinie begrenzt. 0. Hossn.
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II. Ueber Flichen von gegebenen Eigenschaften.

Eine im Punkte xyz einer Fliche auf letzterer errichtete Normale
8chneidet die Horizontalebene oy unter einem Neigungswinkel v, wel-
cher bekanntlich durch die Formel

bestimmt wird, Ist z eine explicite Function von 2, ¥, und wird dem
Winkel » irgend ein constanter Werth ertheilt, so gilt die vorige Gleich-
ung fiir die Horizontalprojectionen aller derjenigen Flichenpunkie, deren
1~TUI'I'ﬂa.]el:l unter jenem constanten Winkel gegen den Horizont geneigt
8ind, d, h. die Gleichung 1) ist die Gleichung der Horizontalprojection
der sogenannten Curve isokliner Normalen, welche jenem Winkel ent-
spricht, Diege Betrachtung lisst sich auf folgende Weise umkehren. In
der Gleichung
cotv =1 (x, y)
bezeichne P (x,y) eine gegebene Function von & und y; zu jedem con-
stanten o gehiort dann die im Voraus bestimmte Curve, und die Auf-
gabe ist nun, die entsprechende Fliche zu finden. Mit anderen Wor-
ten, eg handelt sich um die Integration der partiellen Differential-
gleichung
N NS
) (Z) +(5) =tve o
®inige Bemerkungen hieriiber sind vielleicht nicht iiberfliissig.

Der vorstehenden Gleichung geniigt man zunéchst durch die An-
nahme

3) 2—; =P (x, y) cosw, g—; = P(x, y) sinw,
Worin @ einen unbekannten, von a und y unabhiingigen Bogen bezeich-
net. Differentiirt man die erste dieser Gleichungen nach y, die zweite
bach x, 50 erhilt man linker Hand dasselbe, mithin ist durch Vergleich-
ung der rechten Seiten, wenn fiir ¢ (x, ¥) kurz ¥ geschrieben wird,

4) cos o . %2-}-3#1 ra.%=%}) cos m — %%U-"f” .
Diese lineare partielle Differentialgleichung lisst sich nach dem bekann-
ten allgemeinen Verfahren auf die beiden simultanen gewihnlichen Dif-
famntialgleichungen zuriickfiihren

cosw . dy — sinw. dx =0,

)
cosw . dew — (a_/if.! oS — a—~-F£Hs‘inue.t) adr =\
0y 0T

oder
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5) %:taﬂm, ﬁ_%n%’bmnm.
Die Integrale derselben migen sein
p&y,0)=c, Dy 0)=C, .
das allgemeine Integral von 4) ist dann
6) C=F(c) oder @(x,y, )= F[p(z,y, o).

Hieraus ergeben sich w, cosw, sinw, und dann ist nach Nr, 3)

7) z=J1J).¢oSmBa:==Jqp.3inco6g,

wobei sich die Integrationen partiell auf =, resp. y beziehen.

Ein Beispiel hierzu bietet die Annahme

h
Ax + By ;
bei welcher [wie iiberhaupt im Falle cotv = f(4x 4 By)] die Horizontal-
projectionen der Curven isokliner Normalen eine Schaar von parallelen
Geraden bilden. Aus Nr, 4) wird dann

coly =

oo : dw A4sine— Bcoso
8) cosw . — + sinw . — =
ox oy Ax 4 By

und die Gleichungen 5) sind .
dy : do Adlano—B
% dmu:c_mn% dx Adx+ By
Giebt man der zweiten Gleichung die Form

Atanw — B
Ax+ By =- “’;?&,

dy

differenzirt sie nach & und ersetzt linker Hand = durch fenw, go
ax

erhdlt man sehr einfach
o'=w?lanw
und hieraus nacheinander
1 x+ec
0= — Sine = e
c

c.cosm’ )

mithin nach der zweiten Gleichung in 9)

Az 4 By
it = Bore’
Substituirt man diesen Werth in die vorhergehende Gleichung und setzt
¢, = BC, so wird

x cosm Y sinw
Asinw — B cosw

—

Das Integral der partiellen Differentialgleichung 7) ist demnach

xcosw 4 y sinw —F( Adx+ By )

Asing— Bcosw  \dsino— B cosa

10)
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Um fiir einen einfachen Fall die Rechnung vollig auszufiihren,

Nehmen wir F(u)=u, 4= cosy, B=siny; die beiden Auflssungen der
Gleichung

. x cosw + y sinw = & cosy 4y siny
sind dann

y

o=y und m=2nrcmn~§-——y.

Die erste Auflssung liefert nach Nr.3), wenn k; die Integrationscon-
stante bezeichnet,

e hcosy . ax=m(mcow+ysiﬂy)
xcosy 4 ysiny ky

oder ip homogener Form
z="hl (E + 1)

Di -
¢ zweite Auflosung giebt

. 7 (a2 —y?) cosy + 2y sirilaa_
- [y S

Sy
e ky (2 cosy =+ y siny)
oder ip homogener Form
»—I:l(m2+y2)

az+by
Die anfiingliche allgemeine Aufgabe lésst sich auch mit Hilfe von
qy]indﬁrcoordinateu behandeln. Fiir z =7 cosf, y=rsinfl geht niimlich
die Gleichung 1) in die folgende iiber

2
e (1)
"d wenn nun eine Gleichung von der Form
eotv = P (r, 0)
8egeben ist, so handelt es sich, analog Nr. 2), um die Integration der
Partiellen Differentialgleichung

Go)+ (5 ) —we o
or o r o8 Skl

18 dieser erhylt man, wenn

19) 0z

0z :
=0 0 cosw, 0 rap(r, 0) sinw
Sesetzt und im Uebrigen wie friiher verfahren wird,
al .
13) rcosm%%’-l—sinmgg_—.%p-cosww—(ra—:p-}—l)smm,

i partiella Diﬁ‘erentialgleichuﬂg zerfillt in die beiden gewdhnlichen
lﬁ'erentialgleichungen

Diese
D

B
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df do dlv (;‘-/w )
14) zm-l-__muco, Sty o ?W+l lan @,

deren Integrale
p(r,0,0)=c, O(r0,n)=C
sein mogen. Das allgemeine Integral von Nr. 13) ist dann
15) C=TF(c) oder @(r,0, 0)= Flp(r, 0, )]
und schliesslich geben die Gleichungen 12)

= | P.cosw E)r:frw.sinmaﬁ.

Wenn 7 eine Function von » allein ist, so hilden die Horizontal-
projectionen der Curven isokliner Normalen eine Schaar concentrischer
Kreise, und die Gleichungen 13) und 14) werden dann weit einfacher,
Z. B, fiir

(3]

16)

a
coly = —
r
gehen die Gleichungen 14) iiber in
: I s 0
r—=lanw r— = .
dr ! dr !
die zweite liefert @ = ¢ und nachher die erste
O=1ir. tanc — € oder Ir. tanw — 0 = Cs

das Integral der partiellen Differentialgleichung

b7 g O
rCoS ;Tw + sinw Y 0

ist daher
r.tanw — 0 = F(o).

Dem speciellen Falle #(w)=1b.tan o entspricht die Auflisung

lan o = ; (U?) T =j_‘—§— cosw or=a ]/[1 ( ;’)]2—{— o2,

b

Ein bemerkenswerthes Resultat giebt die Annahme
i
coly = —,
a
Die Gleichungen 14) sind dann
1 dw
P = tanw, r— =—2lanw,
dr dr
aus denen man zunichst 2 df) 4+ dw =0 oder
20 +w=c
erhiilt und ausserdem durch Integration der zweiten Gleichung

r? sinw = C.

Das Integral der partiellen Differentialgleichung
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J.

®
= — 2 sine
b

| ™

3 r('o.S'ma—cf2 + sinw
18t hiernaclh or
rsinw = F(w + 20).
Die specielle Wahl F(w + 260 = b2 sin (o + 26) liefert
b2 sin20 J‘r
tano — —— 1= | —cosmr,

P22 cos20) a

oder in rechtwinkligen Coordinaten
: 40722 = (2?4 4)? — 207 (a*—y®) + V.
g;:e eine" leichte Discussion zeigt, besteht jede der b.aiden Yertica.lspuren
r Fliiche aus zwei sich schneidenden Parabeln; die Horizontalschnitte

8i L H v? . : .
0d Cassini’sche Curven, die fiir z < — azwei geschlossene Blitter bil-
a

2

den fii bQ X £ g b
Rl Lemniscaten iibergehen und fiir 22>~ 2u Ovalfiguren

We oA . . .
:'Stm, die Inflexionspunkte der letzteren haben die Lemniscate r¥ic=

== U2cos20) sy : -k
zur Horizontalprojection. TEE

III. 8itze tiber die Darstellbarkeit einer Zahl als Summe von
Quadratzahlen.

In den folgenden Siitzen bedeuten A, u, v die Null und alle ganzen
Zahley,

L. Die Zahlen von der Form
: (84 T)4¢
:lin;lr diejenigen, welche sich nicht als Summe von weniger als
Quadratzahlen darstellen lassen.
IL. Die Zahlen von der Form
S (444 3)2¢ :
rEIati:eel,D .welche du{‘ch Multiplieation. von -jt:s z?vei solchen Z;a:hlen,. die
il Sumr:llmzahlen sm.d, entstehen,. sind diejenigen, welche sich nicht
e von weniger als drei Quadratzahlen darstellen lassen,
III. Die Zahlen von der Form
: (424 02 +v) +1]2¢
3‘::1 diejenigen, welche sich als Summe von zwei Quadratzahlen
stellen lasgen,
1Y Multiplicirt man je n Zahlen von der Form

40+ 2240 + 1,
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die nicht alle einander gleich sind, untereinander und noch mit 2%, so
erhiilt man diejenigen Zahlen, weIche auf nfache Weise als Summr-
von zwei Quadratzahlen darstellbar sind.

V. Die Gleichung

2?4 g2 =222
wird in ganzen Zahlen gelost durch die Werthe
.’1’.‘=2}.y+().2—‘u.2), y=24p — (A2—p?), =144l
Waren in Mecklenburg. V. ScnLeeer.

IV. Construction fiir die Kriimmungsmittelpunkte von Ellipsen und
Hyperbeln,

Es sei € der Mittelpunkt einer Ellipse, P ein Peripheriepunkt der-
selben, durch welchen eine Normale gelegt ist, die in M die grosse, in
N die kleine Axe schneidet, und welche von der in C auf €P errichte-
ten Senkrechten in 0 getroffen wird; triigt man nun von # nach N hin
die Strecke MR= NOQ ab, so ist R der zum Punkte P gehiorende Kriim-
mungsmittelpunkt.

Fiir die Hyperbel bleibt die Construction im Wesentlichen dieselbe;
fiir die Parabel wird sie selbstverstindlich illusorisch.

Die Aufsuchung des Beweises mige dem Leser iiberlassen bleiben,
da dieselbe keine Schwierigkeiten darbietet.

Tarnowitz. Dr, GEISENHEIMER,
Bergachul - Director.
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