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Grundziige einer allgemeinen axonometrischen Theorie
der darstellenden Perspective.

Von
Guino Hauck,

Profegsor an der Oberrealschule und Hilfslehrer an der Univergitit zu Titbingen,

(Hierzu Taf. II, Fig. 1—17.)

Definiren wir die Axonometrie allgemein als Methode, welche
leht, perspectivische Bilder von Objecten, die dureh die rechtwinkligen
Coordinaten ihrer. Punkte gegeben sind, dadurch zu verfertigen, dass
die Projicirenden Parallelepipeda der einzelnen Objectpunkte abgebildet
Werden, g0 miissen wir die Vaterschaft dieser Disciplin Desargues
“Uerkennen, Seine ;,Méthode universelle de mellre en perspective les objels
9MNEs réclioment ou en devis elc." (Paris 1636)* behandelt die Central-
PeIspective in dem genannten Sinne und stellt damit die Grundziige der
AXonometrischen Methode fest. Die eigentliche Carriére der Axonometrie
knﬁpft sich jedoch erst an die Namen Weishbach und Pohlke. Erst

urch dje Einfilhrung der rationalen Verhiltnisse der Einheiten der
A8sstibe** ynd die Aufstellung und Verwerthung des Pohlke’schen
PAtzes*% Yt dje an und fiir sich alte Methode die Leichtigkeit und
H&“dlichkeit erlangt, die eben -das Charakteristische der modernen Axo-
oMetric ansmacht. Beide Errungenschaften erstrecken sich nun: aber
105 auf gio Pm-allelpérspective. Wir hatten bisher in der Centralper-

* Vergl. Ocuvres de Desarques réunies et analysées par M, Poudra. Paris
1864, A € pag. 55— 95. . .

™ Vergl. Weishach, Die monodimetrische und anisometrische Projections-
Methode, Ty den polytechn. Mittheilungen von Volz und Karmarsch, Tibingen
1844 8 195140,

"Rk Vergl, Pohlke, Darstellende Geometrie, I. Abthlg., 3. Aufl. Berlin 1872.
S.119_q55 Ferner: Schwarz, Elementarer Beweis des Pohlke’schen Funda-
mentalsatzes der Axonometrie. In Crelle's Journal Bd. 63, 8. 309 —314.

Zeitschrift f, Mathematik u, Physik XXI, 2. G




82 Grundziige ete.

spective weder ein Analogon fiir die rationalen Verhiiltnisse der Mass-
stibe, noch fiir den Pohlke’schen Satz. So kam es, dass trotz Des-
argues’ Anregung die moderne Axonometrie die Centralperspective
ganz ausserhalb ihres Bereichs liess. — Eine leidige Folge hiervon war,
dass sich fiir die Centralperspective und Parallelperspective zwei von
Grund aus verschicdene Behandlungsweisen ausbildeten, welche beide
Perspectiven als ihrem Wesen nach heterogen erscheinen lassen, wiihrend
doch in Wahrheit die eine nur ein Specialfall der andern ist,

In einer im verflossenen Sommersemester an hiesiger Hochschule
von mir gehaltenen Vorlesung iiber Perspective suchte ich die oben an-
gedeuteten Liicken auszufiillen durch Aufstellung einer allgemeinen axo-
nometrischen Theorie und damit gleichzeitig einen einheitlichen Gesichts-
punkt zu gewinnen, von dem aus sich das gesammte Gebiet der dar-
stellenden Perspective (inel. Reliefperspective) behandeln lisst. Durch
diese Theorie wird vor Allem zwischen der Centralperspective und Pa-
rallelperspective die gebiihrende enge Beziehung hergestellt, insofern sich
simmtliche axonometrischen Grundformeln der Parallelperspective unmit-
telbar aus denen der Centralperspective als einfache Modificationen er-
geben. Durch die Constatirung der Thatsache, dass den bekannten
axonometrischen Grundformeln der Parallelperspective auch eine Bedeu-
tung in der Centralperspective zukommt,* gewinnen diese ein neues
Interesse. Der Umstand ferner, dass die allgemein iibliche Methode der
Linearperspective sich aus unserer Theqrie gleichsam spielend ergieht, ##
lisst auch diese in einem neuen Lichte erscheinen.

Vorliegende Mittheilung ist ein Auszug aus der von mir in nichster
Zeit beabsichtigten Publication meiner Vorlesungen. — Die Uebertragung
der Theorie auf die Reliefperspective und die projectivische Clol-
lineation behalte ich einer spiitern Mittheilung vor.

o=l
Exposition.

Gegeben sei irgend ein rdumliches Object durch die auf ein recht-
winkliges Axencoordinatensystem o, £yz *** bezogenen Coordinaten seiner
Punkte. Wir stellen uns die Aufgabe, dessen centralperspectivisches Bild
zu construiren, wenn die relative Lage von Bildebene und Auge gegen
das Object gegeben ist. Wir losen diese Aufgabe dadurch, dass wir zu-
niichst das Bild der drei Coordinatenaxen und dann fiir jeden einzelnen
Objectpunkt das Bild seines projicirenden Parallelepipedons construiren.
* Vergl. z. B. Gleichungen 39) und 56).

# Vergl. 8. 96, Zeile 19 flgg,
*** Mit Riicksicht auf Objecte aus der Natur denken wir uns die z-Axe vertical,
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Das Bild der drei Coordinatenaxen sei der Dreistrahl w, §n&. (Fig. 1.)
Derselbe ist bestimmt durch die drei Winkel ton, not, w§, diewir die
Scheinbaren Axenwinkel nennen und mit W5y Mogy Way bezeichnen.

Wir denken uns ferner die - Coordinaten der einzelnen Punkte r]esi

bjects auf der a - Axe aufgetragen, sie seien 0X = &, oX'=a, o X"=a’
U 8 f. Die Bilder der Punkte X, X', ... seien &, &/, .... Wir bezeichnen
die Abscissen dieser Punkte wE, oF, .. dureh &, &,.. und nennen
diese Grossen die reducirten z-Coordinaten. _

Es bilden nun die Punkte X und 5 zwei projectivische Punktreihen,
Jedem Pupkte der ecinen Reihe entspricht ein und nur ein Punkt der
adern Reihe. Der analytische Ausdruck bierfiir ist eine zwischen den
AbSciSSQn @ und £ zweier entsprechenden Punkte X und = bestehende
Glaiclmng, die sowohl nach @ als nach & linear ist und deren Absolut-
glied — ¢ ist, weil fir @ =0 auch §=0 wird. Diese Gleichung sei

E=
1) zt—fie—g,5=0.
Dany folgt aus ihr fiir & der Ausdruck
e
s e kmaly

: Die geometrische Bedeutung der beiden Grissen f;, und g, ergiebt
Sich leicht, iy x =g, wird §=0n. Also ist g, die Abscisse desjenigen
Puhktes &, der Punktreihe X, welcher dem unendlich entfernten Punkte
er Reihe & entspricht. Andererseits zeigt die nach @ aufgeloste Glfif:];-
g, dass f; die Abscisse desjenigen Punktes F, der Punktreihe = IS.t,
Veleher dem unendlich entfernten Punkte der Reihe X entspricht. Wir

Nenney F, den Fluchtpunkt der &-Axe, G, den Gegenpunkt der,

m‘AXQ_ *

¥ Gleiches gilt fiir die zwei anderen Axen. Bezeichnen wir also die
§ . - 5 4 isge it
luchtpunkte der drei Axen mit F, Fy; e und deren Abscissen Xll;
1 f31 fy, ferner die drei Gegenpunkte mit Gy, Go, G,, und dem}] C
ssen mit 91y 9s» G5, so haben wir fiir die reducirten Coordinaten
fo 50

Igende Ausdriicke: y

L 2) e flx :iﬂ-' é’; 8= .

2 z—g,’ ¥y—92 Z

_Wir nennen die drei Grossen [; die drei Fluchtstrecken, die

drej Grissen gi die drei Gegenstrecken. TFluchtstrecken und Gegen-

Bt!‘(’.cken fassen wir zusammen unter dem gameinsamen Namen: die sechs

8ductionsconstanten.
—-_\‘_

*
Beneny,
tlvE er

Gewshnlich gebraucht man fiir die Punkte F und G eine und chesclhle
ng. Die Kinfiihrung verschiedener Namen in der d;}rstelle’n .dcn Per-'il)e‘&
scheing gerechtfertig% als mit der Unterscheidung zwischen Ongm&lﬁg‘ur ey
BUr correspondirend, Wir werden ebenso in der Reliefperspective unterschei-

en gwi
Zwischen »Eluchtebene und ,,(}Qgenc\,)(}net" %
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Vergegenwiirtigen wir uns, dass die Bilder aller mit einer der drei
Coordinatenaxen parallelen Geraden sich in dem zugehirigen Flucht-
punkte schneiden miissen, dass ferner die Verbindungslinien der drei
Fluchtpunkte die Fluchtlinien der drei Coordinatenebenen sind, dass
folglich z. B. alle mit der ay-Ebene parallelen Geraden ihre Flucht-
punkte in F, Fy haben: so ist es leicht, vorausgesetzt, dass die sechs Re-
ductionseonstanten bekannt seien, das Bild des projicirenden Parallelepi-
pedons irgend eines Objectpunktes 2 und damit das Bild II dieses Punktes
aufzutragen. Hs ist jedoch einleuchtend, dass es nicht nothwendig ist,
das vollstindige Bild des Paraliclepipedons zu zeichnen, um Punkt II
zu erhalten. KEs geniigt die Zeichnung des in der xy-Ebene liegenden
Rechtecks Xo ¥p und des Diagonalrechtecks Zop P. Man hat folgende
Construction (Fig. 1): .

Man trigt zuerst auf den scheinbaren Axen w§, wy, wf die
Strecken o Fy =/, o Fy={f,, oFy=/[; ab und zieht F, Iy, bestimmt
sodann die reducirten Coordinaten &, 5, { des Punktes P nach den
Gleichungen I und triigt dieselben auf den scheinbaren Axen in ® 5,
wH, oZ auf. Zieht man hierauf ZF, und HF,, die sich in = schnei-
den, so ist FwHn das Bild des Rechtecks Xo¥p. Man zieht nun
w7, welche F ¥, in D schneidet, dann ist & der Fluchtpunkt von wz-
Zieht man daher schliesslich Z D und z ly, die sich in II schneiden,
80 ist ZowwlIl das Bild des Rechtecks Zop P, also II das Bild des
Punktes P.

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dass zur Erledigung der
an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Aufgabe blos erforderlich ist
die Ermittelung der drei scheinbaren Axenwinkel und der sechs Redue-
tionsconstanten. Wir fassen daher diese neun Griossen zusammen unter
dem Namen: die neun axonometrischen Grundeconstanten. —
Die sechs Grossen, durch welche die Lage von Bildebene und Auge
gegen das Object bestimmt ist, nennen wir die sechs Orien tirungs-
constanten. Unsere Aufgabe kommt hiernach darauf hinaus, die neun
axonometrischen Grundconstanten auszudriicken als Functionen der sechs
Orientirungsconstanten.

§ 2.
Berechnung der Grundconstanten.

Die Lage des Auges 4 gegen das Object sei gegeben durch seine
auf das Object- Coordinatensystem bezogenen Coordinaten a,, ay, ag. Die
Bildebene schneide die drei Coovdinatenaxen in den Punkten My, M,, M,,
ihre Lage gegen das Object sei gegeben durch die drei Axenabschnitte
oM, =my, oMy=my, o My=m,, — g, gy dg, My, My, my sind also unsere
sechs Orientirungsconstanten.
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Der ,,Centralstrahl® 40 schneide die Bildebene in . .Danr'l ist
® das Bild des Coordinatenursprungs; o M;, oM, © M, sind die B11de.r
der drei Coordinatenaxen. Wir bezeichnen die drei Strecken o M; mit
Bi, ferner 40 mit », 4w mit p. — Legt man durch 4 eine Eb"‘-ule pas
fallel zur Bildebene, so schneidet diese die drei Axen in den drei Ge-
genpunkten G, 6,, G,

Die Gleichung dieser Parallelebene ist

z a a fl“
3) R O

m, ' my mg my = My Mg
Fihy {ii i zeichnung ein
ihrt man der Kiirze halber die Bezeichnung e

a a (47
4) S Ay

%= —

ﬂ?l 7"2 m3
80 erhdlt man aus Gleichung 3) fiir die drei Gegenstrecken die Werthe

5) gi==#Mmi.

Als geometrische Bedeutung der Hilfsgrosse x folgt hieraus

i r
6 g i :
) ® my N0

Nach dieser Bemerkung haben die Cooordinaten des Punktes o die

WErthe 4 % & and daher erhdlt man fiir die Strecken wM; die
1 Ay

% %
Ausdriicke
7 a\?, wd o
) H:B:(’":'-;) 45 ;;T'!';-z
oder, wenn man der Kiirze halber die Bezeichnung einfithrt:
8) 2= a,? + al + ay
2
miag | T
9 PRESI g Yo S A
) plt=mi—2 = o

i 3 i cei Flucht-
Diese Werthe setzen uns nunmehr in den Stand, die (1191. S
Strecken sy herechnen. Da nimlich z. B. Punkt M, den zwel % :

i : ‘mége Gleich-
teihen .y und 5 entspreclmnd gemein ist, SO hat man vermoge

ung I.
10 oM s fimi :
) == Ei—gyl m;— %M
Woraug :
1) L

Schliesslich ergeben sich die Werthe fiir die drei scheinbaren Axen-
Vinkel aus den drei Dreiecken M;o Mi:
12) prbprt=ned =i

@
COSNW; ) = —
5 2 i ok
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Fiir gewisse Zwecke™ ist es vortheilhafter, statt der Grossen a; und
m; andere Orientirungsconstanten zu beniitzen. Wir bezeichnen die
Richtungswinkel des Centralstrahls (d. s. die Winkel, die der Cen-
tralstrahl mit den drei Coordinatenaxen macht) mit 6;, Gy, 6, und neh-
men die vier Grossen r, 6,, 6,, 6, als Bestimmungsgréssen fiir die Lage
des Auges. Wir bezeichnen ferner den Abstand der Bildebene vom
Coordinatenursprung mit ¢, die Richtungswinkel von ¢ mit Ty» Tgy Ty, und
nehmen die vier Grissen &, 7,, 7,, 7, als Bestimmungsgrissen fiir die
Lage der Bildebene. — Um die Grundconstanten auszudriicken in diesen
neuen Orientirungsconstanten, wenden wir auf die obigen Gleichungen
die Transformationsformeln

13) ;== 1" €08 6;,

14) o

COST;
s . ; & B . :
an und fithren die Hilfsgrossen cosp=—x und v;="" ein, Dabei be-
r &
deutet der Hilfswinkel ¢ den von & und » eingeschlossenen Winkel.

Man erhélt auf diese Weise die Gleichungen in der rechten Columne
der folgenden Zusammenstellung:

1T di g ay II'. cosgp=—cos G, COS Ty - C0S Gy €OS T,
5 bty ety et
my - my,  mg + cos 6, cost,,
2
3 : m;a;. . re 4 1 COS 6;
III. il,bi‘!:ﬂ!id —2—EJ+—., [II, I)!'z: ] —2 .
%2 CoS*t; COST;COS (p
1
cos® o’
cos @
Ve gi=nm;, Iv. gi=r—
COST;
V. fi=(1—x)p:, V. fi= (e—rcosp)w,
1 1
v24yl-.

2L 12— 2 2 R pe
: W2 —m2—my cosr; cos?yy,
2 SR ——, VIl cosmyp=— 2 2

VI. coswip=
o 2#1#.‘: 2v;v;

803
Praktisches Verfahren. Reductionsmassstiibe.

Gleichung V liefert fiir die drei Fluchtstrecken nur die absoluten
Werthe. Beziiglich der Vorzeichen, d. h. der Richtungen, in welchen
diese absoluten Werthe auf den scheinbaren Axen vom Punkte o aus
abzutragen sind, lisst sich leicht folgender Satz beweisen:

Liegen Coordinatenursprung und Bildebene auf einer und dersel-
ben Seite des Auges, so haben fiir jede der drei Coordinatenaxen die

* Vor Allem fiir den Fall, dass die Bildebene durch den Coordinatenursprung
geht oder dass das Auge ins Unendliche fillt,
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i\e?::::fm L‘T(m Fluuhtpunkt. und Gegenpunkt entgegengesetzte Vor-
. iegt das Auge zwischen Coordinatenursprung und Bildebene
80 haben sie gleiche Vorzeichen. :
& ]thzteszst;n Fal_le ‘nenn(-m wif das resultirende Bild ein directes,
alle ein inverses.”
/: auf"‘({’llnfiﬁilﬁﬂ?- ?at?,e bfstimmen sm‘h dic.a Vor'z:ei‘chen\d(?r drei Grossen
leﬂwerth‘s;;, :LV“..,BIAGNSSG“ i - l‘urndlcse. hetert. (71.elc11u.ng 1V Zah-
e Gl mt Vorzeichen, und zwar lisst sich besziiglich letzterer ver-
leichung 6) folgender Satz aussprechen:
Axell]:;)(;cf\l{scissen .der Gegenpunkte haben m.it dc.n entsprechenden
2 ; mitten gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen, je nachdem
dl:mBé]Odehtj,ne zwischen A}lge and Coordinatenursprung oder hinter
: ordinatenursprung liegt.
s i}e‘ glﬁ‘l Igt?:gemlen ll)zu-legm}g des praktischen Verfjsthrens nehmen
= geh‘g i ‘G “ ildebene ‘lmge zwischen Auge .und Coordinatenursprung,
; m Hussersten Falle durch den Coordinatenursprung; es sei also
15) 50,
dﬂgegen - d.. E) : -ﬁ_ n ge l((:, (:1 c-ante_n, as Ob:]-ect heg.u
. em ctantm’\‘ :r.:, —y, +2.7 .Dle Bildebene wiihlen wir
J my, my, mg Positiv gsind oder dass sie parallcl mit einer dieser
g‘"‘ludelc Gntsplrechenden Ebene durch den Ursprung gehe. Bei Zu-
egung dieser Annahmen sind gy, 92 98 positiv, /i, [y, [ negativ.
el B?n“;;‘-hdft‘rm die Grundc?nstautnn aus den Gleicl.nmgcn II -—V.I berech-
e gene da.s. sche‘:.nhm'e Axensystem verrmlttelst der Winkel P13
ba:reu 3Afezeuihnet ist (Fig. ?) und auf den negativen Aesten der schf*.m-
s eﬁ':n .d.te Stl‘G(}lﬁET} oF, =/ cof:‘_zz,l"g, ?JF5:£" abfgetrage%l sind,
Yo Ein: lsu,h de:?' Weitern darum, -(]IE reducn'.teu Co'(-)rdmate.n el 1.;, ¢
i E llt'in Ob_]cctpunkte-s Al bestm-lmcn. Hierzu kctnneﬂ die Gleich-
g eniitzt werden; ein graphisches Reductionsverfahren
Jed.“(‘ah vorzuziehen.
jectii}::h;o]l?ches e1:giebt.sic!1 ‘el?‘lﬂ dem bekannten
unktreihen jederzeit, und zwar auf

Wei :

se o =
y in perspectivische Lage gabracht werden konnen;
tsprechender Punkte zusam-

Satze, dass zwei pro-
unendlich verschiedene
man hat sie

nuar g
0 : ¥
zu legen, dass irgend ein Paar en

insofern D;i‘; inversen Bilflcr bieten ein nicht..geringeres Ir_lteresse als die directen,

Bildern A 1de‘}t13011 filnd mit den von emer.Sﬁ.mmellmse entworfenen reellen

e Di uge im optischen Mittelpunkt‘der Linse.)

z e"miigliiie Annghme hat den Zweck, die Lage des Objects hinter der Bildebene

geht, Bine :ﬂ.\ auch fiir den Fall, dass letztere du'rch den Coordinatenursplemg

eine SChwg]:_gg:U enen TFalls nothwendige Transformation auf diesen Octanten bietet
rigkeit;, z

L
3*
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menfillt; das Projectionscentrum ergiebt sich alsdann als Schnitt der
Verbindungslinien irgend zweier Punkte der einen Punktreihe mit den
homologen Punkten der andern. Wir legen nun die zwei projectivischen
Punktreihen X und % so, dass die Punkte 0 und o zusammenfallen, und
beniitzen zur Bestimmung des Projectionscentrums einerseits den unend-
lich fernen Punkt der Reihe X und dessen homologen Punkt F, der
teihe X, andererseits den unendlich fernen Punkt der Reihe 5 und
dessen homologen Punkt G, der Reihe X. — Ks ergiebt sich hiernach
folgendes praktische Reductionsverfahren:*

Ziehe durch einen Punkt o (Fig. 3) unter beliebigem Winkel zwei
unbegrenzte Gerade 2’2 und E'E, ox und 0 seien ihre positiven Aeste.
Schneide auf 0§ eine Strecke o Fy =/, ab, ziehe'durch #, eine Paral-
lele mit ox und mache auf ihr F C;=g¢;. Um nun vermittelst dieses
Apparates irgend ein 2 zu reduciren, mache auf @'z eine Strecke
oX =g, ziehe C, X, welche £& in & schneidet, so ist 05 ==k

Fiir die y- und z-Axe gilt genau dasselbe Verfahren. T moge blos
daran erinnert werden, dass nach der zu Grunde gelegten Annahme die
@ und y negativ, folglich auf den negativen Zweigen oa” und oy’ auf-
zutragen sind, dass dagegen die z als positiv auf dem positiven Zweige
o0z aufzutragen sind.

Reductionsmasssti be, von welchen die &, %5 & direct abgenom-
men werden kénnen, falls die &, ¥, = in Masszahlen gegeben sind, erhilt
man, wenn man auf 'z, ¥y, 2z von o aus den Originalmassstab auf-
trigt, von C; aus durch die einzelnen Theilpunkte Strahlen zieht und
deren Schnittpunkte -mit &%, %'y, ¢'¢ markirt.

Es kann iibrigens (Fig. 4) der Reductionsapparat auch der Haupt-
figur selbst einverleibt werden. Um z B. die z und ¥ zu reduciren,
ziehe man durch o eine Parallele mit B\ F,, trage auf ihr von o aus
nach beiden Seiten den Originalmassstab anf, mache auf F F, die Strecke
F,C,=g¢, und F,Cy=g,, und ziehe von €y und C, Strahlen nach den
einzelnen Theilpunkten des Originalmassstabes. Wir neunen bei diesem
Verfahren die Punkte ¢, und €, die Theilungspunkte der &- und
n-Axe,

Will man jedoch die Operation des Reducirens aunf einem Neben-
blatte ausfiibren , so gewihrt eine Modification des Verfahrens bedeutende
Vortheile. Man kann néimlich fiir alle drei Massstiibe einen und densel-
ben Strahlenbiischel beniitzen und damit die drei Reductionsfiguren in eine
einzige verschmelzen : Trigt man auf einer geraden Linie L'L (Fig. 5) von
einem Punkte o aus nach beiden Seiten den Originalmassstah auf, so
kann die so entstehende Punktreihe jede von den drei Reihen X, Lrd
reprisentiren. Verbindet man jeden Theilpunkt mit einem ausserhalb

* Dasselbe kann tibrigens auch aus den Reductionsformeln I abgeleitet werden,
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;

éiiicl?;het:i g‘f,fln’vii:hlten Punkte C, 5o ist ’der so entstehende Strahlen-

= dm? -Pfcl(,tl?n.sch m:q der 1’1rmktr(:1he L.L und dn‘hm‘ projet.;tiviscln AL

Tt mmh, hnlctlclhen s H,- 7 ; Von (]1(‘.5'013 drei Punktreihen kann

Lo ekanntem Satze jede in perspectivische Lage zu dem Strah-
! gebracht werden, man hat gie nur so zu legen, dass drei

" ihrer P A
unkte in die ihnen entsprechenden Strahlen des Strahlenbiischels

;i:l:i:: un&zlsdjniese dr]eii‘ lPuE\kt.e._w.’ihlt man den N.ullpunkt,-' den I*‘Im.:ht—
sl folgeudé . unendlich fernen Punkt. — Aus dieser Erwigung ergiebt
: Jonstruction:
e g;‘i:ofinfr (‘-{eﬁa(.len L'L trage von fiu.o,m Punkter, o aus .nach bei-
S ul.-ll‘l d eii.t(-)llgmnllmassstalf n}xf. Errichte 'auf' L'Lino sine Senk-
it '1‘1,0(-1 Wll,]mde c'mc’n heheb:g(ﬁn Punkt' ¢ derselben l.'lllt siimmt-
ey 1(1111!1 kten _de‘r LT Sc.hnf.z:&(-. zu‘ﬂ" LL Y(m 0 fms die S?recken
ihnlen Jl'lli; "5;3: Ua» ':(vr;.,—":g3 a\},r ziehe (,_'(;1, CGy, t-'(;,J,. gchneide aunf
el 1;cke; C hl:),’], C D,ﬁ,:/},, C I:’;izﬁ, ah, :mehf: durch_die
oy o Uy Us U, Parallelen mit Lr, wclche.{hc ‘(,n ;sc‘hnclden
% s(:ﬁne-z’ w:i,-mehe rlu:‘ch o, OT"" w, Parallelen mlt. €6, CGy, CGy:
; iden diese den Strahlenbiischel nach den drei Reductionsmass-
Stﬂ'.ben E’ H, 7z,
T ?::IIVO-rthﬂil dieser 1ctzt?rn Construction beruht hauptsiichlich darin,
e Re;m und dasselbe 1\.etz sur Herstellung der Massstiibe fiir eine
oy 1e v‘rfn axmmmctnschen Grundconstanteu-Syster?ell verwen-
o d- (l‘.;m so.lcho.s I\(s'tz kann auch umgekehrt beniitzt werden,
em Bilde die natiirlichen Masse zu entnehmen.)
e Ifiiiue‘n.i “iir nunmehr zur I’[auptconst‘mction (.lj‘_ig. 2). zuriick ! .Nach-
e s;:llem'nare 1\xensyfften'1 construirt und simmtliche Courdm:.itcn
i ul:{ ﬂlflcr = um bildlich :/Au reden — nacl.uiem das Baugeru:s,te
B d( ‘ die e'mzelueu Bausteine zugehauen jmr]. hand‘elt es sich
Honds ¢ zu‘um, du}‘se]ben yum Bau zusammenzufiigen, — eine Opera-
> in § 1 bereits besprochen wurde.
¢ der Construction

Sollten die Grenzen des Zeichnungshlatte
helfen, dass man

m(;]tlv::i‘a‘siieitfzn hcreits?n, so kann msfn gich .(.1-adurch
reducizten Cf‘lnt‘l}a hcstnm.nten Vcrhii]-tmsse ve.ljun.gten Fluchtstrecken und
fiihrt; o al;’(‘l’"dmatf".n die (_]onstructmn am scheu}bare_n A)xensystelfu aus-
bt Sehliegslia;m II ’(llas h.ler(l-m'ch gewcla‘uno:ne Bild von f,1 ) Vm'lzm.{;crt.
lich wipg T;,a C‘l wll” im :'.l.chtlgen Vc1:1m'ltmss 1.1ach 1. ?elblstvers.t?nd_
tor. Masssmbn m_solchen i a]lm.] nuch- “dm Rnductlo.nsmassstﬂ.h(? in ver‘]Emg-
zn erhalte,; }e zeichnen, um die verjiingten reducirten Coordinaten direct

—
—

D
e R y g ) . v
n Ausfithrungen am Schlusse des § 5 znfolge wird dieses Verfahren

hilnfig vrakts
Wfig praktisch werden.
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Soll das Bild einer durch ihre Gleichungen @ (xy2) =0 und W (xyz)
=0 gegebenen Curve construirt werden, so construirt man die Bilder
einzelner Punkte der Curve, indem man jedesmal eine Coordinate be-
liebig wihlt und die zugehérigen zwei anderen aus den obigen zwei
Gleichungen bestimmt. — Ist eine Fliche F(ayz)=0 abzubilden, so
construirt man das Bild der Beriihrungscurve des vom Auge an die
Fliche gelegten Beriihrungskegels, welche bestimmt ist durch die zZwei
Gleichungen

Flayz)=0,
oF or
(v —a) (j:-}- (¥ — a,)

T

0
— & —_—= ”
oy ( as) 0z

§ 4.

Elimination der Orientirungsconstanten,

Unsere neun Grundconstanten sind Functionen der sechs von ein-
ander unabhingigen Orientirungsconstanten. Diese Funetionen sind in
den Gleichungen IV-—~VI ausgedriickt. Eliminirt man nun aug diesen
neun Gleichungen die sechs (_Jricntirungsconsmutcn, so bleiben noch drei
Beziehungen zwischen den neun Grundeonstanten iibrig. Eine derselben
ist sofort ersichtlich, niimlich

VII. 16) Wyg = Wey 4 wg; = 360°.
Die zwei anderen ergeben sich aus den in VI enthaltenen drej Gleich-
ungen, wenn man in dieselben die aus IV und V folgenden Werthe
17) mi= 2L and W= (S
% 1—x%
eingetzt. Fiihrt man die Bezeichnung ein:

%»—1

18) ; A=

so erhilt man zuniichst:

i
3
. r

f+ 1 — 2 (g2 + i)

y 0S Wil = — T
19) COS Wi} STife
oder
VIIL 20) Mg +9i°) = fE+ 12— 2fi fr cosmyy,

woraus schliesslich durch Elimination von A2 die gesuchten zwei Be-
ziehungen folgen. Wir behalten jedach die zweckmissigere Foym VIIT bei.

Diese Beziehungen lassen sich unmittelbar geometrisch denten,
Bezeichnen wir niimlich die Seiten des Gegenpunktendreiecks @, G, Gy mit
Q1¢ o3 051 und die Seiten des Fluehtpunktendreiecks £, F, F, mit fia
80 ist:

21) gir® = g + g2,
22) fir? = 2 4 13 — 23 fi cosmy.

f?ﬂ fal y




Von G, Havck. 91

ey D et ad

Die in VIII enthaltenen drei Gleichungen sprechen also den Satz aus:

Gegenpunktendreieck und 1*‘111chtpuukiendreieck sind #hnlich.

Aus der geometrischen Bedeutung von A (vergl. (leichung 18) folgt
ferner:

Das Fluchtpunktendreieck ist kleiner als das Gegenpunktendrnieck,
oder ihm congruent, oder grosser als dasselbe, je nachdem die Bild-
cbene vor dem Coordinatenursprung liegt, oder durch denselben geht,
oder hinter demselben liegt.

Unser Satz ergiebt sich iibrigens auch direct aus der geometrischen
El‘wﬁgung, dass drei durch das Auge mit den drei Coordinatenaxen
gezogene Parallelen die Bildebene in den drei Fluchtpunkten F, Fy, Fy
schneiden, dass also die zwei Tetraeder 4 F Fy Fy und o M, M, M, parallele
Seitenfliichen hahen und folglich #hnlich sind. Ebenso sind die zwei
Tetraeder 06G,Gy6G, und oM, M,M, dhnlich. Hieraus folgt: Fluchtpunk-
tendreieck und Gegenpunktendreieck sind beide dem Spurendreieck
dhnlich,

Aus der Aehnlichkeit des Fluchtpunktendreiecks mit dem Spuren-
dreieck folgt weiter der Satz:

Die Winkel des Fluchtpunktendreiecks gind simmtlich spitz. Ir
reicht ein Winkel den Grenzwerth 90°, so wird auch noch ein zweiter
Winkel =909, die dritte Ecke fillt ins Unendliche.

: Ist nun die Aufgabe, iiberhaupt ein perspectivisch richtiges Bild
emes gegebenen Objects zu fertigen, ohne dass die Lage von Bildebene
und Auge ansdriicklich festgesetst ist, so konnen die Werthe der neun
Grundeonstanten beliebig gewihlt werden, doch so, dass sie die Gleich-
ngen VII und VIIT befriedigen.

Aus ungerm obigen Satze ergiebt sich unmittelbar folgende gra-
Phische Bestimmung eines Grundconstantensystems: )

Wihle die drei Gegenstrecken gy, fa» I3 beliebig, construire aus
je zweien derselben als Katheten rechtwinklige Dreiecke' und t‘:on-
Struire aus den drei Hypotenusen @is, 823> 8u als Seiten ein DTBI%R
16,6, Verbinde einen in der Ebene dieses Dreiecks beliebig llegen:
den Punkt ¢ mit den Ecken des Dreiecks, nehme die von den.drel
Verbind“ngsﬂinien eingeschlossenen Winkel als scheinbare A:{e‘inwmkel
und irgend drei den drei Verbindungslinien proportionirte Strecken
als Fluchtstrecken.

Soll ein Grundconstantensystem mittels Rechnung aufgestellt LA
den, g wiihlt man sechs Grundeonstanten beliebig und bestimmt die drei
Ubrigen mittels der Gleichungen VII und VIIL Der Willkiirlichkeit der

.ahl jener sechs Grundconstanten sind jedoch gewisse Schranken gesetzt:
die Wan ist so zu troffen, dass man fiir die iibrigen Grundconstant-en
"0d ferner fiir die Orientirungsconstanten, wenn diese in den sechs will-
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kiirlich gewiihlten Grundconstanten ausgedriickt werden, reelle Werthe
erhilt,

Ein Blick auf Gleichung VIIT zeigt, dass es zweckmiissig sein wird,
in jedem Falle die drei Grissen fi willkiirlich zu wihlen, Ts wird sich
daher vorzugsweise um folgende zwei Fille handeln:

1. wir wihlen £, £,, f;, Wy, Wey, A willkiirlich;
2. wir wihlen £, fi, £, Gys 0o, 95 willkiirlich.

Die erste Annahme bietet keine Schwierigkeiten und fiihrt unmittel-
bar zu folgendem Satze:

Zieht man (Fig. 6) in einer Ebene von einem Punkte o aus unter
beliebigen Winkeln gegeneinander drei Strecken von beliebiger Linge,
Jjedoch so, dass das von den Endpunkten F,, F#,, F, gebildete Dreieck
spitzwinklig ist, so konnen die drei Strecken immer als das perspec-
tivische Bild eines rechtwinkligen Axensystems und die drei Endpunkte
als die Fluchtpunkte der drei Axen angesehen werden.

Die zugehirigen Gegenstrecken ergeben sich entweder durch Rech-
nung aus der Gleichung

23) 12‘(/,‘2 :fi2+ fr f1cosmwp— fili coswy -+ fsz COS W)
24) =3(fir® — fr 2+ 112,
oder durch folgende aus dieser Gleichung abgeleitete Construction:
Beschreibe iiber den drei Seiten des Dreiecks ¥, Fy Fy nach aussen
Halbkreise, welche von den Verlingerungen der drei Héhen T
FyV,, F,¥, des Dreiecks in Ay, Ay, Ay geschnitten werden. Verbinde
diese drei Punkte mit den Beken des Dreiecks: 50 sind je zwei von
derselben Ecke ausgehende Verbindungslinien gleich. Nehme irgend
drei diesen Verbindungslinien proportionirte Strecken alg Gegen-
strecken, #
Dem zweiten obengenannten Falle widmen wir als dem wichtigeren
eine ausfithrlichere Besprechung.
§ 5.
Willkiirliche Wahl der Reductionsconstanten.

Werden /; und g; willkiirlich gewihlt, so giebt uns Gleichung 19)
die Werthe von coswi, ausgedriickt in f; und |g;, wenn ung gelingt,
A in f; und g; auszudriicken. Dies geschieht dadurch, dass man die
Werthe der Cosinusse aus 19) in die aus VII) folgende Gleichung

25) cos®my, + cos? Wy =+ cos®my — 2 coswyy cosmyy cosmy, —1 = ()
einsetzt. Man erhiilt alsdann fiir 12 die Gleichung:

IX. 26) AV —2B124C=0,
wo die Coefficienten 4, B, ¢ folgende Werthe haben :

* Vergl. zu dieser Construction dje Bemerkung S, 95 7, 4.
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= (5’12 +9:°) (95° +95°) (932_+.’J'12) ) :
E = f,29,2 (9> + 95°) + /s’ 05’ (g5 +a9:") + 295" (9.2 + 9%
C= 912{f22_f32)2 + 922 (fui T f12)2 = (Ju\" (ftzﬁfzv)-‘

Die Discriminante dieser Gleichung: 4= B! — 4C ldsst pich mit
Beniitzung der in Gleichung 21) definirten Bezeichnungen @, 8235 fa
auf folgende Form bringen:

27) 4= (9,29, + 9,*9s> + 05°0,") (/1 825 + [o 8 + [y 812) (F1 923+ 2 81 —f5912)
(f1 83— [o8s1 +(581) (- i g8+ f2 851+ F3812)-

Der Willkiirlichkeit der Wahl der f; und g; sind somit “folgende Schran-

ken geselzt:

X. 28) LV o2+ eV 9249 > i Vol + 9’

Innerhalb dieser Schranken entsprechen aber jedem Werthsystem fi/3/3,

98y9s zwei Werthsysteme 57057, die gich aus der Gleichung

2+ i — V(g +9¢°)

2fifx
ergeben, wenn in dieselbe die aus Gleichung IX folgenden zwei Werthe

b g .
On A* eingesetat werden.

XL 29) COSW g =

Da ein perspectivisch(:s Bild dem Auge nur dann einen mit dem
“Tigi:ml vollkommen iibereinstimmenden Eindruek macht, - wenn beim
Betrachten Auge und Bildebene in die richtige Lage im Raum gebracht
Werden, go ist es von Wichtigkeit, die Orientirungsconstanten, welche
diege Lage bestimmen, ebenfalls auszudriicken als Functionen von fi nnd
55"' Man erhilt aus den Gleichungen II bis YV mit Beniitzung von 18)
folgendes Formelnsystem:

XII, 30) my=(1—124)9i,

G )+ Gt ) -)

X111, ot
G ol 24 (] o ’l‘)
FAVARSS

gi \g" PRE )
) o I,Q:;_@f’ =
o s e
0.’ 9’ 9
L
VeI coeme T

i .- .,17, —_— ,1._ = ,._,1 3
I/?_f"ﬂi-f_f”_i'.ff.;*

c 2 2 _2

LG 43)

XVI, 34) P2 = A g1 9 fgisacy

—— 3

1 1 1

o B o S
UJ, !/-z UU
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1 2 2 1 1 . ’2
ﬁ%”ﬂJ%ﬁ+@X“§g
XVIL' 35) Ho:_Tﬁﬁ_/ Sendiesidug
l 2 2 !
T |
gi .ffl"‘+ug‘*+g;;- .f;,“+. %
: : T 7l
XVIIIL 36) ¢ :}/__, Qe ;*U)_Q,
i A (-’f1“+f/-32+-'l':s'

Durch die seither von uns beniitzten Orientirungsconstanten

wird
sowohl Aunge alg

Jildebene anf das Ohjec.tc(mrdinatensystem bezogen,
wird also die relative Lage des Auges zur Bildebene nur mittelbar be-
stimmt. Es ist nun aber von besonderer Wichtigkeit, Auge und Bild-
ebene in directe Beziehung zu setzen.

Eine ungefihre, in praxzi hiufie ausreichende Orientirung des Auges

g ) B 2) B
kann mittels des Tetraeders 4 Uy Fy Fy geschehen, dessen Dreikant an der
Spitze 4 ein Octant ist: Man construire in Gedanken iiber dem Flucht-
punktendreieck als Basis ein solches Tetraeder, bringe sodann die Bild-
ebene in eine solche Lage, dass die Seitenkante AFy vertical steht

, und
bringe das Auge in den Punkt 4.

Eine genauecre Orientirung ist diejenige mittels Hauptpunkt (Fugs-
punkt der vom Auge auf die Bildebene gefillten Senkrechten) und Aug-
distanz (Abstand des Auges von der Jildebene). Bestimmt man die
Lage des Hauptpunkies # in der Bildebene durch seine Entfernungen
fyy hyy hy von den drei Fluchtpunkten, beziehungsweise durch die Ver-
hiiltnisse dieser drei Entfernungen, und bezeichnet die Augdist
mit d, so liefert das rechtwinklige Dreieck A H F
AF;=1g; und dessen Winkel H.4 Fi=1; ist,

anz A H
i, dessen Hypotenuse
fir %; und d die Werthe :

L e |
XIX. 37)  li=Ag; 1@; 1 !-/-’-—-1 =00 | y—;z—i-q%,
o gt ‘
wo ¢ ein unbestimmter Factor ist,
2
XX. 38) &= T—AT =
AR,

Die geometrische Interpretation von XIX liefert den (anch

direet
einleuchtenden) Satz:

Der Hauptpunkt ist identisch mit dem Schnittpunkte der Héhen
des Fluchtpunktendreiecks,

Um die Bildebene

in die richtige Lage im Raume zy bringen, be-
merke man, dass F\ F, parallel M, My, also horizontal ist, Man stelle
daher die Bildebene 50, dass F, F, horizontal und der Horizontalneigungs-

winkel der Bildebene — T, ist.
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Die fiinf Grossen Tgy Byy by, hgy d, deren Kenntniss nach dem Vor-
hergehenden zur Orientirung von Bildebene und Auge ausreichend ist,
kéunen simmtlich auch auf graphischem Wege bestimmt werden.
Man vergl. hierzu Fig. 6. In derselben kionnen die drei rechtwinkligen
Dreiecke 7, 7,9 als die Umklappungen der drei Seitenflichen des "le-
traeders 4 F| F, Iy angesehen werden. H ist der Hauptpunkt, HF;=1/;.
Construirt man ein, rechtwinkliges Dreieck HV, N, aus HV, als Kathete
g Ay als Hypotenuse, so ist H A, gleich der Aungdistanz und Win-
kel bej V, =1,.

Beziiglich “einer rationellen Wahl der f; und g; mdgen schliess-
lich noch folgende Winke geniigen. Ueber den Einfluss ihrer absoluten
Grisge bei feststehenden Verhiltnissen folgt aus unseren Gleichungen
Wmittelhay folgender Satz:

In jedem Grundeconstantensystem konnen die Reductionsconstanten
nach Belieben proportional vergrossert oder verkleinert werden. Kine
solche Vergrisserung oder Verkleinerung geht Hand in Hand mit
Ciner proportionalen Vergrosserung oder Verkleinerung der Augdistanz.

agegen hat sie keine Binwirkung auf die scheinbaren Axenwinkel,

auf den Winkel 7, und auf die Verhiltnisse von hylyattsyihgs

Bei der Wall der absoluten Grosse der Reductionsconstanten be-
achte man, dass die Augdistanz den Minimalwerth von 2,5%™ (Weite des
deuﬂichen Sehens) nicht iiberschreiten sollte.

Was sodann den Einfluss der Verhiltnisse der f; und ¢; anbelangt,
8 inﬂ“iTEn die Gréssen y; vermoge ihrer Pmportianalitﬁt mit den Axen-
a-.hsclmitten lediglich auf die Lage der Bildebene. Fiir die Wahl der
rdssen fi ist sodann die Lage des Auges, die sich in der relativen Lage
[I.QB Punktes o zum Hauptpunkte geltend macht, massgebend. Hat man
Sich also fiyy die Verhiiltnisszahlen der g; entschieden, so erfolgt die
Wahl qer fi mit Zurathezichung der Gleichung XIX.

Als Beispiel diene das folgende, mnach diesen Regeln aufgestellte

1‘und“‘)flSta.ntmqBystem :
(1 o e fi=—3%m, wyy = 130" 36,5:,
gy=="5dm fo =— 492, Mg = 112 53:5 5
gy =109 fi=—9%% wy, = 117" 30,
42 =10,9908, h, = 2,654,
Ty (2980 hy = 8,995%%,
d = 2,968 9™, hy = 9,601 4™,

§ 6.
Specialfille. -
me}nE:l i:;t leicht, die im Vurangeheuden‘ aufgeste}]ten al!gemeinern Fm;-
"‘iﬂiisirez (i‘L‘IJ.nstl}'uctinnen fiir die verschiedenen Ien-slmect1‘ia1~ten zu spe-
+ Hieriiber migen folgende Andeutungen gentgen.

i
#
y
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1. Fillt Punkt @ mit dem Hauptpunkte zusammen (also in den
Schnittpunkt der Hohen des Fluchtpunktendreiecks), so haben wir den
Specialfall der O rthogonalperspective (Centralstrahl senkrecht zur
Bildebene). Zu den in VIIT enthaltenen Gleichungen kommen alsdann
noch zwei weitere Beziehungen zwischen den sechs Reductionsconstanten
hinzu, die sich unmittelbar aus Gleichung XIX mit /= 42 ergeben. Ver-
mige dieser Beziehung geht Gleichung XI iiber in die folgende:

e e O L
2, C”“””"__m]/ (ﬁ?if'_yg-z_f-ga'“’)(m? .flf.-2+a’)'

gi Gk
2, Fillt die Ecke Fy des Fluchtpunktendreiecks ins Unendliche, so
werden die Winkel bei #, und F, je =90°% und wir haben den Special-
fall der malerischen Perspective (Bildebene vertical). /, und g,
werden =oo. Setzt man den Grenzwerth von é«“:p, so wird A =p.
3
Die Reductionsformel fiir die z-Coordinaten reducirt sich auf E=pz
Die Gleichungen VIII gehen iiber in die folgenden:
40) P9°+95°) =141 — 21,1, coswy,,
41) [1 €083y = [, coSmy, .
Diesen Gleichungen zufolge modificirt sich die S. 91 besprochene graphische
Bestimmung eines Grundconstantensystems folgendermassen (Fig. 7):
Wiible g, ¢, p beliebig. Construire ein rechtwinkliges Dreicck
WA F F, mit den im Verhiiltniss p verkiirzten Strecken ¢, und g, als
Katheten; F, F, sei die Hypotenuse. Verbinde einen in der Ebene
dieses Dreiecks beliebig liegenden Punkt o mit Fy und F, und ziehe
w{ senkrecht zu F,F,. Nehme die von w¢ und den Riickverliinge-
rungen von ®F und wlF, eingeschlossenen Winkel als scheinbare
Axenwinkel und o#, und wkFy als Fluchtstrecken. — Fillt
UH L F Iy, so ist 4 der Hauptpunkt, AH die Aungdistanz.
Wiihlt man- den Punkt o auf % H, so hat man den Specialfall der
Escarpperspective® (die durch Centralstrahl und z-Axe gelegte
Ebene senkrecht zur Bildebene). Fillt o in den Punkt A, so wird die

man

* Ich habe hier die Namen der einzelnen Perspectivarten von der Parallel-
perspective heriibergenommen und unterscheide dann z B, seavaliere Centru]per-
spective’ und , cayvalidre Parallelperspective', Fiir die von mir nlscarpperspec-
tive'* oder neéscarpe Perspective’ genannte Perspectivart existirte seither kein mir
convenirender Name., — Der Name ,» Vogelperspective", der sonst wohl in den
verschiedensten Bedeutungen gebraucht wird, erscheint mir zur Bezeichnung einer
Perspectivart nicht geeignet, insofern er — ebenso wie sein Oppositum ,,Frosch-
perspective’ — der Ausdruck fiir einen disparaten, innerhalb jeder einzelnen Per-
spectivart moglichen, Begriff ist, — Teider herrscht beztiglich der Benennungen
der einzelnen Perspectivarten eine grosse Uneinigkeit und Verwirrung und erscheint
eine Verstiindigung in diesem Punkte héchst wiinschenswerth,
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Escarpperspective zur Militir perspective (Horizontalneigung des
Centralstrahls — 45 0

Fillt noch ein zweiter Eckpunkt des Fluchtpunktendreiecks, z. B.
Fy, ing Unendliche, so haben wir den Specialfall der Cavalierper-
Spective (Bildebene parallel der yz-Ebene). f;, und g, werden =
s %= g =p. Winkel m,, wird =90°. Die Wahl der tibrigen Grund-
2 3
Constanten W9y f1y 9y P i8t vollkommen willkiirlich.

£ 7

Uebergang zur Parallelperspective.

i

Wird r=o0, so werden f; und g; =00, ihre Verhiltnisse haben
Jedoch endliche Werthe., Setzt man den Grenzwerth

42) I
Ji
% ‘gehen die Reductionsformeln I iiber in
L5 43) E=px, n=py, E=ps2
und ergeben sich aus den Gleichungen IV’ und V’ fiir p; die Werthe:
v, 44) Pi= Vi COST;.

Die Gleichungen I, III" und VI’ bleiben in Giltigkeit. — Man
("fnﬁ'-rke, dass & ganz aunsfillt.

Die Constructionen am scheinbaren Axensystem vereinfachen sich
‘:ie folgt: Schneide auf der &-Axe die Strecke w /5= E ab, ziehe durch
‘:‘ eine Parallele zur 1-Axe und schneide auf ihr B =17 ab, ziehe end-
tieh durch 7 eine Parallele zur ¢-Axe und mache auf ihr #lI= ¢
In dem Massstabnetze (Fig. 5) werden w; F; siimmtlich parallel Z L,
Abstinde von € werden: Cowi=p;. Co. :
An Stelle unserer seitherigen Grossen f; und ¢; treten nunmehr in

ihre

der 13a1-a“elperspectivc deren Verhiiltnisse :—:L und g—; Die drei Verhiilt

Ji
Nigge

3-‘:?‘? sind die Reductionsconstanten der Parallelperspective.

Die dye; Verhiiltnisse 2 spielen die Rolle von Hilfsgrossen, deren
: : Gk
Beibehaltung bei der willkiirlichen Wahl der Grundconstanten bedeutende

ortheile mit gich bringt. Um tibrigens die Symmetrie unserer Formeln
zn
Wahren, getzen wir
£9) gi _1i
g Yk
wo - e
??11 Y2) y3 endliche Grissen sein mogen.
“Citschrify ¢ Mathematik u, Physik, XXI, 2, 7

il
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Da nunmehr die nean Grissen p,, p,, py, }ﬁ, }:—2, Ei‘, Wiy Mgy, Wy
e )

Funetionen der vier von einander nnabhingigen Variabeln sind, welche
die Richtung der Bildebene und der parallelen Sehstrahlen bestimmen,
so bestehen fiinf Relationen zwischen denselben. Von diesen ergeben

sich zwei direct, niimlich die Winkelrelation VII und die Gleichung

~

17271, Die drei iibrigen ergeben sich aus VIII, wenn man be-

Vo Vs "1
merkt, dass fiir 7=00: A=1 wird und wenn man an Stelle von f; iiberall
fi fi

~— gi= — p; einsetzt.* Man erhilt alsdann die drei Gleichungen:
gi gi

1t -
VIIT. 46) vy 4y =plyd + piyid — 2 pipk yiye coswy,

Wir diirfen nun vier Grundconstanten willkiirlich wihlen. Statt
zwei Grossen p; willkiivlich zu wihlen, kénnen wir auch deren Verhilt-
nisse — oder, wenn wir

47) pi=eom
setzen, die drei Grossen m; beliebig nehmen. Dabei gewithrt es bedeu-
tende Vortheile, die m; als rationale ganze Zahlen zu wihlen, —
Es sind nun folgende zwei Annahmen von besonderer Wichtigkeit:
1. wir wihlen 7, m,, my, my, my,, wy (in Uebereinstimmung
mit VII) willkiirlich;
2. wir wihlen =, my, my, ¥y, 7y 7y willkiirlich.

Die erste Annahme ist fiir die allgemeine Parallelperspective die
naturgemiisseste und fithrt zu dem Pohlke’schen Theorem, sie bietet
jedoch ungleich mehr Schwierigkeiten, als die zweite. Die zweite An-
nahme erledigt zwar wegen der Beibehaltung der Hilfsgrissen ye die
allgemeine Parallelperspective nicht so direct wie die erste, erweist sich
aber fiir die Anwendung auf Specialfille ungleich fruchtharer als jene.
Sie erfordert nur eine einfache Modification unserer centralperspectivi-
schen Resultate. Dieselbe besteht darin, dass man in den centralper-
spectivischen Formeln IX—XVIII

48) N—1
setzt und die Substitution ‘

49) fi= ﬁ Gi= DiVi= Qmiyi

[if

anbringt. Bei diesem Verfahren liefert zunichst Gleichung IX fiir o*
die Gleichung

IX'. 50) Co*—2Be*+A=0,
wo die Coefficienten %, B, € folgende Werthe haben:

* Die Substitution von y, an Stelle von g ist erlaubt, da die Gleichungen
nach g; homogen sind,
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=040+ 1 0+ ),
: 'm12 1 5}'1-{ . }'3‘? '}: ”‘22 }'24)(7’32 S ?12) ar u;su }’:!.1 (e + }'22) )
Die Un};l (W-’- Yo = %ss }’:1'3)'.+ Ya (705 5" — m iy + Ys® (2" — o2 )"
; ersuchung der Discriminante dieser Gleichung liefert die Be-
‘lngung:
X 51) e/ 2 1 + w7 > mn/ 78 e
n dile)p; Weitern gehen die Gleichungen XI, XV, XVII, XVIII iiber
olgenden :
2.2 gogadin gt
XY, 59) o5y, PP TEHPENE (84 7aY AT
2pipr itk © 2mimy piy

1

XV % 53) COSTj= —————————

Yo Vs

1 R - 1 1
3 (Dk~+}_}_t_d)j__(ﬁf+ ,P) 1 —pd)

(= "—‘l‘—""'f;'" — e ———————
l=2 1 1 1 ‘, . X
2‘//(_2+ 5 '7) (py° +/"2“+1’:;2_1)
Yi Yoo Vs
1 9 9 =1 1 1 g
om0+ (o 5a) (= )

q
b

2 5 s /( —1§ o —].';'1‘ 'L) (7‘:12 + g 4 my® — '})
XV Q 7i 14 Vi Yas @
i 55) 19 =]/§;F;_|;1192_+ pE—2= 1/5’2(7“12+”32+ ) — g #*

ischen Formeln fiir

1

lodificirt man die allgemeinen centralperspectlv

ie i J - .
I § 6 angedeunteten Specialfille and wendet alsdann auf die modi-
resultiren die

ﬁci]‘t Rl
l)ekaen Formeln die Substitutionen 48) und 49) an, so
nnten parallelperspectivischen Specialformeln. 7. B. ergeben sich

ang \ .
39) unmittelbar die Weishach’schen Formeln :

56 o 1 ] e LT e T R,
) AL g (R (— md 4 m® + ) (wd — + ).
T T
_‘_‘—‘1 Reate T
® Q)
Dars Gleichung XVIII' wurde schon von Pohlke gegeben, Vergl Pohlke,

t. Ga
- Geom., 2. Aufl., S, 115,

"‘*
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Ein Fall, in welchem die Differentialgleichung
@ (1—2)(1=ka)y” + (u+ vz + wka?) y' + (v + ' kx) ¥+ wky=0
integrirt werden kann,

Von
J. THOMAE,

Professor an der Universitit Freiburg,

Die sieben Constante enthaltende Diﬂ'erentia]g]eiclmng
1) a(l—a)(1—ka)y" 4+ (u4tvax+n ka?) y' + (v + w'ha) y + w"ky =0

ist in zwei Fillen integrirt worden, in denen die Constanten nur gzwei
Bedingungen unterworfen sind. Erstens in dem Falle, in welchem die-
selbe den mit allgemeinem Zeiger gebildeten (Liouville’schen Diffe-
rentialquotienten des Ausdrucks y
Xpur=a*(1—2)(1—rka)

zum Integral hat, der von den Herren Pochhammer und Hossen-
felder behandelt ist. Aus dem einfachen Ausdrucke

544 (JE;E’I(IH-—.'#:,F‘(I——/HU]“

(in dem & jedwede auch complexe Zahl bedeuten kann), der in diegem
Falle ein Integral der Gleichung 1) bildet, kann man leicht einige Re-
lationen zwischen contiguen Functionen herleiten. 7. B, dadurch, dass
man die Identitiit
eAl—az)t (1— ko) — o2~ (1—oW (1 — ko) =0
Emal differenzirt, erhilt man die Gleichung
L SR D R e e
SR s e s e S e
Die Lisungen der Differentialgleichung lassen sich in diesem Falle dureh
bestimmte Integrale ausdriicken.
Weiter ist die Gleichung 1) in dem Falle integrirt worden, in wel-
chem 4#=1 und utv4+mw=1(. oder k=00, v=qk, t=¢'k ist. Die
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Losungen lassen sich in diesem Falle durch bestimmte Doppelintegrale
Ausdriicken. Ich habe in den Leipziger Annalen, Bd. il 8. 437, gezeigt,
dass in diesem Falle zwischen je vier contiguen Functionen eine lineare
homogene Relation mit ganzen Coefficienten (ihnlich wie bei der Gauss-
Schen Reihe zwischen je drei contiguen Functionen) stattfindet.

Beide Fille lassen eine Verallgemeinerung zu, ohne dass die Inte-
Brabilitit geschidigt wird.

Im ersten Falle néimlich sind die Exponenten der Anfangsglieder
der qrej nach absteigenden Potenzen von Z geordneten Reihen, welche
Particuliire Lisungen und zusammen die vollstindige Losung der Diffe-
"entialgleichung sind, B, §, '+ 1, worin § und i willkiir'.l.ich sind.

€0n aber diese Exponenten f8, ', f4+n sind, und wenn n eine ganze
Zah] bedeutet, und wenn die Reihen keine logarithmischen Terme
El}thalteﬂa 80 ist die Differentialgleichung noch integrabel.® Aechnlich ist
die Veral]gemginemng' die der zweite Fall zulisst. Im Folgenden wird
D_Dch ein Fall der Integrahilitit hinzugefiigt, nimlich der, in welchem
die Gleichung 1) eine Gauss’sche Reihe und natiirlich ihre gesammte
ortsetzung als particuldres Integral enthiilt. Da man alsdann zwei
Particylspe Lssungen der Gleichung 1) besitzt, so folgt aus allgemeinen
Siitzen ey Theorie der Differentialgleichungen, dass man die Gleichung
1) VOIIStéudig integriren kénne, und es kann daher ein besonderer Werth
suf die Integration an sich nicht gelegt werden. Allein da sich dieser
8peciel]q Fall zum allgemeinen gerade 80 verhilt, wie die specie.]le
"8U88"sche Reihe (1, b, ¢, ¢) zur allgemeinen F(q, b, ¢, x), und da s.:..ch
'¢ Bigengchaften der allgemeinen in denen der speciellen fast ungetriibt
8piegeln, 5o scheint es keine iiberfliissige Arbeit zu sein, die Integrale
dor Glfﬁchung 1) fiir den besprochenen beschrinkten Fall zusammenzu-
st‘ellen) was hier im Art. Il geschieht. Vielleicht dass einiges Licht.aus
‘%360 Formeln auf die Eigenschaften der Integrale der allgemeinen
Gleichung 1) gine, A
endet man auf die drei erwihnten Fille der Integrf"b‘.htéit dfe
®thode der Differentiation mit beliebigem Zeiger an, 80 blele:n die
®schrinkengden Bedingungen unberiihrt and es werden daher die Re-
*Wltato durch diese Methode micht verallgemeinert. g
. Biniges iiber die allgemeine Differentialgleichung 1) und die Be-
%lchnung ibrer Integrale wird in Art. I vorausgeschickt. Der Uni‘:er-
Suchung geg Zusammenhanges der Zweige der behandelten Function

We . . 3 % .
1de jch eine Fortsetzung dieses Aufsatzes spiiter widmen.

k“‘“——l_g

% _* Man gelangt nimlich durch (— g')-malige Diﬂ'erent‘in,tion- zu der von mir
dieser Zeitschrift, Bd, XI1X S. 278, behandelten Differentialgleichung.
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I

Das Interesse, welches die Differentialgleichung 1) bietet, besteht

hauptsichlich darin, dass sie fiir ®”"=0, y"=n in die Gleichung

2) a(l—2a)(1—ka)y"+(wtvae+twka®) '+ (x4 n'ka) n=10
ibergeht, welche die natiirlichste Verallgemeinerung der die Gauss-
schen Reihen definirenden Differentialgleichung [die fiir A=0 aus 2)
entspringt] ist. Die Integration der letzten Gleichung wiirde die der
Gleichung 1) in unmittelbarem Gefolge haben, wenn man auf das In-
tegral derselben die Methode der Differentiation mit beliebigem Zeiger
anwendete.™ Allein wir besitzen ebenso wenig Mittel, die Gleichung 2)
zu integriren, als deren vorhanden sind, das Integral der Gleichung 1)
aufzustellen, und es scheint gerathen, die Untersuchung der Gleichung
1) vor der der Gleichung 2) in die Hand zu nehmen, obgleich jene ein-
facher scheint, weil eine nicht unwichtige Eigenschaft, die den Integralen
von 1) zukommt, denen der speciellen Gleichung 2) abgeht, niimlich die
weiter unten durch die Gleichung 3) ausgesprochene Eigenschaft, dass
ihre Losungen zugleich Losungen einer Recnrsionsformel sind,

Integrirt man eine Differentialgleichung durch eine nach Potenzen
von & —a geordnete Reihe, deren Exponenten um eine Einheit auf-
steigen, so soll diese Reihe ein Integral im Punkte « genannt
werden; wenn hingegen die IExponenten um eine Einheit abnehmen,
so soll die Reihe ein Integral im Punkte oo genannt werden, was
auch « sein mag.

Die Differentialgleichung 1) besitzt nun drei particulire Integrale im
Punkte Null. Zwei davon sind einéndrig und ihre Entwickelung kann
mit der 0'" Potenz von # beginnen. Sie sollen mit 0%°(a), 0% ()
bezeichnet werden, und es darf

0%0 (@) 0% (0) — Qo,n’(m) QO’U(U)

nicht identisch Null sein, wenn die Integrale voneinander unabhéngig
gein sollen. Das dritte particulire Integral beginnt mit der o = (2—=u)te"
Potenz von @ und soll mit 0%%(«) bezeichnet werden. Ebenso giebt es
je drei particulire Integrale im Punkte 1 und im Punkte 1:% Zwel
der ersten sind einindrig und ihre Entwickelung kann mit der (' Po-
tenz von 1—a beginnen, Sie sollen mit 0%%(x), 0% (x) begeichnet
werden. Die Entwickelung des dritten beginnt mit der 7'*" Potenz
wenn p durch die Gleichung

v=y+a—~4—k(y4+nw—2)
bestimmt ist. HEs werde mit 0L7(x) bezeichnet. Die drei Integrale im
Punkte 1:% werden in analoger Weise mit 0':5 0 (a), Qb 0(g) Ok, 9 ()

* Man vergl, Gottinger Nachrichten von 1874, S. 249,
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bezeichnet, und es wird &, der niedrigste Exponent der Entwickelung
des nicht einindrigen Integrals, nach Potenzen von (1— k) durch die
Gleichung
v=—8—nw+2+k(dte—4)

bestimmt, Integrirt man endlich die Differentialgleichung 1) durch
Reihen, welche nach absteigenden Potenzen von & —d geordnet sind, 8o
findet man drei particulire Integrale im Punkte oo, deren hochste Ex-
Ponenten bez. g8, f, B” sind. Die Integrale gelbst mogen mit %8 (z),
0%.F(x), 0®-F’(x) bezeichnet werden. Die Grossen f, f, B~ ergeben
sich aus den Gleichungen

w=B4f4p'+3, w=Ppp+FF+F B+t F+p+1, n'=ppp"
Zwischen den Grossen o, B, B B 1 0, weleche die Exponenten
der Gleichung 1) oder die Exponenten der particulidren In-
tegrale in den Punkten 0, o, 1, 1:% heigsen, besteht die
Gleichung

aB+p+F+r+o=3.

Durch gie Exponenten und die Grosse k sind die Coefficienten in 1)
bicht alle bestimmt, sondern die Gleichung hiingt noch von einer will-
kiirlichen Grosse 7 ab; wir wollen deshalb das allgemeine Integral mit

0y ij ) k
0 (y‘ g, f)
ly’ ﬁ”, x

beZeiclmen, wenn eine Angabe der Exponenten und der Griosse T nothig
8%, sonst nur mit 0 (). i
Differenziren wir die Gleichung 1) nmsh a0 PR
" [ 2 s
3) a(l—ax)(1—ka)y"u+ (Un+ tad T o) e

: + (Tn + #n k) y’ﬂ s whﬂ kyn= 0,
Worin

o
At e ol At
Up=u-+n, va=v—2n(14%), w, =n+ 31,
th=1+4uv —n(n—1)(1+%), n",,:::n"+2nw+3ﬂ£n—-l)."
w'rn=7if”+nw'+n(n—1jru+31(?2—*1)(r?~2) =(ﬁ+")(ﬁ+")(ﬁ +n)

“W setzen ist. Das allgemeine Integral dieser (leichung ist

= Yn+1 etc.,

a—n, B +n, Fk :
Yan= 0y (x)=10 (}r—n, B 4n, r+vn——n(n-#1)(] +5) ],
d—n, f'4n,

Worin

=1 k(e =rte—d— k(y+B+E+E+D
5 74+a—4 +lc(6+a~—4):y+a——4+k(6+nr—4)

l&t. Lésst man hierin fiir » jedwede Zahl zu, so kann man eine der
0ssen ¢ —n, y—n, § —n der Null gleich machen, fi welchen Fall
b
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das Integral 0 im Allgemeinen logarithmische Bestandtheile erhalten
wird, oder man kann eine der Grissen B4z, f4+n, "4 n gleich Null
machen, in welchem Falle die Gleichung 1) die Form 2) in Bezug auf
Y= annimmt, weil dann 2" gleich Null wird.* Endlich kann man
auch noch die Grisse 7, der Null gleich machen, wodurch jedoch die
Integration ebenso wenig erleichtert wird.

Da der Differentialquotient einer Function (0 wieder eine Function
0 mit abgedinderten Exponenten und abgeindertem z ist, so kann man
die Gleichung 3) als eine Recursionsformel ansehen, welche zur Defini-
tion der Function () ebenso tauglich und daher fiir sie beinahe ebenso
wichtig ist, als die Differentialgleichung, Oder man kann sie auch als
eine Relation zwischen contiguen Functionen ansehen, wenn dieser Be-
griff in demselben Sinne wie bei der Gauss’schen Reihe gefasst wird.
Setzt man fiir ¥n, ¥'us ¥ ns ¥ 'n bez. einen einzelnen Zweig der Funectio-
nen Opn (), @nti1 (@), Ont2(2), Onys(@) in 3) ein, so muss man noch auf
den constanten Factor achten, welchen man den Zweigen der Function
zuertheilen muss. Geniigt 0, (x) der Gleichung 3) nur als einer Differen-
tialgleichung, so kénnte jeder Lisung ein willkiirlicher Factor beigelegt
werden, Aber nicht jede Lisung der Differentialgleichung ist eine Lisung

: 7 5 d T
der Recursionsformel, sondern nur eine solche, in der fg(—) Ont1(2)

da
ist, d. h. eine Lisung, in welcher durch Verwandlung von n in n <4 1

10, (2
aus 0, die Grosse % hervorgeht. Setzt man fir 0, (z) irgend

einen der mehréndrigen Zweige 0% *—"(z), 0%:f+n(z), % f+n(a), ..,

Ql'kd—n(x), g0 wird die Gleichung 3) als Recursionsformel erfiillt, wenn
man annimmt, dass

[ o= Qhe(w) = Ko,a: T(e), MM 1) (1—) 700 (2) = erin iy .,

=0 =1

lim ﬂ'(ﬁ) (l—fcx)"'"k" oLk "(m) — odim ](.:.-k, oo

=1k
1) i b 008 () = BFI7 TL(B—1) Ky,
Jim off 02F (@) = B L\ F'—1) Kan 1,
Jim o g2F () = BF I I (B"— 1) Ko,

sei, und wenn Ko g4, ... K g solche Functionen der Exponenten und
von 7 sind, dass sie ungedindert bleiben, wenn a, y, § in a—n, y—n,

* Eine Untersuchung des Integrals der Gleichung 2) ist von Herm A. Schon-
dorf in einem Aufsatze ,Ueber eine Minimalfliche*, Gottingen 1868, angestellt.
Durch einen Irrthum (8. 49) in der Constantenabzihlung gelangt Herr Schondorf

zn dem unrichtigen Resultate, dass das Integral durch die Exponenten und % bis
auf zwei willkiirliche Constante bestimmt sei.
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0—n und B, B, B” in B+4n, f'4n, B+ n und 7 in 7, fir ein ganzes
" tbergehen, Diese Annahme soll fernerhin immer gemacht werden und
die & sollen simmtlich gleich Eins gesetzt werden.
Will man aber die in den Punkten 0, 1, 1:k einéindrigen Integrale
00 (=), 0%%(x), 010(x), ... in 3) einsetzen, so ist zu beachten, dass
jede von diesen Functionen als Lésung der Differentialgleichung zwei
Willkiirliche Constante enthiilt, niimlich 0, (0) und @2(0) oder Qn(1)
und 0, (1), oder 0,(1:%) und 0'4(1:%) (wenn der an 0 oben angehiingte
trich die einmalige Differentiation nach @ andeutet). Damit diese
F‘lnctionen aber zugleich Lisungen der Recursionsformel seien, miissen
die willkiirlichen Constanten so bestimmt werden, dass die Gleichungen

55.-) Qrt+'2(0) Uy + Qn+1(0) Tn + 011(0) W”nk= 0,

5b) Onys(1) (tntvn+420) + Onyp1(1) (tnd-1'nk) + 0a (1) 2wk =0,
90) Onya(1: k) (tn k400 +0) + Oupt (1:K) (ta + 0'n k) + On (1:4) 0 nk = 0
befriedigt gind. Die Constanten der Zweige 0%0 (), Q?;“'(a:) sollen des-
halh fernerhin so bestimmt werden, dass 03°(0) und Qg=‘}'(0) zwel von-

®inander unabhiingige Lésungen der Gleichung 5a) sind. Der Coeffi-
clent von ¢ in diesen Zweigen ist dann durch die Bedingung bestimmt,
dass er peg. gleich 009 (0), Qﬂ’_‘l’_' (0) sein muss., Ebenso sollen 0L (1),
O::'O’(I) zwei unabhiingige Lisungen von 5b), 0Lk 0(1:%), Ok"‘v"'(l::’c)
“Wei unabhiingige Lisungen von 5e¢) sein. Dadurch sind diese Zweige
8 auf einen willkiirlichen Factor, der ungedndert bleibt, wenn n in
"+1 ibergeht, bestimmt. Setzen wir daher

o= (3 ) 0043 3) 0+ 3 v

B (0 ) e+ (b oo+ (1) o
=(o )@+ () ) e + () o) 028,
®i@)= (o’ o) 0@ + (37 ) 0@ + (37 ) 0@
W ey oy o
G Doy Bhrros(y Herreo
Oe@)= (" p)o@+(2 3) 0@ +(0 ) oo
Be) (g: 1{1)’5) Q]"’"o(.’c) +(2: 101’15) 0‘-‘"=“’(:r)+(2: la:k) Ql:k-"(.r)
()t +( g)rvmC ) mre.




|
I

106 Ueber eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung.

so miissen die Coefficienten (0’ l) ---(0' cn') nicht blos unabhingig
(050 e, B

von « sein, sondern auch ungeindert bleiben, wenn «, y, 0 in a—n,
f—n, 6 —n, wenn Bhias g7 in B+n, f4n, "4 n, und wenn 7 in
7, fiir ein ganzzahliges n iibergehen.

Man kann in der Gleichung 1) fiir die Unabhiingige durch einige
Substitutionen neue Veriinderliche einfiihren, durch welche die Form
dieser Gleichung nicht wesentlich geiindert wird. Setzt man ndmlich

i x=ka, de=dx, :k,

£Fyv iy

v=[1—(1=k)x,]: k, 2= (1—ka):(1—Fk), de= (l——l-)fl.1'2,

“ :—:]—(lﬂjl;_).r“, &g =1 —.1:)'.(] —}5), (1.1':—4(1-—%) dxys

go erhilt man die drei Differentialgleichungen

; £ i : a3y ( d?y w dy
mwl =) (1— 7o) et (et Faty )r1112+(}f+ﬁ“i)ﬂg
w 0
+_/|.'—y— )
; : o® k d?y
7y (1~ ) [1-(1-1) 7,] — [“ +”+” (w42 w)ay+m(1-k)e, } y
Tb) !1 fr

+(-(+ m') +n(1-h) 3, T“’ +n"(1-k)y =0,

Bk 1 Py [utviwk (v el d*y
.I‘:;(]—.l;!)[] ﬂ(] - ;‘..)]‘r'-"[]}r?+ [ ERRBL: ( 4 21::) Tyt (1-—) 3 jln‘r
o 5. E !I S I d.’l
o + (/.“")” (1-3)= ]z
i 1
+w (l# % y=0.

Hieraus ergeben sich die Gleichungen

(e B / ;
0 ( B r)— 0 (a', g r-.ff) i gfhe Barneh)
\0, ﬁ”, = : T, 1 — k (

1—k
1
72 B s l_f
8) , 3 0B, 1:(1—k) O
=014, ;3,4(?4—»?') =0 «, ﬁ',{/.‘—l)(rw’rw'))
W g hoy cidrked

vy By ki(k=1)
== (n, f:}’, (‘E+/b"k}1 (1 ﬁ!&))
(j) ﬁ") 1-x
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: Die beiden letzten Gleichungen sind durch Anwendung der ersten
E auf die zweite und dritte erhalten. Dass die Grissen §, §/, p” in einer
i 0-Function unter sich vertauscht werden konnen, ohne dass sie sich
i dndert, ist evident.

Will man die Gleichung 1) mittels der Methode der unbestimmten
Coefficienten integriven, so bringt man dieselbe durch die Substitution

g lendy ay 1 dty 1 dy
rI_:,L € d l{;J—: ' odat o my 22 Ediga’
_/ 1 dy Bandary 2 dy

dad” ad dlga, T at dlga? o dlgx

mit Vortheil auf die Form

d2
(1—r)(1—ka) K+[u—sJ]-(w-;-3-|r,-;n)m.4-(;3+3.|—;3 Yk 3{7/7,%2

9) :

\ +[2—u+(r—v--2-—2/.'):1:+ B+ BB+ ) e %) dllf,{‘r

| +BBB katy =0

oder, wenn man die Gleichung 7c¢) transformirt, diese auf die Form

s 1y, ] (1-1) o
(1—.13)[1-(1—1-)_ ]rth + 666" (1— ) =y

; J 4 [—‘r—l SE (y+d~l — (1 ﬂf) O+ p+p+p"— 2)) T,
ool

i (1 (5 + o0+ Q=0 B+6)+1- 5

+ (BF+ BB+ B'P) (1 - ]I)“v] Ly L (.

d lg g

Setzt man in 9) die nach auf- oder absteigenden Potenzen von &
geordnete Reihe
Za, z?
fiir ¥ ein, so findet man, dass a, die Recursionsformel
tnga(n+2) + (u—=3)(n+27* + 2—u)(n+2)
10) — tp i [+ 1P L+ K) — (v 4+ 34+34)(n+ 1)+ (o 4+242k—7)(n+1)]
+ an ke (n+B) (n—}—ﬁ’) (n+p")=0

oder, wenn man mit dem Euler’schen Integral II(n) multiplicirt, die

Recursionsformel
(@42 I (n+2) (n+2— )] + [an T (2)] & (n+B) (2 +") (n+B7)
102)  —(a,4, Z(n4+1)][(n+12(1+K) — (0+343%) (2 41)

— 404242k =0
befriedigen muss. Diese Gleichung stimmt genan mit 5a) iiberein, wenn
Wan dort uy [I(n) fiir Qn(0) setat.
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Setzt man ebenso die Reihe
Zegag®

in 9a) ein, so ergiebt sich fiir ¢, die Recursionsformel L
[enq 2 I (n42) }(n-}—?-y)—f—((‘,,H(n)|(1—— )(n-{-(} (n4-B) (n4 ")
—[c,,_HH?r-i-l)}[(n-}—lf(l-}-]—z)
10b)

—(y+6—1+ (1 - L)(a+r~1))(r'+l)

t+2

s el iy v By +y]—0

Soviel iiber die allgemeine Function.

146

il Wir wenden uns nun zu einem speciellen Falle, in welchem die
Recursionsformeln 10) und 10a) vollstindig integrirt werden kénnen,
némlich wenn die Constanten in denselben die beiden Bedingungen

il erfiillen
o]t} a4p'=2
i (e—1)2(144)— (v4+-34+34) (a—1) + v—v 4+ 2424 =0
oder
11a) = (a—2)[(y+p+F)+1—7],

in welechem Falle 10a) die Form annimmt

ay o I (n42) — aypy H(n41) [(n41)(14k) 4+ (ﬁ+l3'+y— 1)k—y]

| 12) + an I (n) k (n+) (n+ ) = 0

; oder Tt 1) :

; @nt2 I (n+2) N8 b o i L

ﬁ‘w—-l—ﬂTl-)"( +8+1) T (n+B) [(n4-B+1) (144)

| 128) +h(+F—1)—y—g]

| +__([£I_I_{_”)_k(n+ﬁ')—0

; Ho(n4p—1) T

| Auf dieselbe Recursionsformel fiihrt aber die Integration der Diffe-
i‘ rentialgleichung

g 13) (1—a) 1——]:;1:) T — 14+ ((B+F+y—1)k—p)x—(B+48) fcr"‘]

—|—]rﬁﬁ 2’y =0,
mithin sind ihre Integrale zugleich Integrale der Gleichung 1), wenn
deren Constante durch die Gleichungen 11) und 11a) beschriinkt sind.
Die allgemeine Lésung der Gleichung 13) ist in Riemann’s Bezeich-

nung

| T ) [ e

I b ] b} ; 6 l ]_ﬁ

i 14) y=P(r, B, o, a») Pg g 0, rE':— 11:))'
0, 8, 0,
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Zwei allgemeine Losungen der Recursionsformel 12) sind *
1

_‘j!l]-(n+ﬁ_1) n4f— s :( = S)_-y—p’
S mny o) el gt

15) 0

1
_’_’_1?(_’["1;*('%7_9 g [;" +A—1 (1 —5)—1—F(1 —ks)——F'ds,

1
—-EE(_____E:_IE —— —ey—d—=f (1 — —y— 3.
ni= Ti(—=7—=h) sl —)=9=F(1—ks)—7r—F ds
15&) 0 4
BIl(—n—1) % ‘“n_ St ( s)-—d-—ﬁ'
+mk.js B(1—s)y—r—8 1----E ds,

Worin 4, 4" Constante oder vielmehr periodische Functionen bedeuten,
die ungeiindert bleiben, wenn man n um eine ganze Zahl #ndert. Die
hier yorkommenden bestimmten Integrale sollen der Reihe nach mit

J"+ﬁ"~l(,l), H +8=1(k), J—"—F(k), H—“-ﬂ(}lz) zur Abkiirzung be-
T

zeichnet werden. In den Integralen soll fiir negative reelle & der Fac-
tor (1—ks)~r=F oder (1—ks)~%—F, wenn die Exponenten reell sind,
s\—9-F gN=T=p
reell genommen werden, ebenso (1 *E) und (I—I) . Fiir
andere Werthe von & sind die Werthe dieser Factoren durch stetige
Fﬂl‘tsetzung, nicht iiber eine von 0 iiber 1 nach o gezogene gerade
Linie hinweg, in der ganzen k-Ebene bestimmt Was die Brauchbarkeit
dieser Integrale betrifft, so ist sie nur dadurch beschrinkt, dass n+4-f'—1,
—~Y—f#, —n—p, —3—p nicht ganze negative Zahlen sein diirfen,
Wenn man die bestimmten Integrale in der Weise definirt, wie ich es in
dieser Zeitschrift XIV, 8. 52, gethan habe.
Es ist nothig, die Determinanten

J"+ﬂ’—-1(1),k"+ﬁ'—1ﬂn+ﬁ’n—l(k)i J=n—8(k), !c"+ﬁ[i"‘—ﬁ(~1,;)

J’”rﬁ'(%), kn+# HoE () | J=n—B=1(k), /c"+ﬁ+‘H""—ﬁ—'(%)

einfacher ausdriicken, was durch zwei verschiedene Methoden geschehen
kann, Die erste dieser Determinanten soll mit A,, die zweite mit Dy

bezeichnet werden. Es sind Jo+#—! (%_)1 knt#—1 gn+F—1(k) Losungen

der Recursionsformel

* Man vergl. Bd. XIV dieser Zeitschrift, S. 350flgg.
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bya (14 B—1) = ugs [0+ 1) (1K) + Ky +F—1) — y—B] |
B + lLk(n+p)=0, 1

woraus folgt™

._/fn:._/f,,,H=n+ﬁ—|-]:/'.'(Jl—l-ﬁ'), ;‘T,,L'lfﬂ—}-ﬁ’)*-d,,{,](’-’-{-ﬁ«{-]]:l). l
Die Losung dieser Recursionsformol ist li

@(n) k"I (n4 ﬁ’~— 1)
Hntf)

worin @ (n) eine periodische Function von # ist. Hieraus ergiebt sich,

A=

wenn m eine ganze Zahl ist,
H(H—}—m-’f-ﬁ) Antm

- = H
"+"*Hu.v+m+-,’3' 1) P

@ (n) I (n4m—0) ]f(n—i— m ,—7)

1[(—)——3) lI(—(}—ﬁ)IILrt+1r1+3J IJ(HJ‘-JH J—l) :
F(y-}-{ ,ndm+p, ndm—o41, ), KF=V'F(@0+F', ndm+F, ndm—y+1, ”:

kP ﬂ-—m-l-ﬁ') Rt ; o il
rr-!-na—_*Il_ F(0+f", n+m+p+1, n+m—y+2, k)

q1rn+nﬂ:—

1
o (y+{3, ntm+-B+1, n+m-0+2, ;'.")’

Will man nun zur Auswerthung dieser Determinante die G auss’schen
Reihen benutzen, so muss man fiir einen Augenblick 4 auf Werthe be-
schrinken, deren absoluter Betrag 1 ist, also auf eine Linie. Wenn
dann noch. der reelle Theil von f# grisser als der von ' vorausgesetzt "N
wird, so convergiren alle vorkommenden Reihen, was auch m oder n
sein mag. Gehen wir nun mit m zur Grenze Unendlich tiber, so erhal-

| =Fi=f )

| (] ﬁ/‘n) , =1 (1= k)9
qj(}.l): 1](-—‘-(‘*{3‘) 1’1(_}}——;3‘) ll —y—f

(1——_) MLk I—F

= — (= 1) 1=F TI(— 85— ') Il (—y— ) kv HB+F=1(1 = )i~

also 1st

ten wir

(1y=r=F kb2 (-~ H(n 1) T (~y- ) (=3-F)
I (n+p)

Um den Werth von (—1)—¥—F zu finden, setzen wir in dem ur-
spriinglichen Ausdrucke fiir , durch bestimmte Integrale einen sehr
kleinen, negativ reellen Werth fiir #. Dann nehmen die Integmle
HrHF—1(k), HP+F (k) fiir verschwindende & bez. die Grenzwerthe
Hnkf—1) H(—y—f)  H(n+p) [(—y—p)

H(n—y, 5 On—y+1)

dp=—-

* Man vergl. meine Antrittsschrift: ,,Ueber eine Function, welche einer linearen
Differential - und Diﬂ‘erenzungleichung vierter Ordnung Gentige leistet', Halle bei
L. Nebert, 18756
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. ’ (1 :
an. Ferner nehmen !.-'—T—f".]"‘i'f‘—‘(%), et it il (i_) bez. die
Grenzwerthe an

e ITn =y 1) (=0 ,6‘n 1’"(7+F)’” I rw—;)H(—b—{j}

e e SRS ;

H(n4p—1) ; O(n+p)
also ist fiir ein verschwindendes %
(Con V) ar— Fﬂ(rr-i-ﬁ—l Hn(—dé—p )I'I__(_:y_:@_'_)

II(n+p)
e~ 0t [I(n—y+1) I(—8—6) H(n4p—1) m—;—ﬁ')
3 ' B R SR “I(n—7y) ’
& e HRIin I (n—y) 1(—3—F) k (n4p) Mi—y—B) |
H(n+p) ’ Hn—y+1) . |
_ e R it (a4 f—1) U (—y—f) I (—0—§)
B CHI(n+P)

und demnach

(—1)"7—F = e—tr+p)in,
So ist endlich
16) 4 ey HB)mgntytFEt (1-k)EF [1(n+B-1) T(-0-F) I~y - ()

I (n+p) i

. 1
Hieraus geht £, hervor, wenn man —#n — 8 — B’ statt », T statt / setzt
und das Vorzeichen umkehrt, so dass sich ergiebt

17y Ot (LA T(-n=f-1) I(-3-F) TT(~1-F)

< S ' -n-p)

Ein anderes Mittel zur Auswerthung dieser Determinanten hat man
Noch, wenn man die Integrale als Losungen einer Differentialgleichung
ZWeiter Ordnung ansieht.

Soll nun in dem Integrale y = Za,a™ die Entwickelung aufsteigend
mit der ¢'*® Potenz beginnen, so” kann dg, der Coefficient von a®, will-
kiirlich gewiihlt werden, weil fir n=« der Coefficient von 2¢ in der
die Bedingung 12) liefernden Gleichung von selbst verschwindet. Der
Coefficient von gyt aber muss so bestimmt werden, dass

oty H(a+41) —ag O(e) [ae—y+(B+ B+ety—1)k]
Verschwindet, was dann stattfindet, wenn man in 15) die Constanten
4, 4 50 bestimmt, dass ¢y, verschwindet, also dann, wenn man
w1 L : e
18) o, elr+8')i I (1 - f~1) kZav-BF (1 I.P"ﬁifi_'-ﬁ l(E)’ Jen+g A fntf :(!c)‘i
Ho+p=2 H-5-F) Ty =F) 0| jutp (1) ka2 o2 ) |
\ "" |
Setzt.  Dann ist @, gleich Bins, dividirt durch II(w). Hieraus ergiebt
Sich nun fijr Qoo (x) die Darstellung
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A A
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19) e, 00 (o) = |
1 1 : !
f;“*‘ﬁ""’(]-s)“f'ﬁ'(l-ks)""ﬁ'da;js“""("" (l-s)'d'ﬂ’(l—:‘:) ?f'!?l,a+ﬁ,a+l,rs) ds l
0 0 !

1 1

, 1€ ; s %6
_];/]sa+f" -?(1.3)-0-{5"(1-;) f dsj;ui-ﬁ -1 (1_3)-7-{5’(1“:}) F(1, 0+f, a+1, kes) ds
[ L,
0 0

=0T oy FF (1K) -F T (a+B-2) T (~y-B) L (~0-B): I (a4p~1)
Einfacher gestalten sich die Integrale 0%°(x), Q%% (x), weil jede der

beiden Losungen der Recursionsformel 12), die unter 15) verzeichnet

sind, die Eigenschaft hat, fiir n=—1 zu verschwinden. So hat man

1 |
19a) 0"(x) = II(B— I)Jsﬁ’-"(l—.f)""‘ﬁ’ (1 —-f;-)“’_ﬁ (1—zs)~Fds, |
0

1 {

!

19b) 0"Y(z)=II(f—1) kﬁ'—ifeﬂ'—](l—s)—f“ﬁ'(l —k .?)‘J-ﬁ'(l—:t:/cs)—ﬁ as. "

0 L

Differenzirt man diese Ausdriicke nach x, so erhilt man dasselbe, als

wenn man «, y, 0 in e—1, y—1, d—1 und 8, £, f" in 41, g+1,

8“4 1 verwandelt; der n'e Differentialquotient (,(x) aber geniigt der

Recursionsformel 10a), wenn man Qn(x) fiir a, II(n) setzt, so dass also

die Constanten in diesen Zweigen den friiheren Bestimmungen gemiss
sind.

Integrirt man die Differentialgleichung durch absteigende Reihen, so .
beginnt die Entwickelung des einen Integrals mit der — g7'en Potenz, b
und man muss die Coefficienten B, B  in 15a) so einrichten, dass g |
verschwindet. Demnach hat man fiir @, zu setzen t
o eUTFHE i Ay (1 — =P TI("—B) IT(—n—1)
2 I(—§—f) I(—y—F) I (—n—p)

20) J-n—A(k), wwf—n—ﬂ(l)
X i

JB==1(k), W—F+1 gp—p=1 }_)

(8

Hieraus entspringt filr 0%:#"(x) die Darstellung

21) 0 () =
/ 1 .
KB+ B~ (}{)L/ s (1-5) 08" (1-ks)vF F (1, B, B"-p+1, _;;) ds
0
1
v o $YOP B s
~kf JE—B—1(k) [ 887 (1-5) 16" (1"/1?) F\1, 8, B"-B+1, ]_) ds
(X4
0

o =R =T (T Ay F T~ 5~ F) Ty —F): HE—1)
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Die beiden anderen zum Punkte oo gehirigen Zweige 0% ‘P,
U%:F(x) sind Gauss'sche Reihen. Nimlich

—1
212) (%4 () = I(B—1) (1 —a)—F F(ﬂw/+ﬁ.ﬁfﬁ+ ,J_——).

211b) {jm.rf'(.fr)z11(,9'_1)(1—.r)'-f"1*‘({ y+6,8—B+1, —“—%)

Um die Funetion @ nach Potenzen von 1—a zu entwickeln,
kann man
3 (]—a‘)"}:"

e ARG, . 7
Y= &ty ———— =Xl ¥,

(=1

8etzen und erhdlt so fiir ¢, die Recursionsformel 10b), welche infolge
der Bedingungen 11) und 11a) die Gestalt annimmt

5 | ;
Cngo H(n+2) (n42—y) + ¢, () (l— /—) (n4-2—a) (n48) (n4-58)

(

22) “w-+1H(~+I)[(1+1— 5.-')(n+1‘>"’~3o+~1
+ety-1) (1= oo+ 488+ (1-7) 5 @-1)] =0,

Diegea Gleichung besitzt die particulire Lisung

II(n+4p—1) H[H-f—{i—l)
g n) Li(n—y)

Kennt man aber von einer Recursionsformel zweiter Ordnung

2:{) f'ﬂ

24) Pyt Va1 Fyan=10

ting Lisung o'y, so erhiilt man leicht die zweite durch eine einfache
Sllmmatmn, wenn man a, = d,p, setzt. Durch Combination der beiden
Gl(‘lchungpn
QanyoOnyo+ ¥ “'rrl 1Qnp1 + AT non =05
Rty ’ 2
‘p’?’n'}"! Pn 41 + Y n410n41 ar K n Caciidiss 0
erhiilt man die neue
Punt2(0ng2—0nt1) — 2@a(0nt1—0a) =0,
die i Bezug auf die Differenz gn.4.1—0n= 4o, linear ist. Hat man hier-
Aus Ao, gefunden, so ist dann die Losung von 24)
O =t i 2o
Im vorliegenden Falle ist von der Recursionsformel zweiter Ordnung
22) die particuldre Lésung

7 ”(n—!—{)’#])}I['r_l—}—f)j’-kl)
g II(n) fI(n—y)
Zeitachrift £. Mathematik u, Physik XXI, 2, 3
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bekannt und man hat, wenn das Integral gleich ¢'non gesetst wird, fiir
don die Gleichung

(n+p+1)(n+ 3-}—1)/10,,“——(1——1)[1.-—{—2 a)(n+1—9y)do, =0, i

woraus folgt

SR (I )” I](.n—} I(n+41 —a)
e k) — H(n+p) Hn+ B)

und hieraus

1 |
A N el e e Dl
2 k 1
: : i ( [ ) 56
[ k
0

(1]
also
26) Cn = (”ngn o
(11 i) TnkB-1) o
\‘54’7() [(n4p-1) I (n4-p~1) 3 d-‘.".«' dg s'¥ gn+1-a 11--«.\'}?"1'1”"1 (1= gle+p-!
() =y : 5 ' ;
Wae=p | e

Somit findet man fiir die drei Zweige der Function 0 im Punkte Eins
die Ausdriicke

'_)TJ l:)l"“ L"t) o 1[(;) 71[)[1(,[_ .7._]-’ ‘.'1‘ S f[(l s /U a li 13 .:,'. l_]_—i'J\iJJ ]
“ u‘:l ( 1-5)d+ ﬂ"(\]_”—',l a-f

1
] 4 L 14 \— '
e -—.v)"if"-rf(l i 1’ ) ¢) ds
o R el e i f
27a) OH™( (A l')" Hiﬁi]lﬂ {31 ¢
0
1
Y ( }.'(J—— x) ==
s—F ""[1 — )~ F ( 1— o .\') ds
2 U el = (o = 1)1 f = TR e e

L3
0

Im Punkte 1:4 hat man die drei Ausdriicke

28) (' kO (2) = (g-1) m(p-1) /A/IMN c"*F (B, §, 1-4, (1~f1 ) s3}

edin IT(=3) (1-%) sa]( 1-«)%1 —oyrad
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PP P BN e PP PP P s AP PPN PP PPN, NPT P PPN

CLr b Dt rrn s

1
& 1—Fkx \—F
g _1 2 7J_ﬂ( )

sf 7(1 s) 1 .

2 0 — s e N e T
8a) Quu(m)__(ﬂ——lj"’ =P H{—i=F) ;

0
1

e o
s=F=y (1 —s)F (1 glue \‘) ds

11—k

28 )k, iz ’E‘?'_.l 4 A e e R e
) 09 (a) = ) (=) H—y—F)

’l'

0
Hiermit ist fiir jeden Zweig in den Punkten 0, o, 1, 1:%& wenig-
stens eine Form der Darstellung aufgestellt. Hs lassen dieselben, wie
man leicht sieht, eine grosse Menge anderer Formen zu, von denen
man einige durch blosse Buchstabenvertauschungen, nimlich durch Ver-
tauschung von f und § erbalten kann. Dann miissen jedoch bei einigen

- die constanten Factoren neu bestimmt werden, wenn sie den fiir sie

festgestellten Bedingungen gemiiss sein sollen.

8’1‘\-




VIL.

Ueber die Grundhypothese der Molecularmechanik,

Von
W. GosSIEWSKI

in Warschau.

In der bisherigen Behandlung von Problemen der Molecularmecha-
nik nimmt man, von der Atomtheorie ausgehend,. an, dass das Differen-
ziiren und Integriren iiber den vom Kéorper erfiillten Raum zulissig sei,
ohne aber im Voraus zu entscheiden, ob ein derartiges Verfahren nicht
mit dem Wesen der Theorie in directem Widerspruch stehe.

Zur Beseitigung dieser Unklarheit liesse sich folgende I'rage stellen:
Welchen Bedingungen muss ein Kirper, als System mate-
rieller Punkte betrachtet, geniigen, damit bei der Bestim-
mung der Gleichgewichts- oder Bewegungsglcichungeu es
moglich wiire, iiber den von ihm erfiillten Raum zu differen-
ziiren und zu integriren oder, was aunf dasselbe hinaus-
kommt, damit es moglich wire, ihn durch eine continuir-
liche Materie zu ersetzen?

Die Resultate der LUsung dieser Frage, die den Inhalt der vorlie-
genden Schrift bilden, diirften bei Aufstellung von Hypothesen iiber die
Structur der Materie, sobald nur das Dlﬂoxenzmen und Integriren iiber
den von ihr eingenommenen Raum zugelassen wird, nicht unberiicksich-
tigt bleiben. Hieraus diirfte auch der Titel, den ich meiner Arbeit ge-
geben, motivirt erscheinen.

Das bekannte d’Alembert’sche Princip, nach welchem man jeder-
zeit von den Gleichgewichtsgleichungen zu denen der Bewegung iiber-
gehen kann, erlaubt uns, diese Untersuchung auf den Fall des Gleich-
gewichts zu beschrinken.

Ll ;
Denken wir uns einen continunirlichen und starren Kérper mit
der Oberfliche @ und einer Dichtigkeit ¢. Beziehen wir diesen Korper
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auf ein im Raume unverinderliches rechtwinkliges Coordinatensystem,
und es seien 2, y, z die Coordinaten eines seiner Punkte M. Es
seien X, ¥, Z, die auf dieselben Axen bezogenen Componenten der
auf die Masseneinheit des Elements odx dydz wirkenden Krifte. KEs
Werde ferner angenommen, dass ¢ und X,, ¥;, Z, continuirliche Funec-
tionen yon =, y, z sind. Schliesslich mogen noch auf die Oberfliche
des Korpers Druckkrifte wirken, deren Componenten fiir die Einheit
des Fliclienelements dow X, ¥, Z seien,

Befinden sich nun diese siimmtlichen Krifte im Gleichgewicht, so
Muss in diesem Falle die Snmme ihrer virtuellen Momente =0 gein,
Wenn wir also die Projectionen der virtuellen Verschiebungen im Punkte
M durch 0@, 0y, d= bezeichnen, so liesse sich obige Bedingung in fol-
gender Weise darstellen:

l)./J/rf:r dydzo(X, dx + I‘},dy%—ZOL‘S:)+/rlm(.l'd.r-l-]’éy—i—Zﬁz):O,

Wo sich das erste Integral iiber das ganze Volumen, das zweite iiber die
8anze Oberfliche des Kiorpers erstreckt.

Die hier vorkommenden Grossen da, dy, dz sind nicht willkiirlich,
Sondern miissen den Gleichungen, die aus den Bedingungen der Con-
tinuirlichkeit und der Starrheit folgen, gentigen. Um diese Gleichungen
“0 erhalten, bemerken wir, dass der Punkt M(x,y,z) dem Elemente
Cdzdyaz angehirt, und nehmen wir in diesem Elemente noch zwei
andere Punkte « und B, deren Coordinaten wir beziiglich durch ', y’
Z und o, y”, 2’ bezeichnen wollen. Der gegenseitige Abstand dieser
“Wei Punkte sei »; es ist dann

= (&= (=g (= )R,
Setzen wir ferner

&'—x'=ar, y'm yY'=0br, 2z—2"=cr,
Wo die Gréssen «, b, ¢ der Gleichung

a4 ct=1
Eeniigen miigsen.
. Wire nicht der Abstand r unverinderlich, so wiirde er wegen der
Virtuellen Verschiebungen folgende Aenderung erleiden miissen :
Or =ad(a’'—a")+ bd(y'—y") + cd (Z'—2").

Da die Punkte « und f dem Punkte # unendlich nahe sind, so ist

Vogen der vorausgesetzten Continuitiit

At ddx dix n‘a‘m)
0(ax'—a = (udaf-{-h—d}} -|-(‘7_:.‘ g
, - ddy ddy déy)
) — =7 e bl — —
0(y—y')=1 ((: o + iy Gl

ddz ddz 1dd‘:)
( rRer iy

=71
s
(?\
|
3
I
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Mit Riicksicht auf diese Gleichungen nimmt der obige Werth von or
folgende Form an:

ddz “d ddz
A %a r1§1‘+ d6u+ Zié e (__(S_.r_,u_l_(_g_)

2 dx dy dz dy
ddz did ..1:) (u' dx-ivd dJ) (
,,,,,, i [ladiieh
+(”(1x+(12 A (ly+dL ‘
d 10 14 :
Die Grossen —a—'c, 2%y T9%  gind nur von den Coordinaten des

dz dz ' dy’
Punktes M abhiingig und enthalten keine der Grossen r, a, b, c.
Da das Element starr ist, so muss fiir alle Werthe der Gréssen 7,
, b, ¢, welche die Linge und die Richtung des Linearelements in der
Nihe des Punktes M bestimmen, die Grosse dr der Null gleich sein.
Dies kann aber nur stattfinden, wenn folgende Gleichungen bestehen:

ey el i
da ; dy ! dz :
D)ooy ase_ iz dbe_ o diz déy_
dz dy : dx dz : dy da

Man sieht also zuniichst, dass zur Bestimmung der Starrheit eines
unendlich kleinen Elements sechs Gleichungen 3) erforderlich sind.

Wollten wir also die Zahl n der materiellen Punkte eines unendlich
kleinen Systems bestimmen, welches unserem Elemente entspricht, so
wiirden wir n=4 finden, denn die Anzahl der Starrheitsbedingungen
eines Systems von n Punkten ist 32 —6, und in unserm Falle ist
3n—6=06, also n=4.

Hieraus folgt offenbar, dass, damit ein als System materiel-
ler Punkte gedachter Kérper durch eine continuirliche Ma-
terie ersetzt werden kénne, ein unendlich kleines Element
dieser Materie einem unendlich kleinen, aus vier materiel-
len Punkten bestehenden System im Kérper entsprechen
mu ss.

Ein solches System nenne ich Molecul, jeden seiner vier Punkte
Atom;# o nehme ich als Dichtigkeit und dzdydz als Volumen
des Moleculs an, da diese Grossen der Dichtigkeit und dem Volumen
des das Molecul ersetzenden Elements gleich sind.

Die obige Beweisfiilhrung ist giltig fiir Elemente von beliebiger
Gestalt; der Einfachheit wegen habe ich das Element als rechtwinklig
betrachtet, also sein Volumen gleich dz dy dz angenommen.

# (Obige Bezeichnungen habe ich gewihlt auf Grund einer gewissen An: logie
mit der chemischen Theorie iiber die Structur der Gase, nach welcher ein Molecul
eines einfachen Gases als aus vier Atomen bestehend angenommen wird.

.g...f;
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§ 2.

Die Gleichungen 3) sind Starrheitsbedingungen eines continuirlichen
Korpers in dem Punkte M; wenn aber dieser Korper nur eine aus den
wie oben definirten Moleculen bestehende Materie ersetzt, so darf man
diese Bedingungen durch sechs Gleichungen von der Form

dr=10
darstellen, die die Unveréinderlichkeit der sechs gegenseitigen Abstinde
r der vier, dag Molecul in diesem Punkte bildenden Atome bestimmen

Wir multipliciren jede dieser Gleichungen mit einem noch zu be-
stimmenden Factor Adadydz; es ergiebt sich durch Addition dieser
Gleichungen

dadydz ZLdr=0,
wo Xidr die Summe der sechs Glieder i 07 darstellt.

Addiren wir zu der linken Seite der Gleichung 1) das iiber das

ganze Volumen ausgedehnte Integral

fj /(I;T:dy dz ZAdr,

80 erhalten wir eine nene Gleichung

P i S.]/]"I dy dz o(X 00+ ¥ dy+2,0:2) -|—Jj'jda:dy dz ZLdr

+ [ do (X 62+ 73y + 282) =0,

.
die fiir alle Werthe der Grissen da, dy, d: stattfindet und die Beding-
ungen des Gleichgewichts in jedem Punkte eines solchen starren Korpers
ausdriickt, welcher durch eine continuirliche Materie ersetzt werden kann,
Fiibrt man in 24 0r statt dr den Werth 2) ein und bemerkt noch,
dass - die Grossen ibf, AL
dx dz dy
Glieder der Summe = besitzen, so findet man ohne Schwierigkeit

| 1 0. ddy ddz\)
| VA2 (400 432)

B e

, ... denselben Werth fiir alle

14z dz dy
. doy ., (ddz  dix
dedyd: Zrdr=drdydz {+ ;Vz—I-tT o S T -+ S
. ai it ~
dox = (u’d’: ddy
arial Gl ;
iR dz +% dy u da )

Wwo die Gréssen N; und 7; folgende Werthe haben:
: \ N, = ZArd, Iy=2krbe,
9) ! Ny=Zirty 7,=Zkrea,
: ’ Vo= Zkecy T,=Zhral
Wir integriven die beiden Seiten dieser Gleichung, indem wir das In-
tegral iiber das ganze Volumen des Korpers erstrecken und auf der
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rechten Seite die theilweise Integration anwenden. Auf diese Weise
gelangen wir zu folgender Gleichung :

/J]ri,e'dyr!: Zlor

T L”
(IN dT, dT,
(102,
dx dy dz

R L “r] f[]\ d[ }
oo (B 2y S

+(1z_+gg ffN.-s)a:\

dx dy dz
(m Ny + my Ty + my Ty) ()'L‘?
_l_j(;m (m; Ty + m, N—{r—m 1)) 0y\,
(-}- (m, ": + my, Ty + my N, 6 2)

wo die Griossen m; die Cosinusse der Winkel bedeuten, welche die iiuns-
gere Normale znr Oberfliche des Kirpers mit den Coordinatenaxen bildet.

Fiihrt man den Werth der ersten Seite dieser Gleichung in die
Gleichung 4) ein und bemerkt, dass diese letztere fiir alle Werthe der
Grossen dx, dy, 0z bestehen soll, so erhdlt man aus ihr folgende neue

Gleichungen : dN, dT, dT,

—= = X
dax th,v dz s )
I E dN dT
6 G igap Sl GRS vy
) ’ da 58 dy i dz Cou
a7, d Il d Ny
e 3 =g Z
d:r:+ dy k- dz 0

m N - m, Ty +m; T, + X=10,
7) ( mTy4-myNy+my T, + ¥ = 0,
) m To+my Ty +mg Ny + Z = (),

Die Gleichungen 6) gelten als Gleichgewichtsbedingungen fiir jeden
Punkt im Innern des Korpers, die Gleichungen 7) als Gleichgewichts-
bedingungen fiir jeden Punkt seiner Oberfliche.

Achnliche Gleichungen erhilt man, wie bekannt, in der Elasticitits-
theorie, und zwar auf einem andern Wege. Dort werden auch die geo-
metrischen Eigenschaften der Functionen ¥;, 7; untersucht, die wir hier
als bekannt iibergehen. Wir erwihnen nur, dass die Werthe dieser
Grossen im Punkte M gleich sind den Componenten der Druckkriifte,
die auf die Flicheneinheit der drei ebenen, in diesem Punkte sich recht-
winklig schneidenden Elemente wirken, dass sie also die Parameter des
von Lamé sogenannten Elasticititsellipsoids sind.

§ 3.
Es ist leicht zu ersehen, dass die Grissen A d@ dy dz die Intensitit
der zwischen je zwei Atomen eines Moleculs wirkenden Krifte aus-




Von W. GOSIEWSKI. 121

e e

driicken. Diese Kriifte hindern die gegenseitige Anndherung und Ent-
fernung der Atome, was nothwendigerweise unter der Wirkung &dusserer
Kriifte geschehen miisste, wenn die Atome frei wiiren. Deshalb werden
wir diese Kriifte Starrheitskrifte des Moleculs nennen.

Wenn je zwei Atome des Moleculs sich zu niihern streben, dann
wird die Starrheitskraft abstossend, welche wir in diesem Falle als
Positiv betrachten wollen; im entgegengesetzten Falle wiire dieselbe so-
mit als negativ anzunehmen.

Bezeichnen wir durch m, m’, m”, " die Massen der das Molecul
bildenden Atome, durch Zm =g dz dy dz die Masse des Moleculs selbst,
durch ¢ die der Kraft A dz dy dz entsprechende velative Beschleunigung
der zwei Atome m und m’, so ist :

8) Adedydz =—mm£),.
m - m

Die Massen der Atome kann man in Theilen der Moleculmasse auf
folgende Weise ausdriicken:

m=c¢gdzdydz, m'=c¢pdrdydz, ..

3y,

Mo, &) positive echte Briiche sind, die der Bedingung
geniigen. gl

Fiihrt man diese Bezeichnungen in die Gleichung 8) ein, so er-

hiilt man 5
LI
e+ ¢

Die Druckkrifte N;, 7: 5) sind lineare Functionen der Gréssen Ar
oder eigentlich ihrer Grenzen, lim(ir), welchen die Grissen sich néhern,
Wenn dag continuirliche Element unbegrenzt abnimmt; und da dieselben
Druckkrifte den Gleichungen 6) und 7) geniigen, so miissen die ge-
Dannten Grenzen von Null verschiedene Werthe besitzen.

Nehmen wir also an, dass

9) lim(Ar) = i{p li = _Ef'gw
s S ete’ ey e+e
50 finden wir aus 8)

10) Adaedydz= LEIR W

m4m r'
WO Y =lim(pr) ist.
Der Ausdruck 10) bezieht sich auf das Molecul, welches wir hinfort
durch das Symbol
(m,r)=(codxdydzr)
bezeichnen wollen, und dessen Dichtigkeit nach der Definition ¢ und
dessen Volumen dz dy dz ist,

Ein diesem Molecul shunliches System kann man durch das Symbol

('m r) (gfl:z: dy dz r)
T b AT A A RS TR
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darstellen, indem man unter 4 das Verhiltniss der einander entspre-
chenden Massen und unter ! das Verhiiltniss der geometrischen Aehnlich-

5 . ‘ $ ‘. 2 3 . o ;
keit versteht, Die Dichtigkeit dieses Systems ist b das Volumen aber
i i

R AT
Nimmt man an, dass diese Dichtigkeit und dieses Volumen gleich 1

sind., d. i o : da dy dz
BT MG R S SR
und schreibt man

o erhdlt man ein nemes System mit dem Symbol
(z.R);
welches ich Moleculeinheit nennen will.
Das Molecul (m,7) und seine Einheit (g B) sind dhnliche Systeme :
das erste ein unendlich kleines, das zweite ein endliches System.

Das Verhiiltniss ihrer Massen ist 4®= g da dydz= Zm, und das Ver-
3 ¢ : [ Em\Va
hiltniss ihrer geometrischen Aehnlichkeit ist 7= (da dy dz)s :t( ) %
\ t'
Hieraus folgen die Gleichungen
‘Sm\ %
11) M=gZMm, ...; r.-f/i("ﬂ—),,...,
Ep

welche die Relationen zwischen den Atomsmassen und Atomsabstinden
des Moleculs einerseits, und den Punktmassen und Punktabstinden sei-
ner Einheit andererseits darstellen.

Um die entsprechenden Relationen zwischen den Starrheitskriften
des Moleculs und jenen seiner Einheit zu finden, bemerken wir, dass
die Grosse v, da sie dem lim(qr) gleich ist, denselben Werth fiir alle
der Moleculeinheit dhnliche Systeme hehilt, also der Ausdruck

ge P

F+;‘*’ R’
den man durch Ersetzung der Massen m durch ¢ und des Abstandes
durch B aus 10) erhiilt, die Intensitit der Starrheitskraft der Molecul-
einheit darstellt.

Beriicksichtigt man also in Gleichung 10) die Gleichungen 11), d. h.
setzt man

X 1

IQJ Ada e‘/_.',‘ n’f.‘, = 7-1"’“) L xy ) l- =
~m/ &

so ergiebt sich, dass man die Intensitit der Starrheitskyaft
des Moleculs (m,r) erhilt, wenn man die Starrheitskraft sci-

1
: : : : e \* 2 s
ner Einheit mit dem Factor (.Lm)(v ) multiplieirt,
ZEm




Von W. GOSIEWSKI. 123

Es hiingen also die Intensitéiten der Starrheitskrifte cines Moleculs
von den Grossen v ab, die zu seiner Einheit gehoren und unbestimmte
Werthe besitzen. Um uns von dieser Unbestimmtheit zu iiberzeugen,
ersetzen wir in den Gleichungen 5) die Grossen Ar durch ihre Grenz-
werthe 9). Dann erhalten wir sechs lineare Gleichungen, aus welehen
jede der sechs Giréssen v als lineare Functionen der sechs Grossen N;,
T; sich bestimmen lisst. Da aber die Werthe der letzten Gréssen im
Punkte M nur den drei Gleichungen 6) geniigen, so bleiben sie und
folglich die Grossen v unbestimmt.

§ 4

Die Zahl der Starrheitskriifte eines aus n materiellen Punkten be-
stehenden starren Systems ist gleich der Zahl der Starrheitsbedingungen,

also =— 31 — 6.% Die Zahl der inneren Kriifte eines freien Systems ist

. n{n—1 A : : "
gleich -—(——iw—); wenn also die Zahl der Starrheitskrifte eines starren
Systems und die der inneren eines freien gleich gein sollen. so muss
die Zahl » der Gleichung
n(n—1)

3In—6=——7—

2
geniigen, Diese Gleichung hat zwei Losungen: n=3 und n=4. Fiigt
man noch den evidenten Fall 7 =2 hinzu, so sieht man, dass nur in
den besprochenen drei Fillen die Zahl der Starrheitskriifte gleich ist der
Zahl der inneren Kriifte, und dass der Uebergang von dem starren zu
dem freien System gleichbedeutend ist mit der Vertauschung der Starr-
heitskrifte und der inneren Kriifte.

Der Umstand also, dass jedes Molecul ein aus vier Atomen be-
stehendes System ist, erlaubt uns, die Starrheitskrifte dieses Moleculs
dureh innere Kyiifte zu ersetzen und demnach die cben gefundenen
Resultate auch in dem Falle anzuwenden, in welchem die Atomabstéinde
Verdinderlich sind.

Die inneren Krifte des Moleculs nennen wir Atomkrifte.

Das Gesetz der Intensitiit der Atomkrifte ist in der Formel 12)
enthalten, wo jedoch die Grésse W nicht unbestimmt ist, wie im Falle

* Aus der Mechanik ist bekannt, dass bei Aufstellung der Gleichgewichts-
oder Bewegungsgleichungen fiir jeden Punkt eines unverfinderlichen Systems von
'1 materiellen Punkten in diese Gleichungen soviel unbestimmte Grissen einzu-
{uhten sind, als Gleichungen erforderlich zur analytischen Bestimmung der Unver-
and.erlichkeit des Systems, d. h. 3m —6. Ich erlaube mir, diese Grossen yStarr-
h61t8k1‘ﬁ,fte“ zZu nennen, namentlich weil ich dasselbe schon frither fiir das
Molecul gethan habe, welches in dieser Beziehung als besonderer Fall eines sol-
chen Systems anzusehen ist.
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der Molecularmechanik,
der Starrheit, sondern im Gegentheil bestimmte Werthe annimmt, welche
fiir verschiedene Korper verschiedene sind.

Die Bestimmung des Werthes von p fiir vollkommene Gase, un-
zusammendriickbare Fliissigkeiten und feste elastische Kérper bietet keine
Schwierigkeit dar. Wir tibergehen jedoch diese Entwickelung in vor-
liegender Arbeit und beschriinken uns anf die Untersuchung eines sehr
allgemeinen und wichtigen Falles, aus welchem erhellen wird, dass das
Gesetz der atomischen Wirkungen von dem Gesetze der Massenwirkung
aus endlicher Entfernung wesentlich verschieden ist.

Das letztgenannte Gesetz kann man auf die Moleculeinheit, wie auf
ein endliches System anwenden. Wir setzen daher voraus, wie es all-
gemein angenommen wird, dass jede zwei Punkte dieses Systems in der
Richtung ihrer Verbindungsgeraden aufeinander wirken, und zwar mit einer
Kraft, deren Stiirke proportional ist dem Producte ihrer Massen und irgend
einer Function ihrer Entfernung, d.h. wir nehmen an, dass zwei Punkte
mit den Massen ¢ und ¢, deren gegenseitiger Abstand gleich R ist, mit
der Kraft ¢¢'#(R) aufeinander wirken. Wir wollen nun dje Grisse der
Atomkraft fiir entsprechende Massen m und »’ im Molecul (m, r) be-
stimmen.

Die Aufgabe lost sich einfach, wenn man in der Formel 12) den
Factor e_%’ % durch den jetzt fiir ihn angenommenen Werth es(FR)
ersetzt und noch dabei die Gleichungen 11) beriicksichtigt. Als Resultat
finden wir den Ausdruck

m_:_;,'(i)%.[f‘ (_f),)l‘,l’
Zm \Zm 2 m |

welcher die allgemeine Form der Atomkvifte des Moleculs (m, ») dar-
stellt in der Voraussetzung, dass die allgemeine Form fiir die Intensitit
der inneren Kriifte seiner Einheit (s B) in der Formel ¢¢'F(R) enthalten
ist, die wegen der Bedingung Ze¢=1 mit dem Ausdrucke

i—i F(R)

=y

dquivalent ist.
Der Vergleich der Formeln
' o ;
mm 0 ).I:: z ( o \4 } B
g Fil—) » und =— F(R
Zm (zm g f“m) Epl )

zeigt geniigend, worin der Unterschied zwischen den Gesetzen der ato-
mischen Wirkungen und der Massenwirkungen in endlicher Ent-
fernung besteht Dieser Unterschied versehwindet nur in einem einzigen

> A // 5
Falle, wenn niimlich F(!{_):;E ist, wo k& eine Constante bedeutet ; *

* Dieser Fall entspricht den permanenten Gasen, wenn k. positiv ist.
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denn dann nehmen die beiden Ausdriicke folgende entsprechenden Ge-
stalten an:
mm k se k
ST, o DR
und werden miteinander ganz iibereinstimmend.
Fasst man aber die allgemeinen Resultate der vorigen Betrachtungen

kurz zugammen, ohne willkiirliche Hypothesen iiber die inneren Kriifte

der Moleculeinheit einzufiihren, so gelangt man zum folgenden Satze:
Soll es bei der Bestimmung der Gleichgewichts- oder
Bewegungsgleichungen eines als materielles Punktsystem
betrachteten Korpers zuliissig sein, denselben durch eine
Continuirliche Materie zu ersetzen, muss dieser Kérper fol-
génden Bedingungen geniigen: 1. der Kdrper muss ein aus
€iner unendlichen Anzahl Atome (materieller Punkte) he-
Stehendes System sein und diese Atome miissen so gelagert
Sein, dass das moglich kleinste Volumen des Kéorpers,
4. h. ein Molecul, nicht weniger und nicht mehr als vier
Atome enthalte; 2. nur Atome, welche ein und dasselbe Mo-
lecul bilden, konnen aufeinander anziehend, resp. abstos-
S¢énd wirken, und zwar in den Richtungen ihrer Verbin-
du“g‘agcraden mit Kriften, deren Intensititen die Formel

(Zm) (})’f

darstellt, wo / die Intensititen der entsprechenden Krifte
in der Moleculeinheit bezeichnet.
Wir haben unsere Frage in der Voraussetzung behandelt, dass die
Gl‘llndhypothescn der Euklidischen Geometrie auch fiir das unendlich
leine gelten, d. h. dass die Ebenheit des Raumes auch in unendlich
kleinen Theilen stattfindet. Aus den Untersuchungen Riemann’s ist
aber bekannt, dass diese Voraussetzung fiir das unendlich Kleine un-
geniigend oder zu beschrinkt ist; um also unsere Aufgabe in vélliger
A"gemeiuheit lésen zu konnen, miisste man sie in der Voraussetzung
behandeln, dass der Raum im unendlich Kleinen nicht mehr eben ist.
Doch big jetzt ist, wie mir scheint, eine solche Behandlung dieser Frage
den gegenwiirtigen Hilfsmitteln der Analysis wenig zuginglich. Die
1?esultate aber, die wir in der speciellen Voraussetzung erhalten haben,
Ychten gchon unser Augenmerk auf jene allgemeinen Resultate und
mchtf’ertigen den Gedanken, dass die Ideen des genannten grossen For-
Scherg ganz hesonders im Gebiete der Molecularmechanik ihre Anwen-
du“ﬂ finden kénnten.




Kleinere Mittheilungen.

V. Ueber die Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers einer endlichen
Zahl von Beobachtungen.

8. 145 flg. des XX. Jahrgangs dieser Zeitschrift gab ich einige Be-
merkungen iiber die Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers, wenn die
Zahl der Beobachtungen endlich ist. Diese Bemerkungen hat Herr
Helmert 8. 300 flg. einer strengen Kritik unterzogen, welche erst jetat
nach langer Abwesenheit von mir gelesen wurde.

Ich stimme Herrn Helmert gleich zu, dass ich mich bei der Be-
rechnung des mittlern Werthes von w® geirrt habe. Die richtige Be-
rechnung des mittlern Werthes einer ungeraden Potenz von o wiirde,
glanbe ich, nicht sehr einfach sein. Fiir die vierte Potenz von o ist
diese Berechnung leicht genug, aber sie fiihrt nicht zu einem brauchbaren
Ausdrucke, weil dieser mittlere Werth von o?* auf ziemlich compliciite
Weise von der Anzahl der Beobachtungen abhiingig ist. Nur wundert
es mich, dass ich fir den mittlern Werth von % bei dessen Ableitung
von mir, wie Herr Helmert richtiz bemerkt, irrigerweise sowohl die
negativen als die positiven Werthe von o herﬁcksichtigt sind, nicht Null
bekommen habe. Wem dies zuzuschreiben sei, ist mir nicht deutlich.
Is kann unmoglich davon herrithren, dass vielleicht der Behauptung
Helmert’'s gemiiss fiir gleichgrosse positive und negative Werthe von o
die Wahrseheinlichkeit nicht dieselbe sei. Denn bei der B{!reclmung vol
w’ fiihren wir fiir die Mittelwerthe der verschiedenen o, die S ein, und
dabei setzen wir gerade voraus, die positiven und negativen  seien gleich
wahrscheinlich. Der einzige Grund fiir die Abweichung von der von

mir berechneten ®® von Null kann in der Art der Bm'ec]nmng gelegen

sein, Aber ist diese Berechnungsweise fehlerhaft, dann biisst der berech-

nete Werth von w® auch viel von .dem bis jetzt darein gesetzten Zu-

trauen ein, denn diese Grisse wird auf dieselbe Weise berechnet wie o
Die Sache ist mir noch nicht ganz klar.
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Zweitens muss ich auch gestehen, dass die Gauss’sche Ableitung
des wahrscheinlichen Fehlers des aus der Summe der m'°® Potenzen der
bei den Beobachtungen gemachten Fehler berechneten Werthes des wahr-
Scheinlichen Fehlers des Resultates der Beobachtungen vollstindiger und
Weniger willkiirlich ist, als ich meinte. Dass ich dies gemeint habe, ist
nicht so sehr befremdend, wenn man erwigt, dass ich hauptsichlich die
unvollstindigen Beweise bei Sawitsch und Helmert im Auge hatte.
Weil nun Gauss den Beweis der von ihm beniitzten Siitze unterdriickt
und die Laplace’schen Betrachtungen, worauf sich die Gauss’sche
Ableitung stiitzt, mir damals nicht bekannt waren, konnte ich leicht der
Mﬁinung verfallen, auch bei Gauss sei die Beweisfiihrung unvollstin-
dig. Nachdem ich jetzt die Laplace’schen Betrachtungen kennen
gelernt habe, denke ich iiber den Gauss’ schen Beweis viel giinstiger.

Durch diese beiden Irrthiimer ist aber der Zweck meiner Bemer-
kungeu nicht ganz verfehlt. Denn dieser Zweck war erstens der, zu
Warnen gegen die Unvollstindigkeit der Beweise des hier besprochenen
Satzes in vielen Lehrbiichern, wie in denen von Sawitsch und Hel-
Mert, Denn auch die Weise, wic bei Helmert dieser Satz behandelt
Ward, kann ich nicht von Unvollstindigkeit freisprechen. Wenn Herr
Helmert den langen, von Gauss unterdriickten Beweis nicht gehen
Wollte, weil es in den Gang seines Buches nicht passte, warum hat er
daun den Satz iiber die Genauigkeit der verschiedenen Berechnungs-
Weisen von w nicht lieber ganz unterdriickt? Das wire weit besser ge-
Wesen, als dafiir einen unvollstindigen Beweis zu gehen, — Zweitens
Yar mein Zweck, zu zeigen, dass man zur Feststellung des Satzes, dass
der wahrscheinlichste Werth des wahrscheinlichen Fehlers aus den Fehler-
quadraten gefunden wird — und nur das Feststellen dieses Satzes, nicht das
Finden der numerischen Genauigkeitswerthe der auf verschiedene Weisen
berechneten wahrscheinlichen Fehler hat fiir die Lehrbiicher Wichtigkeit —
B4 nieht die zweite' G auss’sche Beweisfiihrung braucht, weil der Beweis,
den jch den ersten Gauss’schen Beweis genannt habe, dann vollkom-
Men geniigt und so einfach ist, dass er leicht in den Lehrbiichern Auf-
Uahme finden kann.

Was zuletzt die Grenzen von o? betrifft, so bleibe ich der Meinung,
ass Mo Helmert diese nicht richtig angiebt. Kine grosse Anzahl
Moglicher Werthe von o fillt ausser den von Herrn Helmert an-
§°gebenen Grenzen, und darunter selbst der nach mir wahrscheinlichste
Werth, Dass dieser meist wahrscheinliche Werth von w* Null ist, weil
F waluscheinlichste Werth von 6,, mit Sy iibereinstimmt — ich betrachte
hier natijrlich allein wahre Beobachtungsfehler -, ist von Herrn Hel-
:‘lert nicht widerlegt, wenigstens nicht fiiv den von mir betrachteten
Fa”: wenn die Zahl der Beobachtungen ziemlich gross ist. Fiir diesen

all befolgen, wie Laplace gezeigt hat, die o das Gauss’sche Fehler-

!l er w
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gesetz, und auch Herr Helmert meint, dass dies dann nahe richtig ist.
Auch nur fiir diesen Fall gelten die Betrachtungen von Laplace und
Gauss, und nur auf diesen Fall hiitte Herr Helmert in seiner Kritik
sich beschrinken miissen, soll das von ihm Behauptete wahr bleiben,
dass Gauss sich bei seinen Betrachtungen streng von den Prineci-
pien der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat leiten lassen.

Mit Verlangen sehe ich dem angekiindigten grésseren Aufsatze ent-
gegen, worin Herr Helmert fiir den Fall einer kleineren Zahl von Be-
obachtungen das Wahrscheinlichkeitsgesetz der o ableiten wird. Denn
auch die Behandlung dieses Falles hat grosse Wichtigkeit.

Groningen, September 1875. R. A. Mgees.

VI. Zur elementaren Behandlung der Cycloiden.
(Hierzu Taf. II, Fig. 8 —10.)

Satz 1. Der Flicheninhalt der Cycloide ist 372z, der
der verlingerten oder verkiirzten Cycloide ist rm(r4 2¢),
wenn » der Radius des erzeugenden, ¢ Radius des Wil-
zungskreises ist. ;

Denkt man sich die Bewegung des wiilzenden Kreises zerlegt in die
Rotation um den Mittelpunkt und die horizontale Verschiebung, so
gelangt man (Fig. 8) zu folgender Construction der Cycloide: Man
mache 1)L:I’J;', EK=Ed, FM= F4 u, s. w. Dann bilden die End-
punkte der Horizontalen eine Cycloide. — Legt man dieselben Horizon-
talen in denselben Héhen an die Gerade 4,0, an, so entsteht eine Curve
A, L, & M B, die von oben gesehen ebenso erscheint, wie von unten.
Es ist also leicht zu zeigen, dass,K die Segmente A L K und B, M, Ky
congruent, dass also die Fliche 4, L, & M, B, C; und das Dreieck 4, B, C;
inhaltsgleich sind, d. h. = 7*z. Nach dem Cavalerischen Prineip sind
aber auch die Flichen ALK MBCE und 4,L, Kk, M, B, C,E, inhaltsgleich.

. : 9,2 rim : e
Nun ist Rechteck 4 Halbkreis = 2 Ts-}-T; die genannte Fliche ab-
2
: A i Y . i oremw 5% . n .9
gezogen, giebt fiir die halbe Cycloidenfliche 5 fir die ganze 3,%m.
o . . vl rmw
Triigt man bei der Construction an den Bogen o nicht —, son-
2 n

o : - o A
dern -— als Horizontale an, so entsteht eine verlingerte oder verkiirzte
n

Cycloide, deren Wiilzungskreis o, deren erzeugender Kreis » zum Radius
hat. Die Ermittelung des Flicheninhalts ist #hnlich, wie vorher.

0

Rechteck + Halbkreis = 2, gn 4 )—QI: die entsprechende Fliche (jetzt
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: ;
rom) abgezogen, giebt r'gn-{-f—;—v fiir die halbe, rm(r+42¢) fiir die ganze

Cycloide. Analog ist die Inhaltsbestimmung fiir die Epi- und Hypoeyeloide.

Satz 2. Die Normale der Cycloide geht stets durch den
augenblicklichen Beriihrungspunkt des Kreises. (Fig.9.)

Beweis. Ist B der die Cyecloide erzeugende Punkt und rollt der
Kreis num die kleine Strecke 4 £ vorwiirts, so bewegt sich B erstens um
die gleichgrosse Strecke B, zweitens um den gleichgrossen Bogen BF,
d. h. in der Richtung B, wo bei zunehmender Kleinheit BH die Dia-
gonale eines Rhombus ist. BH wird Tangente der Cycloide, und diese
halbirt also den Winkel FBG oder LBD. Derselbe wird aber auch
durch CB halbirt, denn La=a,=gq,. Folglich: die Tangente der Cy-
cloide geht durch €, folglich die Normale durch den Berithrungspunkt 4.

Zieht man H £ bis zum Durchschnitt mit 24, so erhilt man den
Durchschnitt @ zweier benachbarter Normalen, und eine Grenzbetrach-
tung zeigt, dass Bu=2.B4 ist. Einfacher ergiebt sich dies aus fol-
gender Ueberlegung.

Ueber 4 8 =rn (Fig. 10) errichte man Rechtecke von der Hihe 2r
nach oben und unten. Rollt oben der Kreis von 4 nach B, so entsteht
die Cyecloide rR'; rollt er unten von 2 mnach A, so entsteht die con-
gruente Curve NA. F sei Beriihrungspunkt der Kreise. Macht man
Bogen FH =4 F so ist HF Normale und glelcluﬂtlg Bogen HE=TFB.
ar vellangcrt schneidet aber unten Bogen GJ= HE ab, es ist also

auch p¢=¢gJ, F olglich ist J ein Punkt der Cycloide D4, ¢J Normale
und fJ Tangente derselben. Dies gilt von jeder Normale der oberen
Curve. Hieraus folgt:

Satz 3. Die Evolvente und Evolute der halben Cycloide
$ind der letzteren congruent. Inwiefern J sich als Kriimmungsmit-
telpunkt betrachten lisst, ist nun leicht durch elementare Entwickelungen
Nachzuweigsen, Satz 3 lisst sich auch mit Hilfe der Gegeneycloide beweisen.

NB. Complicirtere Versuche, Satz 2 elementar zu entwickeln, finden
sich bei Zehme (Die Cycloiden, Iserlohn und Elberfeld 1854) und

eissenhorn (Die cyclischen Curven, Eisenach 1856).

Rollt der Kreis nicht auf der Geraden, sondern auf einem andern
Kreise, sei es aussen oder innen, so lisst sich eine kleine Wilzungs-
Strecke als Gerade betrachten. Satz 2 gilt also auch von der Epi- und
HYPOC)‘(:Inide. Dass die Evoluten und KEvolventen der letzteren ihnen
selbst fihnlich sind, ergiebt sich ihnlich, wie bei Satz 3, durch eine ele-

mentare Betmchtuno (Vergl. Herbst - Programm 1875 der Gewerbeschule

Zu
Hagen.) Dr. G. HoLzMULLER.

Director der Gewerbeschule zu Hagen,

Zeitschrify 1, Mathematik u. Physik XXI, 2. t
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VII. Bestimmung der Anzahl der Doppeltangenten ebener Curven,
deren Coordinaten rationale Functionen eines Parameters sind.

Im 63. Bande des Crelle-Borchardt’schen Journals liat Clebsch
die in der Ueberschrift bezeichnete Anzahl, die in den Pliicker’schen
Formeln @ posteriori bekannt war, durch ein eigenthiimliches directes Ver-
fahren gefunden. Dasselbe findet sich dargelegt auf 5. 53 und 54 der
citirten Abhandlung und lidsst theoretisch gewiss Nichts zu wiinschen
iibrig. 'Wer aber einmal versucht hat, nach dem wvon Clebsch vor-
g(‘s«:]u‘ichnncn Verfahren die Rechnung durchzufiihren, d. h. die End-
gleichung, welche die Doppeltangenten liefert, wirklich aufzustellen, wird
der grossen Weitliufigkeit der durchzumachenden Operationen wegen
jedenfalls den Wunsch nach einem einfacheren Verfahren berechtigt finden.
In dem nach Clebsch zu bildenden Eliminationsresultate erscheinen
nimlich Factoren von nicht geringerem als dem 5(n—2)*—4 (n — 2) (n—3)
= (n—2) (n+42)"" Grade, die der Frage fremd sind. Es ist mir gelungen,
die fragliche Endgleichung sofort von allen fremnden Factoren frei dar-
zustellen, und die dabei befolgte Methode bildet den Gegenstand der
folgenden kleinen Abhandlung.

Ich werde mich in der folgenden Darlegung der Bezeichnungen
o), w(A), #(4) fir ganze Functionen »'*" Grades des Parameters 4
bedienen. Moge die Curve gegeben sein durch die ihre Cartesischen
Cloordinaten @, y bestimmenden Relationen

@ (4) 9 (1)
1) o T e
P (1) W (k)
Dann schreibt sich die Gleichung der Tangente, welche die Curve in
dem Punkte, welcher dem Parameter 4 entspricht, heriihrt, als Deter-
minante
| =z, Ys 1
2) o), 2R, w@)
P, ¥W), Y@
Ich verzichte darauf, dieselbe durch Einfiibrung von i an Stelle
: w
von A ]1()1n()gen A mnulmn, in(l(‘[]l (]iC (]?Ll]'lll'(‘h m‘reichte gl'{i.‘i.‘;‘(‘]'{! Sylt‘l‘

= 0.

metrie nicht bedentend genug erscheint, auf andere Vortheile, welche
die Beibehaltung eines Parameters bietet, zu verzichten.

Die im Punkte A — wenn wir uns kurz so ausdriicken diirfen —
berithrende T'angente 2) wird nun die Curve in weiteren n —2 Punkten
v treffen, welche durch die Gleichung gefunden werden:

@ (‘l’), "I'}(V-): TP(V)
3) @A), o (1), p)=10.
p(d), &), v(*)
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Dieselbe ist scheinbar vom Grade n in Bezug auf v; allein es lisst sich
de.r Factor (v—1)? abtrennen und die alsdann resultirende Gleichung ist
Weiter zu untersuchen. Soll dieselbe die Tangente im Punkte i als
DOPpeltangente charakterisiren, so muss sie zwei gleiche Wurzeln
])GBitzml. es muss also ihre Discriminante verschwinden.

Zuniichst haben wir also den Factor (v—A4)? abzuscheiden, s ist,
wie man leicht bestiitigt:

P (v) — @A) — (v—21) @( .
_l¥£((l'j—ﬁ(),‘ LA )'_= g =24 (ay_ 4 20a,4) e i
+(12+2-'1:5)\‘{‘*3(£.1k2+...+(?l'—l)”ﬂl"ﬁ.za

i p(d)=ay+ a, A+ a,A* 4. .. + az A"

Wir setzen ferner

Po = @

@, =, +a,d,

@, =ty +a A+ ay A%
_ Pm=ay,+ a, 1 + & A2 A
Dann kann man nach dem Vorigen schreiben

?@:ﬂ@:ﬁ:ﬂﬂﬂzwqg(ﬁjtg

1) (v—1)* RN

w 0 (@—@u—2 d ((p_¢)
n—3 ____ ) agpidead Gl
ik 'dl.( A2 )+" AT S K

Der Kiirze wegen sind die Argumente A in g (4) weggelassen.

_ Subtrahiren wir also in 3) die zweite und die mit (v—42) multipli-
tirte dritte Horizontalreihe von der ersten, so wird die erste durch
(vq_;\,)z theilbar und der Quotient sind Glieder, die aus der rechten Seite
Von 4) durch Ersetzung des Charakters @ durch ¢, &, ¥ hervorgehen.
Ordnen wir jetzt nach Potenzen von v an, so zerfillt 3) in eine Summe
von Determinanten, deren erste Verticalzeile die Glieder enthiilt:

,{[dx((p Alf)m)? Ps P, m={152\ o = L)y

""fm"'f‘nd die zwei folgenden analog gebildete Ausdriicke fiir & und v
Sind. Diese Zeile verwandelt sich dureh Subtraction des mit 4™ multi-

Wwennp

R : i
plicirten Gliedes von dem letzten in

o~ ¢ p—Q , @ — Pm
—-i-"TjE —m W-:ﬂ y Py @'m +m 1
A St A s
und  durch Subtraction des mit multiplicirten dritten Gliedes vom
m
ZWeiten
e m QP— QPm ’ ’ P — Pm
o s el U B e

Je s AR S .
etz multipliciven wir das erste Glied mit —— A™ und subtrahiren es
n—im

Vom dritten, dann wird das dritte Glied
9*
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r

D m + FRSTR
n—m A

Demnach haben die drei Glieder die Dimensionen
n—m—1, m—1, (m—m—1)+(m—1).
Die Summe dieser Zahlen ist 22— 4 und man erkennt, dass jede der
betrachteten Partialdeterminanten eine ganze Function 2n— 4'®" Grades
in 1 ist.,
Demnach haben wir das Resultat gefunden: Man ist im Stande, die .
Gleichung n — 2'*" Grades, welche wir suchen, in einer Weise darzu- |

m—l3 =5 Qe Yl _([_((P—- J”r)(
A l(” m) ,1_(“ =l

stellen, dass ihre Coefficienten ganze Functionen 2n — 4ter Ordnung in '
4 sind. Daraus folgt unmittelbar das gesuchte Endresultat. Denn die
Discriminante einer Gleichung » — 2'*" Grades ist eine homogene Fune-
tion 2(n—3)'" Ordnung ihrer Coefficienten, steigt also in Bezug auf &
zum Grade (22—4).2.(n—3) =4(n—2)(n—3). Mithin ist die Gleich-
ung, welche die Parameter der Beriihrungspunkte der Doppeltangenten
liefert, vom Grade 4(n—2)(»—3) und die Anzahl der Doppeltangenten
selbst 2(n—2) (n—3).

Der Fall, wo die Curve Riickkehrpunkte besitzt, ist im Vorher-
gehenden mnicht beriicksichtigt. Derselbe bietet indess keine weiteren
Schwierigkeiten dar.

Betrachtet man die allgemeine, hierher gehirige Curve vierter Ord-
nung und bezeichnet

@A) =a,4 a, A+ a,d* + a;A° + a 44,

S(A) = by + byd + by a2+ b, A% 4 b, A4,

YA)=co+ ;A4 cyA* 4 ;% + ¢, 44,
ferner die dreigliedrigen zehn Determinanten, welche man aus den 10
Grossen @, b, ¢ bilden kann, in der Weise, dass z. B.

‘401 =2+ g /;34'4, dp= Zi ”1".‘; e, ‘
gesetzt wird, so lautet die Gleichung achten Grades, welche die Para-
meter der Doppeltangenten liefert:

4 l.kuol = 2 1““11:-_- ar 12(“%:: =+ 3 “‘1;:) + 24 Al:i = ’I:a:;‘l
[}.’5112 + 2&"“-115 + }F(A'” +3 .12:;) + 21 Aoy + Ag,]
— [Mdgy + 223 (A4 4p) + 42 (4y + 44y5) + 24 (4, + 4,.) + A4,]P=0.

Fiir die Lemniscate hat man

p(A)=21—1,
) =24 (A2 =21
P(A)=a+ 6424 1.
Daraus folgt die Gleichung, welche v liefert:
VM6 —1) 4+ SAv(BP—1) 41— 622 —3 =0,

und die Discriminante, welche fiir die Doppeltangenten verschwindet:
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(14612 — 1)(1— 642 —3) — 162 (12 —1)2=0,
oder entwickelt

315 — 2815 — 142+ — 2822 4+ 3=0.
Die Lemniscate besitzt demmnach vier l)oppeltangénten, die wir mit
rémischen Ziffern bezeichnen wollen. Die nebenstehenden Werthe wer-
den von 1 in den Beriihrungspunkten angenommen.

D VY3 V2V

1 A

Iin) 13460, —+W3+V64);

Lv) /3 —y6i), —+(3/3-yEi).
Die zwei recllen Doppeltangenten gehen bekanntlich der X-Axe parallel.
Die vier Beriihrungspunkte haben die vier Werthe, welche sich aus

V2 V6
Sipie
dureh verschiedene Zeichencombination ergeben. Die imagindren Dop-
Peltangenten gehen der F-Axe parallel.

X

y

Miinster. Dr. K. SCHWERING.

at oyt
VIII. Bemerkung zu der Curve o vy

Dass algebraische Curven angegeben werden kionnen, deren Sec-
toren mit Hilfe der cyclischen und elliptischen Functionen in analoger
eise verglichen werden, wie es nach der beriihmten Entdeckung von
Gauss ricksichtlich der Bigen des Kreises und der Lemniscate ge-
Schelien kann, ist eine so nahecliegende Sache, dass unzweifelhaft die
dns{'allsigen Untersuchungen schon ofter angestellt und derartige Curven
igegeben worden sind. Vielleicht ist die Bemerkung von Interesse,
dass die Curve
ad oyt =t
nd ebengo natiirlich
at oyt

e
di . ; : - . :
K“l dem Kreise und der Ellipse verwandt zu sein scheinen, in diese
athegorie gehiren, Denn wendet man Polarcoordinaten » und ¢ an,

= a
4 Hbemmtgt man sich durch die Annahme g lgp alsbald, dass der

Sector « durch das elliptische Integral erster Gattung gegeben wird:
2
- dz
Uu=x5a h g,
yies

0

+
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dessen Perioden ein rvationales Verhiiltniss besitzen. Die Quadrate der

Coordinaten «, y driicken sich sehr -einfach dureh #-Quotienten von

2H

— aus,

Miinster. Dr, K. SCcHWERING.

IX. Zur Construction einer unimodularen Determinante.

Hermite hat in einer Abhandlung ,Sur une question relative @ lu
théorie des nombres* (Liouvyille’s Journal Bd. XIV, S, 21) folgendes
Problem behandelt:

Es seien ap(h=0,1,.. n) n-1 ganze, positive oder negative
Zahlen, deren grosster gemeinsamer Theiler die Einheit ist; es sollen
die n(n41) ganzen Zahlen «;; so bestimmt werden (i=0,1,...7;
=2 ) daEs

Z+ ag 01,1 .- e |
werde, d. h. man soll eine unimodulare Determinante von gegebener
erster Colonne construiren.

Hermite giebt dazu folgendes Verfahren an.

Ist 7, der grosste gemeinsame Theiler zwischen aj o und m—1
(k=1,2,...n, wobei =, gleich @y ¢ genommen wird, und =, =1 werden
muss), so mogen zuniichst die Grossen x. und %' ganzzahlig ans dep
Gleichungen

Nod1,0 — %1400 = Ty,
N he0— MeMh—1 =Tk, hk=2,3,.. n
bestimmt werden., Wihlt man nun die ganzzahligen Grissen vy p (i=1
P R N L n) derart, dass sie der einzigen Bedingung
zi"l,l"'!.? "'vll|ll:tl .
geniigen, nimmt man ferner die Grossen M, ; (i=1,2, ... n) willkiirlich,
aber ganzzahlig, und bestimmt die Grossen My ; successive aus den

Gleichungen
’ / Tk —1 :
Mp_y.i= Nk Vit Mk,i'?f\" ek — 1 58 2

dann werden durch

ap, o ¥

I![I1i:=')?0vl',"+'ﬁf|’i-—--fr !:]’2’_“",
Ty
@k, 0

“f.—,f“:ﬂkvkli‘l'ﬂjk,i'_'” k:l,?., A [
T

die Elemente der verlangten unimodularen Determinante geliefert.

Es giebt nun, wie ich hier darlegen will, zur Losung des Problems
eine wesentlich andere Methode, die mir vor der eben entwickelten VoI~
ziige zu haben scheint. Ieh muss zu diesem Zwecke einige Resultat®
vorausschicken, welche ich in einer Untersuchung iiber die Formen, L
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denen die Auflésungen einer unbestimmten Gleichung des ersten Grades
enthalten sind, friher gewann (d. Zeitschr, Bd. XX, 8. 53); dort ist
allerdings nur auf ganze positive Werthe fiir die Unbekannten Bezug
genommen, jedoch werden die betreffenden Resultate durch Zulassung
negativer Werthe nicht weiter gestort. Die Sitze sind folgende:
Lést man die unbestimmte Gleichung
k=n
1) Z’J,_.xks.u
k=1
nach der Buler'schen Methode auf, so werden alle Unbekannten
schliesslich dargestellt durch

i=n—1
2) xk:f”k-"z i biy k= 11‘2'7 UL
i=
‘V.O die Grossen f; willkiirliche ganze Zahlen sind; das System 2) wurde
eine Form fiir die Gleichung 1) genannt, und es ward nachgewiesen,

dass das Euler'sche Verfahren stets eine allgemeine, d. h. alle még-
lichen Liosungen umfassende Form liefert. Hine solche allgemeine Form
hat die Eigenschaft, dass, wenn die Determinante

-“1 (T8 [ 431 ‘

3) |ag @y ... d2a—1)_ p

) —1

i Ay lpq--. On,n—1 I

it willkiirlicher erster Colonne gebildet wird, und wenn man den Co-
efficienten von ap in O durch a, bezeichnet, immer

2 ap =+ 4p p=1,2
: oder op=— 4y,
18t.  Der zweite Fall kann ausgeschlossen werden, da man eventuell
durch Vertauschung von 4 mit ¢ auf den ersten zuriickkommt.
) Hiermit ist nun folgender Weg zur Losung des oben bezeichneten
Problemg gegeben.

Es seien die gegebenen Klemente der ersten Cofoniiodusits s

Ek: 1,2, ... n), die gesuchten der iibrigen Colonnen durch d;; (i=1,
g n n; k=23. .n—1) bescichnet, so dass zu bestimmen ist

Al (11,1 e ‘11,11-—1 ‘

dy, n—1 |

[')) e 11.2 (12'1 o _;+]

=

| An f[,,,[ vt et ;.

Lis - . ; :
468t man dann nach dem Euler’schen Verfahren die Gleichung

k=n

c=1

und e 15
heisst die gewonnene Form
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i=n—1
7} ﬂ:l.-:{-lk+2 apityy =12
T—p |
wobei also stets l
k=n
8) /-fk B = -+— i ¥
k=1

=

und construirt man endlich die Determinante

# a1 ... @) 1

Q) T Wy 2,1 ... @3, n—l‘

if"n L8 e ﬂ:i,vr——1|
und deren Reciprocaldeterminante £, so ist E’ die gesuchte De-
terminante £. Der Coefficient von p; in 2 ist niimlich nach 4) nichts
Anderes als Ap; ferner wird, wegen 8), 0'==4-1, also auch E=41.
- v . . ’ -
Wird der Coefficient von @; s in D’ durch o; . bezeichnet, so hat man

10) di k= .

Eine Ersetzung der Grissen pr  durch eine andere Losung der
Gleichung 6) bringt eine neue Determinante £” zum Vorschein, die in-
dessen aus der fritheren E' durch Subtraction einzelner Colonnen von
anderen ebenfalls gefunden wird, so dass #° und E” nicht als wesent-
lich verschieden anzusehen sind. Eine neue unimodulare Determinante,
welche nicht direct aus £  ablesbar ist, erbilt man erst, wenn man die
Gréssen # in 7) durch eine unimodulare Substitution transformirt, d. h.

wenn man Setzt |
h—=n—1

11) I = 2‘1 [’k,k-\'/n = 1‘2’ = (N*'IJ,
==

mit der einen Bedingung, dass .
12) Zihlsilh?!z"'h""lv"*1:+1| |

und der andern, dass, wenn die Form 7) dadurch iibergeht in

t=n—1
13) .a',r_-':;lb.'.-"‘ 2 Ck,i Si,y k= 1, 2, S
g ==
h=n—1
=l
14 A : ’ : (ot ) 5 [
) LL,; E (lj'.,h »',Ia, ) e 1’2, ...(J!—l),

h=1
nicht etwa 7) und 13) identisch werden.
E” wird dann sofort als Reciprocale von
By €1,2 - € n—1
]5) V) o g ©€2,2 ... C3pn_g

n Cp,2 .- Cuyn—1
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gewonnen, Wesentlich verschiedene Determinanten £ existiren also un-
endlich viele, falls n > 2.

Dorpat. Prof. K. WEIHRAUCH,

X. Ueber die einem Dreieck eingeschriebene und die umschriebene Ellipse.

Dem Tuler'sehen Problem, um ein Dreieck die kleinste
E”ipse zu beschreiben, steht das Problem zur Seite, in ein
Dreieck die grosste Ellipse einzuschreiben. Beide Probleme
8ind in den Annales de Gergonne, tome IV, von Herrn Berard gelost
und Liouville hat im 7. Bande der ersten Serie seines Journals eine
kurze, rein geometrische Losung des Euler’schen Problems gegeben.
Man kann beide Probleme gleichzeitig losen nach der Methode,
Welche GGauss (Bd. IV, 8. 388) angewendet hat, nm die grosste Ellipse
I ein Viereck einzuschreiben, wobei nur seine Ausdriicke geometrisch
i“t‘i‘-l”pretirt zu werden brauchen. Vom Gebrauch der Infinitesimalrech-
Nung kann dabei abgesehen werden, wenn man die Sitze als bekannt
Voranssetzt, dass bei allen Dreiecken mit vorgegebenem Umfang das
gleichseitige das grosste ist, und dass hieran Nichts geéindert wird, wenn
der Inhalt noch durch das Product der drei Seiten dividirt wird, welche
Siitze sich elementar beweisen lassen. Da es vielleicht Manchem nicht
Unwillkommen ist, den Ausdruck des Flicheninhalts einer Ellipse durch
die qrej Dreiecke, welche durch den Mittelpunkt der Ellipse und drei
Punkte oder drei Tangenten derselben bestimmt sind, zur Hand zu haben
(auf welchen Ausdriicken die Losung beruht), so mag die Lisung des
obengenannten Problems hier folgen.

Nennen wir das Euler’'sche das zweite und das andere das erste
Pl‘ﬂb]em, 80 verstehen wir unter p, p’, p die Entfernungen des Mittel-
Punktes der eingeschriebenen Ellipse von den Dreiecksseiten im ersten
Pmbleln, die reciproken Werthe der Entfernungen des Mittelpunktes der
Umschriebenen Ellipse von den Ecken des Dreiecks im zweiten Problem,
Im ersten Problem sind a, b die Halbaxen der Ellipse, im zweiten die
reciproken Werthe der Halbaxen. In beiden Problemen sind @, o, o
die Winkel, welche die Linien, die zu p, p, p’ gehoren, bez. mit der
“W a gehbrenden Axe machen, und in beiden Problemen ist

3 ’ ’ re tf_ ’
p=a'—d, p=c—a+2n, P=a—a,

d. h. g, ¥, ¢” sind die zwischen p, p; P’ P; p, p bes gelegenen

Winkel.

Nun gelten fiir beide Probleme folgende Formeln und Rechnungen:
% — 9 s 9 9 e 9 7 179 ’. -yl
P =a®co? o 4 B2 sinter, p'2= a? cosa’+ b2 sinte, p"% = a® cos?a’+ b sina

0 ; - 3
der, wenn o+ h=g, @ —h2=4 zur Abkiirzung gesetzt wird:
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1) 64+dcos2a=2p% o+ 0cos2¢=2p", o+ dcos2a” =2p"
Multiplicirt man diese Gleichungen bez, mit

sin2(«"—a)=sin2qp, sin2(a—ao")=sin2¢, sin2(c'—d)=sin2¢" l
und addirt, so folgt

2) p?sing cosp + p2 sing’ cos '+ 2" sin " cos "= — ¢ sin @ sin g’ sin rp".
Durch Subtraction je zweier der unter 1) verzeichneten Gleichungen
erhilt man weiter d(cos2e— cos2a’)=2(p®—p’®) ete. oder ’

3)

9

)

O singsin(a'+e”’)=p"2—p? §sing sin(a’+e)=p—p",
d sineg’'sin (a4o') = p'® — p2,
Hieraus folgt durch Erheben auf das Quadrat

0—0dcos2(a’4a’)= 242 =7 L , 0—4dcos2(e"+ =) ‘%( .7'7“_'/’”'_)1

3a)

ST | o f,
sn= (j‘) Sin“ P

b —dcos2(at )= s ok

Multiplicirt man die unter 3a) verzeichneten Gleichungen bez. mit

—sin2p =sin2(ato'—a"—a), —sin2¢=sin2 (/e —a—da),
—sin2¢ = sin2 (e "+ a¢—a'—a’)
und addirt, so ergiebt sich \
0% (sin2q + sin2q'+ sin2¢") = — 48® sing sing sinp”

=4 (p"—p?)2 cotgp + 4 (p*—p"?)? colg '+ 4 (p* —p?)? coly ¢”
oder, wenn man nach den Potenzen der p ordnet:
0% sinop sin2p” sin g’ i
1) = :Jh:f“'? - ]1:2 1\‘1'11""('11'% b3 .s“z'ni[p':{- 2];'111':3 cos rp .\';fln o sing’ ".
+ 2p"p? cosp sing sing 4 2p2p® cos g sin g sing’,
Zieht man von dieser Gleichung die unter 2) verzeichnete Gleichung,
nachdem sie auf’s Quadrat erhoben ist, ab, so erhiilt man endlich !
(o% — 0%) sin®  sin® @ sin® @"'= 4 a® b2 sin sin® ' sin? ¢
5) =—ptsinte —ptsintg'— p isint " 4 2p 2 p"E sin® @ sin? @
4+ 2072 p2 sin? " sinp 4 2p? ' sin @ sin g’

Im ersten Problem seien nun die Dreiecksseiten, auf denen p, p’, ]1”
Lothe sind, bez. t, ¢, 7, so ist {:0: ("= sing: sing’: sing”. TFerner sel
Ad=1pl, A= 4p'l, A'= I, D=d+44 A=}l sing” = 1" sin @
50 ergiebt sich aus 5)

SR/

4220 sing sing = 16242 D?
=—164'— 16 44— 16 4 4 32 242+ 32A4% 4" - 32 A7 42
=160(d+A—A\(Ad—Ad+4")(—d+ 44+ 47)

oder

ey NV @+ AT Y aF d—A)(A— A+ ) (= A+ d+ )
= T e e
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[m zweiten Problem setzen wir sing =1} p'p A, sin p= 4 p'pd,
Sin = —.}pp’/ﬂ”, so folgt aus 5)

AR RLY B = e fh— AN 2 AL 24242478
oder

ey 0 _V@FTF DY @F T— DV~ G+ DI+ I+ )

14 nAdAA"

Die unter 6) und 6a) stehenden Ausdriicke liefern den Flichen-
inhalt oder den reciproken Werth des Fliicheninhalts bez. einer einem
Dreieck mit dem Inhalt 4+ 4+ 4”= D bez. eingeschriebenen und um-
schriebenen Ellipse dureh die Dreiecke, welche dureh den Mittelpunkt und
die Seiten, bez. die Ecken des vorgegebenen Dreiecks bestimmt sind.
Der unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck ist genau so gebat
wie die Formel, welche den Inhalt eines Dreiecks aus den drei Seiten
bestimmt, und man erkennt hieraus die Beziehung zu den am Hingange
beriihrten Dreiecksproblemen. Dieser Fliicheninhalt wird demnach ein
Maximum, bez. Minimum, wenn 4= 4= A=%D, also der Mittelpunkt
der Ellipse der Schwerpunkt des vorgegebenen Dreiecks ist,

Freiburg i. B. Prof. J. TroMAE.

XI. Ueber Fusspunktscurven.

Die gewohnliche Methode, zu einer gegebenen Curve die Fusspunkts-
turve von einem gegebenen Punkte (g, b) aus, d. h. den geometrischen
Ort der Fusspunkte der von einem gegebenen Punkte auf die Tangen-
ten einer gegebenen Curve gefiillten Lothe zu bestimmen, ist die fol-
gende,

Ist (&, y) ein beliebiger Punkt der gegebenen Curve [(a,y) =0, so
erhiilt man die Fusspunktseurve durch Elimination von £ und 7 aus den
drei Gleichungen

nf(ga ‘rj) o Ov
W_“ die erste (leichung eine beliebige Tangente der gegebenen Curve,
die zweite das vom Punkte (a, b) auf sie gefillte Loth darstellt.
: Legt man aber die Gleichung der gegebenen Curve in Liniencoor-
d:nate“ zu Grunde, so erhilt man ganz allgemein die Gleichung der
hussp“nktﬁcurve, in Punkteoordinaten ausgedriickt, durch eine einfache

g ) . 1 i '
Substitution y Welche zugleich zeigt, von welchem Grade die Fusspunkts-
turve werden muss.
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Ist niimlich

1) % (1 0) =0
die Gleichung der gegebenen Curve in Liniencoordinaten und sind (, »)
die Coordinaten einer beliebigen Tangente der Curve, (x,y) die Coordi-
naten des Fusspunktes des vom Punkte (¢, b) auf diese Tangente gefill-
ten Lothes, so hat man

2) vr+ovy+1=0,

3) u(y—>b) —v(x—a) =0,
und durch Elimination von # und » aus diesen drei Gleichungen erhilt
man die Gleichung der Fusspunktscurve in Punkteoordinaten,

Nun geben die Gleichungen 2) und 3)

A r—a

) u—"_m(rz:—u)—l—y(y—h)’
— |

5) o= - F

- (- +y@y—0)’
und die Substitution dieser Werthe in Gleichung 1) giebt allgemein die
Fusspunktscurve einer gegebenen Curve.

Da der gemeinschaftliche Nenner in 4) und 5) vom zweiten Grade
in @ und y ist, so giebt diese Substitution nach Durchmultiplication mit
dem Nenner im Allgemeinen eine Curve vom 24'" Grade, wenn 4 der
Grad der Curve @(u,2)=0 in Liniencoordinaten, d. h. die Classe der
gegebenen Curve ist. Wir haben also den Satz:

Der Grad der Fusspunktscurve einer gegebenen Curve
ist im Allgemeinen gleich der doppelten Classenzahl der-
selben.

Der Grad der Fusspunktscurve reducirt sich, wenn die urspriing-
liche Curve parabolische Zweige hat,

Enthiilt ndmlich die Gleichung der Curve ¢(u, ») =0 kein Absolut-
glied, d. h. beriihrt die Curve die unendlich ferne Gerade, so reducirt
sich der Grad der Fusspunktscurve auf den (24 —1)ten,

Enthilt die Gleichung der Curve ¢(u,v)=0 weder ein Absolut-
glied, noch die Glieder ersten Grades, d. h. ist die unendlich ferne
Gerade eine Wendetangente der Curve, so reducirt sich der Grad der
Fusspunktscurve aunf den (24— 2)'".

Allgemein ist » der Girad der niedersten Glieder in o (u, v) = d=h
findet zwischen der unendlich fernen Geraden und der Curve Beriihrung
7' Ordnung statt, so reducirt sich der Grad der Fusspunktscurve auf
den (24 — r)ten,

Auch einige weitere allgemeine Eigenschaften der Fusspunktscurve
lassen sich unmittelbar aus der Art und Weise, wie wir ihre (Hleichung
gefunden, gewinnen.
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Wir konnen unbeschadet der Allgemeinheit den Punkt (4, #) in den
Ursprung des Coordinatensystems verlegen, wenn wir uns nur unter
®(u,v) =0 eine beliebige Curve A'** Classe in beliebiger Lage zum Co-
ordinatensystem denken; wir erhalten dann die Fusspunktscurve dych
Substitution von

& ¥
- !l:—m und 2):—;:'2':{—?
m o (u,v)=0.
Ist nun
Py, v) = (duk + BuF=lo 4 ...+ Fvk) + [Glieder (A—1)"" Dimension
in v und v]
4+ .. 4+ (Mu*4 Nuv+ Po*)+ (Qu+£v)+85=0,

80 ist die Fusspunktscurve

(~ D*(dak 4 Bak—1y4 ... + Fy¥) + (— 1)1 [Glieder (A—1)'*" Dimen-

sion in « und y].(a*+ ¥*)
+ . (Ma2+ Nxy+ 1y°) (a24yH—2— (0 + Ry)(a®+yH)k 1
+ S(a+y*)k = 0.
Aus dieser Gleichung ergeben su,h unmittelbar fnlgcude zwel Sitze:

1. Der Ursprung ist ein /facher Punkt der Fusspunktscurve, da die
niedersten Glieder in der Gleichung derselben von der £'°" Dimen
sion sind.

2. Ist S von Null verschieden, d. h. die Fusspunktscurve vom 24'"

.Grade, so hat dieselbe keine reellen Asymptoten, ist also ganz

im Endlichen enthalten; oder auch: da die Asymptotenrichtungen

gegeben sind durch’

(@*+yD)F =0,

geht die Curve Amal durch die imaginiren Kreispunkte.
; Ist S=0, d. h. die Fusspunktscurve vom (24— 1)'® Grade, so hat
dieselbe eine reelle Asymptote, deren Richtung bestimmt ist durch

Qx4+ Ry= 0,

und geht ausserdem (k—1)-mal durch die imaginiren Kreispunkte.

Ist 8=0, 0=0 und R=0, d. h. die Fusspunktscurve vom
(2)‘. — 2)ten Grade, so rrulnt dieselbe (/._2) mal durch die imaginiren
Kl(’lhpunkte and hat ausserdem zwei Asymptoten, deren Richtungen
bestimmt gind dureh

Ma+ Ney+Py*=0
u. g, f

Stuttgart, October 1875. C. ReuscuLe,

Professor am Polytechnikum.

e s T — .
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XII. Ueber die Kriterien der Maxima und Minima bestimmter Integrale.

Herr Zmurko, ein galizischer Mathematiker, hat in der in Graz
am 20. September 1875 stattgehabten Sitzung der Section fiir Mathe-
matik und Astronomie der 48. Versammlung deutscher Naturforscher und
Aerzte einen Vortrag ,,Ueber die Unzulinglichkeit der bis jetzt bekannt
gewordenen Kriterien des Gréssten und Kleinsten bestimmter Integrale
und ihre Vervollstiindignng'* gehalten, welcher in Nr. 6 des Tageblattes
der obgenannten Versammlung seinem wesentlichen Inhalte mach ab-
gedruckt worden ist.

Die Pointe dieses Vortrags ist eine gewisse Umgestaltung der zwei-
ten Variation eines zur Untersuchung vorgelegten »fachen Integrals

ol ot

Al e
.

a£ X
f .
S:/ / S fledrdas s daTy
t; ll ‘J
:

Xy Ty &

in welchem 7 eine Function der zu bestimmenden Functionen U, Usyialip
von &y, &y, ... &, und der beziiglich bis zu den Rangzahlen L)y Ryt S

ansteigenden partiellen Differentialquotienten dieser Functionen ist; iiber-

dies werden zwischen den genannten Griéssen » Bedingungsgleichungen
=0, 13=0,...9,=0

als vorgeschrieben angenommen.

Wird, unter i, 4,, ... Ay unbestimmte Multiplicatoren verstanden,
g N +\12 vot .. F A V== W,
.T"] a’u"- %
3 a
/ ...j"W(i:cl AZy ... dx, ==&
.‘L“] .‘L",

gesetzt und werden die Bedingungen, welche nothwendig und hinrei-
chend sind, um die erste Variation 0& zum Verschwinden zu bringen,
bereits verwirklicht gedacht, so besteht die erwihnte Umgestaltung der
zweiten Variation von & darin, dass einerseits der Verfasser allgemein

: QF (Sin2nmw\"m

()Um ot 5 ) Y

(7m)! 2nm

setzt, wo ¢ eine unendlich kleine, von @, @,, .. 2, unabhiingige Grisse,

n eine sehr grosse positive ganze Zahl und #» den Ausdruck

’ ’

T, —x - T

et Kt | AR LT
s - X
T, —x x 4k

bezeichnen, und sich andererseits auf folgenden merkwiirdigen Hilfssalz
stiitzt:

P . : A
Die Function sin2nmw als Factor eines unter dem 7 fachen Integra-

tionszeichen stehenden Ausdruckes ist der Null gleich zu achten; dagegen
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kann unter denselben Umstinden ein Factor cos2nmmw durch die Einheit
érsetzt werden.

Durch Differentiation des fiir 0 U, angenommenen Ausdruckes 1)
findet der Verfasser
e tp U,
PXEPTLT
.w'n?nn;ﬁ))'***i““_ﬁ"‘ (cos2nmw)etp... petft.. m

e AL L
£x ("m—a—p...) 0a,®da, o

2nm

“{ﬂ 06 den Inbegriff der mit einer hoheren als der (m—a—f.. . )""
I"Otﬂllz von sin2nmw behafteten Glieder bezeichnen soll, entnimmt dieser
l"Ol'mel die Ausdriicke fiir die Variationen der verschiedenen Differen-
h_al‘lllr'stientﬂn von U, Uy, ... Uy, setzt dieselben in 0*& ein, ersetat
hierayp kraft des obigen Hilfssatzes sin2nmw in allen Gliedern, wo die-

Ser Factor mit einem positiven Exponenten vorkommt, durch Null,
OS2 7y dagegen durch 1 und behiilt nach dieser Operation unter
dem Integmlzcichen eine cinfache quadratische Form v, ¥y, ... 9, mit
Von T4y @y, ... x, abhiingigen Coefficienten iibrig, welche unter Zuziehung
der 5 Bedinglmg.»;gleiclmngcn und der angenommenen Beziehung
1—92—?—...— 92 =0

; auf ihr Zeichen gepriift die entscheidenden Kriterien liefert.

t Man stutzt unwillkiivlich iiber die grosse Allgemeinheit des oben
gngﬁrﬁhrtcn Hilfssatzes und es ist in der That sehr leicht zu sehen,
ass

nicht nur der vom Verfasser gegebene Beweis illugorisch, sondern
a : e .

uch der Satz selbst nicht richtig ist.

Der Beweis wird so gefiihrt, dass das Integral

mfr‘ 9:'”,-

f L] -

J o .'jl'(:r,., o, s ar ) dedag o diTy
5 e .
n > o 5 . .
folgender Weise in ecinen Summenausdruck umgewandelt wird. Zu-
Dichst wirq

: das Integrationsintervall @, ...x", in n gleiche Theile zer-
e . .
gt und niherungsweise

2 "
& T
| 3 o i —1

E T, =, : h ’ ’
Fda,=— A 2 I-‘(u? e ) e -l‘,)
n h n
0
@

eﬁ(l " ;i 2 3 . rn .’
ii tat. Hierauf wird wieder das Intervall @’y 1 — a'n_
fmente petheilt und
i 7
Velse durch eine
Zu g

¥

in # gleiche

die Integration in Bezug auf 2,y niiherungs-
Summe ersetzt und so fort fiir alle Veriinderlichen bis
1 Wenn nun # von der Form

(sin2nmn)r (cos2nmm)t 0 (s
' ¥ ganze nicht negative Zahlen sind, so ist in jedem Gliede des
enen Summenausdruckes 2nz» ein Vielfaches von 2z und daher

ungd P
erhaly




144 Klemele Mltthellungen

T L T e R — A A A A A A A A AN AR AN AAAAAA AP A AP APt

sin2nww =0, cos2nmpw=1.

Hieraus schliesst nun der Verfasser ohne Weiteres seinen Hilfssatz.

Dieser Beweis wiire im Allgemeinen stichhaltiz, wenn das zu inte-
grirende Element von #» unabhiingig wire. Da aber ein Element von
der Form

(sin2nmw)P (cos2nnww)? O (z,, ... 2,)deo, da, ... da,

von der Zahl n abhiingt, so ist der von dem Verfasser in der dargeleg-
ten Weise hergeleitete Summenausdruck durchaus kein Niherungswerth
fir das Integral und man miisste, um einen solchen zu erhalten, die
beziiglichen Intervalle in eine Anzahl von Theilen zerlegen, welche
gegen n betriichtlich gross sein miisste; bei der vom Verfasser gewihlten
Eintheilung kommt der Factor (sin2nmw)? (cos2nmm)! gar nicht zur
Entfaltung seiner Veriinderlichkeit,

Dass der Satz selbst nicht richtig ist, beweisen nachfolgende, nach
Belieben leicht zu vermehrende Beispiele, in welchen ich mich der Ein-
fachheit wegen auf den Fall eines Doppelintegrals mit constanten Gren-
zen beschrinkt und

eSS b e

== gl =Ry gy
(wo also @, b, g, h constante Zahlen hbezeichnen) gesetzt habe; man
findet, wie gross auch » angenommen werde:

b h
'/131113217n .J—a+y g)r{wdy:%(b—n)(g— k),
p—

bh

/fClJSZQ?lW —;-_.:I+y J)Ifa.d_f—-(h——rt)(g—/t),

a g
b h

% ! x—a Y—g : o
./A/ms?wn(lk_“+k_y)rl.t dan=uy:

a g

b h

C] G o —_— 2 —_— 2
S frvemon (i d=t) sty =

o]

Da hiernach die von dem Verfasser mittels des von ihm mit dem
Namen Osculationsfactor belegten Factors in 2nmw bewirkte Umformung
der zweiten Variation auf der Anwendung eines falschen Satzes beruht
so konnen weder diese Umformung, noch auch die daraus abgeleiteten
Endkriterien als stichhaltig aufrechterhalten werden.

Krakau, 20. November 1875. MEeRTENS.
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d. 1. Heltes ist statt Dr. J. Kortewey au lesen D. J. Kortoweg.
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