C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Zeitschrift fir Mathematik und Physik

Verlag: Teubner

Jahr: 1876

Kollektion: mathematica

Signatur: 8 MATH [, 755:21

Werk Id: PPN599415665_0021

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PID=PPN599415665_0021 | LOG_0015

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de



¥.

Grundziige einer allgemeinen axonometrischen Theorie
der darstellenden Perspective.

Von
Guino Hauck,

Profegsor an der Oberrealschule und Hilfslehrer an der Univergitit zu Titbingen,

(Hierzu Taf. II, Fig. 1—17.)

Definiren wir die Axonometrie allgemein als Methode, welche
leht, perspectivische Bilder von Objecten, die dureh die rechtwinkligen
Coordinaten ihrer. Punkte gegeben sind, dadurch zu verfertigen, dass
die Projicirenden Parallelepipeda der einzelnen Objectpunkte abgebildet
Werden, g0 miissen wir die Vaterschaft dieser Disciplin Desargues
“Uerkennen, Seine ;,Méthode universelle de mellre en perspective les objels
9MNEs réclioment ou en devis elc." (Paris 1636)* behandelt die Central-
PeIspective in dem genannten Sinne und stellt damit die Grundziige der
AXonometrischen Methode fest. Die eigentliche Carriére der Axonometrie
knﬁpft sich jedoch erst an die Namen Weishbach und Pohlke. Erst

urch dje Einfilhrung der rationalen Verhiltnisse der Einheiten der
A8sstibe** ynd die Aufstellung und Verwerthung des Pohlke’schen
PAtzes*% Yt dje an und fiir sich alte Methode die Leichtigkeit und
H&“dlichkeit erlangt, die eben -das Charakteristische der modernen Axo-
oMetric ansmacht. Beide Errungenschaften erstrecken sich nun: aber
105 auf gio Pm-allelpérspective. Wir hatten bisher in der Centralper-

* Vergl. Ocuvres de Desarques réunies et analysées par M, Poudra. Paris
1864, A € pag. 55— 95. . .

™ Vergl. Weishach, Die monodimetrische und anisometrische Projections-
Methode, Ty den polytechn. Mittheilungen von Volz und Karmarsch, Tibingen
1844 8 195140,

"Rk Vergl, Pohlke, Darstellende Geometrie, I. Abthlg., 3. Aufl. Berlin 1872.
S.119_q55 Ferner: Schwarz, Elementarer Beweis des Pohlke’schen Funda-
mentalsatzes der Axonometrie. In Crelle's Journal Bd. 63, 8. 309 —314.
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82 Grundziige ete.

spective weder ein Analogon fiir die rationalen Verhiiltnisse der Mass-
stibe, noch fiir den Pohlke’schen Satz. So kam es, dass trotz Des-
argues’ Anregung die moderne Axonometrie die Centralperspective
ganz ausserhalb ihres Bereichs liess. — Eine leidige Folge hiervon war,
dass sich fiir die Centralperspective und Parallelperspective zwei von
Grund aus verschicdene Behandlungsweisen ausbildeten, welche beide
Perspectiven als ihrem Wesen nach heterogen erscheinen lassen, wiihrend
doch in Wahrheit die eine nur ein Specialfall der andern ist,

In einer im verflossenen Sommersemester an hiesiger Hochschule
von mir gehaltenen Vorlesung iiber Perspective suchte ich die oben an-
gedeuteten Liicken auszufiillen durch Aufstellung einer allgemeinen axo-
nometrischen Theorie und damit gleichzeitig einen einheitlichen Gesichts-
punkt zu gewinnen, von dem aus sich das gesammte Gebiet der dar-
stellenden Perspective (inel. Reliefperspective) behandeln lisst. Durch
diese Theorie wird vor Allem zwischen der Centralperspective und Pa-
rallelperspective die gebiihrende enge Beziehung hergestellt, insofern sich
simmtliche axonometrischen Grundformeln der Parallelperspective unmit-
telbar aus denen der Centralperspective als einfache Modificationen er-
geben. Durch die Constatirung der Thatsache, dass den bekannten
axonometrischen Grundformeln der Parallelperspective auch eine Bedeu-
tung in der Centralperspective zukommt,* gewinnen diese ein neues
Interesse. Der Umstand ferner, dass die allgemein iibliche Methode der
Linearperspective sich aus unserer Theqrie gleichsam spielend ergieht, ##
lisst auch diese in einem neuen Lichte erscheinen.

Vorliegende Mittheilung ist ein Auszug aus der von mir in nichster
Zeit beabsichtigten Publication meiner Vorlesungen. — Die Uebertragung
der Theorie auf die Reliefperspective und die projectivische Clol-
lineation behalte ich einer spiitern Mittheilung vor.

o=l
Exposition.

Gegeben sei irgend ein rdumliches Object durch die auf ein recht-
winkliges Axencoordinatensystem o, £yz *** bezogenen Coordinaten seiner
Punkte. Wir stellen uns die Aufgabe, dessen centralperspectivisches Bild
zu construiren, wenn die relative Lage von Bildebene und Auge gegen
das Object gegeben ist. Wir losen diese Aufgabe dadurch, dass wir zu-
niichst das Bild der drei Coordinatenaxen und dann fiir jeden einzelnen
Objectpunkt das Bild seines projicirenden Parallelepipedons construiren.
* Vergl. z. B. Gleichungen 39) und 56).

# Vergl. 8. 96, Zeile 19 flgg,
*** Mit Riicksicht auf Objecte aus der Natur denken wir uns die z-Axe vertical,
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Das Bild der drei Coordinatenaxen sei der Dreistrahl w, §n&. (Fig. 1.)
Derselbe ist bestimmt durch die drei Winkel ton, not, w§, diewir die
Scheinbaren Axenwinkel nennen und mit W5y Mogy Way bezeichnen.

Wir denken uns ferner die - Coordinaten der einzelnen Punkte r]esi

bjects auf der a - Axe aufgetragen, sie seien 0X = &, oX'=a, o X"=a’
U 8 f. Die Bilder der Punkte X, X', ... seien &, &/, .... Wir bezeichnen
die Abscissen dieser Punkte wE, oF, .. dureh &, &,.. und nennen
diese Grossen die reducirten z-Coordinaten. _

Es bilden nun die Punkte X und 5 zwei projectivische Punktreihen,
Jedem Pupkte der ecinen Reihe entspricht ein und nur ein Punkt der
adern Reihe. Der analytische Ausdruck bierfiir ist eine zwischen den
AbSciSSQn @ und £ zweier entsprechenden Punkte X und = bestehende
Glaiclmng, die sowohl nach @ als nach & linear ist und deren Absolut-
glied — ¢ ist, weil fir @ =0 auch §=0 wird. Diese Gleichung sei

E=
1) zt—fie—g,5=0.
Dany folgt aus ihr fiir & der Ausdruck
e
s e kmaly

: Die geometrische Bedeutung der beiden Grissen f;, und g, ergiebt
Sich leicht, iy x =g, wird §=0n. Also ist g, die Abscisse desjenigen
Puhktes &, der Punktreihe X, welcher dem unendlich entfernten Punkte
er Reihe & entspricht. Andererseits zeigt die nach @ aufgeloste Glfif:];-
g, dass f; die Abscisse desjenigen Punktes F, der Punktreihe = IS.t,
Veleher dem unendlich entfernten Punkte der Reihe X entspricht. Wir

Nenney F, den Fluchtpunkt der &-Axe, G, den Gegenpunkt der,

m‘AXQ_ *

¥ Gleiches gilt fiir die zwei anderen Axen. Bezeichnen wir also die
§ . - 5 4 isge it
luchtpunkte der drei Axen mit F, Fy; e und deren Abscissen Xll;
1 f31 fy, ferner die drei Gegenpunkte mit Gy, Go, G,, und dem}] C
ssen mit 91y 9s» G5, so haben wir fiir die reducirten Coordinaten
fo 50

Igende Ausdriicke: y

L 2) e flx :iﬂ-' é’; 8= .

2 z—g,’ ¥y—92 Z

_Wir nennen die drei Grossen [; die drei Fluchtstrecken, die

drej Grissen gi die drei Gegenstrecken. TFluchtstrecken und Gegen-

Bt!‘(’.cken fassen wir zusammen unter dem gameinsamen Namen: die sechs

8ductionsconstanten.
—-_\‘_

*
Beneny,
tlvE er

Gewshnlich gebraucht man fiir die Punkte F und G eine und chesclhle
ng. Die Kinfiihrung verschiedener Namen in der d;}rstelle’n .dcn Per-'il)e‘&
scheing gerechtfertig% als mit der Unterscheidung zwischen Ongm&lﬁg‘ur ey
BUr correspondirend, Wir werden ebenso in der Reliefperspective unterschei-

en gwi
Zwischen »Eluchtebene und ,,(}Qgenc\,)(}net" %




84 Grundztige ete.

Vergegenwiirtigen wir uns, dass die Bilder aller mit einer der drei
Coordinatenaxen parallelen Geraden sich in dem zugehirigen Flucht-
punkte schneiden miissen, dass ferner die Verbindungslinien der drei
Fluchtpunkte die Fluchtlinien der drei Coordinatenebenen sind, dass
folglich z. B. alle mit der ay-Ebene parallelen Geraden ihre Flucht-
punkte in F, Fy haben: so ist es leicht, vorausgesetzt, dass die sechs Re-
ductionseonstanten bekannt seien, das Bild des projicirenden Parallelepi-
pedons irgend eines Objectpunktes 2 und damit das Bild II dieses Punktes
aufzutragen. Hs ist jedoch einleuchtend, dass es nicht nothwendig ist,
das vollstindige Bild des Paraliclepipedons zu zeichnen, um Punkt II
zu erhalten. KEs geniigt die Zeichnung des in der xy-Ebene liegenden
Rechtecks Xo ¥p und des Diagonalrechtecks Zop P. Man hat folgende
Construction (Fig. 1): .

Man trigt zuerst auf den scheinbaren Axen w§, wy, wf die
Strecken o Fy =/, o Fy={f,, oFy=/[; ab und zieht F, Iy, bestimmt
sodann die reducirten Coordinaten &, 5, { des Punktes P nach den
Gleichungen I und triigt dieselben auf den scheinbaren Axen in ® 5,
wH, oZ auf. Zieht man hierauf ZF, und HF,, die sich in = schnei-
den, so ist FwHn das Bild des Rechtecks Xo¥p. Man zieht nun
w7, welche F ¥, in D schneidet, dann ist & der Fluchtpunkt von wz-
Zieht man daher schliesslich Z D und z ly, die sich in II schneiden,
80 ist ZowwlIl das Bild des Rechtecks Zop P, also II das Bild des
Punktes P.

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dass zur Erledigung der
an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Aufgabe blos erforderlich ist
die Ermittelung der drei scheinbaren Axenwinkel und der sechs Redue-
tionsconstanten. Wir fassen daher diese neun Griossen zusammen unter
dem Namen: die neun axonometrischen Grundeconstanten. —
Die sechs Grossen, durch welche die Lage von Bildebene und Auge
gegen das Object bestimmt ist, nennen wir die sechs Orien tirungs-
constanten. Unsere Aufgabe kommt hiernach darauf hinaus, die neun
axonometrischen Grundconstanten auszudriicken als Functionen der sechs
Orientirungsconstanten.

§ 2.
Berechnung der Grundconstanten.

Die Lage des Auges 4 gegen das Object sei gegeben durch seine
auf das Object- Coordinatensystem bezogenen Coordinaten a,, ay, ag. Die
Bildebene schneide die drei Coovdinatenaxen in den Punkten My, M,, M,,
ihre Lage gegen das Object sei gegeben durch die drei Axenabschnitte
oM, =my, oMy=my, o My=m,, — g, gy dg, My, My, my sind also unsere
sechs Orientirungsconstanten.
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Der ,,Centralstrahl® 40 schneide die Bildebene in . .Danr'l ist
® das Bild des Coordinatenursprungs; o M;, oM, © M, sind die B11de.r
der drei Coordinatenaxen. Wir bezeichnen die drei Strecken o M; mit
Bi, ferner 40 mit », 4w mit p. — Legt man durch 4 eine Eb"‘-ule pas
fallel zur Bildebene, so schneidet diese die drei Axen in den drei Ge-
genpunkten G, 6,, G,

Die Gleichung dieser Parallelebene ist

z a a fl“
3) R O

m, ' my mg my = My Mg
Fihy {ii i zeichnung ein
ihrt man der Kiirze halber die Bezeichnung e

a a (47
4) S Ay

%= —

ﬂ?l 7"2 m3
80 erhdlt man aus Gleichung 3) fiir die drei Gegenstrecken die Werthe

5) gi==#Mmi.

Als geometrische Bedeutung der Hilfsgrosse x folgt hieraus

i r
6 g i :
) ® my N0

Nach dieser Bemerkung haben die Cooordinaten des Punktes o die

WErthe 4 % & and daher erhdlt man fiir die Strecken wM; die
1 Ay

% %
Ausdriicke
7 a\?, wd o
) H:B:(’":'-;) 45 ;;T'!';-z
oder, wenn man der Kiirze halber die Bezeichnung einfithrt:
8) 2= a,? + al + ay
2
miag | T
9 PRESI g Yo S A
) plt=mi—2 = o

i 3 i cei Flucht-
Diese Werthe setzen uns nunmehr in den Stand, die (1191. S
Strecken sy herechnen. Da nimlich z. B. Punkt M, den zwel % :

i : ‘mége Gleich-
teihen .y und 5 entspreclmnd gemein ist, SO hat man vermoge

ung I.
10 oM s fimi :
) == Ei—gyl m;— %M
Woraug :
1) L

Schliesslich ergeben sich die Werthe fiir die drei scheinbaren Axen-
Vinkel aus den drei Dreiecken M;o Mi:
12) prbprt=ned =i

@
COSNW; ) = —
5 2 i ok
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Fiir gewisse Zwecke™ ist es vortheilhafter, statt der Grossen a; und
m; andere Orientirungsconstanten zu beniitzen. Wir bezeichnen die
Richtungswinkel des Centralstrahls (d. s. die Winkel, die der Cen-
tralstrahl mit den drei Coordinatenaxen macht) mit 6;, Gy, 6, und neh-
men die vier Grossen r, 6,, 6,, 6, als Bestimmungsgréssen fiir die Lage
des Auges. Wir bezeichnen ferner den Abstand der Bildebene vom
Coordinatenursprung mit ¢, die Richtungswinkel von ¢ mit Ty» Tgy Ty, und
nehmen die vier Grissen &, 7,, 7,, 7, als Bestimmungsgrissen fiir die
Lage der Bildebene. — Um die Grundconstanten auszudriicken in diesen
neuen Orientirungsconstanten, wenden wir auf die obigen Gleichungen
die Transformationsformeln

13) ;== 1" €08 6;,

14) o

COST;
s . ; & B . :
an und fithren die Hilfsgrossen cosp=—x und v;="" ein, Dabei be-
r &
deutet der Hilfswinkel ¢ den von & und » eingeschlossenen Winkel.

Man erhélt auf diese Weise die Gleichungen in der rechten Columne
der folgenden Zusammenstellung:

1T di g ay II'. cosgp=—cos G, COS Ty - C0S Gy €OS T,
5 bty ety et
my - my,  mg + cos 6, cost,,
2
3 : m;a;. . re 4 1 COS 6;
III. il,bi‘!:ﬂ!id —2—EJ+—., [II, I)!'z: ] —2 .
%2 CoS*t; COST;COS (p
1
cos® o’
cos @
Ve gi=nm;, Iv. gi=r—
COST;
V. fi=(1—x)p:, V. fi= (e—rcosp)w,
1 1
v24yl-.

2L 12— 2 2 R pe
: W2 —m2—my cosr; cos?yy,
2 SR ——, VIl cosmyp=— 2 2

VI. coswip=
o 2#1#.‘: 2v;v;

803
Praktisches Verfahren. Reductionsmassstiibe.

Gleichung V liefert fiir die drei Fluchtstrecken nur die absoluten
Werthe. Beziiglich der Vorzeichen, d. h. der Richtungen, in welchen
diese absoluten Werthe auf den scheinbaren Axen vom Punkte o aus
abzutragen sind, lisst sich leicht folgender Satz beweisen:

Liegen Coordinatenursprung und Bildebene auf einer und dersel-
ben Seite des Auges, so haben fiir jede der drei Coordinatenaxen die

* Vor Allem fiir den Fall, dass die Bildebene durch den Coordinatenursprung
geht oder dass das Auge ins Unendliche fillt,
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i\e?::::fm L‘T(m Fluuhtpunkt. und Gegenpunkt entgegengesetzte Vor-
. iegt das Auge zwischen Coordinatenursprung und Bildebene
80 haben sie gleiche Vorzeichen. :
& ]thzteszst;n Fal_le ‘nenn(-m wif das resultirende Bild ein directes,
alle ein inverses.”
/: auf"‘({’llnfiﬁilﬁﬂ?- ?at?,e bfstimmen sm‘h dic.a Vor'z:ei‘chen\d(?r drei Grossen
leﬂwerth‘s;;, :LV“..,BIAGNSSG“ i - l‘urndlcse. hetert. (71.elc11u.ng 1V Zah-
e Gl mt Vorzeichen, und zwar lisst sich besziiglich letzterer ver-
leichung 6) folgender Satz aussprechen:
Axell]:;)(;cf\l{scissen .der Gegenpunkte haben m.it dc.n entsprechenden
2 ; mitten gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen, je nachdem
dl:mBé]Odehtj,ne zwischen A}lge and Coordinatenursprung oder hinter
: ordinatenursprung liegt.
s i}e‘ glﬁ‘l Igt?:gemlen ll)zu-legm}g des praktischen Verfjsthrens nehmen
= geh‘g i ‘G “ ildebene ‘lmge zwischen Auge .und Coordinatenursprung,
; m Hussersten Falle durch den Coordinatenursprung; es sei also
15) 50,
dﬂgegen - d.. E) : -ﬁ_ n ge l((:, (:1 c-ante_n, as Ob:]-ect heg.u
. em ctantm’\‘ :r.:, —y, +2.7 .Dle Bildebene wiihlen wir
J my, my, mg Positiv gsind oder dass sie parallcl mit einer dieser
g‘"‘ludelc Gntsplrechenden Ebene durch den Ursprung gehe. Bei Zu-
egung dieser Annahmen sind gy, 92 98 positiv, /i, [y, [ negativ.
el B?n“;;‘-hdft‘rm die Grundc?nstautnn aus den Gleicl.nmgcn II -—V.I berech-
e gene da.s. sche‘:.nhm'e Axensystem verrmlttelst der Winkel P13
ba:reu 3Afezeuihnet ist (Fig. ?) und auf den negativen Aesten der schf*.m-
s eﬁ':n .d.te Stl‘G(}lﬁET} oF, =/ cof:‘_zz,l"g, ?JF5:£" abfgetrage%l sind,
Yo Ein: lsu,h de:?' Weitern darum, -(]IE reducn'.teu Co'(-)rdmate.n el 1.;, ¢
i E llt'in Ob_]cctpunkte-s Al bestm-lmcn. Hierzu kctnneﬂ die Gleich-
g eniitzt werden; ein graphisches Reductionsverfahren
Jed.“(‘ah vorzuziehen.
jectii}::h;o]l?ches e1:giebt.sic!1 ‘el?‘lﬂ dem bekannten
unktreihen jederzeit, und zwar auf

Wei :

se o =
y in perspectivische Lage gabracht werden konnen;
tsprechender Punkte zusam-

Satze, dass zwei pro-
unendlich verschiedene
man hat sie

nuar g
0 : ¥
zu legen, dass irgend ein Paar en

insofern D;i‘; inversen Bilflcr bieten ein nicht..geringeres Ir_lteresse als die directen,

Bildern A 1de‘}t13011 filnd mit den von emer.Sﬁ.mmellmse entworfenen reellen

e Di uge im optischen Mittelpunkt‘der Linse.)

z e"miigliiie Annghme hat den Zweck, die Lage des Objects hinter der Bildebene

geht, Bine :ﬂ.\ auch fiir den Fall, dass letztere du'rch den Coordinatenursplemg

eine SChwg]:_gg:U enen TFalls nothwendige Transformation auf diesen Octanten bietet
rigkeit;, z

L
3*
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menfillt; das Projectionscentrum ergiebt sich alsdann als Schnitt der
Verbindungslinien irgend zweier Punkte der einen Punktreihe mit den
homologen Punkten der andern. Wir legen nun die zwei projectivischen
Punktreihen X und % so, dass die Punkte 0 und o zusammenfallen, und
beniitzen zur Bestimmung des Projectionscentrums einerseits den unend-
lich fernen Punkt der Reihe X und dessen homologen Punkt F, der
teihe X, andererseits den unendlich fernen Punkt der Reihe 5 und
dessen homologen Punkt G, der Reihe X. — Ks ergiebt sich hiernach
folgendes praktische Reductionsverfahren:*

Ziehe durch einen Punkt o (Fig. 3) unter beliebigem Winkel zwei
unbegrenzte Gerade 2’2 und E'E, ox und 0 seien ihre positiven Aeste.
Schneide auf 0§ eine Strecke o Fy =/, ab, ziehe'durch #, eine Paral-
lele mit ox und mache auf ihr F C;=g¢;. Um nun vermittelst dieses
Apparates irgend ein 2 zu reduciren, mache auf @'z eine Strecke
oX =g, ziehe C, X, welche £& in & schneidet, so ist 05 ==k

Fiir die y- und z-Axe gilt genau dasselbe Verfahren. T moge blos
daran erinnert werden, dass nach der zu Grunde gelegten Annahme die
@ und y negativ, folglich auf den negativen Zweigen oa” und oy’ auf-
zutragen sind, dass dagegen die z als positiv auf dem positiven Zweige
o0z aufzutragen sind.

Reductionsmasssti be, von welchen die &, %5 & direct abgenom-
men werden kénnen, falls die &, ¥, = in Masszahlen gegeben sind, erhilt
man, wenn man auf 'z, ¥y, 2z von o aus den Originalmassstab auf-
trigt, von C; aus durch die einzelnen Theilpunkte Strahlen zieht und
deren Schnittpunkte -mit &%, %'y, ¢'¢ markirt.

Es kann iibrigens (Fig. 4) der Reductionsapparat auch der Haupt-
figur selbst einverleibt werden. Um z B. die z und ¥ zu reduciren,
ziehe man durch o eine Parallele mit B\ F,, trage auf ihr von o aus
nach beiden Seiten den Originalmassstab anf, mache auf F F, die Strecke
F,C,=g¢, und F,Cy=g,, und ziehe von €y und C, Strahlen nach den
einzelnen Theilpunkten des Originalmassstabes. Wir neunen bei diesem
Verfahren die Punkte ¢, und €, die Theilungspunkte der &- und
n-Axe,

Will man jedoch die Operation des Reducirens aunf einem Neben-
blatte ausfiibren , so gewihrt eine Modification des Verfahrens bedeutende
Vortheile. Man kann néimlich fiir alle drei Massstiibe einen und densel-
ben Strahlenbiischel beniitzen und damit die drei Reductionsfiguren in eine
einzige verschmelzen : Trigt man auf einer geraden Linie L'L (Fig. 5) von
einem Punkte o aus nach beiden Seiten den Originalmassstah auf, so
kann die so entstehende Punktreihe jede von den drei Reihen X, Lrd
reprisentiren. Verbindet man jeden Theilpunkt mit einem ausserhalb

* Dasselbe kann tibrigens auch aus den Reductionsformeln I abgeleitet werden,
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;

éiiicl?;het:i g‘f,fln’vii:hlten Punkte C, 5o ist ’der so entstehende Strahlen-

= dm? -Pfcl(,tl?n.sch m:q der 1’1rmktr(:1he L.L und dn‘hm‘ projet.;tiviscln AL

Tt mmh, hnlctlclhen s H,- 7 ; Von (]1(‘.5'013 drei Punktreihen kann

Lo ekanntem Satze jede in perspectivische Lage zu dem Strah-
! gebracht werden, man hat gie nur so zu legen, dass drei

" ihrer P A
unkte in die ihnen entsprechenden Strahlen des Strahlenbiischels

;i:l:i:: un&zlsdjniese dr]eii‘ lPuE\kt.e._w.’ihlt man den N.ullpunkt,-' den I*‘Im.:ht—
sl folgeudé . unendlich fernen Punkt. — Aus dieser Erwigung ergiebt
: Jonstruction:
e g;‘i:ofinfr (‘-{eﬁa(.len L'L trage von fiu.o,m Punkter, o aus .nach bei-
S ul.-ll‘l d eii.t(-)llgmnllmassstalf n}xf. Errichte 'auf' L'Lino sine Senk-
it '1‘1,0(-1 Wll,]mde c'mc’n heheb:g(ﬁn Punkt' ¢ derselben l.'lllt siimmt-
ey 1(1111!1 kten _de‘r LT Sc.hnf.z:&(-. zu‘ﬂ" LL Y(m 0 fms die S?recken
ihnlen Jl'lli; "5;3: Ua» ':(vr;.,—":g3 a\},r ziehe (,_'(;1, CGy, t-'(;,J,. gchneide aunf
el 1;cke; C hl:),’], C D,ﬁ,:/},, C I:’;izﬁ, ah, :mehf: durch_die
oy o Uy Us U, Parallelen mit Lr, wclche.{hc ‘(,n ;sc‘hnclden
% s(:ﬁne-z’ w:i,-mehe rlu:‘ch o, OT"" w, Parallelen mlt. €6, CGy, CGy:
; iden diese den Strahlenbiischel nach den drei Reductionsmass-
Stﬂ'.ben E’ H, 7z,
T ?::IIVO-rthﬂil dieser 1ctzt?rn Construction beruht hauptsiichlich darin,
e Re;m und dasselbe 1\.etz sur Herstellung der Massstiibe fiir eine
oy 1e v‘rfn axmmmctnschen Grundconstanteu-Syster?ell verwen-
o d- (l‘.;m so.lcho.s I\(s'tz kann auch umgekehrt beniitzt werden,
em Bilde die natiirlichen Masse zu entnehmen.)
e Ifiiiue‘n.i “iir nunmehr zur I’[auptconst‘mction (.lj‘_ig. 2). zuriick ! .Nach-
e s;:llem'nare 1\xensyfften'1 construirt und simmtliche Courdm:.itcn
i ul:{ ﬂlflcr = um bildlich :/Au reden — nacl.uiem das Baugeru:s,te
B d( ‘ die e'mzelueu Bausteine zugehauen jmr]. hand‘elt es sich
Honds ¢ zu‘um, du}‘se]ben yum Bau zusammenzufiigen, — eine Opera-
> in § 1 bereits besprochen wurde.
¢ der Construction

Sollten die Grenzen des Zeichnungshlatte
helfen, dass man

m(;]tlv::i‘a‘siieitfzn hcreits?n, so kann msfn gich .(.1-adurch
reducizten Cf‘lnt‘l}a hcstnm.nten Vcrhii]-tmsse ve.ljun.gten Fluchtstrecken und
fiihrt; o al;’(‘l’"dmatf".n die (_]onstructmn am scheu}bare_n A)xensystelfu aus-
bt Sehliegslia;m II ’(llas h.ler(l-m'ch gewcla‘uno:ne Bild von f,1 ) Vm'lzm.{;crt.
lich wipg T;,a C‘l wll” im :'.l.chtlgen Vc1:1m'ltmss 1.1ach 1. ?elblstvers.t?nd_
tor. Masssmbn m_solchen i a]lm.] nuch- “dm Rnductlo.nsmassstﬂ.h(? in ver‘]Emg-
zn erhalte,; }e zeichnen, um die verjiingten reducirten Coordinaten direct

—
—

D
e R y g ) . v
n Ausfithrungen am Schlusse des § 5 znfolge wird dieses Verfahren

hilnfig vrakts
Wfig praktisch werden.
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Soll das Bild einer durch ihre Gleichungen @ (xy2) =0 und W (xyz)
=0 gegebenen Curve construirt werden, so construirt man die Bilder
einzelner Punkte der Curve, indem man jedesmal eine Coordinate be-
liebig wihlt und die zugehérigen zwei anderen aus den obigen zwei
Gleichungen bestimmt. — Ist eine Fliche F(ayz)=0 abzubilden, so
construirt man das Bild der Beriihrungscurve des vom Auge an die
Fliche gelegten Beriihrungskegels, welche bestimmt ist durch die zZwei
Gleichungen

Flayz)=0,
oF or
(v —a) (j:-}- (¥ — a,)

T

0
— & —_—= ”
oy ( as) 0z

§ 4.

Elimination der Orientirungsconstanten,

Unsere neun Grundconstanten sind Functionen der sechs von ein-
ander unabhingigen Orientirungsconstanten. Diese Funetionen sind in
den Gleichungen IV-—~VI ausgedriickt. Eliminirt man nun aug diesen
neun Gleichungen die sechs (_Jricntirungsconsmutcn, so bleiben noch drei
Beziehungen zwischen den neun Grundeonstanten iibrig. Eine derselben
ist sofort ersichtlich, niimlich

VII. 16) Wyg = Wey 4 wg; = 360°.
Die zwei anderen ergeben sich aus den in VI enthaltenen drej Gleich-
ungen, wenn man in dieselben die aus IV und V folgenden Werthe
17) mi= 2L and W= (S
% 1—x%
eingetzt. Fiihrt man die Bezeichnung ein:

%»—1

18) ; A=

so erhilt man zuniichst:

i
3
. r

f+ 1 — 2 (g2 + i)

y 0S Wil = — T
19) COS Wi} STife
oder
VIIL 20) Mg +9i°) = fE+ 12— 2fi fr cosmyy,

woraus schliesslich durch Elimination von A2 die gesuchten zwei Be-
ziehungen folgen. Wir behalten jedach die zweckmissigere Foym VIIT bei.

Diese Beziehungen lassen sich unmittelbar geometrisch denten,
Bezeichnen wir niimlich die Seiten des Gegenpunktendreiecks @, G, Gy mit
Q1¢ o3 051 und die Seiten des Fluehtpunktendreiecks £, F, F, mit fia
80 ist:

21) gir® = g + g2,
22) fir? = 2 4 13 — 23 fi cosmy.

f?ﬂ fal y
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Die in VIII enthaltenen drei Gleichungen sprechen also den Satz aus:

Gegenpunktendreieck und 1*‘111chtpuukiendreieck sind #hnlich.

Aus der geometrischen Bedeutung von A (vergl. (leichung 18) folgt
ferner:

Das Fluchtpunktendreieck ist kleiner als das Gegenpunktendrnieck,
oder ihm congruent, oder grosser als dasselbe, je nachdem die Bild-
cbene vor dem Coordinatenursprung liegt, oder durch denselben geht,
oder hinter demselben liegt.

Unser Satz ergiebt sich iibrigens auch direct aus der geometrischen
El‘wﬁgung, dass drei durch das Auge mit den drei Coordinatenaxen
gezogene Parallelen die Bildebene in den drei Fluchtpunkten F, Fy, Fy
schneiden, dass also die zwei Tetraeder 4 F Fy Fy und o M, M, M, parallele
Seitenfliichen hahen und folglich #hnlich sind. Ebenso sind die zwei
Tetraeder 06G,Gy6G, und oM, M,M, dhnlich. Hieraus folgt: Fluchtpunk-
tendreieck und Gegenpunktendreieck sind beide dem Spurendreieck
dhnlich,

Aus der Aehnlichkeit des Fluchtpunktendreiecks mit dem Spuren-
dreieck folgt weiter der Satz:

Die Winkel des Fluchtpunktendreiecks gind simmtlich spitz. Ir
reicht ein Winkel den Grenzwerth 90°, so wird auch noch ein zweiter
Winkel =909, die dritte Ecke fillt ins Unendliche.

: Ist nun die Aufgabe, iiberhaupt ein perspectivisch richtiges Bild
emes gegebenen Objects zu fertigen, ohne dass die Lage von Bildebene
und Auge ansdriicklich festgesetst ist, so konnen die Werthe der neun
Grundeonstanten beliebig gewihlt werden, doch so, dass sie die Gleich-
ngen VII und VIIT befriedigen.

Aus ungerm obigen Satze ergiebt sich unmittelbar folgende gra-
Phische Bestimmung eines Grundconstantensystems: )

Wihle die drei Gegenstrecken gy, fa» I3 beliebig, construire aus
je zweien derselben als Katheten rechtwinklige Dreiecke' und t‘:on-
Struire aus den drei Hypotenusen @is, 823> 8u als Seiten ein DTBI%R
16,6, Verbinde einen in der Ebene dieses Dreiecks beliebig llegen:
den Punkt ¢ mit den Ecken des Dreiecks, nehme die von den.drel
Verbind“ngsﬂinien eingeschlossenen Winkel als scheinbare A:{e‘inwmkel
und irgend drei den drei Verbindungslinien proportionirte Strecken
als Fluchtstrecken.

Soll ein Grundconstantensystem mittels Rechnung aufgestellt LA
den, g wiihlt man sechs Grundeonstanten beliebig und bestimmt die drei
Ubrigen mittels der Gleichungen VII und VIIL Der Willkiirlichkeit der

.ahl jener sechs Grundconstanten sind jedoch gewisse Schranken gesetzt:
die Wan ist so zu troffen, dass man fiir die iibrigen Grundconstant-en
"0d ferner fiir die Orientirungsconstanten, wenn diese in den sechs will-
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kiirlich gewiihlten Grundconstanten ausgedriickt werden, reelle Werthe
erhilt,

Ein Blick auf Gleichung VIIT zeigt, dass es zweckmiissig sein wird,
in jedem Falle die drei Grissen fi willkiirlich zu wihlen, Ts wird sich
daher vorzugsweise um folgende zwei Fille handeln:

1. wir wihlen £, £,, f;, Wy, Wey, A willkiirlich;
2. wir wihlen £, fi, £, Gys 0o, 95 willkiirlich.

Die erste Annahme bietet keine Schwierigkeiten und fiihrt unmittel-
bar zu folgendem Satze:

Zieht man (Fig. 6) in einer Ebene von einem Punkte o aus unter
beliebigen Winkeln gegeneinander drei Strecken von beliebiger Linge,
Jjedoch so, dass das von den Endpunkten F,, F#,, F, gebildete Dreieck
spitzwinklig ist, so konnen die drei Strecken immer als das perspec-
tivische Bild eines rechtwinkligen Axensystems und die drei Endpunkte
als die Fluchtpunkte der drei Axen angesehen werden.

Die zugehirigen Gegenstrecken ergeben sich entweder durch Rech-
nung aus der Gleichung

23) 12‘(/,‘2 :fi2+ fr f1cosmwp— fili coswy -+ fsz COS W)
24) =3(fir® — fr 2+ 112,
oder durch folgende aus dieser Gleichung abgeleitete Construction:
Beschreibe iiber den drei Seiten des Dreiecks ¥, Fy Fy nach aussen
Halbkreise, welche von den Verlingerungen der drei Héhen T
FyV,, F,¥, des Dreiecks in Ay, Ay, Ay geschnitten werden. Verbinde
diese drei Punkte mit den Beken des Dreiecks: 50 sind je zwei von
derselben Ecke ausgehende Verbindungslinien gleich. Nehme irgend
drei diesen Verbindungslinien proportionirte Strecken alg Gegen-
strecken, #
Dem zweiten obengenannten Falle widmen wir als dem wichtigeren
eine ausfithrlichere Besprechung.
§ 5.
Willkiirliche Wahl der Reductionsconstanten.

Werden /; und g; willkiirlich gewihlt, so giebt uns Gleichung 19)
die Werthe von coswi, ausgedriickt in f; und |g;, wenn ung gelingt,
A in f; und g; auszudriicken. Dies geschieht dadurch, dass man die
Werthe der Cosinusse aus 19) in die aus VII) folgende Gleichung

25) cos®my, + cos? Wy =+ cos®my — 2 coswyy cosmyy cosmy, —1 = ()
einsetzt. Man erhiilt alsdann fiir 12 die Gleichung:

IX. 26) AV —2B124C=0,
wo die Coefficienten 4, B, ¢ folgende Werthe haben :

* Vergl. zu dieser Construction dje Bemerkung S, 95 7, 4.
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= (5’12 +9:°) (95° +95°) (932_+.’J'12) ) :
E = f,29,2 (9> + 95°) + /s’ 05’ (g5 +a9:") + 295" (9.2 + 9%
C= 912{f22_f32)2 + 922 (fui T f12)2 = (Ju\" (ftzﬁfzv)-‘

Die Discriminante dieser Gleichung: 4= B! — 4C ldsst pich mit
Beniitzung der in Gleichung 21) definirten Bezeichnungen @, 8235 fa
auf folgende Form bringen:

27) 4= (9,29, + 9,*9s> + 05°0,") (/1 825 + [o 8 + [y 812) (F1 923+ 2 81 —f5912)
(f1 83— [o8s1 +(581) (- i g8+ f2 851+ F3812)-

Der Willkiirlichkeit der Wahl der f; und g; sind somit “folgende Schran-

ken geselzt:

X. 28) LV o2+ eV 9249 > i Vol + 9’

Innerhalb dieser Schranken entsprechen aber jedem Werthsystem fi/3/3,

98y9s zwei Werthsysteme 57057, die gich aus der Gleichung

2+ i — V(g +9¢°)

2fifx
ergeben, wenn in dieselbe die aus Gleichung IX folgenden zwei Werthe

b g .
On A* eingesetat werden.

XL 29) COSW g =

Da ein perspectivisch(:s Bild dem Auge nur dann einen mit dem
“Tigi:ml vollkommen iibereinstimmenden Eindruek macht, - wenn beim
Betrachten Auge und Bildebene in die richtige Lage im Raum gebracht
Werden, go ist es von Wichtigkeit, die Orientirungsconstanten, welche
diege Lage bestimmen, ebenfalls auszudriicken als Functionen von fi nnd
55"' Man erhilt aus den Gleichungen II bis YV mit Beniitzung von 18)
folgendes Formelnsystem:

XII, 30) my=(1—124)9i,

G )+ Gt ) -)

X111, ot
G ol 24 (] o ’l‘)
FAVARSS

gi \g" PRE )
) o I,Q:;_@f’ =
o s e
0.’ 9’ 9
L
VeI coeme T

i .- .,17, —_— ,1._ = ,._,1 3
I/?_f"ﬂi-f_f”_i'.ff.;*

c 2 2 _2

LG 43)

XVI, 34) P2 = A g1 9 fgisacy

—— 3

1 1 1

o B o S
UJ, !/-z UU
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1 2 2 1 1 . ’2
ﬁ%”ﬂJ%ﬁ+@X“§g
XVIL' 35) Ho:_Tﬁﬁ_/ Sendiesidug
l 2 2 !
T |
gi .ffl"‘+ug‘*+g;;- .f;,“+. %
: : T 7l
XVIIIL 36) ¢ :}/__, Qe ;*U)_Q,
i A (-’f1“+f/-32+-'l':s'

Durch die seither von uns beniitzten Orientirungsconstanten

wird
sowohl Aunge alg

Jildebene anf das Ohjec.tc(mrdinatensystem bezogen,
wird also die relative Lage des Auges zur Bildebene nur mittelbar be-
stimmt. Es ist nun aber von besonderer Wichtigkeit, Auge und Bild-
ebene in directe Beziehung zu setzen.

Eine ungefihre, in praxzi hiufie ausreichende Orientirung des Auges

g ) B 2) B
kann mittels des Tetraeders 4 Uy Fy Fy geschehen, dessen Dreikant an der
Spitze 4 ein Octant ist: Man construire in Gedanken iiber dem Flucht-
punktendreieck als Basis ein solches Tetraeder, bringe sodann die Bild-
ebene in eine solche Lage, dass die Seitenkante AFy vertical steht

, und
bringe das Auge in den Punkt 4.

Eine genauecre Orientirung ist diejenige mittels Hauptpunkt (Fugs-
punkt der vom Auge auf die Bildebene gefillten Senkrechten) und Aug-
distanz (Abstand des Auges von der Jildebene). Bestimmt man die
Lage des Hauptpunkies # in der Bildebene durch seine Entfernungen
fyy hyy hy von den drei Fluchtpunkten, beziehungsweise durch die Ver-
hiiltnisse dieser drei Entfernungen, und bezeichnet die Augdist
mit d, so liefert das rechtwinklige Dreieck A H F
AF;=1g; und dessen Winkel H.4 Fi=1; ist,

anz A H
i, dessen Hypotenuse
fir %; und d die Werthe :

L e |
XIX. 37)  li=Ag; 1@; 1 !-/-’-—-1 =00 | y—;z—i-q%,
o gt ‘
wo ¢ ein unbestimmter Factor ist,
2
XX. 38) &= T—AT =
AR,

Die geometrische Interpretation von XIX liefert den (anch

direet
einleuchtenden) Satz:

Der Hauptpunkt ist identisch mit dem Schnittpunkte der Héhen
des Fluchtpunktendreiecks,

Um die Bildebene

in die richtige Lage im Raume zy bringen, be-
merke man, dass F\ F, parallel M, My, also horizontal ist, Man stelle
daher die Bildebene 50, dass F, F, horizontal und der Horizontalneigungs-

winkel der Bildebene — T, ist.
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Die fiinf Grossen Tgy Byy by, hgy d, deren Kenntniss nach dem Vor-
hergehenden zur Orientirung von Bildebene und Auge ausreichend ist,
kéunen simmtlich auch auf graphischem Wege bestimmt werden.
Man vergl. hierzu Fig. 6. In derselben kionnen die drei rechtwinkligen
Dreiecke 7, 7,9 als die Umklappungen der drei Seitenflichen des "le-
traeders 4 F| F, Iy angesehen werden. H ist der Hauptpunkt, HF;=1/;.
Construirt man ein, rechtwinkliges Dreieck HV, N, aus HV, als Kathete
g Ay als Hypotenuse, so ist H A, gleich der Aungdistanz und Win-
kel bej V, =1,.

Beziiglich “einer rationellen Wahl der f; und g; mdgen schliess-
lich noch folgende Winke geniigen. Ueber den Einfluss ihrer absoluten
Grisge bei feststehenden Verhiltnissen folgt aus unseren Gleichungen
Wmittelhay folgender Satz:

In jedem Grundeconstantensystem konnen die Reductionsconstanten
nach Belieben proportional vergrossert oder verkleinert werden. Kine
solche Vergrisserung oder Verkleinerung geht Hand in Hand mit
Ciner proportionalen Vergrosserung oder Verkleinerung der Augdistanz.

agegen hat sie keine Binwirkung auf die scheinbaren Axenwinkel,

auf den Winkel 7, und auf die Verhiltnisse von hylyattsyihgs

Bei der Wall der absoluten Grosse der Reductionsconstanten be-
achte man, dass die Augdistanz den Minimalwerth von 2,5%™ (Weite des
deuﬂichen Sehens) nicht iiberschreiten sollte.

Was sodann den Einfluss der Verhiltnisse der f; und ¢; anbelangt,
8 inﬂ“iTEn die Gréssen y; vermoge ihrer Pmportianalitﬁt mit den Axen-
a-.hsclmitten lediglich auf die Lage der Bildebene. Fiir die Wahl der
rdssen fi ist sodann die Lage des Auges, die sich in der relativen Lage
[I.QB Punktes o zum Hauptpunkte geltend macht, massgebend. Hat man
Sich also fiyy die Verhiiltnisszahlen der g; entschieden, so erfolgt die
Wahl qer fi mit Zurathezichung der Gleichung XIX.

Als Beispiel diene das folgende, mnach diesen Regeln aufgestellte

1‘und“‘)flSta.ntmqBystem :
(1 o e fi=—3%m, wyy = 130" 36,5:,
gy=="5dm fo =— 492, Mg = 112 53:5 5
gy =109 fi=—9%% wy, = 117" 30,
42 =10,9908, h, = 2,654,
Ty (2980 hy = 8,995%%,
d = 2,968 9™, hy = 9,601 4™,

§ 6.
Specialfille. -
me}nE:l i:;t leicht, die im Vurangeheuden‘ aufgeste}]ten al!gemeinern Fm;-
"‘iﬂiisirez (i‘L‘IJ.nstl}'uctinnen fiir die verschiedenen Ien-slmect1‘ia1~ten zu spe-
+ Hieriiber migen folgende Andeutungen gentgen.

i
#
y
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1. Fillt Punkt @ mit dem Hauptpunkte zusammen (also in den
Schnittpunkt der Hohen des Fluchtpunktendreiecks), so haben wir den
Specialfall der O rthogonalperspective (Centralstrahl senkrecht zur
Bildebene). Zu den in VIIT enthaltenen Gleichungen kommen alsdann
noch zwei weitere Beziehungen zwischen den sechs Reductionsconstanten
hinzu, die sich unmittelbar aus Gleichung XIX mit /= 42 ergeben. Ver-
mige dieser Beziehung geht Gleichung XI iiber in die folgende:

e e O L
2, C”“””"__m]/ (ﬁ?if'_yg-z_f-ga'“’)(m? .flf.-2+a’)'

gi Gk
2, Fillt die Ecke Fy des Fluchtpunktendreiecks ins Unendliche, so
werden die Winkel bei #, und F, je =90°% und wir haben den Special-
fall der malerischen Perspective (Bildebene vertical). /, und g,
werden =oo. Setzt man den Grenzwerth von é«“:p, so wird A =p.
3
Die Reductionsformel fiir die z-Coordinaten reducirt sich auf E=pz
Die Gleichungen VIII gehen iiber in die folgenden:
40) P9°+95°) =141 — 21,1, coswy,,
41) [1 €083y = [, coSmy, .
Diesen Gleichungen zufolge modificirt sich die S. 91 besprochene graphische
Bestimmung eines Grundconstantensystems folgendermassen (Fig. 7):
Wiible g, ¢, p beliebig. Construire ein rechtwinkliges Dreicck
WA F F, mit den im Verhiiltniss p verkiirzten Strecken ¢, und g, als
Katheten; F, F, sei die Hypotenuse. Verbinde einen in der Ebene
dieses Dreiecks beliebig liegenden Punkt o mit Fy und F, und ziehe
w{ senkrecht zu F,F,. Nehme die von w¢ und den Riickverliinge-
rungen von ®F und wlF, eingeschlossenen Winkel als scheinbare
Axenwinkel und o#, und wkFy als Fluchtstrecken. — Fillt
UH L F Iy, so ist 4 der Hauptpunkt, AH die Aungdistanz.
Wiihlt man- den Punkt o auf % H, so hat man den Specialfall der
Escarpperspective® (die durch Centralstrahl und z-Axe gelegte
Ebene senkrecht zur Bildebene). Fillt o in den Punkt A, so wird die

man

* Ich habe hier die Namen der einzelnen Perspectivarten von der Parallel-
perspective heriibergenommen und unterscheide dann z B, seavaliere Centru]per-
spective’ und , cayvalidre Parallelperspective', Fiir die von mir nlscarpperspec-
tive'* oder neéscarpe Perspective’ genannte Perspectivart existirte seither kein mir
convenirender Name., — Der Name ,» Vogelperspective", der sonst wohl in den
verschiedensten Bedeutungen gebraucht wird, erscheint mir zur Bezeichnung einer
Perspectivart nicht geeignet, insofern er — ebenso wie sein Oppositum ,,Frosch-
perspective’ — der Ausdruck fiir einen disparaten, innerhalb jeder einzelnen Per-
spectivart moglichen, Begriff ist, — Teider herrscht beztiglich der Benennungen
der einzelnen Perspectivarten eine grosse Uneinigkeit und Verwirrung und erscheint
eine Verstiindigung in diesem Punkte héchst wiinschenswerth,
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Escarpperspective zur Militir perspective (Horizontalneigung des
Centralstrahls — 45 0

Fillt noch ein zweiter Eckpunkt des Fluchtpunktendreiecks, z. B.
Fy, ing Unendliche, so haben wir den Specialfall der Cavalierper-
Spective (Bildebene parallel der yz-Ebene). f;, und g, werden =
s %= g =p. Winkel m,, wird =90°. Die Wahl der tibrigen Grund-
2 3
Constanten W9y f1y 9y P i8t vollkommen willkiirlich.

£ 7

Uebergang zur Parallelperspective.

i

Wird r=o0, so werden f; und g; =00, ihre Verhiltnisse haben
Jedoch endliche Werthe., Setzt man den Grenzwerth

42) I
Ji
% ‘gehen die Reductionsformeln I iiber in
L5 43) E=px, n=py, E=ps2
und ergeben sich aus den Gleichungen IV’ und V’ fiir p; die Werthe:
v, 44) Pi= Vi COST;.

Die Gleichungen I, III" und VI’ bleiben in Giltigkeit. — Man
("fnﬁ'-rke, dass & ganz aunsfillt.

Die Constructionen am scheinbaren Axensystem vereinfachen sich
‘:ie folgt: Schneide auf der &-Axe die Strecke w /5= E ab, ziehe durch
‘:‘ eine Parallele zur 1-Axe und schneide auf ihr B =17 ab, ziehe end-
tieh durch 7 eine Parallele zur ¢-Axe und mache auf ihr #lI= ¢
In dem Massstabnetze (Fig. 5) werden w; F; siimmtlich parallel Z L,
Abstinde von € werden: Cowi=p;. Co. :
An Stelle unserer seitherigen Grossen f; und ¢; treten nunmehr in

ihre

der 13a1-a“elperspectivc deren Verhiiltnisse :—:L und g—; Die drei Verhiilt

Ji
Nigge

3-‘:?‘? sind die Reductionsconstanten der Parallelperspective.

Die dye; Verhiiltnisse 2 spielen die Rolle von Hilfsgrossen, deren
: : Gk
Beibehaltung bei der willkiirlichen Wahl der Grundconstanten bedeutende

ortheile mit gich bringt. Um tibrigens die Symmetrie unserer Formeln
zn
Wahren, getzen wir
£9) gi _1i
g Yk
wo - e
??11 Y2) y3 endliche Grissen sein mogen.
“Citschrify ¢ Mathematik u, Physik, XXI, 2, 7

il
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Da nunmehr die nean Grissen p,, p,, py, }ﬁ, }:—2, Ei‘, Wiy Mgy, Wy
e )

Funetionen der vier von einander nnabhingigen Variabeln sind, welche
die Richtung der Bildebene und der parallelen Sehstrahlen bestimmen,
so bestehen fiinf Relationen zwischen denselben. Von diesen ergeben

sich zwei direct, niimlich die Winkelrelation VII und die Gleichung

~

17271, Die drei iibrigen ergeben sich aus VIII, wenn man be-

Vo Vs "1
merkt, dass fiir 7=00: A=1 wird und wenn man an Stelle von f; iiberall
fi fi

~— gi= — p; einsetzt.* Man erhilt alsdann die drei Gleichungen:
gi gi

1t -
VIIT. 46) vy 4y =plyd + piyid — 2 pipk yiye coswy,

Wir diirfen nun vier Grundconstanten willkiirlich wihlen. Statt
zwei Grossen p; willkiivlich zu wihlen, kénnen wir auch deren Verhilt-
nisse — oder, wenn wir

47) pi=eom
setzen, die drei Grossen m; beliebig nehmen. Dabei gewithrt es bedeu-
tende Vortheile, die m; als rationale ganze Zahlen zu wihlen, —
Es sind nun folgende zwei Annahmen von besonderer Wichtigkeit:
1. wir wihlen 7, m,, my, my, my,, wy (in Uebereinstimmung
mit VII) willkiirlich;
2. wir wihlen =, my, my, ¥y, 7y 7y willkiirlich.

Die erste Annahme ist fiir die allgemeine Parallelperspective die
naturgemiisseste und fithrt zu dem Pohlke’schen Theorem, sie bietet
jedoch ungleich mehr Schwierigkeiten, als die zweite. Die zweite An-
nahme erledigt zwar wegen der Beibehaltung der Hilfsgrissen ye die
allgemeine Parallelperspective nicht so direct wie die erste, erweist sich
aber fiir die Anwendung auf Specialfille ungleich fruchtharer als jene.
Sie erfordert nur eine einfache Modification unserer centralperspectivi-
schen Resultate. Dieselbe besteht darin, dass man in den centralper-
spectivischen Formeln IX—XVIII

48) N—1
setzt und die Substitution ‘

49) fi= ﬁ Gi= DiVi= Qmiyi

[if

anbringt. Bei diesem Verfahren liefert zunichst Gleichung IX fiir o*
die Gleichung

IX'. 50) Co*—2Be*+A=0,
wo die Coefficienten %, B, € folgende Werthe haben:

* Die Substitution von y, an Stelle von g ist erlaubt, da die Gleichungen
nach g; homogen sind,
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=040+ 1 0+ ),
: 'm12 1 5}'1-{ . }'3‘? '}: ”‘22 }'24)(7’32 S ?12) ar u;su }’:!.1 (e + }'22) )
Die Un};l (W-’- Yo = %ss }’:1'3)'.+ Ya (705 5" — m iy + Ys® (2" — o2 )"
; ersuchung der Discriminante dieser Gleichung liefert die Be-
‘lngung:
X 51) e/ 2 1 + w7 > mn/ 78 e
n dile)p; Weitern gehen die Gleichungen XI, XV, XVII, XVIII iiber
olgenden :
2.2 gogadin gt
XY, 59) o5y, PP TEHPENE (84 7aY AT
2pipr itk © 2mimy piy

1

XV % 53) COSTj= —————————

Yo Vs

1 R - 1 1
3 (Dk~+}_}_t_d)j__(ﬁf+ ,P) 1 —pd)

(= "—‘l‘—""'f;'" — e ———————
l=2 1 1 1 ‘, . X
2‘//(_2+ 5 '7) (py° +/"2“+1’:;2_1)
Yi Yoo Vs
1 9 9 =1 1 1 g
om0+ (o 5a) (= )

q
b

2 5 s /( —1§ o —].';'1‘ 'L) (7‘:12 + g 4 my® — '})
XV Q 7i 14 Vi Yas @
i 55) 19 =]/§;F;_|;1192_+ pE—2= 1/5’2(7“12+”32+ ) — g #*

ischen Formeln fiir

1

lodificirt man die allgemeinen centralperspectlv

ie i J - .
I § 6 angedeunteten Specialfille and wendet alsdann auf die modi-
resultiren die

ﬁci]‘t Rl
l)ekaen Formeln die Substitutionen 48) und 49) an, so
nnten parallelperspectivischen Specialformeln. 7. B. ergeben sich

ang \ .
39) unmittelbar die Weishach’schen Formeln :

56 o 1 ] e LT e T R,
) AL g (R (— md 4 m® + ) (wd — + ).
T T
_‘_‘—‘1 Reate T
® Q)
Dars Gleichung XVIII' wurde schon von Pohlke gegeben, Vergl Pohlke,

t. Ga
- Geom., 2. Aufl., S, 115,
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