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Ein Fall, in welchem die Differentialgleichung
@ (1—2)(1=ka)y” + (u+ vz + wka?) y' + (v + ' kx) ¥+ wky=0
integrirt werden kann,

Von
J. THOMAE,

Professor an der Universitit Freiburg,

Die sieben Constante enthaltende Diﬂ'erentia]g]eiclmng
1) a(l—a)(1—ka)y" 4+ (u4tvax+n ka?) y' + (v + w'ha) y + w"ky =0

ist in zwei Fillen integrirt worden, in denen die Constanten nur gzwei
Bedingungen unterworfen sind. Erstens in dem Falle, in welchem die-
selbe den mit allgemeinem Zeiger gebildeten (Liouville’schen Diffe-
rentialquotienten des Ausdrucks y
Xpur=a*(1—2)(1—rka)

zum Integral hat, der von den Herren Pochhammer und Hossen-
felder behandelt ist. Aus dem einfachen Ausdrucke

544 (JE;E’I(IH-—.'#:,F‘(I——/HU]“

(in dem & jedwede auch complexe Zahl bedeuten kann), der in diegem
Falle ein Integral der Gleichung 1) bildet, kann man leicht einige Re-
lationen zwischen contiguen Functionen herleiten. 7. B, dadurch, dass
man die Identitiit
eAl—az)t (1— ko) — o2~ (1—oW (1 — ko) =0
Emal differenzirt, erhilt man die Gleichung
L SR D R e e
SR s e s e S e
Die Lisungen der Differentialgleichung lassen sich in diesem Falle dureh
bestimmte Integrale ausdriicken.
Weiter ist die Gleichung 1) in dem Falle integrirt worden, in wel-
chem 4#=1 und utv4+mw=1(. oder k=00, v=qk, t=¢'k ist. Die
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Losungen lassen sich in diesem Falle durch bestimmte Doppelintegrale
Ausdriicken. Ich habe in den Leipziger Annalen, Bd. il 8. 437, gezeigt,
dass in diesem Falle zwischen je vier contiguen Functionen eine lineare
homogene Relation mit ganzen Coefficienten (ihnlich wie bei der Gauss-
Schen Reihe zwischen je drei contiguen Functionen) stattfindet.

Beide Fille lassen eine Verallgemeinerung zu, ohne dass die Inte-
Brabilitit geschidigt wird.

Im ersten Falle néimlich sind die Exponenten der Anfangsglieder
der qrej nach absteigenden Potenzen von Z geordneten Reihen, welche
Particuliire Lisungen und zusammen die vollstindige Losung der Diffe-
"entialgleichung sind, B, §, '+ 1, worin § und i willkiir'.l.ich sind.

€0n aber diese Exponenten f8, ', f4+n sind, und wenn n eine ganze
Zah] bedeutet, und wenn die Reihen keine logarithmischen Terme
El}thalteﬂa 80 ist die Differentialgleichung noch integrabel.® Aechnlich ist
die Veral]gemginemng' die der zweite Fall zulisst. Im Folgenden wird
D_Dch ein Fall der Integrahilitit hinzugefiigt, nimlich der, in welchem
die Gleichung 1) eine Gauss’sche Reihe und natiirlich ihre gesammte
ortsetzung als particuldres Integral enthiilt. Da man alsdann zwei
Particylspe Lssungen der Gleichung 1) besitzt, so folgt aus allgemeinen
Siitzen ey Theorie der Differentialgleichungen, dass man die Gleichung
1) VOIIStéudig integriren kénne, und es kann daher ein besonderer Werth
suf die Integration an sich nicht gelegt werden. Allein da sich dieser
8peciel]q Fall zum allgemeinen gerade 80 verhilt, wie die specie.]le
"8U88"sche Reihe (1, b, ¢, ¢) zur allgemeinen F(q, b, ¢, x), und da s.:..ch
'¢ Bigengchaften der allgemeinen in denen der speciellen fast ungetriibt
8piegeln, 5o scheint es keine iiberfliissige Arbeit zu sein, die Integrale
dor Glfﬁchung 1) fiir den besprochenen beschrinkten Fall zusammenzu-
st‘ellen) was hier im Art. Il geschieht. Vielleicht dass einiges Licht.aus
‘%360 Formeln auf die Eigenschaften der Integrale der allgemeinen
Gleichung 1) gine, A
endet man auf die drei erwihnten Fille der Integrf"b‘.htéit dfe
®thode der Differentiation mit beliebigem Zeiger an, 80 blele:n die
®schrinkengden Bedingungen unberiihrt and es werden daher die Re-
*Wltato durch diese Methode micht verallgemeinert. g
. Biniges iiber die allgemeine Differentialgleichung 1) und die Be-
%lchnung ibrer Integrale wird in Art. I vorausgeschickt. Der Uni‘:er-
Suchung geg Zusammenhanges der Zweige der behandelten Function

We . . 3 % .
1de jch eine Fortsetzung dieses Aufsatzes spiiter widmen.

k“‘“——l_g

% _* Man gelangt nimlich durch (— g')-malige Diﬂ'erent‘in,tion- zu der von mir
dieser Zeitschrift, Bd, XI1X S. 278, behandelten Differentialgleichung.
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I

Das Interesse, welches die Differentialgleichung 1) bietet, besteht

hauptsichlich darin, dass sie fiir ®”"=0, y"=n in die Gleichung

2) a(l—2a)(1—ka)y"+(wtvae+twka®) '+ (x4 n'ka) n=10
ibergeht, welche die natiirlichste Verallgemeinerung der die Gauss-
schen Reihen definirenden Differentialgleichung [die fiir A=0 aus 2)
entspringt] ist. Die Integration der letzten Gleichung wiirde die der
Gleichung 1) in unmittelbarem Gefolge haben, wenn man auf das In-
tegral derselben die Methode der Differentiation mit beliebigem Zeiger
anwendete.™ Allein wir besitzen ebenso wenig Mittel, die Gleichung 2)
zu integriren, als deren vorhanden sind, das Integral der Gleichung 1)
aufzustellen, und es scheint gerathen, die Untersuchung der Gleichung
1) vor der der Gleichung 2) in die Hand zu nehmen, obgleich jene ein-
facher scheint, weil eine nicht unwichtige Eigenschaft, die den Integralen
von 1) zukommt, denen der speciellen Gleichung 2) abgeht, niimlich die
weiter unten durch die Gleichung 3) ausgesprochene Eigenschaft, dass
ihre Losungen zugleich Losungen einer Recnrsionsformel sind,

Integrirt man eine Differentialgleichung durch eine nach Potenzen
von & —a geordnete Reihe, deren Exponenten um eine Einheit auf-
steigen, so soll diese Reihe ein Integral im Punkte « genannt
werden; wenn hingegen die IExponenten um eine Einheit abnehmen,
so soll die Reihe ein Integral im Punkte oo genannt werden, was
auch « sein mag.

Die Differentialgleichung 1) besitzt nun drei particulire Integrale im
Punkte Null. Zwei davon sind einéndrig und ihre Entwickelung kann
mit der 0'" Potenz von # beginnen. Sie sollen mit 0%°(a), 0% ()
bezeichnet werden, und es darf

0%0 (@) 0% (0) — Qo,n’(m) QO’U(U)

nicht identisch Null sein, wenn die Integrale voneinander unabhéngig
gein sollen. Das dritte particulire Integral beginnt mit der o = (2—=u)te"
Potenz von @ und soll mit 0%%(«) bezeichnet werden. Ebenso giebt es
je drei particulire Integrale im Punkte 1 und im Punkte 1:% Zwel
der ersten sind einindrig und ihre Entwickelung kann mit der (' Po-
tenz von 1—a beginnen, Sie sollen mit 0%%(x), 0% (x) begeichnet
werden. Die Entwickelung des dritten beginnt mit der 7'*" Potenz
wenn p durch die Gleichung

v=y+a—~4—k(y4+nw—2)
bestimmt ist. HEs werde mit 0L7(x) bezeichnet. Die drei Integrale im
Punkte 1:% werden in analoger Weise mit 0':5 0 (a), Qb 0(g) Ok, 9 ()

* Man vergl, Gottinger Nachrichten von 1874, S. 249,
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bezeichnet, und es wird &, der niedrigste Exponent der Entwickelung
des nicht einindrigen Integrals, nach Potenzen von (1— k) durch die
Gleichung
v=—8—nw+2+k(dte—4)

bestimmt, Integrirt man endlich die Differentialgleichung 1) durch
Reihen, welche nach absteigenden Potenzen von & —d geordnet sind, 8o
findet man drei particulire Integrale im Punkte oo, deren hochste Ex-
Ponenten bez. g8, f, B” sind. Die Integrale gelbst mogen mit %8 (z),
0%.F(x), 0®-F’(x) bezeichnet werden. Die Grossen f, f, B~ ergeben
sich aus den Gleichungen

w=B4f4p'+3, w=Ppp+FF+F B+t F+p+1, n'=ppp"
Zwischen den Grossen o, B, B B 1 0, weleche die Exponenten
der Gleichung 1) oder die Exponenten der particulidren In-
tegrale in den Punkten 0, o, 1, 1:% heigsen, besteht die
Gleichung

aB+p+F+r+o=3.

Durch gie Exponenten und die Grosse k sind die Coefficienten in 1)
bicht alle bestimmt, sondern die Gleichung hiingt noch von einer will-
kiirlichen Grosse 7 ab; wir wollen deshalb das allgemeine Integral mit

0y ij ) k
0 (y‘ g, f)
ly’ ﬁ”, x

beZeiclmen, wenn eine Angabe der Exponenten und der Griosse T nothig
8%, sonst nur mit 0 (). i
Differenziren wir die Gleichung 1) nmsh a0 PR
" [ 2 s
3) a(l—ax)(1—ka)y"u+ (Un+ tad T o) e

: + (Tn + #n k) y’ﬂ s whﬂ kyn= 0,
Worin

o
At e ol At
Up=u-+n, va=v—2n(14%), w, =n+ 31,
th=1+4uv —n(n—1)(1+%), n",,:::n"+2nw+3ﬂ£n—-l)."
w'rn=7if”+nw'+n(n—1jru+31(?2—*1)(r?~2) =(ﬁ+")(ﬁ+")(ﬁ +n)

“W setzen ist. Das allgemeine Integral dieser (leichung ist

= Yn+1 etc.,

a—n, B +n, Fk :
Yan= 0y (x)=10 (}r—n, B 4n, r+vn——n(n-#1)(] +5) ],
d—n, f'4n,

Worin

=1 k(e =rte—d— k(y+B+E+E+D
5 74+a—4 +lc(6+a~—4):y+a——4+k(6+nr—4)

l&t. Lésst man hierin fiir » jedwede Zahl zu, so kann man eine der
0ssen ¢ —n, y—n, § —n der Null gleich machen, fi welchen Fall
b




PR S SN Tl S Y e

AT P S =

104 Ueber eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung.

i A SEains

das Integral 0 im Allgemeinen logarithmische Bestandtheile erhalten
wird, oder man kann eine der Grissen B4z, f4+n, "4 n gleich Null
machen, in welchem Falle die Gleichung 1) die Form 2) in Bezug auf
Y= annimmt, weil dann 2" gleich Null wird.* Endlich kann man
auch noch die Grisse 7, der Null gleich machen, wodurch jedoch die
Integration ebenso wenig erleichtert wird.

Da der Differentialquotient einer Function (0 wieder eine Function
0 mit abgedinderten Exponenten und abgeindertem z ist, so kann man
die Gleichung 3) als eine Recursionsformel ansehen, welche zur Defini-
tion der Function () ebenso tauglich und daher fiir sie beinahe ebenso
wichtig ist, als die Differentialgleichung, Oder man kann sie auch als
eine Relation zwischen contiguen Functionen ansehen, wenn dieser Be-
griff in demselben Sinne wie bei der Gauss’schen Reihe gefasst wird.
Setzt man fiir ¥n, ¥'us ¥ ns ¥ 'n bez. einen einzelnen Zweig der Funectio-
nen Opn (), @nti1 (@), Ont2(2), Onys(@) in 3) ein, so muss man noch auf
den constanten Factor achten, welchen man den Zweigen der Function
zuertheilen muss. Geniigt 0, (x) der Gleichung 3) nur als einer Differen-
tialgleichung, so kénnte jeder Lisung ein willkiirlicher Factor beigelegt
werden, Aber nicht jede Lisung der Differentialgleichung ist eine Lisung

: 7 5 d T
der Recursionsformel, sondern nur eine solche, in der fg(—) Ont1(2)

da
ist, d. h. eine Lisung, in welcher durch Verwandlung von n in n <4 1

10, (2
aus 0, die Grosse % hervorgeht. Setzt man fir 0, (z) irgend

einen der mehréndrigen Zweige 0% *—"(z), 0%:f+n(z), % f+n(a), ..,

Ql'kd—n(x), g0 wird die Gleichung 3) als Recursionsformel erfiillt, wenn
man annimmt, dass

[ o= Qhe(w) = Ko,a: T(e), MM 1) (1—) 700 (2) = erin iy .,

=0 =1

lim ﬂ'(ﬁ) (l—fcx)"'"k" oLk "(m) — odim ](.:.-k, oo

=1k
1) i b 008 () = BFI7 TL(B—1) Ky,
Jim off 02F (@) = B L\ F'—1) Kan 1,
Jim o g2F () = BF I I (B"— 1) Ko,

sei, und wenn Ko g4, ... K g solche Functionen der Exponenten und
von 7 sind, dass sie ungedindert bleiben, wenn a, y, § in a—n, y—n,

* Eine Untersuchung des Integrals der Gleichung 2) ist von Herm A. Schon-
dorf in einem Aufsatze ,Ueber eine Minimalfliche*, Gottingen 1868, angestellt.
Durch einen Irrthum (8. 49) in der Constantenabzihlung gelangt Herr Schondorf

zn dem unrichtigen Resultate, dass das Integral durch die Exponenten und % bis
auf zwei willkiirliche Constante bestimmt sei.
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0—n und B, B, B” in B+4n, f'4n, B+ n und 7 in 7, fir ein ganzes
" tbergehen, Diese Annahme soll fernerhin immer gemacht werden und
die & sollen simmtlich gleich Eins gesetzt werden.
Will man aber die in den Punkten 0, 1, 1:k einéindrigen Integrale
00 (=), 0%%(x), 010(x), ... in 3) einsetzen, so ist zu beachten, dass
jede von diesen Functionen als Lésung der Differentialgleichung zwei
Willkiirliche Constante enthiilt, niimlich 0, (0) und @2(0) oder Qn(1)
und 0, (1), oder 0,(1:%) und 0'4(1:%) (wenn der an 0 oben angehiingte
trich die einmalige Differentiation nach @ andeutet). Damit diese
F‘lnctionen aber zugleich Lisungen der Recursionsformel seien, miissen
die willkiirlichen Constanten so bestimmt werden, dass die Gleichungen

55.-) Qrt+'2(0) Uy + Qn+1(0) Tn + 011(0) W”nk= 0,

5b) Onys(1) (tntvn+420) + Onyp1(1) (tnd-1'nk) + 0a (1) 2wk =0,
90) Onya(1: k) (tn k400 +0) + Oupt (1:K) (ta + 0'n k) + On (1:4) 0 nk = 0
befriedigt gind. Die Constanten der Zweige 0%0 (), Q?;“'(a:) sollen des-
halh fernerhin so bestimmt werden, dass 03°(0) und Qg=‘}'(0) zwel von-

®inander unabhiingige Lésungen der Gleichung 5a) sind. Der Coeffi-
clent von ¢ in diesen Zweigen ist dann durch die Bedingung bestimmt,
dass er peg. gleich 009 (0), Qﬂ’_‘l’_' (0) sein muss., Ebenso sollen 0L (1),
O::'O’(I) zwei unabhiingige Lisungen von 5b), 0Lk 0(1:%), Ok"‘v"'(l::’c)
“Wei unabhiingige Lisungen von 5e¢) sein. Dadurch sind diese Zweige
8 auf einen willkiirlichen Factor, der ungedndert bleibt, wenn n in
"+1 ibergeht, bestimmt. Setzen wir daher

o= (3 ) 0043 3) 0+ 3 v

B (0 ) e+ (b oo+ (1) o
=(o )@+ () ) e + () o) 028,
®i@)= (o’ o) 0@ + (37 ) 0@ + (37 ) 0@
W ey oy o
G Doy Bhrros(y Herreo
Oe@)= (" p)o@+(2 3) 0@ +(0 ) oo
Be) (g: 1{1)’5) Q]"’"o(.’c) +(2: 101’15) 0‘-‘"=“’(:r)+(2: la:k) Ql:k-"(.r)
()t +( g)rvmC ) mre.
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so miissen die Coefficienten (0’ l) ---(0' cn') nicht blos unabhingig
(050 e, B

von « sein, sondern auch ungeindert bleiben, wenn «, y, 0 in a—n,
f—n, 6 —n, wenn Bhias g7 in B+n, f4n, "4 n, und wenn 7 in
7, fiir ein ganzzahliges n iibergehen.

Man kann in der Gleichung 1) fiir die Unabhiingige durch einige
Substitutionen neue Veriinderliche einfiihren, durch welche die Form
dieser Gleichung nicht wesentlich geiindert wird. Setzt man ndmlich

i x=ka, de=dx, :k,

£Fyv iy

v=[1—(1=k)x,]: k, 2= (1—ka):(1—Fk), de= (l——l-)fl.1'2,

“ :—:]—(lﬂjl;_).r“, &g =1 —.1:)'.(] —}5), (1.1':—4(1-—%) dxys

go erhilt man die drei Differentialgleichungen

; £ i : a3y ( d?y w dy
mwl =) (1— 7o) et (et Faty )r1112+(}f+ﬁ“i)ﬂg
w 0
+_/|.'—y— )
; : o® k d?y
7y (1~ ) [1-(1-1) 7,] — [“ +”+” (w42 w)ay+m(1-k)e, } y
Tb) !1 fr

+(-(+ m') +n(1-h) 3, T“’ +n"(1-k)y =0,

Bk 1 Py [utviwk (v el d*y
.I‘:;(]—.l;!)[] ﬂ(] - ;‘..)]‘r'-"[]}r?+ [ ERRBL: ( 4 21::) Tyt (1-—) 3 jln‘r
o 5. E !I S I d.’l
o + (/.“")” (1-3)= ]z
i 1
+w (l# % y=0.

Hieraus ergeben sich die Gleichungen

(e B / ;
0 ( B r)— 0 (a', g r-.ff) i gfhe Barneh)
\0, ﬁ”, = : T, 1 — k (

1—k
1
72 B s l_f
8) , 3 0B, 1:(1—k) O
=014, ;3,4(?4—»?') =0 «, ﬁ',{/.‘—l)(rw’rw'))
W g hoy cidrked

vy By ki(k=1)
== (n, f:}’, (‘E+/b"k}1 (1 ﬁ!&))
(j) ﬁ") 1-x
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: Die beiden letzten Gleichungen sind durch Anwendung der ersten
E auf die zweite und dritte erhalten. Dass die Grissen §, §/, p” in einer
i 0-Function unter sich vertauscht werden konnen, ohne dass sie sich
i dndert, ist evident.

Will man die Gleichung 1) mittels der Methode der unbestimmten
Coefficienten integriven, so bringt man dieselbe durch die Substitution

g lendy ay 1 dty 1 dy
rI_:,L € d l{;J—: ' odat o my 22 Ediga’
_/ 1 dy Bandary 2 dy

dad” ad dlga, T at dlga? o dlgx

mit Vortheil auf die Form

d2
(1—r)(1—ka) K+[u—sJ]-(w-;-3-|r,-;n)m.4-(;3+3.|—;3 Yk 3{7/7,%2

9) :

\ +[2—u+(r—v--2-—2/.'):1:+ B+ BB+ ) e %) dllf,{‘r

| +BBB katy =0

oder, wenn man die Gleichung 7c¢) transformirt, diese auf die Form

s 1y, ] (1-1) o
(1—.13)[1-(1—1-)_ ]rth + 666" (1— ) =y

; J 4 [—‘r—l SE (y+d~l — (1 ﬂf) O+ p+p+p"— 2)) T,
ool

i (1 (5 + o0+ Q=0 B+6)+1- 5

+ (BF+ BB+ B'P) (1 - ]I)“v] Ly L (.

d lg g

Setzt man in 9) die nach auf- oder absteigenden Potenzen von &
geordnete Reihe
Za, z?
fiir ¥ ein, so findet man, dass a, die Recursionsformel
tnga(n+2) + (u—=3)(n+27* + 2—u)(n+2)
10) — tp i [+ 1P L+ K) — (v 4+ 34+34)(n+ 1)+ (o 4+242k—7)(n+1)]
+ an ke (n+B) (n—}—ﬁ’) (n+p")=0

oder, wenn man mit dem Euler’schen Integral II(n) multiplicirt, die

Recursionsformel
(@42 I (n+2) (n+2— )] + [an T (2)] & (n+B) (2 +") (n+B7)
102)  —(a,4, Z(n4+1)][(n+12(1+K) — (0+343%) (2 41)

— 404242k =0
befriedigen muss. Diese Gleichung stimmt genan mit 5a) iiberein, wenn
Wan dort uy [I(n) fiir Qn(0) setat.
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Setzt man ebenso die Reihe
Zegag®

in 9a) ein, so ergiebt sich fiir ¢, die Recursionsformel L
[enq 2 I (n42) }(n-}—?-y)—f—((‘,,H(n)|(1—— )(n-{-(} (n4-B) (n4 ")
—[c,,_HH?r-i-l)}[(n-}—lf(l-}-]—z)
10b)

—(y+6—1+ (1 - L)(a+r~1))(r'+l)

t+2

s el iy v By +y]—0

Soviel iiber die allgemeine Function.

146

il Wir wenden uns nun zu einem speciellen Falle, in welchem die
Recursionsformeln 10) und 10a) vollstindig integrirt werden kénnen,
némlich wenn die Constanten in denselben die beiden Bedingungen

il erfiillen
o]t} a4p'=2
i (e—1)2(144)— (v4+-34+34) (a—1) + v—v 4+ 2424 =0
oder
11a) = (a—2)[(y+p+F)+1—7],

in welechem Falle 10a) die Form annimmt

ay o I (n42) — aypy H(n41) [(n41)(14k) 4+ (ﬁ+l3'+y— 1)k—y]

| 12) + an I (n) k (n+) (n+ ) = 0

; oder Tt 1) :

; @nt2 I (n+2) N8 b o i L

ﬁ‘w—-l—ﬂTl-)"( +8+1) T (n+B) [(n4-B+1) (144)

| 128) +h(+F—1)—y—g]

| +__([£I_I_{_”)_k(n+ﬁ')—0

; Ho(n4p—1) T

| Auf dieselbe Recursionsformel fiihrt aber die Integration der Diffe-
i‘ rentialgleichung

g 13) (1—a) 1——]:;1:) T — 14+ ((B+F+y—1)k—p)x—(B+48) fcr"‘]

—|—]rﬁﬁ 2’y =0,
mithin sind ihre Integrale zugleich Integrale der Gleichung 1), wenn
deren Constante durch die Gleichungen 11) und 11a) beschriinkt sind.
Die allgemeine Lésung der Gleichung 13) ist in Riemann’s Bezeich-

nung

| T ) [ e

I b ] b} ; 6 l ]_ﬁ

i 14) y=P(r, B, o, a») Pg g 0, rE':— 11:))'
0, 8, 0,
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Zwei allgemeine Losungen der Recursionsformel 12) sind *
1

_‘j!l]-(n+ﬁ_1) n4f— s :( = S)_-y—p’
S mny o) el gt

15) 0

1
_’_’_1?(_’["1;*('%7_9 g [;" +A—1 (1 —5)—1—F(1 —ks)——F'ds,

1
—-EE(_____E:_IE —— —ey—d—=f (1 — —y— 3.
ni= Ti(—=7—=h) sl —)=9=F(1—ks)—7r—F ds
15&) 0 4
BIl(—n—1) % ‘“n_ St ( s)-—d-—ﬁ'
+mk.js B(1—s)y—r—8 1----E ds,

Worin 4, 4" Constante oder vielmehr periodische Functionen bedeuten,
die ungeiindert bleiben, wenn man n um eine ganze Zahl #ndert. Die
hier yorkommenden bestimmten Integrale sollen der Reihe nach mit

J"+ﬁ"~l(,l), H +8=1(k), J—"—F(k), H—“-ﬂ(}lz) zur Abkiirzung be-
T

zeichnet werden. In den Integralen soll fiir negative reelle & der Fac-
tor (1—ks)~r=F oder (1—ks)~%—F, wenn die Exponenten reell sind,
s\—9-F gN=T=p
reell genommen werden, ebenso (1 *E) und (I—I) . Fiir
andere Werthe von & sind die Werthe dieser Factoren durch stetige
Fﬂl‘tsetzung, nicht iiber eine von 0 iiber 1 nach o gezogene gerade
Linie hinweg, in der ganzen k-Ebene bestimmt Was die Brauchbarkeit
dieser Integrale betrifft, so ist sie nur dadurch beschrinkt, dass n+4-f'—1,
—~Y—f#, —n—p, —3—p nicht ganze negative Zahlen sein diirfen,
Wenn man die bestimmten Integrale in der Weise definirt, wie ich es in
dieser Zeitschrift XIV, 8. 52, gethan habe.
Es ist nothig, die Determinanten

J"+ﬂ’—-1(1),k"+ﬁ'—1ﬂn+ﬁ’n—l(k)i J=n—8(k), !c"+ﬁ[i"‘—ﬁ(~1,;)

J’”rﬁ'(%), kn+# HoE () | J=n—B=1(k), /c"+ﬁ+‘H""—ﬁ—'(%)

einfacher ausdriicken, was durch zwei verschiedene Methoden geschehen
kann, Die erste dieser Determinanten soll mit A,, die zweite mit Dy

bezeichnet werden. Es sind Jo+#—! (%_)1 knt#—1 gn+F—1(k) Losungen

der Recursionsformel

* Man vergl. Bd. XIV dieser Zeitschrift, S. 350flgg.
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110 Ueher eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung. ’
bya (14 B—1) = ugs [0+ 1) (1K) + Ky +F—1) — y—B] |
B + lLk(n+p)=0, 1

woraus folgt™

._/fn:._/f,,,H=n+ﬁ—|-]:/'.'(Jl—l-ﬁ'), ;‘T,,L'lfﬂ—}-ﬁ’)*-d,,{,](’-’-{-ﬁ«{-]]:l). l
Die Losung dieser Recursionsformol ist li

@(n) k"I (n4 ﬁ’~— 1)
Hntf)

worin @ (n) eine periodische Function von # ist. Hieraus ergiebt sich,

A=

wenn m eine ganze Zahl ist,
H(H—}—m-’f-ﬁ) Antm

- = H
"+"*Hu.v+m+-,’3' 1) P

@ (n) I (n4m—0) ]f(n—i— m ,—7)

1[(—)——3) lI(—(}—ﬁ)IILrt+1r1+3J IJ(HJ‘-JH J—l) :
F(y-}-{ ,ndm+p, ndm—o41, ), KF=V'F(@0+F', ndm+F, ndm—y+1, ”:

kP ﬂ-—m-l-ﬁ') Rt ; o il
rr-!-na—_*Il_ F(0+f", n+m+p+1, n+m—y+2, k)

q1rn+nﬂ:—

1
o (y+{3, ntm+-B+1, n+m-0+2, ;'.")’

Will man nun zur Auswerthung dieser Determinante die G auss’schen
Reihen benutzen, so muss man fiir einen Augenblick 4 auf Werthe be-
schrinken, deren absoluter Betrag 1 ist, also auf eine Linie. Wenn
dann noch. der reelle Theil von f# grisser als der von ' vorausgesetzt "N
wird, so convergiren alle vorkommenden Reihen, was auch m oder n
sein mag. Gehen wir nun mit m zur Grenze Unendlich tiber, so erhal-

| =Fi=f )

| (] ﬁ/‘n) , =1 (1= k)9
qj(}.l): 1](-—‘-(‘*{3‘) 1’1(_}}——;3‘) ll —y—f

(1——_) MLk I—F

= — (= 1) 1=F TI(— 85— ') Il (—y— ) kv HB+F=1(1 = )i~

also 1st

ten wir

(1y=r=F kb2 (-~ H(n 1) T (~y- ) (=3-F)
I (n+p)

Um den Werth von (—1)—¥—F zu finden, setzen wir in dem ur-
spriinglichen Ausdrucke fiir , durch bestimmte Integrale einen sehr
kleinen, negativ reellen Werth fiir #. Dann nehmen die Integmle
HrHF—1(k), HP+F (k) fiir verschwindende & bez. die Grenzwerthe
Hnkf—1) H(—y—f)  H(n+p) [(—y—p)

H(n—y, 5 On—y+1)

dp=—-

* Man vergl. meine Antrittsschrift: ,,Ueber eine Function, welche einer linearen
Differential - und Diﬂ‘erenzungleichung vierter Ordnung Gentige leistet', Halle bei
L. Nebert, 18756
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A A A AP PP o P b B SNTS  dF SIS P PP PN AT O NN LIS PSP N,

. ’ (1 :
an. Ferner nehmen !.-'—T—f".]"‘i'f‘—‘(%), et it il (i_) bez. die
Grenzwerthe an

e ITn =y 1) (=0 ,6‘n 1’"(7+F)’” I rw—;)H(—b—{j}

e e SRS ;

H(n4p—1) ; O(n+p)
also ist fiir ein verschwindendes %
(Con V) ar— Fﬂ(rr-i-ﬁ—l Hn(—dé—p )I'I__(_:y_:@_'_)

II(n+p)
e~ 0t [I(n—y+1) I(—8—6) H(n4p—1) m—;—ﬁ')
3 ' B R SR “I(n—7y) ’
& e HRIin I (n—y) 1(—3—F) k (n4p) Mi—y—B) |
H(n+p) ’ Hn—y+1) . |
_ e R it (a4 f—1) U (—y—f) I (—0—§)
B CHI(n+P)

und demnach

(—1)"7—F = e—tr+p)in,
So ist endlich
16) 4 ey HB)mgntytFEt (1-k)EF [1(n+B-1) T(-0-F) I~y - ()

I (n+p) i

. 1
Hieraus geht £, hervor, wenn man —#n — 8 — B’ statt », T statt / setzt
und das Vorzeichen umkehrt, so dass sich ergiebt

17y Ot (LA T(-n=f-1) I(-3-F) TT(~1-F)

< S ' -n-p)

Ein anderes Mittel zur Auswerthung dieser Determinanten hat man
Noch, wenn man die Integrale als Losungen einer Differentialgleichung
ZWeiter Ordnung ansieht.

Soll nun in dem Integrale y = Za,a™ die Entwickelung aufsteigend
mit der ¢'*® Potenz beginnen, so” kann dg, der Coefficient von a®, will-
kiirlich gewiihlt werden, weil fir n=« der Coefficient von 2¢ in der
die Bedingung 12) liefernden Gleichung von selbst verschwindet. Der
Coefficient von gyt aber muss so bestimmt werden, dass

oty H(a+41) —ag O(e) [ae—y+(B+ B+ety—1)k]
Verschwindet, was dann stattfindet, wenn man in 15) die Constanten
4, 4 50 bestimmt, dass ¢y, verschwindet, also dann, wenn man
w1 L : e
18) o, elr+8')i I (1 - f~1) kZav-BF (1 I.P"ﬁifi_'-ﬁ l(E)’ Jen+g A fntf :(!c)‘i
Ho+p=2 H-5-F) Ty =F) 0| jutp (1) ka2 o2 ) |
\ "" |
Setzt.  Dann ist @, gleich Bins, dividirt durch II(w). Hieraus ergiebt
Sich nun fijr Qoo (x) die Darstellung
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A A

A A A PP PSPPI SN I\ P PP PP

19) e, 00 (o) = |
1 1 : !
f;“*‘ﬁ""’(]-s)“f'ﬁ'(l-ks)""ﬁ'da;js“""("" (l-s)'d'ﬂ’(l—:‘:) ?f'!?l,a+ﬁ,a+l,rs) ds l
0 0 !

1 1

, 1€ ; s %6
_];/]sa+f" -?(1.3)-0-{5"(1-;) f dsj;ui-ﬁ -1 (1_3)-7-{5’(1“:}) F(1, 0+f, a+1, kes) ds
[ L,
0 0

=0T oy FF (1K) -F T (a+B-2) T (~y-B) L (~0-B): I (a4p~1)
Einfacher gestalten sich die Integrale 0%°(x), Q%% (x), weil jede der

beiden Losungen der Recursionsformel 12), die unter 15) verzeichnet

sind, die Eigenschaft hat, fiir n=—1 zu verschwinden. So hat man

1 |
19a) 0"(x) = II(B— I)Jsﬁ’-"(l—.f)""‘ﬁ’ (1 —-f;-)“’_ﬁ (1—zs)~Fds, |
0

1 {

!

19b) 0"Y(z)=II(f—1) kﬁ'—ifeﬂ'—](l—s)—f“ﬁ'(l —k .?)‘J-ﬁ'(l—:t:/cs)—ﬁ as. "

0 L

Differenzirt man diese Ausdriicke nach x, so erhilt man dasselbe, als

wenn man «, y, 0 in e—1, y—1, d—1 und 8, £, f" in 41, g+1,

8“4 1 verwandelt; der n'e Differentialquotient (,(x) aber geniigt der

Recursionsformel 10a), wenn man Qn(x) fiir a, II(n) setzt, so dass also

die Constanten in diesen Zweigen den friiheren Bestimmungen gemiss
sind.

Integrirt man die Differentialgleichung durch absteigende Reihen, so .
beginnt die Entwickelung des einen Integrals mit der — g7'en Potenz, b
und man muss die Coefficienten B, B  in 15a) so einrichten, dass g |
verschwindet. Demnach hat man fiir @, zu setzen t
o eUTFHE i Ay (1 — =P TI("—B) IT(—n—1)
2 I(—§—f) I(—y—F) I (—n—p)

20) J-n—A(k), wwf—n—ﬂ(l)
X i

JB==1(k), W—F+1 gp—p=1 }_)

(8

Hieraus entspringt filr 0%:#"(x) die Darstellung

21) 0 () =
/ 1 .
KB+ B~ (}{)L/ s (1-5) 08" (1-ks)vF F (1, B, B"-p+1, _;;) ds
0
1
v o $YOP B s
~kf JE—B—1(k) [ 887 (1-5) 16" (1"/1?) F\1, 8, B"-B+1, ]_) ds
(X4
0

o =R =T (T Ay F T~ 5~ F) Ty —F): HE—1)
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Die beiden anderen zum Punkte oo gehirigen Zweige 0% ‘P,
U%:F(x) sind Gauss'sche Reihen. Nimlich

—1
212) (%4 () = I(B—1) (1 —a)—F F(ﬂw/+ﬁ.ﬁfﬁ+ ,J_——).

211b) {jm.rf'(.fr)z11(,9'_1)(1—.r)'-f"1*‘({ y+6,8—B+1, —“—%)

Um die Funetion @ nach Potenzen von 1—a zu entwickeln,
kann man
3 (]—a‘)"}:"

e ARG, . 7
Y= &ty ———— =Xl ¥,

(=1

8etzen und erhdlt so fiir ¢, die Recursionsformel 10b), welche infolge
der Bedingungen 11) und 11a) die Gestalt annimmt

5 | ;
Cngo H(n+2) (n42—y) + ¢, () (l— /—) (n4-2—a) (n48) (n4-58)

(

22) “w-+1H(~+I)[(1+1— 5.-')(n+1‘>"’~3o+~1
+ety-1) (1= oo+ 488+ (1-7) 5 @-1)] =0,

Diegea Gleichung besitzt die particulire Lisung

II(n+4p—1) H[H-f—{i—l)
g n) Li(n—y)

Kennt man aber von einer Recursionsformel zweiter Ordnung

2:{) f'ﬂ

24) Pyt Va1 Fyan=10

ting Lisung o'y, so erhiilt man leicht die zweite durch eine einfache
Sllmmatmn, wenn man a, = d,p, setzt. Durch Combination der beiden
Gl(‘lchungpn
QanyoOnyo+ ¥ “'rrl 1Qnp1 + AT non =05
Rty ’ 2
‘p’?’n'}"! Pn 41 + Y n410n41 ar K n Caciidiss 0
erhiilt man die neue
Punt2(0ng2—0nt1) — 2@a(0nt1—0a) =0,
die i Bezug auf die Differenz gn.4.1—0n= 4o, linear ist. Hat man hier-
Aus Ao, gefunden, so ist dann die Losung von 24)
O =t i 2o
Im vorliegenden Falle ist von der Recursionsformel zweiter Ordnung
22) die particuldre Lésung

7 ”(n—!—{)’#])}I['r_l—}—f)j’-kl)
g II(n) fI(n—y)
Zeitachrift £. Mathematik u, Physik XXI, 2, 3
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bekannt und man hat, wenn das Integral gleich ¢'non gesetst wird, fiir
don die Gleichung

(n+p+1)(n+ 3-}—1)/10,,“——(1——1)[1.-—{—2 a)(n+1—9y)do, =0, i

woraus folgt

SR (I )” I](.n—} I(n+41 —a)
e k) — H(n+p) Hn+ B)

und hieraus

1 |
A N el e e Dl
2 k 1
: : i ( [ ) 56
[ k
0

(1]
also
26) Cn = (”ngn o
(11 i) TnkB-1) o
\‘54’7() [(n4p-1) I (n4-p~1) 3 d-‘.".«' dg s'¥ gn+1-a 11--«.\'}?"1'1”"1 (1= gle+p-!
() =y : 5 ' ;
Wae=p | e

Somit findet man fiir die drei Zweige der Function 0 im Punkte Eins
die Ausdriicke

'_)TJ l:)l"“ L"t) o 1[(;) 71[)[1(,[_ .7._]-’ ‘.'1‘ S f[(l s /U a li 13 .:,'. l_]_—i'J\iJJ ]
“ u‘:l ( 1-5)d+ ﬂ"(\]_”—',l a-f

1
] 4 L 14 \— '
e -—.v)"if"-rf(l i 1’ ) ¢) ds
o R el e i f
27a) OH™( (A l')" Hiﬁi]lﬂ {31 ¢
0
1
Y ( }.'(J—— x) ==
s—F ""[1 — )~ F ( 1— o .\') ds
2 U el = (o = 1)1 f = TR e e

L3
0

Im Punkte 1:4 hat man die drei Ausdriicke

28) (' kO (2) = (g-1) m(p-1) /A/IMN c"*F (B, §, 1-4, (1~f1 ) s3}

edin IT(=3) (1-%) sa]( 1-«)%1 —oyrad
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PP P BN e PP PP P s AP PPN PP PPN, NPT P PPN

CLr b Dt rrn s

1
& 1—Fkx \—F
g _1 2 7J_ﬂ( )

sf 7(1 s) 1 .

2 0 — s e N e T
8a) Quu(m)__(ﬂ——lj"’ =P H{—i=F) ;

0
1

e o
s=F=y (1 —s)F (1 glue \‘) ds

11—k

28 )k, iz ’E‘?'_.l 4 A e e R e
) 09 (a) = ) (=) H—y—F)

’l'

0
Hiermit ist fiir jeden Zweig in den Punkten 0, o, 1, 1:%& wenig-
stens eine Form der Darstellung aufgestellt. Hs lassen dieselben, wie
man leicht sieht, eine grosse Menge anderer Formen zu, von denen
man einige durch blosse Buchstabenvertauschungen, nimlich durch Ver-
tauschung von f und § erbalten kann. Dann miissen jedoch bei einigen

- die constanten Factoren neu bestimmt werden, wenn sie den fiir sie

festgestellten Bedingungen gemiiss sein sollen.

8’1‘\-




