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Kleinere Mittheilungen.

V. Ueber die Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers einer endlichen
Zahl von Beobachtungen.

8. 145 flg. des XX. Jahrgangs dieser Zeitschrift gab ich einige Be-
merkungen iiber die Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers, wenn die
Zahl der Beobachtungen endlich ist. Diese Bemerkungen hat Herr
Helmert 8. 300 flg. einer strengen Kritik unterzogen, welche erst jetat
nach langer Abwesenheit von mir gelesen wurde.

Ich stimme Herrn Helmert gleich zu, dass ich mich bei der Be-
rechnung des mittlern Werthes von w® geirrt habe. Die richtige Be-
rechnung des mittlern Werthes einer ungeraden Potenz von o wiirde,
glanbe ich, nicht sehr einfach sein. Fiir die vierte Potenz von o ist
diese Berechnung leicht genug, aber sie fiihrt nicht zu einem brauchbaren
Ausdrucke, weil dieser mittlere Werth von o?* auf ziemlich compliciite
Weise von der Anzahl der Beobachtungen abhiingig ist. Nur wundert
es mich, dass ich fir den mittlern Werth von % bei dessen Ableitung
von mir, wie Herr Helmert richtiz bemerkt, irrigerweise sowohl die
negativen als die positiven Werthe von o herﬁcksichtigt sind, nicht Null
bekommen habe. Wem dies zuzuschreiben sei, ist mir nicht deutlich.
Is kann unmoglich davon herrithren, dass vielleicht der Behauptung
Helmert’'s gemiiss fiir gleichgrosse positive und negative Werthe von o
die Wahrseheinlichkeit nicht dieselbe sei. Denn bei der B{!reclmung vol
w’ fiihren wir fiir die Mittelwerthe der verschiedenen o, die S ein, und
dabei setzen wir gerade voraus, die positiven und negativen  seien gleich
wahrscheinlich. Der einzige Grund fiir die Abweichung von der von

mir berechneten ®® von Null kann in der Art der Bm'ec]nmng gelegen

sein, Aber ist diese Berechnungsweise fehlerhaft, dann biisst der berech-

nete Werth von w® auch viel von .dem bis jetzt darein gesetzten Zu-

trauen ein, denn diese Grisse wird auf dieselbe Weise berechnet wie o
Die Sache ist mir noch nicht ganz klar.




Kleinere Mittheilungen. 127

Zweitens muss ich auch gestehen, dass die Gauss’sche Ableitung
des wahrscheinlichen Fehlers des aus der Summe der m'°® Potenzen der
bei den Beobachtungen gemachten Fehler berechneten Werthes des wahr-
Scheinlichen Fehlers des Resultates der Beobachtungen vollstindiger und
Weniger willkiirlich ist, als ich meinte. Dass ich dies gemeint habe, ist
nicht so sehr befremdend, wenn man erwigt, dass ich hauptsichlich die
unvollstindigen Beweise bei Sawitsch und Helmert im Auge hatte.
Weil nun Gauss den Beweis der von ihm beniitzten Siitze unterdriickt
und die Laplace’schen Betrachtungen, worauf sich die Gauss’sche
Ableitung stiitzt, mir damals nicht bekannt waren, konnte ich leicht der
Mﬁinung verfallen, auch bei Gauss sei die Beweisfiihrung unvollstin-
dig. Nachdem ich jetzt die Laplace’schen Betrachtungen kennen
gelernt habe, denke ich iiber den Gauss’ schen Beweis viel giinstiger.

Durch diese beiden Irrthiimer ist aber der Zweck meiner Bemer-
kungeu nicht ganz verfehlt. Denn dieser Zweck war erstens der, zu
Warnen gegen die Unvollstindigkeit der Beweise des hier besprochenen
Satzes in vielen Lehrbiichern, wie in denen von Sawitsch und Hel-
Mert, Denn auch die Weise, wic bei Helmert dieser Satz behandelt
Ward, kann ich nicht von Unvollstindigkeit freisprechen. Wenn Herr
Helmert den langen, von Gauss unterdriickten Beweis nicht gehen
Wollte, weil es in den Gang seines Buches nicht passte, warum hat er
daun den Satz iiber die Genauigkeit der verschiedenen Berechnungs-
Weisen von w nicht lieber ganz unterdriickt? Das wire weit besser ge-
Wesen, als dafiir einen unvollstindigen Beweis zu gehen, — Zweitens
Yar mein Zweck, zu zeigen, dass man zur Feststellung des Satzes, dass
der wahrscheinlichste Werth des wahrscheinlichen Fehlers aus den Fehler-
quadraten gefunden wird — und nur das Feststellen dieses Satzes, nicht das
Finden der numerischen Genauigkeitswerthe der auf verschiedene Weisen
berechneten wahrscheinlichen Fehler hat fiir die Lehrbiicher Wichtigkeit —
B4 nieht die zweite' G auss’sche Beweisfiihrung braucht, weil der Beweis,
den jch den ersten Gauss’schen Beweis genannt habe, dann vollkom-
Men geniigt und so einfach ist, dass er leicht in den Lehrbiichern Auf-
Uahme finden kann.

Was zuletzt die Grenzen von o? betrifft, so bleibe ich der Meinung,
ass Mo Helmert diese nicht richtig angiebt. Kine grosse Anzahl
Moglicher Werthe von o fillt ausser den von Herrn Helmert an-
§°gebenen Grenzen, und darunter selbst der nach mir wahrscheinlichste
Werth, Dass dieser meist wahrscheinliche Werth von w* Null ist, weil
F waluscheinlichste Werth von 6,, mit Sy iibereinstimmt — ich betrachte
hier natijrlich allein wahre Beobachtungsfehler -, ist von Herrn Hel-
:‘lert nicht widerlegt, wenigstens nicht fiiv den von mir betrachteten
Fa”: wenn die Zahl der Beobachtungen ziemlich gross ist. Fiir diesen

all befolgen, wie Laplace gezeigt hat, die o das Gauss’sche Fehler-

!l er w
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gesetz, und auch Herr Helmert meint, dass dies dann nahe richtig ist.
Auch nur fiir diesen Fall gelten die Betrachtungen von Laplace und
Gauss, und nur auf diesen Fall hiitte Herr Helmert in seiner Kritik
sich beschrinken miissen, soll das von ihm Behauptete wahr bleiben,
dass Gauss sich bei seinen Betrachtungen streng von den Prineci-
pien der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat leiten lassen.

Mit Verlangen sehe ich dem angekiindigten grésseren Aufsatze ent-
gegen, worin Herr Helmert fiir den Fall einer kleineren Zahl von Be-
obachtungen das Wahrscheinlichkeitsgesetz der o ableiten wird. Denn
auch die Behandlung dieses Falles hat grosse Wichtigkeit.

Groningen, September 1875. R. A. Mgees.

VI. Zur elementaren Behandlung der Cycloiden.
(Hierzu Taf. II, Fig. 8 —10.)

Satz 1. Der Flicheninhalt der Cycloide ist 372z, der
der verlingerten oder verkiirzten Cycloide ist rm(r4 2¢),
wenn » der Radius des erzeugenden, ¢ Radius des Wil-
zungskreises ist. ;

Denkt man sich die Bewegung des wiilzenden Kreises zerlegt in die
Rotation um den Mittelpunkt und die horizontale Verschiebung, so
gelangt man (Fig. 8) zu folgender Construction der Cycloide: Man
mache 1)L:I’J;', EK=Ed, FM= F4 u, s. w. Dann bilden die End-
punkte der Horizontalen eine Cycloide. — Legt man dieselben Horizon-
talen in denselben Héhen an die Gerade 4,0, an, so entsteht eine Curve
A, L, & M B, die von oben gesehen ebenso erscheint, wie von unten.
Es ist also leicht zu zeigen, dass,K die Segmente A L K und B, M, Ky
congruent, dass also die Fliche 4, L, & M, B, C; und das Dreieck 4, B, C;
inhaltsgleich sind, d. h. = 7*z. Nach dem Cavalerischen Prineip sind
aber auch die Flichen ALK MBCE und 4,L, Kk, M, B, C,E, inhaltsgleich.

. : 9,2 rim : e
Nun ist Rechteck 4 Halbkreis = 2 Ts-}-T; die genannte Fliche ab-
2
: A i Y . i oremw 5% . n .9
gezogen, giebt fiir die halbe Cycloidenfliche 5 fir die ganze 3,%m.
o . . vl rmw
Triigt man bei der Construction an den Bogen o nicht —, son-
2 n

o : - o A
dern -— als Horizontale an, so entsteht eine verlingerte oder verkiirzte
n

Cycloide, deren Wiilzungskreis o, deren erzeugender Kreis » zum Radius
hat. Die Ermittelung des Flicheninhalts ist #hnlich, wie vorher.

0

Rechteck + Halbkreis = 2, gn 4 )—QI: die entsprechende Fliche (jetzt
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: ;
rom) abgezogen, giebt r'gn-{-f—;—v fiir die halbe, rm(r+42¢) fiir die ganze

Cycloide. Analog ist die Inhaltsbestimmung fiir die Epi- und Hypoeyeloide.

Satz 2. Die Normale der Cycloide geht stets durch den
augenblicklichen Beriihrungspunkt des Kreises. (Fig.9.)

Beweis. Ist B der die Cyecloide erzeugende Punkt und rollt der
Kreis num die kleine Strecke 4 £ vorwiirts, so bewegt sich B erstens um
die gleichgrosse Strecke B, zweitens um den gleichgrossen Bogen BF,
d. h. in der Richtung B, wo bei zunehmender Kleinheit BH die Dia-
gonale eines Rhombus ist. BH wird Tangente der Cycloide, und diese
halbirt also den Winkel FBG oder LBD. Derselbe wird aber auch
durch CB halbirt, denn La=a,=gq,. Folglich: die Tangente der Cy-
cloide geht durch €, folglich die Normale durch den Berithrungspunkt 4.

Zieht man H £ bis zum Durchschnitt mit 24, so erhilt man den
Durchschnitt @ zweier benachbarter Normalen, und eine Grenzbetrach-
tung zeigt, dass Bu=2.B4 ist. Einfacher ergiebt sich dies aus fol-
gender Ueberlegung.

Ueber 4 8 =rn (Fig. 10) errichte man Rechtecke von der Hihe 2r
nach oben und unten. Rollt oben der Kreis von 4 nach B, so entsteht
die Cyecloide rR'; rollt er unten von 2 mnach A, so entsteht die con-
gruente Curve NA. F sei Beriihrungspunkt der Kreise. Macht man
Bogen FH =4 F so ist HF Normale und glelcluﬂtlg Bogen HE=TFB.
ar vellangcrt schneidet aber unten Bogen GJ= HE ab, es ist also

auch p¢=¢gJ, F olglich ist J ein Punkt der Cycloide D4, ¢J Normale
und fJ Tangente derselben. Dies gilt von jeder Normale der oberen
Curve. Hieraus folgt:

Satz 3. Die Evolvente und Evolute der halben Cycloide
$ind der letzteren congruent. Inwiefern J sich als Kriimmungsmit-
telpunkt betrachten lisst, ist nun leicht durch elementare Entwickelungen
Nachzuweigsen, Satz 3 lisst sich auch mit Hilfe der Gegeneycloide beweisen.

NB. Complicirtere Versuche, Satz 2 elementar zu entwickeln, finden
sich bei Zehme (Die Cycloiden, Iserlohn und Elberfeld 1854) und

eissenhorn (Die cyclischen Curven, Eisenach 1856).

Rollt der Kreis nicht auf der Geraden, sondern auf einem andern
Kreise, sei es aussen oder innen, so lisst sich eine kleine Wilzungs-
Strecke als Gerade betrachten. Satz 2 gilt also auch von der Epi- und
HYPOC)‘(:Inide. Dass die Evoluten und KEvolventen der letzteren ihnen
selbst fihnlich sind, ergiebt sich ihnlich, wie bei Satz 3, durch eine ele-

mentare Betmchtuno (Vergl. Herbst - Programm 1875 der Gewerbeschule

Zu
Hagen.) Dr. G. HoLzMULLER.

Director der Gewerbeschule zu Hagen,

Zeitschrify 1, Mathematik u. Physik XXI, 2. t
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VII. Bestimmung der Anzahl der Doppeltangenten ebener Curven,
deren Coordinaten rationale Functionen eines Parameters sind.

Im 63. Bande des Crelle-Borchardt’schen Journals liat Clebsch
die in der Ueberschrift bezeichnete Anzahl, die in den Pliicker’schen
Formeln @ posteriori bekannt war, durch ein eigenthiimliches directes Ver-
fahren gefunden. Dasselbe findet sich dargelegt auf 5. 53 und 54 der
citirten Abhandlung und lidsst theoretisch gewiss Nichts zu wiinschen
iibrig. 'Wer aber einmal versucht hat, nach dem wvon Clebsch vor-
g(‘s«:]u‘ichnncn Verfahren die Rechnung durchzufiihren, d. h. die End-
gleichung, welche die Doppeltangenten liefert, wirklich aufzustellen, wird
der grossen Weitliufigkeit der durchzumachenden Operationen wegen
jedenfalls den Wunsch nach einem einfacheren Verfahren berechtigt finden.
In dem nach Clebsch zu bildenden Eliminationsresultate erscheinen
nimlich Factoren von nicht geringerem als dem 5(n—2)*—4 (n — 2) (n—3)
= (n—2) (n+42)"" Grade, die der Frage fremd sind. Es ist mir gelungen,
die fragliche Endgleichung sofort von allen fremnden Factoren frei dar-
zustellen, und die dabei befolgte Methode bildet den Gegenstand der
folgenden kleinen Abhandlung.

Ich werde mich in der folgenden Darlegung der Bezeichnungen
o), w(A), #(4) fir ganze Functionen »'*" Grades des Parameters 4
bedienen. Moge die Curve gegeben sein durch die ihre Cartesischen
Cloordinaten @, y bestimmenden Relationen

@ (4) 9 (1)
1) o T e
P (1) W (k)
Dann schreibt sich die Gleichung der Tangente, welche die Curve in
dem Punkte, welcher dem Parameter 4 entspricht, heriihrt, als Deter-
minante
| =z, Ys 1
2) o), 2R, w@)
P, ¥W), Y@
Ich verzichte darauf, dieselbe durch Einfiibrung von i an Stelle
: w
von A ]1()1n()gen A mnulmn, in(l(‘[]l (]iC (]?Ll]'lll'(‘h m‘reichte gl'{i.‘i.‘;‘(‘]'{! Sylt‘l‘

= 0.

metrie nicht bedentend genug erscheint, auf andere Vortheile, welche
die Beibehaltung eines Parameters bietet, zu verzichten.

Die im Punkte A — wenn wir uns kurz so ausdriicken diirfen —
berithrende T'angente 2) wird nun die Curve in weiteren n —2 Punkten
v treffen, welche durch die Gleichung gefunden werden:

@ (‘l’), "I'}(V-): TP(V)
3) @A), o (1), p)=10.
p(d), &), v(*)
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Dieselbe ist scheinbar vom Grade n in Bezug auf v; allein es lisst sich
de.r Factor (v—1)? abtrennen und die alsdann resultirende Gleichung ist
Weiter zu untersuchen. Soll dieselbe die Tangente im Punkte i als
DOPpeltangente charakterisiren, so muss sie zwei gleiche Wurzeln
])GBitzml. es muss also ihre Discriminante verschwinden.

Zuniichst haben wir also den Factor (v—A4)? abzuscheiden, s ist,
wie man leicht bestiitigt:

P (v) — @A) — (v—21) @( .
_l¥£((l'j—ﬁ(),‘ LA )'_= g =24 (ay_ 4 20a,4) e i
+(12+2-'1:5)\‘{‘*3(£.1k2+...+(?l'—l)”ﬂl"ﬁ.za

i p(d)=ay+ a, A+ a,A* 4. .. + az A"

Wir setzen ferner

Po = @

@, =, +a,d,

@, =ty +a A+ ay A%
_ Pm=ay,+ a, 1 + & A2 A
Dann kann man nach dem Vorigen schreiben

?@:ﬂ@:ﬁ:ﬂﬂﬂzwqg(ﬁjtg

1) (v—1)* RN

w 0 (@—@u—2 d ((p_¢)
n—3 ____ ) agpidead Gl
ik 'dl.( A2 )+" AT S K

Der Kiirze wegen sind die Argumente A in g (4) weggelassen.

_ Subtrahiren wir also in 3) die zweite und die mit (v—42) multipli-
tirte dritte Horizontalreihe von der ersten, so wird die erste durch
(vq_;\,)z theilbar und der Quotient sind Glieder, die aus der rechten Seite
Von 4) durch Ersetzung des Charakters @ durch ¢, &, ¥ hervorgehen.
Ordnen wir jetzt nach Potenzen von v an, so zerfillt 3) in eine Summe
von Determinanten, deren erste Verticalzeile die Glieder enthiilt:

,{[dx((p Alf)m)? Ps P, m={152\ o = L)y

""fm"'f‘nd die zwei folgenden analog gebildete Ausdriicke fiir & und v
Sind. Diese Zeile verwandelt sich dureh Subtraction des mit 4™ multi-

Wwennp

R : i
plicirten Gliedes von dem letzten in

o~ ¢ p—Q , @ — Pm
—-i-"TjE —m W-:ﬂ y Py @'m +m 1
A St A s
und  durch Subtraction des mit multiplicirten dritten Gliedes vom
m
ZWeiten
e m QP— QPm ’ ’ P — Pm
o s el U B e

Je s AR S .
etz multipliciven wir das erste Glied mit —— A™ und subtrahiren es
n—im

Vom dritten, dann wird das dritte Glied
9*
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m

r

D m + FRSTR
n—m A

Demnach haben die drei Glieder die Dimensionen
n—m—1, m—1, (m—m—1)+(m—1).
Die Summe dieser Zahlen ist 22— 4 und man erkennt, dass jede der
betrachteten Partialdeterminanten eine ganze Function 2n— 4'®" Grades
in 1 ist.,
Demnach haben wir das Resultat gefunden: Man ist im Stande, die .
Gleichung n — 2'*" Grades, welche wir suchen, in einer Weise darzu- |

m—l3 =5 Qe Yl _([_((P—- J”r)(
A l(” m) ,1_(“ =l

stellen, dass ihre Coefficienten ganze Functionen 2n — 4ter Ordnung in '
4 sind. Daraus folgt unmittelbar das gesuchte Endresultat. Denn die
Discriminante einer Gleichung » — 2'*" Grades ist eine homogene Fune-
tion 2(n—3)'" Ordnung ihrer Coefficienten, steigt also in Bezug auf &
zum Grade (22—4).2.(n—3) =4(n—2)(n—3). Mithin ist die Gleich-
ung, welche die Parameter der Beriihrungspunkte der Doppeltangenten
liefert, vom Grade 4(n—2)(»—3) und die Anzahl der Doppeltangenten
selbst 2(n—2) (n—3).

Der Fall, wo die Curve Riickkehrpunkte besitzt, ist im Vorher-
gehenden mnicht beriicksichtigt. Derselbe bietet indess keine weiteren
Schwierigkeiten dar.

Betrachtet man die allgemeine, hierher gehirige Curve vierter Ord-
nung und bezeichnet

@A) =a,4 a, A+ a,d* + a;A° + a 44,

S(A) = by + byd + by a2+ b, A% 4 b, A4,

YA)=co+ ;A4 cyA* 4 ;% + ¢, 44,
ferner die dreigliedrigen zehn Determinanten, welche man aus den 10
Grossen @, b, ¢ bilden kann, in der Weise, dass z. B.

‘401 =2+ g /;34'4, dp= Zi ”1".‘; e, ‘
gesetzt wird, so lautet die Gleichung achten Grades, welche die Para-
meter der Doppeltangenten liefert:

4 l.kuol = 2 1““11:-_- ar 12(“%:: =+ 3 “‘1;:) + 24 Al:i = ’I:a:;‘l
[}.’5112 + 2&"“-115 + }F(A'” +3 .12:;) + 21 Aoy + Ag,]
— [Mdgy + 223 (A4 4p) + 42 (4y + 44y5) + 24 (4, + 4,.) + A4,]P=0.

Fiir die Lemniscate hat man

p(A)=21—1,
) =24 (A2 =21
P(A)=a+ 6424 1.
Daraus folgt die Gleichung, welche v liefert:
VM6 —1) 4+ SAv(BP—1) 41— 622 —3 =0,

und die Discriminante, welche fiir die Doppeltangenten verschwindet:
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(14612 — 1)(1— 642 —3) — 162 (12 —1)2=0,
oder entwickelt

315 — 2815 — 142+ — 2822 4+ 3=0.
Die Lemniscate besitzt demmnach vier l)oppeltangénten, die wir mit
rémischen Ziffern bezeichnen wollen. Die nebenstehenden Werthe wer-
den von 1 in den Beriihrungspunkten angenommen.

D VY3 V2V

1 A

Iin) 13460, —+W3+V64);

Lv) /3 —y6i), —+(3/3-yEi).
Die zwei recllen Doppeltangenten gehen bekanntlich der X-Axe parallel.
Die vier Beriihrungspunkte haben die vier Werthe, welche sich aus

V2 V6
Sipie
dureh verschiedene Zeichencombination ergeben. Die imagindren Dop-
Peltangenten gehen der F-Axe parallel.

X

y

Miinster. Dr. K. SCHWERING.

at oyt
VIII. Bemerkung zu der Curve o vy

Dass algebraische Curven angegeben werden kionnen, deren Sec-
toren mit Hilfe der cyclischen und elliptischen Functionen in analoger
eise verglichen werden, wie es nach der beriihmten Entdeckung von
Gauss ricksichtlich der Bigen des Kreises und der Lemniscate ge-
Schelien kann, ist eine so nahecliegende Sache, dass unzweifelhaft die
dns{'allsigen Untersuchungen schon ofter angestellt und derartige Curven
igegeben worden sind. Vielleicht ist die Bemerkung von Interesse,
dass die Curve
ad oyt =t
nd ebengo natiirlich
at oyt

e
di . ; : - . :
K“l dem Kreise und der Ellipse verwandt zu sein scheinen, in diese
athegorie gehiren, Denn wendet man Polarcoordinaten » und ¢ an,

= a
4 Hbemmtgt man sich durch die Annahme g lgp alsbald, dass der

Sector « durch das elliptische Integral erster Gattung gegeben wird:
2
- dz
Uu=x5a h g,
yies

0

+
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dessen Perioden ein rvationales Verhiiltniss besitzen. Die Quadrate der

Coordinaten «, y driicken sich sehr -einfach dureh #-Quotienten von

2H

— aus,

Miinster. Dr, K. SCcHWERING.

IX. Zur Construction einer unimodularen Determinante.

Hermite hat in einer Abhandlung ,Sur une question relative @ lu
théorie des nombres* (Liouvyille’s Journal Bd. XIV, S, 21) folgendes
Problem behandelt:

Es seien ap(h=0,1,.. n) n-1 ganze, positive oder negative
Zahlen, deren grosster gemeinsamer Theiler die Einheit ist; es sollen
die n(n41) ganzen Zahlen «;; so bestimmt werden (i=0,1,...7;
=2 ) daEs

Z+ ag 01,1 .- e |
werde, d. h. man soll eine unimodulare Determinante von gegebener
erster Colonne construiren.

Hermite giebt dazu folgendes Verfahren an.

Ist 7, der grosste gemeinsame Theiler zwischen aj o und m—1
(k=1,2,...n, wobei =, gleich @y ¢ genommen wird, und =, =1 werden
muss), so mogen zuniichst die Grossen x. und %' ganzzahlig ans dep
Gleichungen

Nod1,0 — %1400 = Ty,
N he0— MeMh—1 =Tk, hk=2,3,.. n
bestimmt werden., Wihlt man nun die ganzzahligen Grissen vy p (i=1
P R N L n) derart, dass sie der einzigen Bedingung
zi"l,l"'!.? "'vll|ll:tl .
geniigen, nimmt man ferner die Grossen M, ; (i=1,2, ... n) willkiirlich,
aber ganzzahlig, und bestimmt die Grossen My ; successive aus den

Gleichungen
’ / Tk —1 :
Mp_y.i= Nk Vit Mk,i'?f\" ek — 1 58 2

dann werden durch

ap, o ¥

I![I1i:=')?0vl',"+'ﬁf|’i-—--fr !:]’2’_“",
Ty
@k, 0

“f.—,f“:ﬂkvkli‘l'ﬂjk,i'_'” k:l,?., A [
T

die Elemente der verlangten unimodularen Determinante geliefert.

Es giebt nun, wie ich hier darlegen will, zur Losung des Problems
eine wesentlich andere Methode, die mir vor der eben entwickelten VoI~
ziige zu haben scheint. Ieh muss zu diesem Zwecke einige Resultat®
vorausschicken, welche ich in einer Untersuchung iiber die Formen, L
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denen die Auflésungen einer unbestimmten Gleichung des ersten Grades
enthalten sind, friher gewann (d. Zeitschr, Bd. XX, 8. 53); dort ist
allerdings nur auf ganze positive Werthe fiir die Unbekannten Bezug
genommen, jedoch werden die betreffenden Resultate durch Zulassung
negativer Werthe nicht weiter gestort. Die Sitze sind folgende:
Lést man die unbestimmte Gleichung
k=n
1) Z’J,_.xks.u
k=1
nach der Buler'schen Methode auf, so werden alle Unbekannten
schliesslich dargestellt durch

i=n—1
2) xk:f”k-"z i biy k= 11‘2'7 UL
i=
‘V.O die Grossen f; willkiirliche ganze Zahlen sind; das System 2) wurde
eine Form fiir die Gleichung 1) genannt, und es ward nachgewiesen,

dass das Euler'sche Verfahren stets eine allgemeine, d. h. alle még-
lichen Liosungen umfassende Form liefert. Hine solche allgemeine Form
hat die Eigenschaft, dass, wenn die Determinante

-“1 (T8 [ 431 ‘

3) |ag @y ... d2a—1)_ p

) —1

i Ay lpq--. On,n—1 I

it willkiirlicher erster Colonne gebildet wird, und wenn man den Co-
efficienten von ap in O durch a, bezeichnet, immer

2 ap =+ 4p p=1,2
: oder op=— 4y,
18t.  Der zweite Fall kann ausgeschlossen werden, da man eventuell
durch Vertauschung von 4 mit ¢ auf den ersten zuriickkommt.
) Hiermit ist nun folgender Weg zur Losung des oben bezeichneten
Problemg gegeben.

Es seien die gegebenen Klemente der ersten Cofoniiodusits s

Ek: 1,2, ... n), die gesuchten der iibrigen Colonnen durch d;; (i=1,
g n n; k=23. .n—1) bescichnet, so dass zu bestimmen ist

Al (11,1 e ‘11,11-—1 ‘

dy, n—1 |

[')) e 11.2 (12'1 o _;+]

=

| An f[,,,[ vt et ;.

Lis - . ; :
468t man dann nach dem Euler’schen Verfahren die Gleichung

k=n

c=1

und e 15
heisst die gewonnene Form




136 Kleinere Mittheilungen,

P P I P P P AN PP PP o s P AP AP PP

AN P P PP PN i P

i=n—1
7} ﬂ:l.-:{-lk+2 apityy =12
T—p |
wobei also stets l
k=n
8) /-fk B = -+— i ¥
k=1

=

und construirt man endlich die Determinante

# a1 ... @) 1

Q) T Wy 2,1 ... @3, n—l‘

if"n L8 e ﬂ:i,vr——1|
und deren Reciprocaldeterminante £, so ist E’ die gesuchte De-
terminante £. Der Coefficient von p; in 2 ist niimlich nach 4) nichts
Anderes als Ap; ferner wird, wegen 8), 0'==4-1, also auch E=41.
- v . . ’ -
Wird der Coefficient von @; s in D’ durch o; . bezeichnet, so hat man

10) di k= .

Eine Ersetzung der Grissen pr  durch eine andere Losung der
Gleichung 6) bringt eine neue Determinante £” zum Vorschein, die in-
dessen aus der fritheren E' durch Subtraction einzelner Colonnen von
anderen ebenfalls gefunden wird, so dass #° und E” nicht als wesent-
lich verschieden anzusehen sind. Eine neue unimodulare Determinante,
welche nicht direct aus £  ablesbar ist, erbilt man erst, wenn man die
Gréssen # in 7) durch eine unimodulare Substitution transformirt, d. h.

wenn man Setzt |
h—=n—1

11) I = 2‘1 [’k,k-\'/n = 1‘2’ = (N*'IJ,
==

mit der einen Bedingung, dass .
12) Zihlsilh?!z"'h""lv"*1:+1| |

und der andern, dass, wenn die Form 7) dadurch iibergeht in

t=n—1
13) .a',r_-':;lb.'.-"‘ 2 Ck,i Si,y k= 1, 2, S
g ==
h=n—1
=l
14 A : ’ : (ot ) 5 [
) LL,; E (lj'.,h »',Ia, ) e 1’2, ...(J!—l),

h=1
nicht etwa 7) und 13) identisch werden.
E” wird dann sofort als Reciprocale von
By €1,2 - € n—1
]5) V) o g ©€2,2 ... C3pn_g

n Cp,2 .- Cuyn—1
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gewonnen, Wesentlich verschiedene Determinanten £ existiren also un-
endlich viele, falls n > 2.

Dorpat. Prof. K. WEIHRAUCH,

X. Ueber die einem Dreieck eingeschriebene und die umschriebene Ellipse.

Dem Tuler'sehen Problem, um ein Dreieck die kleinste
E”ipse zu beschreiben, steht das Problem zur Seite, in ein
Dreieck die grosste Ellipse einzuschreiben. Beide Probleme
8ind in den Annales de Gergonne, tome IV, von Herrn Berard gelost
und Liouville hat im 7. Bande der ersten Serie seines Journals eine
kurze, rein geometrische Losung des Euler’schen Problems gegeben.
Man kann beide Probleme gleichzeitig losen nach der Methode,
Welche GGauss (Bd. IV, 8. 388) angewendet hat, nm die grosste Ellipse
I ein Viereck einzuschreiben, wobei nur seine Ausdriicke geometrisch
i“t‘i‘-l”pretirt zu werden brauchen. Vom Gebrauch der Infinitesimalrech-
Nung kann dabei abgesehen werden, wenn man die Sitze als bekannt
Voranssetzt, dass bei allen Dreiecken mit vorgegebenem Umfang das
gleichseitige das grosste ist, und dass hieran Nichts geéindert wird, wenn
der Inhalt noch durch das Product der drei Seiten dividirt wird, welche
Siitze sich elementar beweisen lassen. Da es vielleicht Manchem nicht
Unwillkommen ist, den Ausdruck des Flicheninhalts einer Ellipse durch
die qrej Dreiecke, welche durch den Mittelpunkt der Ellipse und drei
Punkte oder drei Tangenten derselben bestimmt sind, zur Hand zu haben
(auf welchen Ausdriicken die Losung beruht), so mag die Lisung des
obengenannten Problems hier folgen.

Nennen wir das Euler’'sche das zweite und das andere das erste
Pl‘ﬂb]em, 80 verstehen wir unter p, p’, p die Entfernungen des Mittel-
Punktes der eingeschriebenen Ellipse von den Dreiecksseiten im ersten
Pmbleln, die reciproken Werthe der Entfernungen des Mittelpunktes der
Umschriebenen Ellipse von den Ecken des Dreiecks im zweiten Problem,
Im ersten Problem sind a, b die Halbaxen der Ellipse, im zweiten die
reciproken Werthe der Halbaxen. In beiden Problemen sind @, o, o
die Winkel, welche die Linien, die zu p, p, p’ gehoren, bez. mit der
“W a gehbrenden Axe machen, und in beiden Problemen ist

3 ’ ’ re tf_ ’
p=a'—d, p=c—a+2n, P=a—a,

d. h. g, ¥, ¢” sind die zwischen p, p; P’ P; p, p bes gelegenen

Winkel.

Nun gelten fiir beide Probleme folgende Formeln und Rechnungen:
% — 9 s 9 9 e 9 7 179 ’. -yl
P =a®co? o 4 B2 sinter, p'2= a? cosa’+ b2 sinte, p"% = a® cos?a’+ b sina

0 ; - 3
der, wenn o+ h=g, @ —h2=4 zur Abkiirzung gesetzt wird:
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1) 64+dcos2a=2p% o+ 0cos2¢=2p", o+ dcos2a” =2p"
Multiplicirt man diese Gleichungen bez, mit

sin2(«"—a)=sin2qp, sin2(a—ao")=sin2¢, sin2(c'—d)=sin2¢" l
und addirt, so folgt

2) p?sing cosp + p2 sing’ cos '+ 2" sin " cos "= — ¢ sin @ sin g’ sin rp".
Durch Subtraction je zweier der unter 1) verzeichneten Gleichungen
erhilt man weiter d(cos2e— cos2a’)=2(p®—p’®) ete. oder ’

3)

9

)

O singsin(a'+e”’)=p"2—p? §sing sin(a’+e)=p—p",
d sineg’'sin (a4o') = p'® — p2,
Hieraus folgt durch Erheben auf das Quadrat

0—0dcos2(a’4a’)= 242 =7 L , 0—4dcos2(e"+ =) ‘%( .7'7“_'/’”'_)1

3a)

ST | o f,
sn= (j‘) Sin“ P

b —dcos2(at )= s ok

Multiplicirt man die unter 3a) verzeichneten Gleichungen bez. mit

—sin2p =sin2(ato'—a"—a), —sin2¢=sin2 (/e —a—da),
—sin2¢ = sin2 (e "+ a¢—a'—a’)
und addirt, so ergiebt sich \
0% (sin2q + sin2q'+ sin2¢") = — 48® sing sing sinp”

=4 (p"—p?)2 cotgp + 4 (p*—p"?)? colg '+ 4 (p* —p?)? coly ¢”
oder, wenn man nach den Potenzen der p ordnet:
0% sinop sin2p” sin g’ i
1) = :Jh:f“'? - ]1:2 1\‘1'11""('11'% b3 .s“z'ni[p':{- 2];'111':3 cos rp .\';fln o sing’ ".
+ 2p"p? cosp sing sing 4 2p2p® cos g sin g sing’,
Zieht man von dieser Gleichung die unter 2) verzeichnete Gleichung,
nachdem sie auf’s Quadrat erhoben ist, ab, so erhiilt man endlich !
(o% — 0%) sin®  sin® @ sin® @"'= 4 a® b2 sin sin® ' sin? ¢
5) =—ptsinte —ptsintg'— p isint " 4 2p 2 p"E sin® @ sin? @
4+ 2072 p2 sin? " sinp 4 2p? ' sin @ sin g’

Im ersten Problem seien nun die Dreiecksseiten, auf denen p, p’, ]1”
Lothe sind, bez. t, ¢, 7, so ist {:0: ("= sing: sing’: sing”. TFerner sel
Ad=1pl, A= 4p'l, A'= I, D=d+44 A=}l sing” = 1" sin @
50 ergiebt sich aus 5)

SR/

4220 sing sing = 16242 D?
=—164'— 16 44— 16 4 4 32 242+ 32A4% 4" - 32 A7 42
=160(d+A—A\(Ad—Ad+4")(—d+ 44+ 47)

oder

ey NV @+ AT Y aF d—A)(A— A+ ) (= A+ d+ )
= T e e
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[m zweiten Problem setzen wir sing =1} p'p A, sin p= 4 p'pd,
Sin = —.}pp’/ﬂ”, so folgt aus 5)

AR RLY B = e fh— AN 2 AL 24242478
oder

ey 0 _V@FTF DY @F T— DV~ G+ DI+ I+ )

14 nAdAA"

Die unter 6) und 6a) stehenden Ausdriicke liefern den Flichen-
inhalt oder den reciproken Werth des Fliicheninhalts bez. einer einem
Dreieck mit dem Inhalt 4+ 4+ 4”= D bez. eingeschriebenen und um-
schriebenen Ellipse dureh die Dreiecke, welche dureh den Mittelpunkt und
die Seiten, bez. die Ecken des vorgegebenen Dreiecks bestimmt sind.
Der unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck ist genau so gebat
wie die Formel, welche den Inhalt eines Dreiecks aus den drei Seiten
bestimmt, und man erkennt hieraus die Beziehung zu den am Hingange
beriihrten Dreiecksproblemen. Dieser Fliicheninhalt wird demnach ein
Maximum, bez. Minimum, wenn 4= 4= A=%D, also der Mittelpunkt
der Ellipse der Schwerpunkt des vorgegebenen Dreiecks ist,

Freiburg i. B. Prof. J. TroMAE.

XI. Ueber Fusspunktscurven.

Die gewohnliche Methode, zu einer gegebenen Curve die Fusspunkts-
turve von einem gegebenen Punkte (g, b) aus, d. h. den geometrischen
Ort der Fusspunkte der von einem gegebenen Punkte auf die Tangen-
ten einer gegebenen Curve gefiillten Lothe zu bestimmen, ist die fol-
gende,

Ist (&, y) ein beliebiger Punkt der gegebenen Curve [(a,y) =0, so
erhiilt man die Fusspunktseurve durch Elimination von £ und 7 aus den
drei Gleichungen

nf(ga ‘rj) o Ov
W_“ die erste (leichung eine beliebige Tangente der gegebenen Curve,
die zweite das vom Punkte (a, b) auf sie gefillte Loth darstellt.
: Legt man aber die Gleichung der gegebenen Curve in Liniencoor-
d:nate“ zu Grunde, so erhilt man ganz allgemein die Gleichung der
hussp“nktﬁcurve, in Punkteoordinaten ausgedriickt, durch eine einfache

g ) . 1 i '
Substitution y Welche zugleich zeigt, von welchem Grade die Fusspunkts-
turve werden muss.
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Ist niimlich

1) % (1 0) =0
die Gleichung der gegebenen Curve in Liniencoordinaten und sind (, »)
die Coordinaten einer beliebigen Tangente der Curve, (x,y) die Coordi-
naten des Fusspunktes des vom Punkte (¢, b) auf diese Tangente gefill-
ten Lothes, so hat man

2) vr+ovy+1=0,

3) u(y—>b) —v(x—a) =0,
und durch Elimination von # und » aus diesen drei Gleichungen erhilt
man die Gleichung der Fusspunktscurve in Punkteoordinaten,

Nun geben die Gleichungen 2) und 3)

A r—a

) u—"_m(rz:—u)—l—y(y—h)’
— |

5) o= - F

- (- +y@y—0)’
und die Substitution dieser Werthe in Gleichung 1) giebt allgemein die
Fusspunktscurve einer gegebenen Curve.

Da der gemeinschaftliche Nenner in 4) und 5) vom zweiten Grade
in @ und y ist, so giebt diese Substitution nach Durchmultiplication mit
dem Nenner im Allgemeinen eine Curve vom 24'" Grade, wenn 4 der
Grad der Curve @(u,2)=0 in Liniencoordinaten, d. h. die Classe der
gegebenen Curve ist. Wir haben also den Satz:

Der Grad der Fusspunktscurve einer gegebenen Curve
ist im Allgemeinen gleich der doppelten Classenzahl der-
selben.

Der Grad der Fusspunktscurve reducirt sich, wenn die urspriing-
liche Curve parabolische Zweige hat,

Enthiilt ndmlich die Gleichung der Curve ¢(u, ») =0 kein Absolut-
glied, d. h. beriihrt die Curve die unendlich ferne Gerade, so reducirt
sich der Grad der Fusspunktscurve auf den (24 —1)ten,

Enthilt die Gleichung der Curve ¢(u,v)=0 weder ein Absolut-
glied, noch die Glieder ersten Grades, d. h. ist die unendlich ferne
Gerade eine Wendetangente der Curve, so reducirt sich der Grad der
Fusspunktscurve aunf den (24— 2)'".

Allgemein ist » der Girad der niedersten Glieder in o (u, v) = d=h
findet zwischen der unendlich fernen Geraden und der Curve Beriihrung
7' Ordnung statt, so reducirt sich der Grad der Fusspunktscurve auf
den (24 — r)ten,

Auch einige weitere allgemeine Eigenschaften der Fusspunktscurve
lassen sich unmittelbar aus der Art und Weise, wie wir ihre (Hleichung
gefunden, gewinnen.
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Wir konnen unbeschadet der Allgemeinheit den Punkt (4, #) in den
Ursprung des Coordinatensystems verlegen, wenn wir uns nur unter
®(u,v) =0 eine beliebige Curve A'** Classe in beliebiger Lage zum Co-
ordinatensystem denken; wir erhalten dann die Fusspunktscurve dych
Substitution von

& ¥
- !l:—m und 2):—;:'2':{—?
m o (u,v)=0.
Ist nun
Py, v) = (duk + BuF=lo 4 ...+ Fvk) + [Glieder (A—1)"" Dimension
in v und v]
4+ .. 4+ (Mu*4 Nuv+ Po*)+ (Qu+£v)+85=0,

80 ist die Fusspunktscurve

(~ D*(dak 4 Bak—1y4 ... + Fy¥) + (— 1)1 [Glieder (A—1)'*" Dimen-

sion in « und y].(a*+ ¥*)
+ . (Ma2+ Nxy+ 1y°) (a24yH—2— (0 + Ry)(a®+yH)k 1
+ S(a+y*)k = 0.
Aus dieser Gleichung ergeben su,h unmittelbar fnlgcude zwel Sitze:

1. Der Ursprung ist ein /facher Punkt der Fusspunktscurve, da die
niedersten Glieder in der Gleichung derselben von der £'°" Dimen
sion sind.

2. Ist S von Null verschieden, d. h. die Fusspunktscurve vom 24'"

.Grade, so hat dieselbe keine reellen Asymptoten, ist also ganz

im Endlichen enthalten; oder auch: da die Asymptotenrichtungen

gegeben sind durch’

(@*+yD)F =0,

geht die Curve Amal durch die imaginiren Kreispunkte.
; Ist S=0, d. h. die Fusspunktscurve vom (24— 1)'® Grade, so hat
dieselbe eine reelle Asymptote, deren Richtung bestimmt ist durch

Qx4+ Ry= 0,

und geht ausserdem (k—1)-mal durch die imaginiren Kreispunkte.

Ist 8=0, 0=0 und R=0, d. h. die Fusspunktscurve vom
(2)‘. — 2)ten Grade, so rrulnt dieselbe (/._2) mal durch die imaginiren
Kl(’lhpunkte and hat ausserdem zwei Asymptoten, deren Richtungen
bestimmt gind dureh

Ma+ Ney+Py*=0
u. g, f

Stuttgart, October 1875. C. ReuscuLe,

Professor am Polytechnikum.

e s T — .
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XII. Ueber die Kriterien der Maxima und Minima bestimmter Integrale.

Herr Zmurko, ein galizischer Mathematiker, hat in der in Graz
am 20. September 1875 stattgehabten Sitzung der Section fiir Mathe-
matik und Astronomie der 48. Versammlung deutscher Naturforscher und
Aerzte einen Vortrag ,,Ueber die Unzulinglichkeit der bis jetzt bekannt
gewordenen Kriterien des Gréssten und Kleinsten bestimmter Integrale
und ihre Vervollstiindignng'* gehalten, welcher in Nr. 6 des Tageblattes
der obgenannten Versammlung seinem wesentlichen Inhalte mach ab-
gedruckt worden ist.

Die Pointe dieses Vortrags ist eine gewisse Umgestaltung der zwei-
ten Variation eines zur Untersuchung vorgelegten »fachen Integrals

ol ot

Al e
.

a£ X
f .
S:/ / S fledrdas s daTy
t; ll ‘J
:

Xy Ty &

in welchem 7 eine Function der zu bestimmenden Functionen U, Usyialip
von &y, &y, ... &, und der beziiglich bis zu den Rangzahlen L)y Ryt S

ansteigenden partiellen Differentialquotienten dieser Functionen ist; iiber-

dies werden zwischen den genannten Griéssen » Bedingungsgleichungen
=0, 13=0,...9,=0

als vorgeschrieben angenommen.

Wird, unter i, 4,, ... Ay unbestimmte Multiplicatoren verstanden,
g N +\12 vot .. F A V== W,
.T"] a’u"- %
3 a
/ ...j"W(i:cl AZy ... dx, ==&
.‘L“] .‘L",

gesetzt und werden die Bedingungen, welche nothwendig und hinrei-
chend sind, um die erste Variation 0& zum Verschwinden zu bringen,
bereits verwirklicht gedacht, so besteht die erwihnte Umgestaltung der
zweiten Variation von & darin, dass einerseits der Verfasser allgemein

: QF (Sin2nmw\"m

()Um ot 5 ) Y

(7m)! 2nm

setzt, wo ¢ eine unendlich kleine, von @, @,, .. 2, unabhiingige Grisse,

n eine sehr grosse positive ganze Zahl und #» den Ausdruck

’ ’

T, —x - T

et Kt | AR LT
s - X
T, —x x 4k

bezeichnen, und sich andererseits auf folgenden merkwiirdigen Hilfssalz
stiitzt:

P . : A
Die Function sin2nmw als Factor eines unter dem 7 fachen Integra-

tionszeichen stehenden Ausdruckes ist der Null gleich zu achten; dagegen
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kann unter denselben Umstinden ein Factor cos2nmmw durch die Einheit
érsetzt werden.

Durch Differentiation des fiir 0 U, angenommenen Ausdruckes 1)
findet der Verfasser
e tp U,
PXEPTLT
.w'n?nn;ﬁ))'***i““_ﬁ"‘ (cos2nmw)etp... petft.. m

e AL L
£x ("m—a—p...) 0a,®da, o

2nm

“{ﬂ 06 den Inbegriff der mit einer hoheren als der (m—a—f.. . )""
I"Otﬂllz von sin2nmw behafteten Glieder bezeichnen soll, entnimmt dieser
l"Ol'mel die Ausdriicke fiir die Variationen der verschiedenen Differen-
h_al‘lllr'stientﬂn von U, Uy, ... Uy, setzt dieselben in 0*& ein, ersetat
hierayp kraft des obigen Hilfssatzes sin2nmw in allen Gliedern, wo die-

Ser Factor mit einem positiven Exponenten vorkommt, durch Null,
OS2 7y dagegen durch 1 und behiilt nach dieser Operation unter
dem Integmlzcichen eine cinfache quadratische Form v, ¥y, ... 9, mit
Von T4y @y, ... x, abhiingigen Coefficienten iibrig, welche unter Zuziehung
der 5 Bedinglmg.»;gleiclmngcn und der angenommenen Beziehung
1—92—?—...— 92 =0

; auf ihr Zeichen gepriift die entscheidenden Kriterien liefert.

t Man stutzt unwillkiivlich iiber die grosse Allgemeinheit des oben
gngﬁrﬁhrtcn Hilfssatzes und es ist in der That sehr leicht zu sehen,
ass

nicht nur der vom Verfasser gegebene Beweis illugorisch, sondern
a : e .

uch der Satz selbst nicht richtig ist.

Der Beweis wird so gefiihrt, dass das Integral

mfr‘ 9:'”,-

f L] -

J o .'jl'(:r,., o, s ar ) dedag o diTy
5 e .
n > o 5 . .
folgender Weise in ecinen Summenausdruck umgewandelt wird. Zu-
Dichst wirq

: das Integrationsintervall @, ...x", in n gleiche Theile zer-
e . .
gt und niherungsweise

2 "
& T
| 3 o i —1

E T, =, : h ’ ’
Fda,=— A 2 I-‘(u? e ) e -l‘,)
n h n
0
@

eﬁ(l " ;i 2 3 . rn .’
ii tat. Hierauf wird wieder das Intervall @’y 1 — a'n_
fmente petheilt und
i 7
Velse durch eine
Zu g

¥

in # gleiche

die Integration in Bezug auf 2,y niiherungs-
Summe ersetzt und so fort fiir alle Veriinderlichen bis
1 Wenn nun # von der Form

(sin2nmn)r (cos2nmm)t 0 (s
' ¥ ganze nicht negative Zahlen sind, so ist in jedem Gliede des
enen Summenausdruckes 2nz» ein Vielfaches von 2z und daher

ungd P
erhaly
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sin2nww =0, cos2nmpw=1.

Hieraus schliesst nun der Verfasser ohne Weiteres seinen Hilfssatz.

Dieser Beweis wiire im Allgemeinen stichhaltiz, wenn das zu inte-
grirende Element von #» unabhiingig wire. Da aber ein Element von
der Form

(sin2nmw)P (cos2nnww)? O (z,, ... 2,)deo, da, ... da,

von der Zahl n abhiingt, so ist der von dem Verfasser in der dargeleg-
ten Weise hergeleitete Summenausdruck durchaus kein Niherungswerth
fir das Integral und man miisste, um einen solchen zu erhalten, die
beziiglichen Intervalle in eine Anzahl von Theilen zerlegen, welche
gegen n betriichtlich gross sein miisste; bei der vom Verfasser gewihlten
Eintheilung kommt der Factor (sin2nmw)? (cos2nmm)! gar nicht zur
Entfaltung seiner Veriinderlichkeit,

Dass der Satz selbst nicht richtig ist, beweisen nachfolgende, nach
Belieben leicht zu vermehrende Beispiele, in welchen ich mich der Ein-
fachheit wegen auf den Fall eines Doppelintegrals mit constanten Gren-
zen beschrinkt und

eSS b e

== gl =Ry gy
(wo also @, b, g, h constante Zahlen hbezeichnen) gesetzt habe; man
findet, wie gross auch » angenommen werde:

b h
'/131113217n .J—a+y g)r{wdy:%(b—n)(g— k),
p—

bh

/fClJSZQ?lW —;-_.:I+y J)Ifa.d_f—-(h——rt)(g—/t),

a g
b h

% ! x—a Y—g : o
./A/ms?wn(lk_“+k_y)rl.t dan=uy:

a g

b h

C] G o —_— 2 —_— 2
S frvemon (i d=t) sty =

o]

Da hiernach die von dem Verfasser mittels des von ihm mit dem
Namen Osculationsfactor belegten Factors in 2nmw bewirkte Umformung
der zweiten Variation auf der Anwendung eines falschen Satzes beruht
so konnen weder diese Umformung, noch auch die daraus abgeleiteten
Endkriterien als stichhaltig aufrechterhalten werden.

Krakau, 20. November 1875. MEeRTENS.
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