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VIII.

Ueber die Bewegung eines Punktes auf einer Kugel unter
Emwirkung von Kraften in einer Meridianebene mit dem
Potential A4a} + Bai+ Bal

Von
Dr. JoumaNNEs EDpUARD BOTTCHER,

Oberlehrer a. d. Realschule 1. Ordn. in Leipzig.

(Hierzu Taf. III, Fig. 1—4.))

: In der Vorlesung Winter 1869/70 des Herrn Geheimrath Professor
Richelot iiber Dynamik wies an einer Stelle dieser mein auf’s Tiefste
Verehrtey Lehrer, der mittlerweile, nimlich am 1. April d. J., aus dem

.eben geschieden ist, auf ein anziehendes analytisch-mechanisches Problem
h.m' das ,,ebenso verdiente durchgefiihrt zu werden — mit Hilfe der ellip-
tischen Functionen — als das des sphiirischen Pendels*. Es ist das in 3.
ehannte.* Zwar nicht dieses Problem in seiner Allgemeinheit, von welchem
“nen speciellen Fall C. G, J. Jacobi selbst behandelt hat (vgl. unter 4),
Sondern ein anderer besonderer Fall des in 3. genannten Problems bildet
den Gegenstand vorliegender Arbeit.

Aus welchem Grunde ich deren urspriinglichen Titel: Ueber die
®Wegung eines Punktes auf einer rotirenden homogenen

Kuge],

die ihn anzieht, abgeiindert habe, findet in 5. sich an-
gedeutet,

L Die Aufgabe. Ihre Zuriickfithrung auf Quadraturen.

1. Eine Gattung integrabler Probleme.
: Verhéﬂtnissm
Wschen P
assen,

dissig gering ist die Anzahl derjenigen analytisch-mecha-
robleme, die bisher auf Quadraturen sich haben zuriickbringen
Und unter ihnen wieder konnte die Mehrzahl nicht eher zum
l(?:)tr? Ziele hindurch gefiihrt \V(‘,rdﬂﬂlyl nimlich zur Darstellung der
e lzamn durch die Zeit, als fiir die l'nt(.zga-ale der nh;chsthfihm.en
e ach den logarithmischen und cyclometrischen das entscheidende
| ilfsmitte] dargeboten war in €. G. J. Jacobi’s @-Functionen.

*_Er brachte dasselbe auf Quadraturen und zeigte die eine Eigenschaft, die
meldung deg Pols,
Zeitschrifg f. Mathematik u,

Ver

Physik, XXI, 3. 10




146 Ueber die Bewegung eines Punktes ete.

Auf eine umfassende Gattung integrabler Probleme ist von dem
Ebengenannten hingewiesen worden.

Damit néimlich aus dem Gleichungs-Systeme fiir die Bewegung auf
einer Oberfliche:

\
ddo, ; dL
el SR T
d G o,
déx, 3 oL

b A S

dit? A zs 0 Ty
L

=X, + Aéx- |

sich fiir den Ausdruck

dTr=2Xdx+3idL
ein exactes Differential ergebe, ist auch ohne Annahme einer
Kréiftefunction die Bedingung nothwendig und hinreichend, dass

dL <( X0 ij{)
dax; \ox, Oy

dL (a X @_5)

2.\, s
dL (0 X, 08X,
+*<, 1_222) —9
drg \dxy, 0@,
sei. Diese Bedingung aber ist n. A. jederzeit dann identisch erfiillt, wenn

die Fliche eine Rotationsfliche ist, und
Meridianebene wirken:

die Kriifte nur in der

im0
Xy =1 COSQ, ‘
&y =1 sing; |

L=1L(x, r=Vaitah=0, L_o,
% 0@ |

X=X (2, 1),
> Xa—=rR {i')-,
L2 r

5 Ty
SN — R = R=R (2, ).
Beim Einsetzen dieser Werthe ergiebt sich das identische Vergchwinden

des obigen Ausdruckes. Man bekommt nun mit Hilfe der Lagrange-
schen Transformation

(1 B : oL
T Gkd o
il R oL
E1 _”pq)+n+l&37"

SR o U;
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ot = P T SRR ~ - SR e

und indem man das sich bietende Flichenintegral
: =
sofort weiter henutat:

d* o, oL
L X7 rlat
k' diiiG B 0w,
2r  Cf oL
=L 4R 4L
{if_, r or

Diege Gleichungen aber lassen den Satz erkennen:
Jedes Problem, mit oder ohne Kriftefunection, hei
welehem
die Fliche eine Rotationsfliche ist, und
die Krifte nur in der Meridianebene wirken,
! ist integrabel.

Denn nach Einfilhrung einer einzigen neuen Variabeln £, welche die
Bedmgungsg]eiclmng identisch erfiillt:

: w=F (), r="F (), LE=0

erhilt may

_5- d (;1,"l 3.'1 + i" ;.\-’) = + A %) d"‘l

(x

1
0,4 aL
+ (—rg ERY d) dr
G or
= ]:‘-:\v

i rf_’)'I:-;_{_ da* S / 2t
< di? 5

nd hierdurch ist die Aufgabe zuriickgefiihrt auf eine

Quadratur fiir ¢ und eine

Quadratur fiir 9. Es wird
byt RELIE oi L
]/ 2 [zas

e + (55
C2di
[~ e s

do
=

R e
F,&)2 V uts
2. Erweiterung.

Prof. Richelot fiigt hinzu: Das Problem bleibe auch dann 15s-

Wenn die gegebene Rotationsfliche nicht festliegt, sondern eine
Constante Rotat
besityt.

rith

ar,

ionsgeschwindigkeit um die Rotationsaxe

Man habe dann* nur iiberall ein von der Centrifugalkraft her-
T p ; :

B endes Glied anzufiigen, niimlich

e

* Nach

Centrey (vorl.vol'g&uge Jacobi's bei Gelegenheit der Anziehung nach festen

ib. Dynamik 8. 223 flgg.).
10*
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B e i P P e o i i Y =L P R

Ty
an Stelle von R...R + 2 oder R + rw?
=

zu setzen, wo unter » die Linien-, unter o die Winkelgeschwindigkeit
verstanden ist, ohne dass an der Analysis etwas geiindert werde.

8. Ein Einzelproblem dieser Gattung.

Als Beispiel fiihrte Prof. Richelot folgendes Problem vor: Kin
Punkt bewege sich auf der Oberfliiche eines Rotationsellipsoides,
iihnlich unserer Erde,

dasselbe rotire gleichférmig um die Axe,

und die wirkende Kraft sei eine Newton’sche Attraction des

Ellipsoides selbst, also es sei
2

die Fliche: S%l_,-{- :_3 —1=0;
<L die Krafte: X, =—ma,
R = —nax; diesever-
3 mehrtumrm,*: R+ r w? =1 (—n+ w?);
so dass eine Kriiftefunction, die zur Lisbar-
\ 3 keit nicht erfordert wiirde, hier in der That
} vorhanden ist:
U _—ma,? ﬁf'f,.z;
2 2
und zur identischen Erfillung der Bedingungsgleichung sei
X, = b cos #
r = a sin J.

Die Aufgabe fiihrt zu dem Ergebnisse, dass, wenn
sin?d... &

und eine zweite Integrationsconstante (die der lebendigen Kraft) €y

genannt wird,
d§ (b*— a* £+ a?)
R a* ; C,t T -)- T — a u
2 Vbd —-a® (E e m)(l— 5)(“ pe) +(~mbP4-CH - (~n4w a4 mb?) ;“)
Hierin sind die Fille

—

bS a,

-

des abgeplatteten, des gestreckten Ellipsoides, zu unterscheiden.
Eine der wichtigsten allgemein giltigen Bemerkungen iiber dieses

Integral ist die folgende. Da das Problem ein mechanisches ist, so darf

t, die Zeit, niemals imaginir werden; demnach der Radicand der Wurzel
im Nenner nie negativ. Nun aber wiirde fiir

E=0
4

: : C, ;
dieser Radicand = — —L-, also, von C,*= () abgesehen, negativ werden-
a

Dies liefert ohne Weiteres den weittragenden Satz:
Das Mobil kann im Allgemeinen den Pol nicht erreichen:
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4, Besondere Probleme, in dem genannten enthalten.

Man kann, um das erhaltenc Integral, das elliptisch ist, zu ver-
?infaclmn , verschiedene beschiiinkende Annahmen machen. Nachstehende
Tafe] giebt Uebersicht dariiber, welcher Stufe die dann sich bietenden
lntegrale angehoren., Man bekommt bei der Bewegung

auf Rotations- auf einer

Ellipsoid Kugel (a=15)

mit Meridiankriiften X und B mit rw?® elliptische elliptische
) ,, ohne ,, elliptische cyclometrische

ohne Meridiankrifte (n=n=0) mit ro? elliptische elliptische
” ¥ ohne, elliptische cyclometrische

Integrale, Insbesondere liefert der Fall

m=n=0 (keine Attraction) und
. w=>0 (keine Rotation)
mmer noch ein elliptisches Integral. Und zwar miissten u. A. die
Formelp fiir die geoditische Linie sich ergeben, wie sie durch
C. G J. Jacobi hergeleitet und dureh Prof, Luther mitgetheilt sind
0"'«'110’5(:1103 Journal Bd LIII, S. 335 und S. 342.

5. Die zu behandelnde Aufgabe,

Ieh stelle mir die Aufgabe: die Bewegung eines Punktes zu be
Stimmen auf der Oberfliche einer hom ogenen
Kugel unter Kinfluss einer Attraction der
Kugel selbst und einer gleichférmigen Ro-
t?tiOI’l, oder — ohne physikalische Deutung —
die B"-chung dann zu bestimmen, wenn

die Fliche L =0 = a? + r?—a?,

die Kriifte ¥ = — 4 i,
a
A
R =—4d4 —4roe?
: = +rw
die Kriftefunction also
=) Y P S
o .2 L S L T
Ry e e

181,
: Hierin bedeutet @ den Kugelradius; und. wenn ferner als Aequator
die Hﬂuplkruisebenc bezeichnet wird, zu welcher die Kraftcomponente
7©* parallel gerichtet ist, so ist « der Abstand des Mobils von der
€quatorebene, r derjenige von der Axe oder der Parallelkreisradius.
Weiter giebt — 4 diejenige Beschleunigung an, welche die New-
ton’sehe Attraction fiir sich allein auf der Kugeloberfliche dem Mobil
ertheilen wiiyde,
Der physikalischen Deutung der obigen Gleichungen steht im Wege,
48 bei Annahme einer Reibung zwischen dem Massenpunkte und
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der Kugeloberfliche zu der Componente der Centrifugalkraft noch eine
weitere Tangentialkraft hinzutreten wiirde; andererseits, wenn keine
Reibung stattfindet, die rotirende Kugel iiberhaupt nur eine radial ge-
richtete Kraft auf das Mobil ausiiben konnte und demnach unter dem-
selben weggleiten wiirde. Daher bedeuten die ohigen Gleichungen nights
Anderes, als diejenigen fiir die Bewegung eines Massenpunktes, der
gezwungen ist, auf einer Kugeloberfliche zu bleiben und unter dem
Einflusse einer Kriftefunction von der Form

A2l + B (224 a2)
steht.

Die Bewegungsgleichungen werden nach dem Vorigen:

worin unter. C;® die von der ersten gration herrihrende Flichen-

constante verstanden ist, und geben nach Einfiihrung von
X =acosd
r = asing

und Integration

d &\? 0, o o
ST I ey i oo 0 it 14 ot
di a*sin= g i
folglich, wenn wie vorher
sin? =%

gesetzt wird,

dEN? : o
(JJ =40t (1-9 (==

1

= S R
und da ferner

QT Vflﬁp/—
,dop

re _ =2
dt !

'ocz
[p:/ —i([f.
. T

IL. Allgemein giltize Bemerkungen, Zwei besondere Fiille.

]

g0 wird

Der allgemeinen Weiterbel handlung dieses Integrals migen Bem®
kungen, die schon vor der Reduction auf die Normalform sich darbietet

sowie wm spiterer Ver rgleichung willen die Durel hfiihrung zweier Gren%
fille vorangehen.
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A

6. Errcichen des Pols. Gang auf Meridian; auf Parallelkreis.

Vor Allem ist auch fiir hier zu wiederholen, dass in

3
L ¥ :
f”a:Q'ﬂ'i/l V—EV i

der Rad; : g s 1 i :
! Radicand nie negativ werden darf, & also im Allgemeinen nicht = 0,
80 dass das Mohil
' im Allgemeinen nicht in den Pol gelangt.
(Vergl, 8 148.)
2 Da der Radicand zwar nicht << 0, wohl aber =0 werden darf, so
ist Pl s . . i i 1
g (1101 einzige Fall, in welchem ein Verschwinden von & in der That
méglich is i it
glich ist, der, dass gleichzeitig auch
249
dt
A —
=r@,=0.

G g s

5 Dies kann auf zweierlei Weise geschehen,

Erstens, wenn @';=0. Das bedeutet: Das Mobil kann den Pol
in dem Falle erreichen, dass seine Geschwindigkeit zu
Anfang (zuirgend einerZeit) ganz in die Meri dianebene fiel.

»=0, wenn das Mobil schon anfangs im Pole

sich befand. Dieser Fall ist im vorigen enthalten; denn von dem
Pole als Anfangsorte ans fillt eine jede Anfangsgeschwindigkeit
in einen Meridian hinein,

Eine Bewegung ausschliesslich auf einem Meridiane, so dass

Zwei
“Weltens, wenn r

d
e =0
ble: dt
e L .
ibt, tritt immer dann und nur dann ein, wenn
Pl —0¢

Wenn das Mobil zu irgend einer Zeit ein Stiick lings
3 3 3 |
eines Meridians gegangen ist, so verldsst es denselben nie
Wieder,

bt

BEiet fotner o fragen, unter welchen Umstiinden identisch
d§& :
— =0, £= Consl.

- dt
n i i £y |

- y das Mohil also auf einem Parallelkreise umlanfen kann,
1es fi

findet nun statt,

ersfens, w
, wenn
£ = Const. = 1;

lazy is 3
dazu st erforderlich, dass
g, =1 und

g’ozoi
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oder dass das Mobil anfangs auf dem Aequator war und nur eine Ge-
schwindigkeit in dessen Ebene besass. Also aunch fiir den Aequator
gilt der Satz:
Wenn das Mobil zu irgend einer Zeit ein Stiick ent-
lang desselben gegangen ist, so bleibt es in ihm,
wie schon die symmetrische Lage der Halbkugeln an die Hand giebt.

Es ist dann

do : ;
o Const, = @',

d. b. der Aequator wird gleichférmig durchlaufen (nicht so
der Meridian [vergl. 7|).

Zweitens, wenn

&= Const. =)

und gleichzeitig C2 =ﬂ} ;
also wenn

£ =0, oder das Mobil anfangs im Pole sich befand,
und £,=0, wenn es keine meridionale,
d. h. iiberhaupt keine Geschwindigkeit hatte. Is bleibt dann im
Pole ruhend.

Dass dagegen die beiden Werthe von &, fiir welehe ausserdem noeh
der Radicand verschwindet, auf keine Parallelkreishewegung fiihren,
wird spiiter sich zeigen.

Ebensowenig kann an anderem Orte als im Pole oder auf dem
Aequator das Mobil ruhen. Denn wihrend
die blosse Attractionskraft )/ X2+ R? hier immer
normal zur Fliche gerichtet ist, liefert die Be:
sechleunigung 7w? zwei Componenten, eine nor-
male oder radiale, welche als Minderung des
Druckes sich #ussert, und eine lings des Meri-
dians. Diese letztere

rw?cos @,

welche fiir 3:;1 oder 9=§n ihren hoch-

4
sten Betrag erreicht, treibt das Mobil dem Aequator zu.

Somit ist gefunden worden:

1. Das Mobil kann im Pole ruben;

D 7 , auf einem Meridiane gehen;

Bt 7 », sonst niemals in den Pol kommen;

G EE 9 » auf dem Aequator gehen (mit constanter Ge-
schwindigkeit), insbesondere ruhen;

et gy 5 », nicht auf einem andern Parallelkreise

gehen;
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6. Das Mobil kann nicht an einem Orte ausser Pol oder Aequator
ruben.®

7. Andere Form der Gleichung. Erster specieller Fall: Bewegung auf Meridian.
Die beiden in die Gleichung fiir ¢ eingegangenen Constanten,
nédmlich

die Flichenconstante €% und
die der lebendigen Kraft €

." 3 . o S 4 X '. >
Jdssen sich durch andere, mit mechanischer Bedeutung, ersetzen. Es wird

4 gt L R O A R S BT ’
/ Cli=r, Q,=a’sin"T,@,
8 Gyt g 13 i@
G? = a2, ¥+ 55 + da— w'adsinid,
- a®sin® g,
1 2 ’ ’ 2 . 2 ’ ’ ot 2 \2 . 2
- = a®§ &)+ a®sin® 9,9 @y + 4 a — 0@ sin" ;.

L Thye Eingetzung liefert

9
sin2 9 (d_i})
di

I- = ! (— ,{R’ﬁ',‘p’“ jz‘.ff‘t % i @08+ (q)",(p:“—m‘?}.si:‘f_‘% sin® 9 4 sint 9).
w? *
Hierans ist die Constante 4 der Attraction ganz herausgegangen, wie
N6thig. Denn die Resultante der anzichenden Krifte X und R allein
Wird normal zur Oberfliche.
Gleickerweise ist die Gleichung von der Linge des Kugelradius

“nabhiingig geworden. o /
Fiihre ich nun ferner
sin @ cosf3
sin® @ oder cos®f & ,

o, 50 wipd

dg\?
(5) =10 a5 0+ 05+ 8),

Worin

X * Piir ein Rotationsellipsoid behalten Nr.— bis 4, Nr. 5 und 6 dagegen
Verlieren die Giltigkeit, Insbesondere ist beim Rotationsellipsoid die Resultante
vngij]ftu:d E im Allgemeinen nicht normal zur Fili'z.c.he
die Anfe . Nimmt man vie_lmohr den f\nﬁmgsOrt bn.ehcblg,
80 Mn"a'us’sge"'ChWII}dIgRUw =0 und ‘d}eh.t (was xyemggtens 3
Bibt)ae ztattlm'ft ist, als das Mobil in rcle?wer Ruhe & __)55
i 'R”to .uls eine (Ljentrifuga,lkmft an, 11{:1~ru11rend vOn e
dags g Otation um die Axe: so kann es hier gesche'hcn, i o
Wird ls.Re“ltﬂaflte der Attraction und der (j‘e?tnfugalkrn{t normal zur Fliche
MObi,] kle. tangentiale Componente in der D-‘Icmlmnebune also null, so dass das
L€inen Antrieb nach dem Aequator hin erfithrt., :
Rotntli)oms wird vor -;\Ilcm dann der Fall sein, wenn die jetzt \r01'_!{;‘bndeue COl.‘lEtil]ltLj
Euipﬂo;zlsgef“'h“’“}dlgkeit dieselbe ist, wie die, unter deren Einflusse etwa das
frither (in flissigem Zustande) seine Gestalt angenommen hat.
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1 R
‘f’n(I’n"

IBIJ

I}
@”
o | BoBot (90— o) cos

w*

Der erste zu behandelnde Specialfall sei die ale moglich

Bewegung auf einem Meridiane; dann, wenn
[ 4
Qo= 0‘
In diesem Falle wird

18\ 2
(%f =, — o (sin®f — sin? 3,),
N/

und es ist zunidchst zu entscheiden, ob das Mobil auf dem

hin- und herpendelt, oder rundumléuft. Dazu ist zu fragen, ob

immer ein reeller Winkel
,’ﬁ] = Max ﬁ
sich angeben lasse. Nun kann der aus der Forderung

()0

_ Boby

sin® B, =

sich ergebende Werth
-+ sin® 3,

nie negativ, wohl aber ein unechter Bruch werden.

w

reell sein, so muss er
bleiben, mithin
B

Behufs bequemerer Aussprache in Worten wmultiplicire

< .

mit 7,, so findet sich

’ 7

B

. B << r. g
oder «f’, < ryo,

]

Ymon
cos 3,

und nimmt man fiir den Angenblick als Anfangsort den Punkt des Ueber-

gangs iiber den Aequator, den einzigen, der auf alle Fille erreicht wird,

so geht die Ungleichung iiber in
a.py<aw
b
D. h.: das Mobil

/\

oscillirt quer iiber den ‘ je nachdem die Winkelge-

Aequator

schwindigkeit beimUeber-

liuft randum lﬁc]ll'eitf:]l des Aequators

8. Erster Specialfall. Fortsetzung.

Im Falle der Oscillation auf dem Meridiane nechme ich !

der Gleichung




Von J. E. BérToHBR. 155

dﬁ - " gt 9 g
-’ﬁ) = f,f, — o (sin?p — sin®,)
== ({3'(”6’:\‘}" w? S."fi:lB“} (1 {3 (’J“ = (3)

: nﬁ n+ ('JN sin® !"H
die Substitution
w? 1
et S g
By {5‘,+w3$?!1 Bo /"L( -
Vor und bekomme

d{i’)3 R 16
(d? =k w (1 o T‘) sin Ij, ) 3

p
] df

o= — 1

mp/r I
—_ /(_A ST |

t|p

0|B,=0
“Usammengehoren lasse, Substituirt man nun
tir sin®B... k% sin® p,

Wenn jich die Werthe

50 wird
k? dy®
Al = ——"
k2 w® 1 — k*sin®y
und da B und y gleichzeitig vm-sch\\-'imlen,

e (1}7#'_
2 /’/f—/ﬂwny

¥ = am wt,

sin?f = k*sin® am wl.

By =0,

: B’ B w? sin B B’ B - .
k2 od. {—“ﬁ“'j e i ”L'"L{fﬂ = gin® f3;, s0 wird

w" w"

b sin?f = sin®B, . sin® am wt mod (k = sin ;).

e %

t Verlauf ist nun folgender. Bezeichnet man durch

T

2

(01 : : i :
ne halbe Schwingungsdauer, d. i. die Zeit der Bewegung vom Aequator bis
A\
m Punkte weitesten Ausschlags, so uc'lwl(’ll folgende W milw zusammen :
0T T T B ST

R T

Da abey weiter

am | 0 amk am2Kk am3 K ”?"1/1 fie

T 2K
K=w—, T=—
& (0]
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Nehme ich z. B. ;= }/}, also auch /= sinf, =)/}, daher &= 1,854,
und stelle mir etwa unter @ eine Geschwindigkeit vor, mit welcher in

n & . T
n Secunden der Weg 27 durchlaufen wiirde, so ist @ = — , und
n

2K

=iy T5 0,590 n;

nach soviel Secunden ist eine Schwingung von Wendekreis zu Wende-

kreis vollendet, und nach
L = 1,180 »
Secunden ist das Mobil zum ersten Ausschlagspunkte zuriickgekehrt.

9. Erster Specialfall. Fortsetzung.
Wenn dagegen, weil das Verhiltniss
Fo >4
w
ist, ein Umlanf auf dem Meridiane stattfindet, so erlaubt die
Gleichung
(A i Y
(h{;) =p4f,— w® (sin*B — sin?p,)
(1
= (Fof+ ot sty (1

Jetzt ohne Weiteres die Setzung

w? e \)
PO — sin® g
Y B 2o iy
By By + wfsin® B, ’
]
®*

BB + o l\_‘,—"-_»'lg”

oder wenn auch hier

== 1),

Ol 8
Gire =10
angenommen wird,
(00
A= < L
'fj“ l‘

Dann wird

dp\? w® e
(',“. — 1_3 (I — )2 SlH“lé’).,

B
e i '7 dgp
5 )y 1/1_; A% sin® B
0

w
§ — am
[ am 2

e H(A = w)
=am f,{ moc = {3,“ :

Verlauf. Der gefundene Werth der geographischen Breite theilt die
Eigenschaften der Amplitude. Insbesondere wiichst er bestindigs
indem der Differentialquotient 4 (8, 4) stets positiv bleibt. Heisst

2T
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dm Dauer von einem vélligen Umlaufe, so wird fiir
fal0 a2

B0 ...am B, (0427 ...
= am (044 4),

also 44=F,.2T
4.4.4
2 T = i’ii —
Fo «
oder bei derselben Annahme iiber @ wie vorhin
Sk
et

Sei 2, B. By=wl2, so erfolgt jetzt das Wiedereintreffen in demselben

Punkte schon nach
_ 41850007,

27 o
= (0,834
S“'Gundgn_ n
Fiir : -
Wird By, d.i. Mazf3= o

ﬁ'u Gk

nl
Bs fallen dann die beiden gefundenen Formeln zusammen und geben

4
. 3 3 v @
sin = sin am et oder sinamf3 ! nmd( ﬁ—,—— = 1) .
]

Woransg
e B = am (ot, 1)

el — g= ot
folzt,. Tn diesom Falle hbefindet sich das Mobil im Pole (den es nach
Mendlich langer Zeit erreicht) im Zustande labilen Gleichgewichtes: bei
“mem um yerschwindend Weniges kleineren B, wiirde es am Pole
Umkehren ynd oscilliren; bei einem mnoch so wenig grisseren B
agegen rundumlaufen.
Die beigegebene Curventafel zeigt fiir beide Fille und den Grenz-
fal} die Ahhiingigkeit der Geschwindigkeit vom Winkel, sowie die des
inkels von der Zeit.

= arcsin

10. Zweiter Specialfall: @ = 0.
: Wenn o — 0 ist, also einzig eine Anziehung mit normaler Richtung
Wir . 5 S . . os
kt, so wird die Differentialgleichung fiir f

1 1 cosf df3

di = —; . =

Wo @ocosfy Y cos® B — cost B
Mazxf | B,

Sesetzt, ung g RS

a S f3 : miﬁfstl:pl
1genommen ist. Dann wird
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4 :
- 1 ( . sinf 7T )
== —F——=—\arcsin— — —
o, cos? B sinf3, 2
L3
B
sinf3 = sin B, cos (¢, cos B, 0).
IFerner
di

dp =@ cos*f, ms_f{i

d . cos ﬁ] cly ((p’” cos I‘.'g] l)
1+ cos® B, cty® (@, cos B, £)

und, wenn auch

t]0
9| =0
genommen wird,
i
) :J = arc clg (cos B, ely @'y cos ;1)

0
clgp = cos P, clg (¢, cos P, ).
Die gefundenen beiden Gleichungen
sinfi = sin B, cos (@', cos B, 0
clg o = cos B, cly (@, cos B, 1) J

sind aber Relationen fiir ein rechtwinkliges sphiirisches Dreieck, in welchem
£ I ?

. . = b1
die eine Kathete CR b
5 7 ’
die Hypotennse 2 TR Bit,

der Zwischenwinkel f,

betrigt. Dies giebt Bestiitigung dafiir, dass wie
nothig, unter der gemachten Annahme das Mobil
sich auf einem Hauptkreise, einer kiirzesten
sphiirischen Linie, bewegt. Und wird dessen Bogen 1 genannt, so be-
stiitigt sich weiter, dass

Y = @, cosp, 1
== 11"0"
W = 9y = Consl.,

die Bewegung auf dem Hauptkreise somit eine gleichférmige ist

Fer vh : . T . .t 7 wire . . l'p

ernerhin ist mit v = = gleichzeitig @ =l und wird, wie friiher, die
Periode einer unverinderten Wiederkehr der Bewegung, die fiir @ =27
eintritt, dureh 2 7' bezeichnet, so wird

PRy T (41}
My el Wi
ir 1=5 ==

b
(]
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II1. Aligemeine Wurzel- Discussion. Reduction aunf die
Normalform.

11, Wurzel - Discussion,

Indem ich zu dem allgemeinen Probleme mich wende, gilt es vor

Allcm1 die Wurzelwerthe aufzusuchen, fiir welche in

o

d&
T ey oet e
E

i
der Radicand im Nenner verschwindet. Hierin war

gl costp
p|_ 0P costhy
(GB
0 \ #’m‘g'n =t (?7'{' (P’(_, ffg_)’ﬁ !3..“
m'.!
& noch willkiirlich gelassen.

Jeder Wurzel von

B el e
(iﬂ) =4e®(1—§ (P+ 06+ 8)=0

- . i . . qin
Entspricht ein Moy & (doch mnicht nothwendig Mga f). Da nach er-
Yeichtem Max & d& vom Positiven ins Negative iibergeht, so muss bei
fimem jeden Wurzelwerthe die Quadratwurzel ihr Zeichen wechseln,

damit g;— 95

gilt alg bestéindig wachsend.
Da ferner

A
dp_C7? d*cos® B9,

dt 72 a®cos*f
1 3 . .
5, 5o findet jedesmal zugleich
; L d
mit M & ein M22 22
statt, —_ di

Al d&\? < : -
8 reelle Wurzel der Gleichung (W) — () bietet sich zunichst
{

o g =1 (B=0, das Mobil auf dem Aequator).
b nun die beiden anderen, aus

; P+ 0t4E=0

Sich ergebonden Wurzeln

§ —O0+py0P—4P

- 2
hiingt davon ab, ob
y 0! —4P >
Dies ist aber stets der Fall. Denn es ist sowohl 0% positiv,
Positiv. Somit hat die Gleichung 3 reelle Wurzeln; und

gleichfalls ree]l sind ,

ist,
als — 4 p

jederzeit eine positive Grisse bleibe, denn die Zeit
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es ist nur noch die Frage, ob beide letztgefundenen Wurzeln cinen
mechanischen Sinn haben, n#wmlich ob :

0 <& = cos®p, < 1.
2 2

12. Wurzel-Discussion. Fortsetzung.
Die Frage, zwischen welchen Grenzen & sich bewegen darf, wenn
n=4w?(1—E&) (P4 05+ &) = pos.
bleiben soll oder, was damit iibereinkommt, die Frage nach der Lage
der Wurzeln wird dadurch beantwortet, dass man das Vorzeichen von

y fiir einzelne Werthe von £ bestimmt. Es wird

fiir & 7
=) 1P
d.i. —4¢' ¢’ cos*B,...neg.; Ausnahme: =0:
0% o 0 g3
1. wenn @;=0 — Umlauf auf Meridian;
2. wenn ﬁo———; — Anfangsort im Pole;
el (Fall Nr. 2 enthalten im vorigen.) Siehe friiher.
ol () Y. Pl gyiaide)
= cos®f, | 4a? (1-caspy) (-2 P Bl E (P om0 00T 05, i)
dv s dsin® By By By cos® By
pos. in allen Fillen.

Hieraus folgt: Es giebt jederzeit eine Wurzel
T
zwischen f=pf und 5:2__

Demnach: Fiir jeden Anfangsort ausser dem Pole und jede
andere Anfangsgeschwindigkeit als rein im Meridiane gilt,
dass das Mobil nicht in den Pol kommen kaunn (vgl. 6.), son-
dern nach dem Pole zu eine griosste Ausweichung hat,

Es kann also z. B. auch nicht etwa ein spiraliger Aufstieg nach
dem Pole in unendlich langer Zeit erfolgen.

Noch aber ist nicht vollstindig entschieden, in welcher Reihe die
drei reellen Wurzeln aufeinanderfolgen. Es gind drei Fille denkbar:

Indessen die Unter-
suchung, ob auch die
dritte Wurzel & azwi-
schen 0 und 1 liegen
konne, wird dadurch
entbehrlich, dass das
Wurzelproduct £ &
dem Gliede ohne & in
der Gleichung, nim-
lich P gleich sein
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muss,
80 muss

Denn da dieses negativ und die erste Wurzel positiv ist,

1 :
negativ ‘

SéM. — Damit stimmt {iberein, dass die 5-Curve bei ihrer Ankunft in

§=1 sinkend ist, indem

d
(fs oy r B0 400 (0= P+2(1-0)§—38)¢=

=— 40 (P+0+1)
=—4 (— ¢ teostB,+B o + o Feos® B — m%oe"ﬁn + 0?)
==—4 (m2 "-‘i“H‘le“ +ﬁ'0j+q’nz(’n"~|ﬂ sin® fi )

also negativ ist. Demnach folgen die drei Wurzeln so:

Und daher ist das Mobil

Bezwungen, auf einer a0 2
5 ” . e
Zone gzu bleiben, éz “,,l'— = . eor, >

deren Mittellinie
der Aequator ist.
13, Reduction auf die Normalform.
Das zu reducirende Integral ist nunmehr
£
:E[ ZEY de
Vi (1-8) (P+ u+0a+~,.) Via G—&) G—&) (1§

Wohej 0

und EQ<E1<§<§3

4 w? positiv.

Ich benutze eine Substitution zweiten Grades, und zwar werde

der positive echte Bruch Z' It
PRl |
ge8etzt, nnd der gleichfalls positive echte
: —fg-g—— §1=sm%,
S0 d&ﬁs 1_"51 E_"‘
I AT AEE AT
T (l—gw» :
. 59 1—&
cos’ 6 = -
= Pl
Damit wird i -
uts
j f]/mg(l—g‘, 1—42 “”2
wObPl (113 Welthe 0
3 I‘:l 1
' T
ol 2
zusammengehiiren.'— Bei dieser Reductlon war

Zei :
Cituchrifg [ Mathomatik u, Physik XXI, 3, 11
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: —0+1/02_—_4_F
S e
} 2

oder nach Einsetzung der Werthe von P und Q

'_|B’n2'_ ((pfuﬂ_mf!) C”“‘.Qﬁn 1/{3 04+93 ”2((;, 0 —-OJ )( 087 |80+(‘:p 0 +mz}‘ Osdﬁl‘

& 2 w?
g _£ —B' o' — (¢ y'—o®)c 87 BoF VB o428 ‘P 0 *—w*)cos*By+(¢ o *+w’)c 0 ﬁ
B 2 w®

Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist so zu wiihlen, dass der
Werth & positiv wird. Er muss dann von selbst zwischen 0 und 1
zu liegen kommen, wihrend & dann unter 0 fillt., (Dies wird sich dem
niichst bestitigen.)

IV. Die geographische Breite 3.

14. Wahl der unteren Grenze. Ausdruck fiir cosp.

Nach dem Vorigen wird

m;/1—g3t_fd“

und nun werde die bisher willkiirlich gelasscne untere Grenze 3, so be:
stimmt, dass die untere Grenze ¢,=0 werde:

1—§& 5—§
1_‘:1 ‘E()'_ga

§ =§&, cos*f,=cos®B;
d. h. der Beginn der Bewegung mige fortan in den Punkt hieh
ster geographisecher Breite verlegt sein. Dann wird

sinto, —0—

daraus folgt

a
?

0)1=Ei= ALZ’ 6= am(o)/1—E§1),
0
E, (1'“54)—50(1—&') sin am(m’/]._.gg[)
(1—§&) — (1—§,) sin®am (mV] — &)
Fiir t=0 ergiebt sich wieder & =§;, wie nothig.
Unter der gemachten Annahme nun

gy =0,

£ = cos’p =

also
gn B gl = Min 'E ’ Bu T ﬁi = ﬂfrm'.ﬁ,
o ﬁ’,,: 0
wird
El d. i —,BU (‘Pn T 0.) ) ‘Oq"ﬁn +‘ V PEER T TR

Ez 2 w*




ey (¢’ —w?) cos'B, + (¢s® + w?) cos?B,

2 w? !
R R T e also 4+ und zwischen 0 und 1,
r 2

§,=——(%) cos?f ,... also —,

90\’
P = +51§2 e ("039) 0034613

o2, — ot
0=—(+k) = b S e

a Ueber&mahmmnng mit Fritherem, Und fiihre ich ferner einen Hilfs-
v . . . P . or
Vinkel (ohne geometrische Bedeutung) ein, schreibe niimlich fiir den

Allsdruck
r g G
@7 cos? B,
e
W ’ : e g
elcher von 0 bis oo sich #ndern kann, f*p, wo dann

rogin g
P, cos*f,

Wi 80— 1
M= S g coth,”
os* 2
cos e
= ot r @'o% cos? B,
Wird, g0 hekomme ich folgende Constantenumformung:
=46 = cos* = cos’f;
2 8
. Py cos” B, 2
& e =—1u
2 @’ “
& e il
=—— = .
& Po lg°p
w)/1 —& =y o'+ ¢ Pcos?f =
('Gsf.l.
g 1— w? sin?
2= _,,ji e By = sin?B, cos® 3.

1—§ o4 ¢k cos?p,

‘Eu 1— ‘51

1—= T—gsin”fzmw]/l—g},f
E=cos?f = 51 A= £, 1’— 2 o
14 _—',E‘ sinfamo )/ 1 — 51
1—&
1— tg? B, sin®p sin®am (-nj—t
: L cos
=icos2 i

1}
14-sin® B, cos®u sin® am (@% t)
mod (k= sin 3, cos ).

16. Discussion. Wiederherleitung der beiden Grenzfille.

o hDer Bruch, mit welchem multiplicirt der Anfangswerth cos®g, hier

'8chej 3 3 v . .

élnt, kann, wie es erforderlich ist, nie echt werden. Er wird
11*
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= 1= Min fiir t=0, und dann ist f=f,. Nach einer Zeit ferner, die

o

9 heissen mag, ist der Amplitudensinus so gross geworden, als méglich:
T

i @
sin® am (— ——) = Mox—'l: '

cosp 2
und zugleich damit hat die rechte Seite ihren hochsten Werth

cos® B, (1 4 1g*B, sin*y)
1 — sin® B, cos*p

erreicht. Dieser aber findet sich
=1,
T :
d. h.: das Mobil iiberschreitet den Aequator, ) ist eine halbe so-
genannte Schwingungsdauer, Und da

( w 'l') 7
an| — = =+
cosp 2 2
r K cosp
2 e

Ein zweites Minimum von sinam und von eos*8 und damit zugleich
Maximum des Absolutwerthes von f wird erreicht fiir

am (

\COS

so wird

(modk d. i. sinf; cosp).

F):ﬂ:, t=—=T,

d. i, nach einer ganzen Schwingungsdauer. Ebenso ist nach einer wei-
tern halben das Mobil zum Aequator zuriickgekehrt u. s. f., so dass fol-
gender Verlauf sich heraunsstellt:

’ —ig 0 % P e o

w, d.i [(:;MtL e R G S e !
.w}?r;nu“—‘ i O LT i ey

cosif | |cosiBy ... 0 ... cos?B ... 1 ...cof,...

8 [l G 0P g

Weiter ist ersichtlich, dass wegen
sinfam (K + o) = sinam (K — )
nach jeder halben Schwingungsdauer die Werthe von f§ in umgekehrter
Folge sich wiederholen; und wegen
sinfam (2 K + &) = sinfama

nach einer ganzen in derselben Aufeinanderfolge wie zuvor (auf der
andern Halbkugel); endlich, dass nach jedesmaliger doppelter Schwin-
gungsdauner der gesammte Verlauf der Bewegung sich erneuert.




Von J. E. BOll(‘IIER 165

Der Gleichung fiir cos?f ldsst sich auch die Form geben .
1 — sin®B, cos®w sin® amu — cos® B, — sin® B, sin® u sin® amu

1 —sin®f, cos*p sinfamu

Si?lx(j = %

dleS abel-

2 cos®amu

= sin?f, . ———

14 )
A“amu

3 ; cosamu

Si'?ilﬂ - i- 3””!3[ A AN

Adamu
oder sinf3, . sincoamu.
Somit haben sich in den drei Hauptfdllen folgende Gleichungen fiir
die geographische Breite gefunden:

0="20 AT (Hm 2 ulld- I-'lm-gnng . sin {3 = sin pl sitnamam!
w auf Meridiane) mod (ke = sin §,)
e 1
; t
0< 2o vin 3 = si tin coam ——
< < R R SR S R e S W o R o i
mod (k= sinf§, cosp)
o

m‘g= ®... (Gang auf Hauptkreise) ... smf = s f3; .cos (g cosBy0).

Es muss sich zeigen, dass von diesen Gleichungen die mittlere, welche
ohne Beschriinkung gewonnen ist, die Grenzfille in sich mitbegreift. In
der That wird

Tl @it fiir w=0:

I e et o
m ’
. () @, Cos

cos u
k* sin® B, (e — -2— , amu=u=q,cosf
11 i ‘o 8. 13 =
e AR (wie B 10
@, cos f3,

sinfl= F sinf \ Sincoam w! oder F sin B, sinam (ol — A)
=

sin {5‘ s am w ( — ~)

Dies aher erweist sich als mit dem frither Gefundenen iibereinstimmend,
Wenn man be; achtet, dass der Bewegungsbeginn hier in den Zeitpunkt

grissten Aum,chlagea gelegt ist, dort aber in den Uebertritt iiber den
Af'flllatm a4

Andeverseits wird fiir 0 =10 -

sinf3 = +hifr|ﬁ'l\ﬂf(2'—(p0tu‘$|8)

i ey
X Ueb“elnstlmmung mit.dem Obigen.
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16. Reihenentwickelung, Ein Beispiel.

Der letztgefundene allgemeine Ausdruck fiir die Breite
sin 3 = sinf3, . sincoam (-—-—— .t) mod (k = sin 3, cosp)
coS Il

ist zur Entwickelung geeignet. Er findet sich, wenn ich die Formeln
Jacobi, Fundamenta S, 173, 1) und 8. 180, 1) und 2) benutze
; 1 Hu+kK)
=sinf,. VY ——=————r
k @u4K)

Zl,qnu\ v +2|/q cosdx 4.,

=sinB, . 24
o 1+2qcus21+2g cosda ...
wo, wie iiblich,
1
. mu s }_‘_‘2 ® ’_fﬂ {
& -—i—-k‘, also hniexr = —!-‘;- (_Tl_ﬂ, = —i —,l;,
2
gk
g=e X,
: : DS ) .7 o 5
Nehme ich, um ein Beispiel zu haben, fiix f ... 6’ und 5’—
0
n‘l/—i—_, so wird |
msz#:%?: !
T

=, k=0,316, }/-—: 1,778

ferner findet sich dann ‘
g =0,007, ¢ =0,000...,
g% = 0,289, ¢7«=0,000...
und demnach
: i
2. 0,289 cos T
sinff=sinf, . 1,778 , ———— o
14 2. 0,007 cos2 ’;

V. Die geographische Liinge o.

17. Reduction auf die Normalform dritter Gattung.
Es hatte als erstes Integral sich ergeben
: rig'=C?
also ist 1;
C2
= L
dp = 3 dt

_ asind, cos ,G,, ;
a® sin® 9§

da § =& genommen war. Folglich wird

£
a1

(Puf{ .dlrj Pl grpud‘f'l




Von J. E. BorTCHER. 167

BAPA S o o o p AR e P AP AP P P PPN A AP PSSP P PSPPI

d&
T T T S T 2

VAP (1—8)(P+ 05+ 8)
und diege Gleichung fiihrt auf die dritte Gattung elliptischer Integrale.
Bei der Zuriickfiihrung des rechtsstehenden Differentials auf die
Form

2 : f(e)do e

S1+Po- (14 nsin*e) 4o
, dass gleichzeitig mit §=0 auch 1+4n S
r ist zu setzen ;

(2)
r M e
sinf6/g=g

=_(1___'§‘1 '_E.—g.“;z) :+1_j,:§=+{gﬁlsin2y.,
1""‘52 'g'"btl E=0 I_"5_2 'El

und es gehirt in der Jac obi, Fundam. 8. 170 oder Werke II; 8. 192
aufgestellten Tafel

d‘P=‘§1‘fP’n-

fillt » go aus
Dahe

0 — k2 = Pttt
Bty |
2- . B L T n
3' . . P e I e e e A SRR n

der gegenwirtige Fall unter Nr. 4 (gehort nach Legendre’scher Be-

%idmu“g in das Gebiet der Intégrales & paramélre circulaire). In der
That wirq

e
| ll—g- @ip)eter (-8 - Pk

ST 5'125‘_‘.{52’(1h-gl) sin? ¢
1 Tk Rt S
&y £k 1 :iil:_%ﬁ sinto
3 ’gj (1—§2)
Hiernach ‘wird 1
T A B g e A0

oder aych

A6

“cost B, 1+ nsin®a

Nun igt in einem Falle wic der jetzige

cos 3, . cos?p (__ i cos® Py -_{_—_!_r;ip bRATY ) dao

sin

—E1—§ ; — &
n, welches hier den Werth +— e ek §
£ 1—§ 1
28 gin? i 2 ' e hat
oder auch + g2 B, sin®pu, d. i K S )
= — k2 ginfamia

“U setzen, go dass
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—&
+**—;5,1 ’

@2
— sinfamia = {=-+ y = tg*am(alk’),

f(] “
also cos®B, '
2 ; = cos? sin?B, sin?u
Aamia=1 <+ {gzﬁl sin-"y, Aam (r; L )=.M,,,,i

e
y ..2 1 2 l.2
_ (005"B; + tg"p) cosu = cos?p
cos® 3,

\
sinam ia sinam (ak’) cosam (ak’)

und

cos am ia damia dam (a k")
cos 3, lgp
(us V 2
wl cos*B + Iq i

wird. — Indem man nun nach erfolgter Integration von 0 his ¢

(] |
(] 1
£ do [
iir — u
de '
9 |
o 1 .
de : lgamia }
und fiir — ———— | U ———— H(u,ia, k
J (14nsinc) do 3 s damia gt

einsetzt, wo II die alte Jacobi'sche Form (Fundam. S.144) des In
tegrals dritter Gattung bezeichnet, erhilt man !

‘ 4 E —E&, sinam(alk $a e
i Fo SU—i f_D Lo LS —"f‘f'*“( ) dugam(a ) I (ll, i, k)
wl/l—:EL, wy1—¢ & dum(ul‘}

oder auch
sinu ru.s s ((m B, + l'fj u) sinam (ul[ ) cos am (a ki 0)
U—i— —_—

I (u,ia, k).

cosp,” sinu cos ﬁ 3 dam (a k)
Hierin kann aber das erste Glied
(P’ca
vl /
wliia“_ %} auch @yt
oder bl LU
cos8 (31

geschrieben werden; und ferner erweist sich, dass der im zweiten vOI"
kommende Coefficient

ety 6 dnon(eh) esan(a)
o)l—§ & dam (ak’)
oder = —— rp"‘ _+_ W ey .o ’/‘0 +fpn oS’ B =l
l/ca +tp,,'ro.s [3_ @0 (r-) +‘P =
by =2 1 B ;”ﬁ;

cosBy" tPu " (cos B+ gPR) cose
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Witdh ‘Dadureh nimt die Gleichung fiir die geographische Linge fol-
gende Gestalt an -

p=q L+ ill(u,ia, k).

18. Theilung des Ausdrucks fiir ¢.
Das Glied iIT muss aus mechanischen Griinden reell sein, und ist
€8 auch, da das Differential

nsine do . tg?B sin*psin®c  do

Tsie do’ & TX B, sinty sinte’ 4o

reell ist. KEs gilt, dies auch in der Form des Ausdrucks erkennbar zu

machen, Indess schon ehe das geschehen ist, lisst die niichstfolgende
Umfb!‘muug Schliisse auf die Art der Bewegung zu.

Mit Hilfe der Formeln Fundam. S. 146, 3) oder Werke 1I, 186, 1)

bekomme ich weiter
p= @ +ill(u,ia, k),

sin g

~ cosB,

sing 35 Q_’.\’E)-{- i " Q(N—{,m,

cos B @ (ia) = 2 © O(u+ia)

w4 i I (u, ia, k)

. e d®(u : 3 : S
Worin @ (iq) t[ ) gesetzt ist. Dies nun ist nach der Formel
u=ta

: du
Pundam, §, 162, 4) ferner
o Sin v 5 Ta (:):M.;))
= (f—“_*_,é_l — tgam(ak’) dam(ak’) + sk Towr
: n i . @)(u——-f{l)
N —— [ —————
Da aber 2 g O(u+ ia)
sin u

— tgam (k') dam (ak)=0

cosf,

(*r LI “Q:J’ (a I'-"J) L ._,'_ Iy O (u—ia)
2 KK ' @ (ak') 2 O(utia)
=2 (2% _@3&5’_‘_’_2)4,1,,,,@_#("—’“)_
cosu\2 KI ®(ak’) 927 @ (utia)
; igt sich auch hier diejenige Spaltung in zweierlei Bewegungen,
die iiberall da auftritt, wo das mechanische Problem auf elliptische
Tntvgmle dritter Gattung zuriickkommt (Jacobi, Sur lu rotation d’un
r'm:,.,,\-\ Werke II, 8. 185 und S. 195 ob.). Das Wachsthum der geogra-
Ditischey Linge @ kann zérlegt werden in eines proportion al mit
der Zeit und ein periodisches, demnach die Bewegung in eine

sich findet, so wird

p=1u

Somit ze

iol'tﬁ‘(illl'(’,it&nde und eine oscillirende. Oder
denkt man sich eine Meridianebene rotirend mit einer
bestimmten constanten Geschwindigkeit um die Axe
der Kugel, so wird die geographische Liinge des Mobhils
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dieser Ebene bald vorauseilen, bald hinterihr zuriick-
bleiben, in periodischem Verlaufe.
Ich fihre hier wiederum den bei Bestimmung der Breite f auf

getretenen Zeitabhschnitt T
=5
ein, fiir welchen allgemein
w T :
U=-———==K mod (k=sinf, cosp).

cosp 2
® (ﬂ'——irr] =0 (K—-{—-ir()

ist, der Logarithmus null, das periodische Glied verschwindet (oder:

Fiir diesen wird, da

das Mobil tritt in die rotirende Ebene hinein) und das iibrighleibende
der Zeit proportionale Glied witd
@ =T ity T O (a k) T O (ak
(p: o (5—r 3 ( :') ): = — + l’l _TL(,")‘_
2 2KK " @ (al)) 2K O (ak')
Dies ist der Werth des Lingenzuwachses in einer halben Schwingungs-

~ 2 cosp

dauer, welchen ich die halbe Lingen-Periode nennen will. Mit
Benutzung desselben ldsst sich die allgemeine Formel fiir ¢ auch schreiben:
@t i O(u—ia)
— _[( e e
e l'+2 J@(u-|—m)
2

19. Die halbe Liingen- Periode.

Weiteren Aufschluss iiber die Art der sphirischen Curve, die das

Mobil beschreibt, giebt die Untersuchung der Werthe, deren i
& T O (ak)
g0y ) (a k)

fihig ist. In dem ersten Grenzfalle g'y= 0 wird

’

tg2am (ak'), d.i. r;L']-;Il, am (ak)=0, a=0
o

k = sin B,
und es ergieht fiir die Lingen-Teriode sich dann der Werth 0, Dies

zeigt der urspriingliche Ausdruck

@ e/ dtmree (D0
Tz_—(pu'.. +’” 6'_)(!(1)
s ] r.’n'y@(iu\;
=q, T_) + 1 — 7 L

welcher nach der Formel Jacobi, W. II, 8. 191 u.
T g1+b i -t ‘
=0, gl (]";ql—b—'l_ql+b 1—(;3_—_"'*"'4/

ist, worin

a
b =—:,50 (s
L

Oder es folgt auch daraus, dass nach fritherer Jacobi’scher Bezeichnuug

(Fund, S. 145)
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AR A

dlog®@(») & (v)
dv —@—m—
und nach der Definition von Z mittels der ersten und zweiten Gattung
8. 133, 1) oder 2)
KZ(0) =[F E(p)—E F(p)]=0.
Dags demnach in dem vorliegenden Falle
D
2
Wird, enthilt nur die Bestiitigung dafiir, dass bei einer Anfangsgeschwin-
digkeit rein in der Meridianehene ein Lingenfortschritt nicht stattfindet,
Sondern das Mobil auf einem Meridiane bleibt. —
Im andern Grenzfalle o =0 wird
T

fn‘:O, -I(=—§

tg2am(ak’)y= ¢, am(ak’)=

Z(ak')=2Z (K'k)=0

Z(v),

== ()

’
, o= K modk

2o Q

% a __m
TR

folglich (
O =ma @ (ak')
s T e @

ff..’ + K7 (rrl'.”)

wie auf §, 158,

Hervorzuheben ist nun fiir den allgemeinen Fall der Satz, dass
die halbe Linge n-Periode nie einen Qnadranten iiher-
schreiten kann.

Denn zwischen den beiden Grenzen

’

L
19— 0 vo. —=0
w ; 2
P @ n
- =Q0 .. = =0
(0] R
ka : . @ ; 5 6 ._
n keiner der in 0 vorkommenden Werthe null oder unendlich wer

Qv
den, weder « und &, &', noch Z (ak’). Das Wachsthum von ) findet
Vielmehy von einer Grenze zur andern in stetiger Weise statt. Somit ist

@ a '
v. abs. - oder % F+ KZ(ak') <0.

giesen Fortschritt der Linge stellt der auf Tafel III, Fig. 3 befindliche
"und- und Aufriss dar.
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20. Beseitigung des scheinbar Imagindren. Werth des Oscillations - Winkels.

Indem man fiir das Folgende den von Jacobi angegebenen Weg
einschliigt, erreicht man einen dreifachen Vortheil, nimlich aus dem
Ausdrucke

ot (rr . ()'(a/s") i " O (w—ia)

cosu\2 KK'" @ (ak) 6 (u+ia)

D ¢ i 0 (u‘aa)
= —lg

2] + ) O (u+ia) +ia)

(] »-:L

erstens das noch in ihm enthaltene scheinbar Imaginiire fortzuschaffen;
sodann nur algebraische Functionen von -Reihen zu bekommen und
endlich nicht fiir den Winkel selbst, sondern fiir den hdufiger ge-
brauchten Sinus und Cosinus desselben Ausdriicke zn erhalten.

Vor Allem ist statt der ganzen Liinge ¢ der Osecillations- Winkel
@’ einzufiihren, d. i. derjenige Winkel, in welchem die Linge @ in jedem
Augenblicke in positivem oder ncgntivem Sinne abweicht von der mitt

leren (der Zeit proportionalen) 3 ’:r’ so dass
9
Dt
=@p— 3T
2

Dieser Oscillationswinkel nun
i - O(rr—m) | O (u+ia)

- i
2 7 O(u+tia) 2i 7 O(u—ia)
Jetzt sind beide Seiten der (glmdmng, imagindr genommen, als Expo-

nenten von ¢ oinﬂwotven; man erhélt
O (u—ia) O (u+tia)
el _/ ———— W0 P= O (udia) @ (un—ia),
e (utia) O (n—ia),

und darans

28 AP 4 o u+rrr}+(~} (H*t‘h’)

{0 {p == —u) — e e X
G2}/)"

ety Ll -—"p () O (utia)— O (H—m)

singp = = E)_a ‘_"23;”/’1, )

und wenn man, um das Irrationale zu entfernen, dividirt, so findet gich
IU utia)—0(u—ia)]
30| H—f—ffﬂﬁ—(ﬂ)!u#—u;)]
Dieser Iu*lhmulnumnt aber ist mahezu einem geschlossenen Ausdrucke
gleich zu achten, wenn man bedenkt, dass die in den Reihen
;, [(':?(H+iu)-—@(uﬁ,‘,,)]h__ ¢*b (1—¢?h) wn‘l.L—q*—’f’(]v-f/"")qmal.t

5 [@(u+ia)+0(u—ia)]=1— r,J'(l +¢°") cos 22+ 428 (14 ¢28) cos 4 x .

(o= 7)

auftretende Grisse ¢ in der Mehrzahl der Fille ausserordentlich klein ist:

)

g =




Von J. E, BGTTCHER. 173

I P S oo P e SOD RO L U PR e e rhie

o 1Zu de‘mselben Ergebniss wie das ebengenannte kann man hier auch
dem nicht wesentlich verschiedenen Wege gelangen, dass man in
(p,:i 19 ® (u—ia)

N 2 760 (utia)

tlter dem /g das Imaginiire vom Reellen in Zihler und Nenner scheidet,
Némlich
O (u—ia)= M —iN und folglich
@ (utia)= M-+ 1iN

setzt, Dann wird

@ = o Iy iu »-—_il}"
2 " M+iN
N
=arcly A

Wobej 3 352 : HEE
ahbm unter arefy der kleinste positive Bogen verstanden ist. Hierin
®r bekommen N und M die Werthe

1 2
N= = (-{-Qq sin 757; sin in; — 2 ¢* sin 2—;‘?“ sini —;l-f-ﬁ =+ )

T 2na

a 2mu
M=1 —2¢ msm,{ rom‘——,t-{-‘Zq* cos wm,—co.w s e
wel i K K K 5
elche mit Hilfe von :
SeF t‘+“ —pC
T&!?i la=— 2
: ete e
oS in=——"ao—"
2
und
U e »
-2"—[“'_-: x, e h=¢(¢

BeNau in die oben angezogenen Reihen iibergehen.
o Auf den gefundenen Werth von @ leidet ferner der von Jacobi,
- I, 188, 189 gefiihrte Beweis Anwendung; diesem zufolge kann

7, . . . 71: s .
auch der Oscillations-Winkel ¢ nie 3 fibersteigen
80 d ' : 7 : e
( wenig wie bei dem vorliegenden Probleme die halbe Liingen-

Peri 1) SE
ériode —2*) Denn in der Reihe, auf welche der Werth von o sich

auch bringen 1

Hast:
s ilg @_(u—i.(t)
2 7 @(utia)
15 P, D)
q sin2a ¢~ lsin2x
= arcl) ————————— arely ————————— o
I — gt t:us2.7:+ 7% —gi—Pcos2 & ¥
146 gin2a g—tsin2ax
= (H'{‘!g 7”’1'7 ,;fnjz’ki, e, (n'('[q ,7,!_.‘_._5___ —— —
1— g+t cos2a Y1 —gitleos2a

erreicht j . ¥ !
1t jeder einzelne arety sein Maximum fiir
cos 2x=q",
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wo n irgend einen der vorkommenden Exponenten bedeutet, nnd dieses
Maximum selbst ist
., ‘1
arcsin g% < — ,
2
woraus .

5 G < aresin g1 <

w
)
hergeleitet wird.

VI. Die Geschwindigkeit.
21. Geschwindigkeit in der Meridianebene, und lings der Bahncurve.

Durch Differentiation von
1 g : )
SU?'G = 8N ‘81 Sin coam ( t
Ccos .u

und Einsetzung des Werthes fiir cosg ergiebt sich

E’E i 2wty (3'1 sin am u o Ay (k =4in 8, oot i
dt oS damuY 14152 By sin® w sin® am u s
k2w tg B, cos coam u
CoS ]/l + ig* lB1 sin® u sin® am u
Dieser Werth wird fiir die Werthe des Argumentes
[}
0l a7
cos oS

oder fiir
Is_ﬁ1 ’_181 ot ﬁl
zu Null, und 8 geht an jeder dlesm Stellen vom Sinken ins Steigen
und umgekehrt iiber.
Da nun ferner, wenn s die Linge des zurtickgelegten Weges auf
der Bahncurve bedeutet,

ds? _ dat4dy? '+d2? a’ (df* + cos*f d ¢*) .
dar? 73 e R e ;
und nach S. 166 |
do cos B,
e e Q@ y al
di cos*p T
48
3‘23( ‘P)zp“-‘ L
L dt cos® 3 o
g0 wird
L ((Is )" Kallyg? B, sin®am u
a? \dt T cos’y  Aamu(l+ 1g* B, sin® w sin® am u)
A amu
+ 9% costB, . -

“cos® ,’3 (1 —l—lg ,B! sin® y sin®am u)
(R o ‘!(fzﬁ sin® am u <+ sin® o Atamy

L‘Ué‘p Aamu (1 -+ 1g* ,!;f .smd‘u sin*am u) M)
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]f:)leser Bruch kann, so lange ® nicht verschwindet, wie auch die An-
angsgeschwindigkeit sei,

nie .—:0
Werden, das Mobil also nicht ruhen. HEs sei selbst
‘P'n =0,

oder, da iiberdies die Annahme ;=0 durchweg gemacht worden ist,
/ - . e « . - . N  7g

das Mobil gei anfiinglich in Ruhe. Auch in diesem Falle, wo k2= cos*f,,

#=0 ist, und die rechte Seite in

sin2 8. cos®B. sin
et® B, cos® B, sin®am ol

Aram ol

tibergeht, ist ein Verschwinden derselben nur in zwei Idllen miglich:

L. wenn B,=0, 2. wenn (5’1:;—; das bedeutet: anch aus der Formel
zeigt sich (vergl. S. 11.), dass ein Ruhen des Mobils ausserhalb
des Poles und des Aequators unméglich ist.

Fiip
w=>0
ST 1 [ds\?
Wird in der allgemeinen Formel fiir E(d_j)
2
B=0, —a =0
cos™

und

1 ((ls 2 tg? B, sin*fu+1 7 Vs
23 = o2 cos?B, L T — = Const. = @ ® cos?B;.
a? dt) el 14 1526, sin*u L Py

VII. Abhiingigkeit der Coordinaten von einander.

22. ¢ ausgedriickt durch §. Riickkehr zu einem durchlanfenen Punkte.

1 Will man das gefundene analytisch-mechanische Resultat sich durch

eme Funetionscurve geometrisch verdeutlichen, so ist die Abhingigkeit

der sphirischen Coordinaten von einander darzulegen, némlich

nach Blimination der Zeit. Dies kann geschehen, indem in der
Formel fiir Q.

o (m a @' (ak’)

‘”:’j(‘z‘ o RCICTd)

nach §.162 das elliptische Integral erster Gattung

N
) -+ arcly W

COS
;:‘bStltuirt wird (dessen numerische Werthe in Tafeln gebracht sind —
egendre, Traité des ff. ell. Bd. 1T, Taf. IX). Denn dadurch findet sich




176 Ueber die Bewegung eines Punktes etec.

f A F)’(a!f'))
= Ploy| =t i o
? ‘6)(2 I([{'+@(a/c’}
¢ (1 —g¢??) sin (‘m 1’;;)) — .
+ arcty ——— = B ey

>
]__,fll“"(]—}-ff"”‘} cos (TE *A‘}i))—'- e

worin

g bt

¢ e

. 9 ‘:—E
sin?¢ = = : =L

[y
v

TS T Qz
1 = cos?p — cos* 3,

sin® B, cos? u cos? + lg*u °

Dann héngt die Linge @ nur noch von der Breite § und den Constan-
ten k, ¢, a, B;, w ab, die sich auf die zwei
B, und p

oder ebenso auf die zwei Constanten ;
B, und %0
zuriickbringen lassen, — &

Die Curve mit den Ordinaten f, wenn die Lingen ¢ die Ahscissen
sind, theilt in Bezug auf die Periodicitiit die wesentlichen Eigenschaften
der wirklichen Bahnecurve.

Diese Bahn des Mobils, eine Curve doppelter Kriimmung, wird eine
wellenartige Linie, durch den Aequator in congruente Stiicke
zertheilt, ferner symmetrisch zu aufeinanderfolgenden Meridianen;

@ ; .
welche je um eine halbe Lingenperiode 5+ die einen Quadranten nicht
2
iiberschreitet, von einander entfernt sind. —

: @ : .
Wenn die Halbperiode + zu = ein rationales Verhiltniss hat, 80

2

wird, nachdem das Mobil eine bestimmte endliche Anzahl Male die Kugel
umwandert hat, es genau wieder die friiheren Punkte durchlaufen. Wenn
aber nicht, so trifft das Mobil in demselben Punkte, in dem es einmal

gewesen, erst nach unendlich langer Zeit wieder ein.
Zur Uebersicht der Lingenperioden im Vergleich zur Breite dient
die angehiingte Mercator-Projection der Bahnen (Fig.4). In ihr ist
bei Curve Nr. 1 sinf,=V1, 0= %’ $

” v w 2und 3 sinf,=V% 0< 93_0<00’
[11]

; = (78

s snp=vE Do,

2% " » 5 Sffl{)'l: _1/_3’ U<‘b<w
2 ®
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e A A B A A N S A S S PP I P PP P

A,

A A, A PP A

Zn Fig. 1.

Gang auf Meridian.
Curve dep Abhéingigkeit der Geschwindigkeit vom Winkel (der geogr. Breite).

dp / o )

e 'I' 1—'7_73{”2 = Const= 1,
dt B ] BoFo B, Bo

o >f,, Oscillation. Z B. w =f,.V2

w 2.6'0 I

o <, Umlauf. Z. B. o =f,.V4.

Zu Fig. 2.
Gang auf Meridian.

Curve der Abhingigkeit der geograph. Breite von der Zeit.
B’y = Const = 1.

T
= : ) T2
E;;:O, Umlauf. ]8::]60!. : 3-__m = ]1571.
© <ﬁ'0, Umlauf'. ﬁ:ﬂ?ﬂﬁlot
0w
nod (,1.: r)
: 2
£ %Aﬁ‘ﬂt-]-..,
_TE
2
= —1‘— L4 ..
2
z. B. mzﬁ'()l/uj’a : %
be s e s
i 7T
s — ’0 ...................... ,,-?zzmuﬁiziﬂ—'

0 > By, Oscillation. Si?lgﬁ:Siﬂzﬁlsinzﬂmmt
. Bo
mod(k:smﬁ,z;— :
z. B. o=§,7V2,

grey
k= V}5=-= 1311,
b1
ﬁ] T q

w
Bl T Oscillation, f = 0 (Stillstand).
0

Zet ¥ 9
techrify ¢ Mathematik u. Physik, XXI, 3. 12




IX.

Ueber aufsteigende Kettenbriiche,

Von

Dr. S. GiUNTHER.

Privatdocent am Polytechnikum in Miinchen.

§ 1. Wihrend die sogenannten absteigenden Kettenbriiche schon
seit geraumer Zeit eifrig untersucht worden sind, hat man ihrem Ana-
logon, den aufsteigenden Kettenbriichen, verhiltnissmiissig nur sehr wenig
Theilnahme geschenkt, obschon dieselben eines hiheren Alters sich
erfrenen, als erstere!. Anch nachdem in neuerer Zeit diese Gebilde
wieder etwas mehr in den Vordergrund getreten waren, scheint man ihnen
vom theoretischen Standpunkte ans ein geringeres Interesse zugewand?
zu haben, als den gewdhnlichen Kettenbriichen, und nach Herleitung
einiger weniger einfacher Grundeigenschaften ging man sofort dazu iiber:
ihre praktische Verwendbarkeit ins Auge zu fassen.

Es hatte zwar schon Lagrange ? die Theorie dieser Formen wegent-
lich dadurch gefirdert, dass er den einfachen Zusammenhang zwischen
auf- und absteigenden Kettenbriichen aufdeckte; indess scheint diese
Arbeit des grossen Mathematikers nicht so bekannt geworden zu sein,
wie sie es verdiente, wie denn auch die verdienstliche Schrift von
Kunze® dieses interessante Factum nicht enthilt, Spéter hat wohl
zuerst Schlomilech* anf die erwihnte Relation hingewiesen. Eine
kiirzlich erschienene Abhandlung? stellt sich allerdings die Aufgabe, die
aufsteigenden Kettenbriiche mit anderen selbststiindigen analytischen
Formen in Beziehung zu setzen, stets jedoch mit Riicksicht auf die Auaf-
lésung numerischer Gleichungen u. dergl.

Die vorliegende Arbeit im Gegentheil verfolgt den Zweck, die
Theorie an sich zu ergrtern und, wenn moglich, in einigen Punkten zu
erweitern.  Vor Allem soll dabei die Darstellung der aufsteigenden Ket-

tenbriiche durch Determinanten in umfassender Weise zur Geliung
kommen.

1) Ginther, Storia dello sviluppo della teovia delle frazioni continue fino ad
Liuler, Bullettino d@i bibliografia e di storia delle scienze matematiche ¢ fisiche,
Tomo VII, S, 219.
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L P C o AP P PP AP AP P PN

2) Lag?‘ft“-ge,' Hssai de Panalyse numérique, swr la transformation des fonc-
tions, Jowrnal de Vécole polytechmique, Cahier V. 8.93figg.

8) Kunze, Die aufsteigenden Kettenbriiche, Weimar 1857.

4) Schlsmileh, Recension hierzu, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 3. Bd., Litera-
turzeitg, S, 63.

5) Lem bkes, Theoria fractionum continuarum ascendentium, Monasterii 1870.

§2. Die independente Darstellung der Nihernngswerthe des Ket-

tenhrucheg 5

byt .o —
2

s a

ag g

b +

ay

llst bereits an anderer Stelle gegeben worden®; da jedoch daselbst der
?ductionsschluss angewandt wurde, so wird es sich hier empfehlen,
'es¢ Transformation auf einem mehr organischen Wege durchzufiihren,

Bezeichnen wir mit P
n

717
den pten Niherungswerth des genannten Kettenbruches, so konnen wir
das recurrirende Bildungsgesetz dieser Werthe durch die Gleichung
Pn__ nPn—1t ba
a’:h An n—1
sdriicken. Der Nenner ¢u ist also sofort bekannt, gleich
a,dy ... Gn—10n}
dﬂgegen besteht fiir den Zihler ganz ebenso ein System binomischer
fécurrivender Gleichungen, wie fiir die absteigenden Kettenbriiche be-

4ntlich ein trinomisches existirt. Man hat so

Pn— @n Pu—1 = by,
Pn—t— dn—1 Pn—2 — (L
Py — A3 Py = by,
Py — Gy Py = Uy,
Hi pr=0b;.
'eraus findet sich
bn =y, 0 0E0
gl — fOp—1 0 0
hn-—-‘.! 0 1 0 0 1
b, 0 0 1 —ay|
.'rl 0 0 .0 lﬁj ?
L e o Sty s Sae TR AR S SRS T
1 — 0 Hoal 0 |
(] | T U s
0 0 1 =l 0 :

) 0 0 SElR: —rr:1
0 0 T o L

LR
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Die Determinante des Nenners reducirt sich auf ihr Diagonalglied 1;
um die des Zihlers auf die obenerwihnte Form zu bringen, machen wit
die erste Colonne zur letzten; hierdurch tritt vor die Determinante der
Factor (=1E=1

Multiplicirt man dann die (n—1) Colonnen, welche kein & enthalten,
durch (—1), so erhilt die Determinante den Factor

(_l)n—[w-n-u o (_I)U=+ i
und man bekommt

A 0 edasi Qe == by === 00 ) O=E50
e P | S SR | e 1 I by ag. —1 .. 0 0 0
O — 1 a5 . =00 0505 by (e s St ) 0 0
e e sl e R L S e e T S s
(o ol el L bu-2 0 0 ...a,5 —1 0
0 0 O —eap=b, 0t =0 e | e et
0 000 O, b e RO AR 0 g

6) Ginther, Darstellung der Niherungswerthe von Kettenbriichen in indepen-
denter Form, Erlangen 1872, 8. 42.

§ 3. Die Lagrange’sche Transformation ist in der letztgenannten
Schrift ebenfalls behandelt worden: wiihrend jedoch der eine Beweis sich
auf den Schluss von n auf (n<41) stiitzt und also keinen Einblick in
das Wesen der Sache gewilrt, wurde der andere nur angedeuntet. IBS
soll nun gezeigt werden, wie einfach sich diese Beziehung durch An-
wendung des Determinantencalculs gestaltet.

M.ultiplicii-t. man in der fiir p, zuletzt erhaltenen Determinante jcf]C
r'¢ Zeile (r £ n>2) mit b,_1 und zieht von ihr alsdann die mit b, mul-
tiplicirte (» —1)'¢ Zeile ab, so iindert man die Determinante hierdurch
nur insoweit, dass vor dieselbe der Factor

s ('f’; f'z o b by - I)_l
tritt. Eg wird demmnach

by = 0 () () 0
a5 bs =i 0 ] ]
|0 —ayb, ayby+b,... 0 0 0
e e R T SRS R s e G by TR R R S
0 0 0 v by g0, —by,_3 0
() i} 0 oo —Qpaba_ Ayt by_a+ 'f’u—l —bu—2
0550 Dy, 0 —yetbn  tnby_y+bn
Transformirt man in analoger Weise den Nenner
Hayir—iloosasi() 0 |
RO et Sk 0 |

In =01 y.. Uy_yp= T Dl e O eyt
10 e o S S
{0 s, an |

so folgt
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ay —1 0 0 0 0
~ayby agb+by —b .. Ot 0 0

0 —agby agby by ... 0 0 0

0 0 0 . Gpobpsbn2 —bp-3 0

0 0 0 —anghna Gnalae Ut —Unp

0 0 0 0 —‘Un-lbn “nhn-1+5u

Der Factor o hebt sich bei der Division fort und man erkennt ¢, und
7 : ; :
.;n als zusammengehorige Kettenbruchdeterminanten. Die
etztere Eigenschaft liegt unmittelbar am Tage und es ist auch

0 qn
1q = b, —.
Pn 1 a(’]
Es gal :
geht hieraus nach einem allgemeineren Lehrsatze” hervor, dass der
uoti . : : !
Quotient beider Determinanten sofort als Kettenbruch geschrieben wer-

d
en kann, und man erhilt

bn b1
AL
Gn a. a; by beb
(R [/ ¢
Mg by by — il g by by
gy b2 + "’3 o ._"}"**'!,_ p-20n3 -1 ek
g + Wi dgmrerrorr Up-1 0p20n

. “n—lhn-'l + b}l—] R T
1 5 ¥

U der goforderten Weise. i b1+ b
7) Ginther, Beitriige zur Theorie der Kettenbriiche, Archiv d. Math. u. Phys.

55. Theil, S.397.

§ 4 Eine einfache Anwendung konnen wir von dem Bisherigen
“?achen' um die bekannte Formel abzuleiten, vermittelst deren Euler®
el.nc Reihe in einen Kettenbruch zu verwandeln gelehrt bat. Hat man
die alternirende Reihe

. S = by— b, +by— by F— ... 4 (= 1),
80 18t dieselbe gleich der Determinante (n+1)""" Grades
b srL O 0y 0o
el e
b R T AT

faisEiN 220 FEsE )
b {0 (e
b BESLL 0 e L

n

Wie : ; : :
£ jeder Zeile die unter ihr stehende

sich sofort zeigf, wenn man VoD
Determiuv“n (l(n: ‘untarsten allg(‘:fané"“n;
ante auf ihr Diagonalglied
[by— b4 — .-+ + (—1)"ba). 1™
b cntlli;t die _NUl'malform su erhalten, muss noch jede Colonne, o kei-n
) mit (—1) multiplicirt werden; alsdann erkennt man, dass die

obige Reihe dem aufsteigenden Kettenbruche

abzi S :
bzmht, denn alsdann reducirt sich die
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+oot 2
(—1)=. "°+bﬁ

gleich ist, Wird auf diesen Kettenbruch die in § 3 gefundene Trans-
formationsformel angewandt, so ergiebt sich
(=1)=2%,

S= 1

L by by

b b + n—ihn-—l
SEanen B e L

"'"bn-—l
Auch einige #hnliche Formeln von etwas allgemeinerer Natur, wie
sie z. B. Nachreiner? ebenfalls durch eine Determinantenbetrachtung
erhalten hat, haben ihre eigentliche Quelle in dem Theorem von La-
grange,
Eine ganz &hnliche Umformung hat auch G. Bauer! angewandt,
um den Kettenbruch

1 + b,,__,]

ﬂ

by .4

als Quotienten zweier Aggregate darzustellen. Schreibt man nimlich
denselben in gewohnter Weise als Quotienten zweior Kettenbruchdeter-
minanten vom beziiglich (n—1)'" und n'*" Grade und addirt zu jeder
Horizontalreihe alle darauf folgenden, so wird

| =1 0 £ 0 bp+1
ST 5 i e 0 b1
i 0 W) 1 b1
0 0 (| S50 —1 ,.;-I—l

0 0 0 — (bp—141) b

und entsprechend P,. Um auf die Nonnalfmm zu bringen, mache man
die letzte Verticalreihe zur ersten; dividirt man dann noch mit

f‘”(b‘f'lﬂ["'(b-l-l] [ (bn—-l'l‘l]a
8o wird, da sich die Vorzeichen gegenseitig ausgleichen ,

b
bat-1—... — S
ba= 1
[J1+1 l+

= (1) (g1 .. (buy 1) 22

Fiibrt man diesen Kettenbruch in das glelchgeltende Aggregat iiber, 8°
wird

On= (bl +1}(b2+1)' {b,,1+1)(h"+1) (1 =

i 1
by+1 " (by+1)(b41)
1

(b, +1) (6, +1)... (but 1))’

coF (=1

und ein #hnlicher Werth existirt fiir P,.




Von Dr. 8. GUNTHER. 183
8) Euler, Einleitung in die Analysis des Unendlichen, deutsch von Michel-
5 sen, 1, Bd., Berlin 1788, 8. 395.
)Nﬁchreincr, Beziehungen zwischen Determinanten und Kettenbriichen,
_ Miinchen 1872, 8. 16. '
10) Bzfuer, Von einem Kettenbruche Euler's und einem Theorem von Wallis,
Miinchen 1872, 8. 10.

8 5 . . < A . . e
3 8 9. In die Kategorie der hier discutirten Objecte gehort auch
16 Anwendung, welche ein von Lucas' aufoestellter Satz zu machen
=] =]

ve .o

rstattet: Sind
a a a a
{38y sss Om oor Cn

willkiiylic 4 : 2 :
lkiirliche Grissen mit der Summe S, und wird
Ap =8 — an,

gesetzt, so hat die Determinante

l_‘—Al+$ gy e A —1 U U 4-1 Vi Un h
i 4 T A;g +x... Am—1 am Uy -1 v an
[ . . - . . . . . . . 6
4= 43 iy oo —Ap—1+& U |1 iy
45 ay v U —1 — Am + &£ Am -1 can ay t
@y ty s (FAE as — Ayl X . an ‘
Loy ty Hin U1 i Byt o o — Ap x|
den Weyth

@ (w—S"—'.
3 Um dies zu erkennen, hraucht man nur nach einem bekannten Satze '
die Determinante in eine nach aufsteigenden Potenzen von & fortlau-
fende Reiho zu entwickeln, denn dann findet man

"’"‘“‘“’""(”Tl)(a1+...+an) at 1+(”E])(ﬂ,+...+~u)%v"“2
—+...+(i’,:})(~1+...+an)"'ﬂlx,

in : -
dem das von x freie Glied

—4y g —vee — On—y G
a, —dy ... dn-—1 p
| ay day e e | dp
|
ay ay S fIn —1 ce -'fn

ersichtlich identisch verschwindet; es ist also in der That

d=alx—(a+.. -+ an)" =1

L7
Zwei -
Wel andere Beweise kimnen an anderer Stelle'® nachgesehen werden®.

—_—

* fimy s A
In der genannten Arheit ist das Versehen begangen worden, dass

(:1‘) statt (’”;1)

durchgehends geschrieben wurde, was hiermit berichtigh werden mége.
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Die Determinante 4 mége nun aber auch in der Weise transformirt
werden, dass von jeder Zeile, die letzte natiirlich ausgenommen, die
zunichst unter ihr stehende abgezogen wird. Dann ist

& —(4y+a) dyta,—az 0 0 0 ‘

0 x—(dytay) dyta;—ax ... 0 0 !
e 0 0 x—(dy+a) ... 0 0

0 0 0 e & — (A Fany) Au-l-a,,—af‘

a a, ay An—1 T—a,
Nun ist aber der Definition gemiss

4, 4+ a.=8;

dividirt man also mit (¢ —S) die ersten (n —1) Horizontalreihen, 80

erhilt man

1 —1 (e 0 0

0 1 ) 0
d={x—8)r—1 0 0 =t () 0

0 0 IS | —1

a  a Qg oo Gn—q1 ax— Ay

Machen wir jetzt alle Colonnen zu Zeilen und substituiren fiir 4
den oben gefundenen Werth, so wird
& —Ap il A0 04

an —1 A= BT e 0410 s 0o
n—1 -..+
An—2 0 T s Ol _ﬁﬂ?:—/g’n-}—

= o 1

“

T

dy 0 O St
a, 0 Wit 0 ]

Durch Verwandlung in einen absteigenden Kettenbruch wird

[y

.L‘-—A"
el Aniq
1 —— 4. (r—4
E— Adp+tupyq — -—'*hﬁ( n) gty
n_t1+ap_o —...— ey
ay 4 a,

und man hat hierdurch ein einfaches Mittel an die Hand gegeben, jede
willkiirliche Zahl in einen Kettenbruch von beliebig vielen Gliedern zu
verwandeln,
11) Lucas, Sur une formule d’analyse, Compt, rend. de Pacad, frang. 1870,
S. 1167,
12) Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, Leipzig 1870, S. 30.
13) Giinther, Ueber einige Determinantensiitze, Sitzungsher. d. phys.-med.
Societéit zu Erlangen, 5. Heft, 8. 83 flgg.

§ 6. Verschiedene Autoren, darunter besonders auch Heig' haben
gezeigt, dass die aufsteigenden Kettenbriiche mit Nutzen zur Auflisung
hoherer Gleichungen gebraucht werden kénnen. Ein interessanter Zu-
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Sémmenhang zwischen heiden wird durch folgenden, anscheinend noch
bicht erwiihnten Iehrsatz festgestellt:
Hat der, au fsteigende Kettenbruch

bu+1
bl+'i%+ g
= m
m
den Werth Null, so ist m ein Wurzelwerth der Gleichung
FEhlm"-{—bzm"_' + .t bhxtbaypr1=0.

Dass dies sich wirklich so verhilt, lisst sich leicht durch Induection
IWeisen; elementar dagegen kommen wir durch folgende Ueberlegung
um Ziele,

. Wenn m eine Wurzel der obigen Gleichung ist, so muss, wenn man
0 F fir  dieses m substituirt, dies Polynom sich annulliren, mit ande-
‘ 0 Worten: Eliminirt man aus den beiden Gleichungen

F=0, —a+4+m=0
die Grosse @, so muss das Bliminationsresultat identisch verschwinden.
ach Sylvester's dialytischer Methode miisste also die Gleichung

DR S Tk e I )

by o E e A DR 0

LS SR SRR A s s )
bn 0 0 ...0 m =1

! |bu+1 0 e 075 0% |
eXistirey,
Weigen

Gelingt es nun, diese Identitit auf anderem Wege nachzu-
» 80 ist der Beweis fiir unsern Lehrsatz als erbracht anzusehen.

®in aber der genannte aufsteigende Kettenbruch verschwinden soll,
%0 kanp dies, da m natiirlich als endlich angenommen ist, nur dadurch
8eschehen, dass der Zihler

by 0 0 0 =l
. Py 250 O o s0issarEm
gleieh Ny wird. o
14) Matthiesaen, Schltissel zur Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus

der allgemeinen Arithmetik und Algebra von Heis, Koln und Wien 1873,
S. 181 figg,

§7. Al Corollar des eben besprochenen Satzes ergiebt sich uns,
488, wenn anch

b

= (—— =1m
=by=...=my

1
8t, der Kettenbruch n
my
: (O i
m m
den Wy, s 4
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2Lt w2t m 1)

hat., Summirt man die geometrische Reihe, so folgt Nachstehendes:
Der aufsteigende Kettenbruchvon eingliedriger Period®

(2 :
(E) ist gleich
M--=[—}.ul-——l.
a a—1
Diese Relation kann nun aber auch beniitzt werden, um den Werth
eines absteigenden Kettenbruches von eingliedriger Periode kennen #l
lernen. Denn man findet nach § 3

b
M=—- ab

a—
ab+4b—

ab?

Ab e s —

al?
ab+4b’

und zwar besteht der periodische Theil dieses Kettenbruches aus (,;HE)
Theilbriichen, Um die Grosse ¥ dieses periodischen Theiles zu findem
setzen wir

abl=x, ab+b=y,

also
e e .£+p/£_x
V 2 4
——-x+J —
und
£+I/£__-;
M= = # =
v_1/¥
x 2 ¥ Rt
2 T R =
%———x+yl/-y:—1—a—x ?

Indem man fiir M seinen Werth einsetzt, findet man nach einigen Trans-

formationen
2 n—3
’/ ]/____ EH}/H__:C
J Tiw= 2
+//——m ) -Gy E—.)

in bekannter Weise,

§ 8. Aus dem in § 6 bewiesenen Satze leiten sich einfach mehrer®
Theoreme her, welche Siacci® ohne Beweis aufgestellt hat. Is solle?
nidmlich fiir die Gleichung

F=aa"taa"—+...+ 12 +a,
die beiden Identititen
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% 0 , Nz ':_f_"
Hn [ ‘-'(;
| el () 0 g aend
i @, |
! |
ISy 0 0 0 =z
o
und 2
I =) 060
tn
Pt B T R
iy
Sl S 0 0k
da ‘\'” a,
E ;
& easill oy,
l'l"
A 0 0 0=
iy

bestohen, Dio erste Relation orhellt sofort, wenn man die Determinante

Sadurch, dage man die Summe
UI
24z
(tn+
I ihre hojden Summanden zerlegt, ebenfalls als Summe zweier Theile
d&rstellt; denn der erste Summand hat nach dem Obigen den Werth

1
= (@214 a e~ . F Up—1 &=+ an),
(1]

dey : - :
°r 2weite dagegen ist gleich
.
: Un die zweite Beziehung nachzuweisen, dividire man zunichst jede
Zeilo dureh z und zerlege alsdann in der nimlichen Weise, so erhdlt
™80 ebenfalls als ersten Summanden den aufsteigenden Kettenbruch

a Jo
N S |
l dn—l+an12+ _1__ E
R | = T
— 1

und diegey ist gleich
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o) e () T (B
an 138
()

oder, indem man mit " multiplicirt,

1 :
— (@ + a2~ ... + g2+ a,_12).

an

Der zweite Summand wird sein

1 n( 1 )" 1
— — = —,
an < an

so dass die Summe wirklich den Werth
P
tn
erhiilt.

Siacci'® hat fiir seine beiden Siitze in der Folge selbst einen ele-
ganten Beweis geliefert; jedoch scheint der hier betretene Weg der na-
tiirlichere zu sein.

Unmittelbar folgen aus den obigen Siitzen zwei weitere, welche ihr
Begriinder (a. a. 0.) in dieser Weise formulitt: ,,Se si dicono Prs ¢ Qus
i complementi algebrici di due elementi omologhi di P e Q si ha

ac.]-)r)'x- + ay er =T, a, Prex+ay (Qrs = (.

15) Siacci, Intorno ad una serie e ad una funzione dei coefficientt binomialis
Battaglini's Giornale di Matematiche, Vol. X1I.
16) Siacct, Intorno ad alcune trasformazioni di determinanti, Torino 1872, 8. 10.

Ist mit Vorstehendem der Nachweis gelungen, dass auch in der
elementaren Lehre von den aufsteigenden Kettenbriichen noch mancher
theoretisch interessante Gesichtspunkt zu finden sei, so hat diese Arbeit
ihren Zweck erreicht.

§ 9. Bekanntlich existirt eine grosse Anzahl von Methoden zur
Verwandlung unendlicher Reihen in ebensolche Kettenbriiche, und zwar
lassen sich dieselben der Hauptsache nach auf die classischen Arbeiten
von Euler und Lagrange zuriickfilhren, Aber all’ diese Methoden,
deren iibersichtlichste Zusammenstellung man in dem grossen Handbuche
von Kytelwein!” findet, leiden an dem grossen Uebelstande, dass die
Convergenz des resultirenden Kettenbruches erst nachtriiglich durch eine
oft sehr schwierige Discussion festzustellen ist. Nur eine gewisge Classe
dieser Methoden macht hiervon eine Ausnahme; wir meinen diejenigen;
welche nicht nur zwischen Reihe und Kettenbruch an sich, sondern auch
zwischen den einzelnen Theilen derselben vollkommene Gleichheit her-
stellen’®, Die betreffende Entwickelung wird meistens nur fiir specielle
Fille gegeben, lisst sich aber in der That sehr leicht fiir den allgemei-
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9en Fall einer willkiirlichen Potenzreihe durchfiihren, sobald man die-
selbe als aufsteigenden Kettenbruch bebandelt. Diese Ausdehnung soll
n-un hier geleistet werden; vorher aber wollen wir noch eine Definition
éinfiihren, welche, urspriinglich von Seidel! herriihrend, bei unserem
Problem besonders gute Dienste zu leisten scheint. Dabei mbige voraus-
808etzt werden, dass man es lediglich mit convergenten Reihen zu thun
habe, indem ein Operiren mit divergirenden keinen eigentlichen Sinn
bat. Wiy sagen numn:

Ist eine gewisse endliche Grdsse durch Ausdriicke ge-
g_egebeu, welche ein unendlich fortgesetztes Wiederholen
®Iner gewissen Operation erfordern (Reihe, Factorenfolge,

ettenbruch, Potenz), und stehen diese Ausdriicke in einer
Solchen gegenseitigen Relation, dass nicht nur sie selbst,
Sondern auch ihre p'°® Niherungswerthe einander beziiglich
Bleich sind, so nennen wir solche Ausdriicke d#quivalent.
Alsdann stellen wir uns folgende Aufgabe:
Es 5011 die (convergente) allgemeine Potenzreihe
P apth  gptih

+...=8
(t1 ([2 (!3

'R einey iquivalenten Kettenbruch umgesetzt werden.
¢ Verstehen wir hier unter p eine ganze, unter & dagegen eine ganz
Willkiirliche yeelle Zahl, so ist das vorstehend formulirte Problem wohl
i allgemeinst denkbare, insofern darin alle gesetzmissig fortschreiten-
den Reihon hegriffen sind.
Wir haben zunichst offenbar

‘ xp+2h
apth o
P4 —— a,
S:_ﬁ+ a, nj
a = o
1 a 2

u.nd zwischen djesem Kettenbruch und der obigen Reihe besteht, wie

“Ine einfache Rechnung zeigt, wiederum die Beziehung der Aequivalenz
E!T aufsteigenden Kettenbruch transformiren wir jetzt in _bekannter
e1se in einepn absteigenden und bekommen

: ‘S'Izh‘c":—]1 ‘ a. xn+h
ffl'——__lf:__.._._ i{?ml’a;p+??‘
ﬁ aP ar+h 4 _{‘j P +h ppt34
% _{r_-'lxp-{ hy r+2n — e el
dy 3.43-1142"+.1'l’+3"—....

dy

D.en jetzt erhaltenen Kettenbruch gestalten wir weiter dadurch um, dass

K: den Satz, wonach man stets zwei Theilzéhler un_ﬁd den zwis-c}‘lenw

da?ﬁniiu Theilnenner mit einer willkiirlichen Zahl (4’_ 0) multipliciren

“’Enélen W“;‘ll auf'. die I.JOt‘mm.].] vo‘n a, als auch auf die Constanten an-
© Do ergiebt sich schiiesslich
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o 1 ;
Sy=1aP.— al":v"‘

e g ] 2l
a - (Pt
1 h 2

r_r2 + “1 PO s 5

ay 4 ayxh —

a2 et
(z4+asa’,"" _—s

Was nun den zuerst gewonnenen Kettenbruch anlangt, so ergiebt
sich aus der oben durchgefiihrten Determinantenbetrachtung unmittelbar,
dass S; dem aufsteigenden Kettenbruch #quivalent sein muss, und diese
Beziehung ward natiirlich durch die weiterhin an 8, vorgenommene Veriinde-
rung nicht gestort. Nun sind aber offenbar zwei analytische Gebilde
iquivalent, wenn sie einem dritten #quivalent sind, und es erhellt also
die Wahrheit:

Der absteigende Kettenbruch S, ist der Reihe § nicht
allein gleich, sondern auch dquivalent.

Nunmehr ist jede ihnliche Transformation einfach zu bewerkstel-
ligen. Wollten wir die Function sinx als unendlichen Kettenbruch dar-
stellen, so wiirde die gewghnliche Regel, bei der 2=1 vorausgesetzt
wird, versagen, d. h. sie wiirde auf eine unbrauchbare Form fiihren,

indem jede Constante mit geradem Index = gesetzt werden miisste:
Fiir uns ist dagegen, weil sina der Reihe

o=l ad

AP s

gleichwerthig ist,

und wir finden demnach

sing == U *)AJ"‘ e
3+ 12—

Da aber
2r—1)':(22—3)!=(2n-1)(2n—2)

ist, so kénnen wir durch Anwendung des schon oben gebrauchten Satzes
auch diese Form herstellen:

siu:r::lqi 1.1 x® 9.3 8
a0 ‘9 .8

2.3 oo e T Bixd

+ 15+ 4.5z

BTt
Auch hier ist das Fortschreitungsgesetz augenfillig.
Fassen wir als ein anderes Beispiel die gewdhnliche hypergeome-

trische Reihe von Gauss , (e 1) BIBED)
2 P ] Gt i 3
[(“35,}’)—1+]!y3+ 3y (pF1) e

auf. In diesem Falle wird, wenn wir das Glied 1 nicht mit zur Reihe

rechnen,

a(a41) ...(a+m—]),B(ﬁ+1)...({3-|—m—_1_)
mly(p+1)...(94+m—1) ’

peli=Rh, ay=1:

und spnach
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S 11 5)\2
—] + ]r‘(“, 61 }'):7'%',; (a_t) ¥ ~
wp T 2'y(y+1)) R

a(e+1)B(F+1)  «f
(_9_!?(_7;';”__ >
a(at1)B(B+1)/
3y(y+1)(r+2) S L i L
a(a+1)(et+2) BB+ (B+2) ~ elet+1)f(B+1)

Aus dieser Form lassen sich die anderen bekannten leicht herleiten
und iiberdies geniesst man des grossen Vortheils, die Convergenz a priori
behauptell zu kénnen, sobald natiirlich die Reihe F selbst convergent,
4. h. wenn z <1 oder aber fiir
r=1, a+ B> ¥ 3

War,

Erwiihnt moge anhangsweise noch werden, dass der von uns hier
Mehrfach verwandte Begriff der Aequivalenz Erweiterung zuliisst. Wiirde
f‘lan die hier charakterisirte Aequivalenz die einfache nennen, so wiirde
T eine mn-fache entsprechen, die so zu definiren wére:
| Zwei unendliche Ausdriicke (dies Wort im Sinne Euler’'s
genoﬂlmen) haben eine m —n-fache Aequivalenz, wenn der
tnlc Nﬁ-herungswerth des einen dem n'¢e® des andern gleich
G m—n ist die Aequivalenz eine einfache.

So hat die von Pacioli erfundene und von Bertrand 2 wieder
Teproducirte Niherungsreihe zur Bestimmung des Wurzelwerthes

Va4 p

“ der bekannten Kettenbruchentwickelung

p
o=, D
2“+ﬂ+,,.

E. - - . - .
M8 A n—1_fyche Aequivalenz, wie wir dies bei einer andern Ge-

le :
genheit % nachgewiesen haben.

17) Eytelwein, Grundlehren der hoheren Analysis, 1. Band, Berlin 1824,
8. 861 figg,

18) Schlamilch, Handbuch der algebraischen Analysis, Jena 1868, S.-315.

19) Seidel, Bemerkungen fiber den Zusammenhang zwischen dem Bildungs-
gesetz eines Kettenbruches und der Art des Fortganges seiner Niherungs-
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Beobachtungsfehler und itber einige damit im Zusam-

Ueber die Wahrscheinlichkeit der Potenzeummen der
menhange stehende Fragen.

Von
Prof. HELMERT

am Polytechnikum in Aachen.

(Hierzu Taf. IV, Fig. 1—18)

§ 1. Allgemeine Formeln,

Wir bezeichnen die absoluten Werthe der Beobachtungsfehler fiir fi
m

Beobachtungen mit &, &, ... & und die Summe ihrer m!® Potenzen [¢ !
mit 76,,. Der durchschnittliche Werth von 76,;, wenn man jedem & alle
moglichen Werthe nach seiner Wahrecheinlichkeit beilegt, ist gleich 7 Sm
wobei

a

1) Sin =J e (e) de.

0

Hierin ist ¢ der iiberbaupt erreichbare Maximalfehler und P(e)=o(+ £)
+ ¢(—¢), falls @(¢)de die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass ein Be’

de

obachtungsfehler ¢ mit Riicksicht auf sein Vorzeichen zwischen £E—

und & —l—%e liege.

Wir wenden uns nun zur Frage nach der Wahrscheinlichkeit, das?

die Summe der m'" Potenzen von 7 Beobachtungsfehlern liegen werd® |
zwischen den Grenzen

/

n (Gm raL %) und # (Gm + %)s

worin der Einfachheit halber d,, geradezu das Differential von o,, bede®
ten mége. Wir bezeichnen diese Wahrscheinlichkeit mit @ (Gm) O - Um
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B N - i o i A

sie kennen zu lernen, hat man zwei Wege. Entweder nimmt man suc-
cessive n=1,2, ... oder man nimmt 7 beliebig und sucht mittelst eines
Discontinuitiitsfactors die vorkommenden Integrationen zu bewiltigen.
Allgemein ist das Problem nur unter beschrinkenden Voraussetzungen
1i'isba.1-; bekanntlich hat G auss ohne Beweis Endformeln gegeben, welche
eI sehr grosses n voraussetzen, aber fiir ein ganz beliebiges Fehlergesetz
?(¢) gelten sollen. Schon Poisson hat bei einer #hnlichen Untersuch-
ung (mit m = 1) gezeigt, dass jedenfalls eine Beschriinkung auf denk-
bare Fehlergesetze nothig ist und ¢(e) nicht jede denkbare
Unction von & sein darf. '

ks =8
Ist n=1, go ist die Wahrscheinlichkeit, dass & zwischen 6, + é*

liege, gleich
- 2

‘P(Uan)l 6m =!]1P(5j de,

m/ 6“‘

(i ——
m 9

f'fﬂbei dem Zeichen ¢ (o) der Index 1 wegen n=1 angehiingt worden

8%, Weil nun d,, nur ein Differential sein goll, wird

ooy b=}/ ot = [/ m =) 90

Tndem nuy 6m genau genommen niemals gleich Null gesetzt werden darf*

8 : : 0 . :
Ondern immer um wenigstens f davon entfernt bleiben muss (da ja

eine ne

1

2 gative Girenze fiir &™ ausgesehlossen ist), so ist auch (wie nach
eichtor ; :
hter Reduction gefunden wird)

2)

A

1_ —I
M "

P (Um )] ‘sm T

Ist n=9 4o lautet die Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit zu suchen,

dasy 8™ 4 £, zwischen 2(6";1 %) liege. Nun ist nach 2) die Wahr-

schaints = sl 7 AT 2
chemhchkmt, dass " zwischen 4 (-57 liege, gleich

”m =

v

mia-

lln . . . .

gpd dal‘el‘, wenn wir die @ nach den Indices ihrer & unterscheiden, die
Sue S i :

2 hte Walrscheinlichkeit gleich

Zojtaone: ; E
Bchrift f. Mathematik u, Physik, XXI, # 13
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Om _
T) — &y

s

0 0'm
Nl m
v/
(l",,, ,(‘ﬁm Pt s ll d T, 4
24 {2020
T m ay m

ﬂ]
2 Om — T — Tp

oder mit Beriicksichtigung des Betrages von d, und Weglassen des [n-
dex 2 unter dem Integral

q
- o /E) w2, —a
3) DL T O = % ighl, : ) _.f:’ (l/ s ) da,
% @ m 2 O &) “m
I)
worin
p = Null, g=2g¢, fir 2, L
P = (20— ™), g=a™ ,, 20, ealt X

Man kann in angegebener Weise die Frage successive fiir n =3, 4 «
weiter behandeln, falls nur die jedesmal vorausgehende Integration mog:
lich ist.

Ist » unbestimmt, so wird die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe

; el 3 :
der m'*" Potenzen der & zwischen H(G,,, + -é'—') liege, gleich r

a [ a
4) @ (Gm)nOm =J (ls]J(I Bouats /d tn P () Wle) ...y (zn) F,
0 0 0
worin F folgenden Discontinuititsfactor bezeichnet: i
O !
5 ( nt ) L

2
5) F=— e [em] 2. dzJ cosz0.d0,
L]

0 0,
n (Gm - =

¢"] zwischen den Grenzen # (Gm o

welcher fiir alle %) gleich 1, da-

gegen fiir [e™] ausserbalb derselben gleich Null ist und angewandt wel”

d]n

den darf bei jedem Werthe G,,,>—,_2—-- Es ist also, wie frither, unzulis

sig, 6m genau gleich Null zu setzen. Fiihrt man in dem Factor F di€ b
I[ntegration nach @ aus, so wird

w

:ii.' zn ((‘ = r\‘,,,) sinzn (6 (5,,,)
sinz 7 ) P =tk
2 m 2 m 2

5%) F=2= O S R RN T I
T >

o8 ig”"J r.dz,
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~ Bezeichnen wir ferner mit w, die Differenz 8,,— Gm, 80 ist offenbar
M 9(6,) auch das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Abweichungen w; ge-
ﬁfnden- Betrachtet man aber verschiedene m, dann bemerkt man, dass
die @, gar nicht vergleichbar sind; wir miissen daher auf gleichartige
A_bwi’-ichungen reduciren. Wie diese zu nehmen sind, sieht man sogleich
®in, indem man sich erinnert, dass zur Berechnung des wahrscheinlichen

m m

?eﬂbachtungsfohlers die /'E:,-, anstatt der unbekannten ]/S,,, dient und
Fass man ihn durch Multiplication dieser Wurzelgrisse mit einer vom
ehlergesetz abhiingenden Zahl erhilt. Setzt man daher

n— m

]/6," = l/:q_;;; (1 + vm)u

m
50 : . g e
bedeutet #,, nicht nur die negative Verbesserung von |/6,,. in Bruch-
m _

thei — ,
eilen von l/Hm, sondern auch die Verbesserung des berechneten wahr-

gcheinl: ; :
heinlichen Beobachtungsfehlers in Bruchtheilen von dessen strengem

Wer e : ) : i
ymtlm Mithin sind die v, fiir verinderliches m vergleichbare (Grissen.
€nnt man nun ¢(6,) 0m, so findet man daraus die Wahrscheinlichkeit
. . . (’v'" .
qj(”'ﬂ} dv,, es falle v, zwischen die Grenzen vy, + 5 durch Substitu-

ti i % g

on der Grgsgen v, und dv, mittelst der Relationen

r 6) —S y  ym 5. = S (] + g ym—1 1v
Gn = Om (1 'J{' Um] O = MOm | f”l) GV

Was sich in aller Strenge [wie Formel 2)] begriinden ldsst.

§ 2. Constante Fehlerwahrscheinlichkeit.

I
V(o) = = fiir & < a, ausserhalb gleich Null.
I ==l
: Fiir die drei Fille m=1, 2 und 3 giebt Formel 2) folgende Func-
tionen ,
 PE
@(6y), 0, = % 0y
7) i 1 o 7
@ (65), 0y = 52 % 505
> 1

: B
@ (0g); O03=5—- 05 "~ 0.
< < .3”.

m eine Priifang dieser Formeln zu erhalten, integrirte ich die erste

Vor : g ¢ . . . g . 3

7 Null bis @, die zweite bis «*, die dritte his ¢® und fand, wie ¢s

Se) . . . . ¥

N muss, eing, In der That ist es gewiss, dass o6,, einen der Werthe
Zwig ;
¢hen 0 und ™ annehmen werde.

18*
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rrrertt

Durch Einfiihrung der Relationen 6) und weil jetat
a!ﬂ

 m+1

ist, findet man weiter aus den Functionen ¢(o),d:

pohdyy= 14 dvy,, —1< v, < 41,
1 =
8) @(”2)1d”2:ﬁd”21 -1 <yY3 -1,

S

m

1 o
q"”ﬁ-‘ld”:a:iqq dvg, —1< v, < pd—1.

Die Figuren 1, 2 und 3 geben eine graphische Darstellung der Fune-
tionen @ (»), als Ordinaten fiir die Abscissen ». Im vorliegenden Falle sind
die @(v), gerade Linien parallel zur Abscissenaxe und es ist die Fliche,
weleche die Ordinate ¢ iiberstreicht, wenn sich v iiber alle moglichen
Werthe erstreckt, schraffirt. Demniichst enthalten die Figuren noch die
Darstellung von %(v); = @(+42), + @(—v), als Ordinate fiir den val. abs:
v als Abscisse. Man wird bemerken, dass sich trotz der Einfachheit des
Falles doch in den Figuren 2 und 3 die Darstellung von w(v), immer-
hin schon etwas complicirt. :

Fig. 4 endlich zeigt das gegenseitige Verhalten der Functionen

w(vy), ¥(vg), W(vg).

P
I n—2
Fiir die drei Fille m=1, 2 und 3 giebt Formel 3)
q
£ 20 i3
©(6,); 8, = '”71 da,
P
24 ¢ 1
@ (0y)y 0y = =22 / L el i
da . ]/F (262_-")
p
q
2 f).. by r.’.{' i
r]w (,"_,I 9 !):1 == (] - _.:/ E""'_‘. ~ e o ——e
V) Vo @o,—ay |
p
Nach einiger Redunction folgt hierauns
s T
a
9 g L
) ®(0,), 3, 4(a—o,) . q
AT (}1 e 261 B I
TE L . ¢
Wé‘-’ tir 20, < a?,
HJ) l'p((i.u,)2 ()1_, e

1 e : =
3 aresin ——1)0 5 200, >af;

0y
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1
24, ;
20 [ @)%t fir 20, < @
3a2]3/’263.[‘( ) ;
0
8 /8
11) P (65)g 05 = }/;226_3
2 04
3(121/142_6_3.
3 ’—_a"a"

\ 1_22_;3

(1—#)"%dt ,, 26, > .

: Die Priifung der Formeln §) undf@) durch Integration nach ¢ iber
?hle moglichen Werthe desselben ist leicht zu erledigen und bestitigt
e Richtigkeit. Insbesondere ist :

a?

a‘l
2 a?
: T i 1 * ot
fq) (04)3 05 = 5 62—}-;2 /‘m*csm ((—)_—2 - l) dgs
0 0 'ae
=

un . S = .
A d Wenn man im zweiten Integral rechter Hand arcsin als ersten Fac-
or nj R e ; :

nimmt und theilweise integrirt, so hat man weiter

ar i a?
0o )c e ——— = 1.
‘jf)'-’ 2/2 %2 V")-'“z%—‘m
i 0 a?
2

dimc:v“ .!lun den ersten Theil der Formel 11) anlangt, so g.iebt. die
e Reihenentwickelung daselbst zu gchwache Convergenz. Wir setzen
aher 1=1—; und integriren anstatt nach z nach der Variabeln y =
{1"_‘5)‘%; dann wird leicht mittelst einer geometrischen Betrachtung

2 61(
3)/%0,

s 1,17
3 — y veriw
7 %\ d =
(1+ (1—Y1—y= ") y) T
1
26, < ab.
Fiir den zweiten Theil der Formel 11) geniigt (da hier wesentlich

tur gj i ‘ ' | =
R‘: die spitere Curvenconstruction ins Auge gefasst ist) die directe
elhanantwickelung

11%) P(65)y 0=

3

@ a® P
'ﬂ;[l'i‘%(g—;a)-i'&(—:-)" ]
171 % 24, + i () + s ()t
) 9’(63)25:1: 3__“2;!»/'—2—6— AT a®
A iy (]

\ R

20y 5 a®,
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3
a
‘2" 1

}

Integrirt man zur Probe ®(05); 05 in 11%) von g, gleich 0 bis

so folgt ohne besondere Miihe 0,88...; die weitere [ntegration bis
nach 11%¥%) gab mir mittelst mechanischer Quadratur
0,12 ..., zusammen also 1.

Die Substitution der Relationen 6) fiihrt nun zu folg

etwas miihsamer

enden Formeln:
142,) de — T e b <105 3
9 foi = f ( 1 11 1 5
12) ‘P(fh)zfvl ?(l—vl)tl‘?)“ 0<v,<+1;
i Y
§(1+v2)dv2, —1<o,<yi-1;
. Q{—I;__Lé} arcsin ((]—;-——;J“,_)Zk j) d Vg, ’/,’g__ i< 0y, < ]/g-_l :
],1()..‘(1-}—!'”) dvg, = <,w3<]}'727._1.;

o batl - At S 12 )
14) (oy), do,= {141, “(]+ﬁ+“(§3‘+_si’+‘_ )

3159 ",

18) g (vy), dv, =

o 23 A6 29 e LT
)4 _3(1 Bl PR A8 HbE )
P 6T 85t 51 1 3150
3= 3 py—
st Sty 79 9
/2—l<?’.<-3/4—1; :L—‘ 8= /l—g‘——.
7 — -5.—:.’ L I—}~'if(.; f ] (1+.E,3):5
Die Figuren 5, 6 und 7 zeigen die Curven @ (v)y, sowie die ent- ¥

sprechenden Curven ¥(»;), welche letztere in Fig. 8 zur Vergleichung
unter sich besonders zusammengestellt sind,
III. Riickblick,

Die Betrachtung der Curven @ mit schraffirter Fliche in den Figuren
1—3 und 5—7 lisst sogleich erkennen, dass die Functionen @ () !
und @(v); vom Gauss’schen Fehlergesetz zw
sich demselben doch mit wachsender Anzahl n der Beobachtungen zu
nihern scheinen. Man bemerkt ferner mittelst der Figuren 4 und 8
alshald, dass mit wachsendem Exponenten

ar stark abweichen, aber

m die Wahrscheinlichkeit

. 7 s M iZy : :
wiichst, es falle }/6, mit VSm zusammen. Um dies deutlicher zu erken-
nen, integrirte ich @(v) dv zwischen solchen Grenzen — v, und + vmy
dass sich gerade 4 ergab. Alsdann ist auch die Wahrscheinlichkeit, die l

m m

Vom werde zwischen die Grenzen V/'Sp (1F v,,) fallen, gerade §, also

e m
l/Gm in Bezug auf I/Sm
» Bs fand sich v, gleich

sind die v, die wahrscheinlichen Fehler von
(und in Bruchtheilen dieses Werthes angegeben)

R

n=1, | n=2.
i
I) ; |‘
m=1 I 050 | 029
2 [ 048 | 0,24

3 ' 040 JI 0,23




199

Von Prof. HELMERT.

AR AP AP AP A it PP IR PP IIPLLTEL LA SIS SIS SL L PR

bekommt man (innerhalb der hier betrach-

m

Nach diesen Ergebnissen

eten Fiille) die grosste Wahrscheinlichkeit, dass die V6m mit der ],/;,,,
% . : 5
usammenfalle, durch Anwendung eines mdglichst hohen Exponenten m:

§ 3. Gauss'sches Fehlergesetz.

Y(e)= 2k we,
7
I n=1
P Fiir die drei Fille m=1, 2 und 3 giebt TFormel 2) nachstehende
Unctionen :
2h Siite
@ (6,); 6, = V“ e sy
T
15) : ¥ R RS A
@ (6y) 0p= —e—ha: g~k 0,
( 2’1 ~d 2;/77 2 ]

2h
o) 0= —
‘f—’( 3h Ys 3]/n

oo 65~ % 8.

von Null bis oo

.
Zux Priifung integrirte ich diese Formeln nach ¢
Man hat weiter

u : : } : :
nd erhielt fiir jedes der Integrale eins, wie es sein soll.

1 e 1
S, = it s = ——,
]/n: . k]/n
0

217 e
(3 o
S el e d =i
2 = 212
(
?ii Bo— ¢ g = ,_1_

e

Sy = € —

3 ]/n !;"]/75

Fiihyt a : : : : L
man diese Werthe in die Relationen 6) ein und substituirt sodann

letztore in a:
tztere in die 15), so ergiebt sich
O3l

glo), do,= — e % dv,, —1< 73
o

5 EaE
16) tp(vz),(ivg_—.]/; e T dvy, —1<%);

i i _ (tulr
rp(u3}1(1u3=; Vme Va dvg, —1<uv.

S Die Figuren 9, 10 und 11 zeigen die Curven ¢ (v);, sowie die

Sprechenden Curven (v),, welche letzteren in Fig. 12 zu bequemern

erple; : :
: glemh“ng untereinander nochmals zusammengestellt gind.

:!
|
|
!
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I =2

Fiir die drei Fille m =1, 2 und 3 giebt die Formel 3)
20,
8Ar%4,

lodide st eI ban 0l g g

0
20

2
Sh'—’é.,/’ p—2i0,
A CAR B ] (Bl s el
Skl e
)

(

]303 2
(63); 0, B8R0y [ e—1a"+ 20, - 2)'h)
Og)p O = ——= 3 e e
P\03); 0g Qn.j .7:'5:}.{263—.1:)% da
0

Nach einiger Reduction folgt hieraus
ha, V2

SUoh :
]7) g l.ff|];g al L l lf'_J‘ n,-dI/ ,:—l‘”'/?
w

0
18) ‘}'J(G‘z'z 03:2/128_"”‘?”? dzr
1 : P
8 48 dy /Ii e~ [+ (01— Vagy

19) @ (6.5)_, r\_‘ — —_— (1_-_..275%_ Xeluic

3/2 N az,
Br(h) 20,
0
Um die zur Prifung der Formel 17) nithige Integration nach oy
durchzufiihren, kann man zunéichst e=1t:2)/'2 setzen und sodann Polar-
coordinaten mittels der Beziehungen rsin@® =z, » c0s ® =g, einfiihren
und erhilt alsdann

w

4 o
16h% 12 5
/tp(o‘l)z dlz—fiA/dQ‘/c—”' Erdr=1.
7
0 0

0

Dass Formel 18) die Priifung durch Integration besteht, iiberblickt man
sofort. '
Was nun die Formel 19) anlangt, so begniigte ich mich, dafiir einen
zur Construction einer Zeichnung ausreichenden Néherungsausdruck her-
zustellen.  Der Exponent [2* + (1—2*)%] dindert aber zwischen den Gren-
zen 2=0 und 1 seinen Werth sehr wenig, man hat nimlich fiir L
z =00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
Exponent = 1,00 1,01 1,04 1,07 1,12 1,17 1,21 1,24 1,26 1,23 1,00

und ist daher mit Bm'iicksichtigung der Verinderlichkeit des Nenners

(1—2%% eine Zerspaltung des Integrals in drei Integrale miglich, wobeil
fir jedes derselben jener Exponent einen constanten Mittelwerth erhilt:
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1 0,6 0,9
3 dz Fie— dz
— p— 1,09k J20,) i ,— 1,24 (4 }/‘301" e
f : 'V”,[u._zs)a;“*” : s_f(lezs)%
0 0 0,6
1
e 2 dz
—1,07(h V2ay)? =l
5t ze/(l——::i:?ﬁ'
0,9

Die Zahlen 1,10, 1,25, 1,14 sind iiberdies so gew#hlt, dass fiir
%=8; die Formel genau stimmt. Die jetzt noch zu bewirkenden In-
tegrationen lassen sich in den beiden ersten Fillen durch directe Reihen-
_anwickelung, im letzten Falle nach vorheriger Substitution von z=1—¢
I hinreichender Schiirfe rasch erledigen und man erhilt

3
"8y 10,5300 10GITGY 4 0,391 e U (4 0,576 W0,

h?/? [N
d Die Iﬂtegration nach ¢, von 0 his oo giebt 1,004 statt 1, mithin fiir
€0 vorliegenden Zweck ausreichend iibereinstimmend.
Die Einfiihrung der Relationen 6) fiihrt (unter Beachtung der an-
8egebenen Werthe der S;, Sy, S;) von den Formeln 17), 18) und 19%)

“u folgenden :
at+o /2

19%) ¢(q)), 6,

g 2(EME. -
P (v)), do, L dvlvfe"”d!, —1<v,s
P () dv, = 2 (1 4v,) e~ 1+ dp,, e

P (0,); dvy = (14 v,) (0,86 = 1180 +0* 4 0,64 ¢— 1o
+ 0,94~ WA+ ) dog, — 125

% Die Figuren 13, 14 und 15 zeigen die Curven @ (v) und iiberdies
dm entsprechenden 1 (vy), fiir welch letatere Fig. 16 noch eine beson-
ére Zusammenstellung bietet.

III. Riickblick.

Die Betrachtung der Figuren 9—11 und 13— 15 zeigt, dass die
Unetion @(v) sich mit wachsendem # ziemlich rasch der Form des
aus8s’schen Fehlergesetzes annihert. Wir werden dies wenigstens fiir

:_'-“-2 im folgenden Paragraphen weiter untersuchen, da fiir diesen Fall
1123 mathematische Behandlung am bequemsten ausfillt. Die Figuren
und 16 zeigen ferner, dass nicht, wie bei constanter Fehlerwahu-

T 3 ﬂlﬁ_
Scheinlichkeit mit wachsendem m, die Wahrscheinlichkeit, es falle J/ 6m

mi e : 3 ;
t der 1/, susammen, wichst. Vielmehr bietet offenbar m=2 die

mej 5
18te Wahrscheinlichkeit. Um dies deutlicher zu erkennen, berechnete
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ich folgendes Tifelchen der wahrscheinlichen Fehler v, [mit der Be-

deutung: die Wahrscheinlichkeit fiir die ]/6,,,, zwischen die Grenzen

m

VSm (1 F vm) zu fallen, ist §]:

|
f n=1. n=2
II) e e
m=1 | 0,545 0,372
2 0,515 0,355
3 0,521 0,361

§ 4. Gauss'sches Fehlergesetz (Fortsetzung).
m=2, n beliebig.
Es gei zuniichst =3 und also die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen,
2

zweiten Formel 15) und nach Formel 18) ist aber, wenn ¢® mit 2 und
&’ + & mit y bezeichnet wird:

dass &%+ e?+ ¢? zwischen die Grenzen S(Gr{:g—z) falle. Nach der

k
9(x)de=——eWrg-Yda,
™

9 (y) dy =he="y dy;
mithin wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich
9y
30, 3(62_'-?)_:”
hB i :
@ (0y)g 0, = 17; dz [ e=#(=+u) o—% qy,
T
05 o X
3(62—5)'“33
Berticksichtigt man, dass (x4y)= 30, ist und d, ein Differential
sein soll, so wird

e % o—A%(3 -
21) ?()s 0y = = Bk = FO% 3

Die Substitution der Relationen 6) ergiebt hieraus

22) ®(vy), dvy= 3]/2- (14v,)2e— "0l +u) dv,,

zu welcher Function die Fig. 17 eine graphische Darstellung liefert, Zur
Priifung der Formel 17) beachte man noch, dass

a0

[ 2R (R
/w(az)ad.a:——i. %:1.
0

Vn

-
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Ist nun ferner n=4 und demnach die Wahrscheinlichkeit zu be-
stimmen, dass 2+ ¢,2 4 & + ¢, zwischen die Grenzen 4 (62 S E“E), 80
giebt die zweimalige Anwendung der Formel 18) auf die Theile e
=& und el 2=y leicht

23) o (0)), 8, = H (A 6,) e~ 11 (48,)

wit dey Prﬁf‘ung
o0

r2)
/‘P(%)-ﬂ%ﬁhd- ;ta = 1.
0

Die Anwendung der Relationen 6) auf 23) fiihxt zu
29) @ (vy); dvy =8 (1+ vg)te—2 012 dv,,
und hierzy giebt Fig. 18 eine graphische Darstellung.
Die vorigen Entwickelungen legen den Schluss nahe,
gemein fiir heliehiges n die Wahrscheinlichkeit, dass [¢?] zwischen die

es sei all-

Grenzen » (62‘-{-‘"%2) falle, gleich
n

n ‘r—l 2 "
(mag)2 s viem P90y,

P (6g)n 0y = '—,T_
‘(5)

Wozu ferner die Formel gehort
n

25)

i) n :

) 2. TN _, — g U
26) (I’(Ug)n fiz:2=_7_(.%) (1+v2)u 1,

r(3)

2 Zuniichst bestitigt die Integration nach ¢, die Formel 25);“um ihre

Rlchtigkoit nachzuweisen, geniigt es, zu seigen, dass Sioiauch f0E (nH52)

hesteht, da sie bereits fir n=1 und 2 gilt. Wir setzen ()= and

2 [Ty, . .

: "+3+"2"+‘2=y. Dann geben die Formeln 18) und 25) fiir die \‘?Va.hhr

Schemhchkeitv dass die Summe der (n+2) Fehlerquadrate zwischen

doy, —1<uv,.

(n+2) (62¥%) falle, den Ausdruck

8,
2\ O+ ) — %
n+2)6, (n-+ i( 2 2)

e e o e
@(62],,4.262: _‘T/'l &€ /tf W@+ dy,
Haof,

i d.
Y (n—+2) (624——2?)7:1}
aans man, wie bei fritheren entsprechenden Fillen, leicht folgert, dass

n4-2 AR '_‘, o : :
W(GQ),‘.H(SZ = ?i;ﬁ (n - W 52) 2 p—h (n42)0q (n+2) 62 £
2 f(ﬁ)

'i
|

e

TN

e e

=
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Setzt man aber in 25) fiir » den Werth n+2, so erhiilt man die soeben

abgeleitete Formel, indem 5 P( ;) = I“(%-{- 1). Mithin gilt Formel
25) allgemein.

Ist » nur einigermassen gross, so hat man nach der Formel*

n—1
I3 n ;| 1
—_— /] .
1"(-;—) - ]/2:; (%) e > T Br+2)n 4D

zur Vereinfachung der Formel 26) fiir deren ersten, vdn v, unabhingi-
gen Theil sehr nahe

2 (n)i_]/;,;‘-
2

welcher Ausdruck fiir n =16 etwa 1 Procent, fiir n =160 etwa 1 Pro-
mille u, s. f. fehlerhaft ist. Aus 26) wird damit

27) @ (v3)n dv, = /ﬁ (14 vg)"—1 evw’(' +5') dv,,
T

und wenn man hierin endlich von der Entwickelung
1 4 vy = eta—Y% 02+ % v,
Gebrauch macht, welche fiir v,2< 1 giltig ist, so ergiebt sich

ey
N —v—(—t%) o2 o,
28) @ (vg)n dvy = = e S2 du,.

Dieser Niherungsausdruck zeigt deutlich, unter welchen Bedingungen
man berechtigt ist,

zu getzen. Der Exponent von e heisst niimlich genauer

1 1 )
= 2 e i iy B
"7 (1+nv2 203 )
und zur Anwendbarkeit der Formel 29) gehtrt mithin, dass [wihrend fiir
v3=0 die Ausdriicke 27) und 29) jedenfalls tibereinstimmen|) auch fiir

Werthe », von der Ordnung 1:)/n die Parenthese des Exponenten
gleich eins gesetzt werden darf; fiir grossere v, gilt die Formel 29) als-
dann auch noch, weil dafiir ubelemstlmmond mit der strengeren Formel
27) der geringere Betrag der Exponentialgrosse die Wahrscheinlichkeit
@ (v3)n liberhaupt nahezu auf Null reducirt.

Durch einmalige Differentiation nach vy findet man leicht, dass
nach der strengen Formel 26) der Maximalwerth von @ (0y)n zu

* Bchlomilch, Compendium der hheren Analysis, 1I, 1866, 8. 260.
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1
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d. i. nahe —-:"..ln gehort, wiihrend die N#herungsformel 29) v,=0 for-

. 1 1
dert. Beide Maximalwerthe stehen im Verhiltniss 1:(1—2—ﬂ)-

Durch zweimalige Differentiation nach v, findet man ferner aus 26)
als Abscissen der Wendepunkte der Curve @ (¥)n:

Shighale S e min

1 Qe : 1 1
Do se= s e e e e v 1 e L
. 1+V1 irai]/n 4n?’ d vl =y :t]/‘.hz 2

1 g
dagegen liegen die Wendepunkte nach 29) bei _-1;72—— Wie die strenge
n

Formel zeigt, sind schon fiir n—2 beide Wendepunkte reell (Fig. 14).

: Um ein Beispiel in Zahlen zu haben, setzen wir n= 100 und erhal-
°n dafiic nach Formel 27), resp. 29) folgende Werthe von @ (vg)i00¢

|

)| (27). . (29)

= ——

pi="=1 |\ 5,64* 5,64

ST L e % 2,08
—0,1 . 2,21
+ 0,2 ‘1 0,11 } 0,10
=02 | 0,09

+0,3 || 00012 [} 50007
—0,3 { 00008 ]‘

§ 5. Beliebiges Fehlergesetz; Anzahl n der Beobachtungen sehr gross.

Wir behandeln diesen Fall nach dem Vorgange von Poisson **
ind Glaigher*** bei einer #hnlichen Untersuchung mit m=1. Die
ormeln 4) ynd 5%) ergeben unter Beachtung der Relation e7%=cosyz

+i.8:t'ny:‘ dass die Wahrscheinlichkeit @ (6m)n Om gleich ist dem reellen
Theile von

e

® - .
Der Maximalwerth fiir v, = — gby 186 5,67

e g " DD
e 4;; Wahrscheinlichkeitsreehnung ,~ tibersetzt von Schnuse, 1841, S. 227
a,

o :
* Philosophical Magazine, Vol. XLI1L, 1572, S, 194.
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= :
5 3 § () Jn
9 g ‘ nosinzn (ﬁ,,, -+ g) — Sinzn (6," - ii)
Gl Jw () ef=a" d ¢ 2 : dz.
T, 0 z b
0
Setzt man hierin
a
J'ip fs) coszeMde = R cosr
0
und
[}
Jqp (&) sinze™ de = R sinr,
0

so geht die grosse Parenthese in Re'r iiber, und erhebt man dies zur
n'*® Potenz und trennt alsdann die reellen und imagindren Theile, 50
wird /i
g d 5.\
2 sz n (Gm M ’22) — sinzn (Gm = L;')
30) ‘P(Gnl)u (Sm = -T; R" cosrn - o 1L v R e L

”
z

0

e |
Fir R* ergiebt sich durch Quadriren und Addiren der Werthe von
Rcosr und R sinr, sowie nach weiterer Reduction in bekannter Weise

@ o
31) I :JJTP(F) W(e) cosz(eMm—gm) dede,
00

Lést man nun in den Ausdrviicken fiir B cosr, Rsinr und R® den
os, resp. sin in eine Potenzreihe auf, so ergiebt sich weiter [mit Be-
nutzung der Formel 1)]

24

RI‘GSI':I—;SQ,,‘+24

32 _ 3
) Rsinr =28, — 5 S3m+...,

S-1m""v--)

RP=1—A224 Bzt — (0284

worin die Coefficienten 4, B, € ... als Quadratsummen folgende positive
Werthe haben:

4 =25, — 8§

my

B = l'z (‘qlm —4 S.‘im ‘qm + 3 S':f? m)a
C= ‘?l“,"‘n‘ (‘qﬁm =1 'Ql m 'Qm + 15 Sim R'z m— 10 qum)-

Indem nun fiir wirkliche Fehlergesetze W(e) immer der Gleichung
L

Lim ( i ,',qn'”,',' : ): 0
P=2\(p—1)p Sp—2m
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(?renﬁge geleistet werden wird, so gelten die Reihen 32) fiir jedes end-
liche  *

Der Ausdruck 31) zeigt nun, dass R® im Allgemeinen ein echter
Bruch und nur fiir =0 der Einheit gleich ist. Je grosser mithin 2
d0genommen wird, um so kleiner wird R™ im Allgemeinen sein und es
Verden nur diejenigen A" in Betracht kommen, welche zu z=0 und
sehr nahe Null gehoren. Ks kommt hierbei Nichts darauf an, ob R? mit
Wachsendem z nicht durchaus abnimmt, sondern theilweise vielleicht wie-
der zunimmt, da das Integral in 30), wenn man die untere Grenze Null
dlfrch einen kleinen z-Werth ersetzt, jedenfalls nach bekannten Formeln
"t wachsendem # sich dem Grenzwerthe Null nithert. Fiir die Geschwin-
dlgkeit dieser Anniiherung ist von Bedeutung, dass R? fiir z > 0 nicht
Wieder einmal sehr nahe gleich Eins wird, was man wohl ohne weitere

Iltersuc}“mg aus 31) herauslesen darf; ferner, dass R? fiir z= oo gleich
.ull wird. Dies erkennt man am bequemsten an Rsinr und R cosr
e;nzvjln. Setzt man in dem Integralausdrucke fiir R sinr an Stelle von
¥ die neue Variable ¢, so ergiebt sich

am
. 1 L riysinzt
R.S‘i?”-—;/t"‘qp(tm) : dt,
0
Wd da ¢y (c) ohne Zweifel immer endlich bleibt, fir =0 aber Null

lSt, 80 igt _.Li'”; R sinr=0.

. In dem Integralausdrucke fiir R cosr setzen wir an Stelle von z&"
1 .
© Beue Variable ¢, und erhalten

saﬂl
% m/
. {
1
1 “’(// ?)
Reosp=— _———-1 i cost, di; .
m :": A
0

B
edeuten aler p eine ganze Zahl, ¢ einen echten Bruch, derart, dass
Tan

=(p+9) g} so zerfillt das letzte Integral in (r+1) Integrale mit

den @, w SPLey :
Grenzen ¢, %, 2%1 D ;, (p+e) 5, und substituirt man in

T —
e ————

i

* ? -
In dem bekannten Poisson’schen Ausnahmefalle, fiir welchen

2
P (&) = w1+ &)

g uerden die' 8 uhendlich und geschieht auch jener Bedingung nichb Geniige.

S'E\.c;:i- dieger Ausnahmefall entspricht, da eben S unendlich ist, gar keinem that-
ichen F ehlergesetze.

ist
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v . 5 T .
diesen die resp. neuen Variablen f,=¢, ¢4 5 (42, g, ius O
giebt sich

(1
UF
m —t— m/! FEET m r"é"_'
__l T R NS ___.:_'l__ LY t,l S pg,c{dl'
St 1— = e
g { m ({+ TE) m (f"{'—zﬂi)‘ m
O’
T \ E sl
E m e m In
s e f+§ W i+ 5
R 7 \
cosSr = ———r\ 5 z = 3 i
mam [~ ; =" Jsintid
(2T ) *
; 3 2
ki s
@g m : =
» Yo
z b7 (
-+ TR r:r)-\‘(l-l-pé)d

Wird z unendlich gross, so wird auch p unendlich gross, aber die beide®
ersten Reihen von Integralen behalten endliche Werthe, da sie c0B”
vergiren, sobald” (&) nur die Eigenschaft hat, von einem gewissen & 4.“
nicht mehr zuzunehmen (falls es iiberhaupt mit wachsendem & zum The!
zunimmt). Bei Fehlergesetzen wird dies immer zutreffen. Der Werth

"des dritten Integrals convergirt ebenso, wie die letzten Glieder €

erwihnten beiden Reihen mit wachsendem P gegen Null. Da nun der

. |
sonach endliche Werth der geschlungenen Parenthese durch z™ dividirt
wird, so ist Lim g oosr —0.

2=

Fiir die nunmehr allein zu berticksichtigenden kleinen z-Werthe ist

in gleichgrosser Anniherung
R2— R"A:'u, N

Die genaueren Werthe wiirden sein, wenn man zugleich auf R" und 7%

iibergeht:
R — p—lhAzn—Y% (A —2B)z*n— Y (A*—3A4B43C)z%n...

ro=zn S, —

3
z%n
()T (S:hn e g 3821" Sm + 282;") reae
Denkt man sich z von Null bis zu einem Werthe z, wachsend, filx

y—1 g8 . ’
welchen e~ *%4='n herejty gehr klein, also $4z27%n eine grissere Zahl
(etwa 6), so muss fiir diesen Werth z, jedes der Glieder mit z,n, 2 inae

ist
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m B ynd rn noch hinreichend klein sein, um vernachlissigt werden zu
Yonen.  QOhne Zweifel hiingt dies sehr von der Beschaffenheit des

o ! : -
lehiergesntzes ab. Man hat beispielsweise bei dem Gauss’schen Gesetz
fiir m=1
0,144 , . 38 2
—ty e —— 2 2wt z*n
Rh—=e¢ n n y W= 0,285 h—‘a“

]

zn u, 2
?‘1?:————0,471—_...;

]/n

h]/vr
f . ; i
Tner ist hei demselben Fehlergesetz fiir m =2
2 16 2
— g = g U 2°n
A= 2 5a Uy == ==
£ I v
b
zn % Uy 12
2h2 Vn
Bei gleichem Girade der Anngherung muss hiernach im zweiten Falle n
L grosser als im ersten angenommen werden. Ist die Fehlerwahr-
Scheinls . v
heinlichkeit constant, so hat man fiir m=1

”n

S _9‘_2 ' — 9-’—-(2;—‘45_",3._. Hz 22 n
Rt — ¢ n n S it= __2.;;_‘
azn !!1"'9
= — — == ...
D 2 }/n
&egen ist fiir m — 2
. bk {’.__‘1[:4?4 gt 2at2in
R p n U=
=€ 3 9 ~ 3
< 45

atzn 2.9

S T ?l2
3 n

Fiir sich allein geben diese Entwickelungen wenig Aufschluss iiber
den Graq der Anniiherung.  Es ist aber frilher gezeigt worden, dass
T=100 fijy m=92 beim Gauss' schen Gesetz schon eine starke Anniihe-
00 der Function @(»,) an das Gauss’sche Fehlergesetz zeigt (was,
M6 sich finden wird , mit der Zulissigkeit der oben erwihnten Abkiir-
g von R und ra auf je ein Glied zusammenfillt); da nun in den
YVier speciellen Fillen die Reihen fiir R® und rn sich wenigstens nicht
"It erheblich von einander unterscheiden, so kann man wohl erwarten,

55 fiir diese Fille n==100 eine beiliufig gleichstarke Anndherung
letet,

¥

T =

Der Ausdruck 30) geht unter dinfithrung der vereinfachten Aus-

drﬁ
C .
ke von R" und rn iiber in
v )
8 * A < m
33 9" sinzn (Gn,+ éﬁ') —ginzn (5,,, -3 )
) P (0"’)11 6,,, = — e—% Az’ ppg2nS,, — e — dl’,
T z
L]

0
Zeit :
ST f Mathematik u, Physik, XXI, 3 14
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worin die obere Gremze unbedenklich von z, bis oo ausgedehnt werden
konnte, da der dadurch entstehende Fehler wohl noch geringer ist, als
der durch Vernachlissigung des strengen Integralwerthes von 2, bis %
Zerlegt man nun in 33) die Producte cos.sin in die Differenz zweier

¢in und wendet die Formel

A
P : 2V e
/(? oz ﬂz dz— 1/1;./;’"‘"" dt
0 0

an, so erhiilt man nach einfacher Reduction
d
ﬂ(‘5m+ Gm“‘—m) n (S,,, -G+

I/azln ; V“An

Grn)rl m= ‘/ e~vdi /l’?_l di i,
Vn |

n (Sm + 0 — '") n (S,,, —Om — —"‘
VedAn V2 A 2An

demnach mit Beriicksichtigung des Betrages von o

nr ; o= M‘ a3 (Sm —om)*n
@ (0m)n Om = Om VQ I ‘l? 24 +4e 24 {

Die erste der beiden Exponentialgréssen kann vernachldssigt wer-
den, da sie fiir jeden Werth von 6y sehr klein ist. Damit hat map
schliesslich unter gleichzeitiger Restitution des Ausdruckes fiir 4

2 = 7 (Sm— Om)
34 G 6 —— / e 2(S52m— 5%m)
) "P{ m)n m by ('Shn Y rn) 6m-

Die Differenzen (Sm — 6m) befolgen hiernach das G auss’sche Fehler-

segetz, wobei die Pricision gleich ]/——7-—:7... ist. K ist ferner
g 5 2 (“’?m— bzm)

also die Wahrscheinlichkeit, dass o, zwischen die Grenzen

Pk o R
e e/ Sam— S
(.s,,,+n,674n R S
; n
fallen werde, gerade .

Bildet man zur Probe das Integral von @ (om)n dpm fiiv 6, von Null
bis o0, wobei (S, —6,) von Sy bis — o geht, so erhiilt man zwar nicht
genau, aber doch sehr nahe eins, indem der daran fehlende Betrag des
Integrals von S, bis 4o nur sehr wenig betrigt.

Wenn wir nun in 34) noch die Relationen 6) substituiren, S0 ist
zu bedenken, dass nur sehr kleine (S, —6m), also auch nur sehr kleine
v, eine merkliche Wahrscheinlichkeit haben. Man daxf daher qhgtkmd-

setzen
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Om = Sm (1 + m 1?",) o O =11 Oy A Oy
und erhilt damit aus 34)

ST nm*S8hn 5
nm=S St
35 p (Ve )n AV = ==l S RS e d
) ¥ ( rn)n m 2 (S_, AL HJ,") my
€8 befolgen hiernach auch die v, um so genauer das G auss’sche Gesetz, je
nm:S2,

/
grosser n ist. Die Priicision ergiebt sich fiir dieselben gleich ]/ 2-“_ )
O2m — m

o
und die Wahrscheinlichkeit ist 4, dass l/ﬁ,,, zwischen die Grenzen falle

T S —nR
3 2 / - ( e : J21mn m).
5) ¥ Smi Lot ”,6743V nm?S%,

Den in der Parenthese stehenden Ausdruck mit dem Vorzeichen F wer-
den wir, wie frither, kurz v, nennen.

§ 6. Constante Fehlerwahrscheinlichkeit; » sehr gross,

m

Hier ist S, = mri-}-_-] , womit 36) giebt
37) YEa(ae e ).
\ ]/11(2112+])

Zum Vergleiche mit dem Tifelchen I) fiir n =1, 2 and m=1,253
fihren wir diese Werthe in 37) ein und erhalten damit, correspondivend
Mt 1), folgendes Tifelchen der vy,:

=
n=1. ‘ n=2.

[#) e S —{ o
m=1 0,39 i 0,28
2 || 030 | 021

Sl =025 SR 0,18

Worang hervorgeht, dass fiir kleinere Exponenten m schon wenige Be-
”bachtungen n ansreichen, um Formel 37) anwenden zu diirfen. Die
Ann%iherung ist offenbar hinsichtlich dieser Formel allein eine viel gris-
Sere, als hinsichtlich der Function ¢ (6,), resp. @ (v,) an das Gauss’sche
Gesetz, .

Die ¥ormel 37) bestiitigt nun fiir viele Beobachtungen, was friiher
SC‘IID‘n fiir Wnnige gef'undm] wurde: Es ist die Wahrscheinlichkeit

dagg die
Sey

?Jl,, m___.
1/6,,, mit der /' Sn zusammenfallen werde, um so gris-

*J8 grisser der Exponent m angenommen wird,

i Wenn nun der wahrscheinliche Beobachtungsfehler unbekannt ist
“S man will ihn (oder einfacher den Maximalfehler a) aus einem ge-
e

§%benen g, berechnen nach der Formel

14*
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m
38) a=}(m+1)0m,
welche Formel annimmt, dass 6, gerade S,, sei, so ist es vortheilhaft;
m thunlichst gross anzunehmen. Wie sich aber hierzu die giinstigsten
Hypothesen iiber « bei gegebenen & verhalten, soll weiterhin untersucht

werden,

§ 7. Gauss'sches Fehlergesetz; n sehr gross,

1
o
Hier ist S, = ————~ und daher
Jm Vﬁ
m—1
10
- S, 1 : 2 m ungerade
) et Spn== — ingerade;
39)  aYn’ hm Y m
I3 5. (2p—1
Sap = 2r /t'lrlp ) y m=2p.
Setzt man zur Abkiirzung
o 5 B

39 $) Sm =

et S = —
hm 3 D2m J2m?

so ergiebt sich nun anstatt 36)

) ava TS
10) VSm ( 1 F 0,6745 fij_“)
nm-o”
Um zu sehen, welche Anniiherung dieser Ausdruck fiir kleine n hietet
setzen wir darin m=1 bis 3 fiir n=1 und 2 und erhalten damit for
gendes, dem Tifelchen II correspondirende Tiifelchen der wahrschein
lichen Grenzen v,:

n=1 i n=2
I * Tooe R e
) m=1 | 0,510
2 | o477
3 0,497

Hiernach ist die Anniherung der Formel 40) schon fiir kleinere
jedenfalls eine bedentende wie sich ebenfalls bei constanter Fehlerwahi-
scheinlichkeit fand. Gegen diesen Fall zeigt sich aber der Unterschieds

. Fe - N A
dass -die zweiten Fehlerpotenzen die engsten Grenzen F v, geben: ES

m m

ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Vo mit der VS;: zu-
sammenfallen werde, am griossten fiir den Exponenten m=*
tauss gab zu diesem Satze, der hier fiir kleines und grosses n bewie:
sen ist, die Formel 40) unter Voraussetzung eines grossen n und wandte
dieselbe auf m=1 his 6 an. Es bleibt bei Betrachtung der betreffende?
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Ym kein Zweifel, dass mit weiter wachsendem m auch vp weiter zu-
Nehmep werde; immerhin kinnte schliesslich einmal eine Aenderung
dieger Verhiltnisse eintreten, Doch ist dies nicht der Fall, wie sich
leicht zeigen lisst, Setzt man nimlich, da es sich nur um grossere m
handely kann, in dem Ausdrucke fiir S, niherangsweise, aber doch sehr

1‘.1'," m-+
nahe richtig p(’“;l)zy‘za (’";H)‘JT (vergl. § 4), so geht 40)

fiber in

. s, (1 T0,6745 ]/,73,—,2 [I/ é (2;:2-:_ ll)m“ 1])

Und man sieht sofort, dass der Radicand der Quadratwurzel mit wach-
Sendem m immer rascher wiichst.

Nach dem Vorhergehenden ist es bei unbekannter Précision £ am
Vortheilhaftesten, sich des Durchschnitts o, der zweiten Potenzen gegebe-
Ner Fehler zu bedienen, um % zu berechnen. Man wird, indem man
Animmt, eg sei 6, gerade S;, setzen

42) B
7/2 Oy

§ 8. Constante Fehlerwahrscheinlichkeit; verschiedene Hypothesen.

In den bisherigen Betrachtungen wurde, soweit es sich um die Er-
mittelung des Maximalfehlers « handelte, angenommen, dass ein gegebe-
he.s Om fiir S, genommen werde. Diese Hypothese, dass om gerade Sp
81, ist in der That die praktisch bequemste und allein durehfiihr-
are.  Aber die beste ist es nicht immer. Darauf wird man schon
dadurel aufmerksam, dass bei bekanntem a die Wahrscheinlichkeit des
Eintreffons filr Gp = Sm nur ein Maximum bei sehr grossen n ist, micht
aber bei kleinen =,

Un zur besten Hypothese, aus einem bestimmten 6m @ zZu b.e~-
Technep 34) nach @ and setzen den Dif-

y zu gelangen, differenziren wir :
genauer wird

fel“':"1tiﬂ-lquotiet:mten gleich Null. Je grosser 7 ist, um 80
Iy m - = :
fiir dig beste Hypothese a=) (m+1)06m, mit der frithern Rechnung nach

%) tbereinstimmend. : ie I
Fiir Kloine m fehlt aber diese Uebereinstimmung. Die: Borugincly

lehrep dass bei n= 1 am besten a=7}0m, d. i. gleich dem einen ge-

88benen ¢ 5y gotzen ist [und hier wiirde die Formel 38) a=¢}/ (n+1)
Sotzen]. pje Formeln 9) bis 11) zeigen ferner, dass bei n=2 und

m
M= s o 2 B . e
1 bis 3 am besten (;_—_1/2 Gl 1/51"'+ §™ zu nehmen ist (B or

R

T TR M A
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mel 38) wiirde geben a= ]/(sl"'+52'") m?—l—l) Wie nun die Berechnung

von a aus o fiir n> 2 nach der hesten Hypothese sich gestaltet, lisst
sich ohne miihsame Untersuchung nicht angeben. Daher muss man ehen
im Allgemeinen zur praktisch bequemen Hypothese zuriickkehren und
nach 38) rechnen.

Immerhin hat diese Formel 38) aber den Mangel, dass sie a kleiner
ergeben kann, als den grossten der gegebenen Fehler &. Nennen Wil
diesen &y, so muss nothwendig « = ¢m gewithlt werden. Es zeigt sich

nun wieder, dass auch in dieser Beziehung mit wachsendem m die Hy-

m

pothese 38) giinstiger wird. Denn offenbar ist L™ (m=41) 6 = £ns

m=uw

indem man zunichst schreiben kann

S YR R I N IR
V(‘m + 1) Om = &M V % [1 O (EM) + (51‘;’) + L] ]

und nun erkennt, dass der Factor von &y gegen eins convergirt.

Die Annahme o= ¢); ist hiernach unter den besten Hypothesen zur
Berechnung von « aus irgend einem 6, die vortheilhafteste. Sie ist aber
iiberhaupt die absolut glinstigste Hypothese. Denn sie alleip
giebt fiir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens der wirklich begangenen

Jimis =
Behler g =5 e d.h, “dlso Fix — ein Maximum,
1 an

§ 9. Gauss'sches Fehlergesetz; verschiedene Hypothesen,

Die hisherigen Untersuchungen drehten sich auch bei dem Gauss-
schen Fellergesetz, soweit die Berechnung der Priicision % in Frage kam,
um die Annahme, dass ¢, mit 8w zusammenfalle. Tn der That ist diese
Hypothese die praktisch bequemste fiir die Ermittelung von % aus 6m}
aber sie ist ebenfalls nicht immer dic beste Hypothese, was schon der
Umstand vermuthen lisst, dass nur fiir grosses n der wahrscheinlichste
Werth von ¢,, mit S, zusammenfillt, wihrend er fiir kleine n nach un-
seren friiheren Entwickelungen von Sm verschieden ist.

Um zur besten Hypothese, aus einem gegebenen ¢, die Pri-
cision % zu berechnen, zu gelangen, hat man, wie frither durch Diffe-
rentiation von 34) nach ™ in welehe Formel zuniichst fiir 8, und Sem
die Werthe nach 39%) einzufiihren sind, die Bedingung

1=C229m 4m (@ hm—1 )
p—a? o
und hieraus folgt fiir Am it mehr oder weniger Annéherung an die
Strenge

43) e & (1 Gb= "%T) and e
Om a'n

Om

/
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Jernach wird man in der That am hesten thun,. sobald » gross ist,
ei . :

D gegebenes 6, fiir S, zu nehmen und 2 nach der Formel

MG

44) : @

Om
B erichoon Ist aber n klein, so wird (ausgenommen fiir den Expo-
lentey m=2) die beste Hypothese eine andere: x
Die Formeln 15) lassen erkennen, dass bei n =1 statt 44) besser
Agenammen werden musste

45) hil/'%‘* i 1_‘

21/ e V2

fiiy Complicirter werden die Rechnungen zur Ableitung der Ausdriicke

¥ Mm>2 und man sieht sich gendthigt, von der besten Hypothese ab-

Ugehen und durchaus Formel 44) anzuwenden. Diese praktisch be-

:ue?m’ Hypothese scheint sich iiberdies der besten Hypothese rasch
U nihern, Man hat z B. fir den interessantesten Fall mi=1

. 5 0,707
bei »— 1 nach 44) k:_‘):’@_, dagegen besser nach 45) ]tzﬁa :
&
: 2.0,628
h =2 " » h=g£,'5ﬂlp 1] i) 1) 17} h= 0’6 3
f1+52 EI+E‘.!

< Wenn nun ~ nach Formel 44) berechnet werden goll und man hat
d].e Wahl des Exponenten m frei, so ist's nach § 7 am vortheilhaftesten,
m,it den zweiten Potenzen zu rechnen. Hierauns folgt natiirlich noch gar
::{:jlt’] dasfs diese Rechnung die absolut gii_nstigsie: Hypothese
. ¢ ergiebt; denn sobald die Beobachtungsfehler & einzeln bekannt
SInd, ksnnte ja auch eine andere Funection der &, als gerade ein 6m, 2ur
%:i?;nten Hy])othes’e fithren. Nun, bek?.nntlich ist von Gauss gezel:lgt
stigsten' dass der Durchschnitt der zweiten 1’oten.zefx e absolnj. gl‘m-

0 Hypothese fiihrt, weil dafiir die Wahrscheinlichkeit des Eintref-
B8 der gegebenen ¢ ein Maximum wird.

5 10. Gauss'sches Fehlergesetz; wahrscheinlicher Fehler der Hypothesen.

Die Untersuchungen des § 7 lassen nur im Allgemeinen den rela-
D Werth der Berechnung von % aus verschiedenen 6, nach Formel
erkennen. Hs ist erwiinscht, den wahrscheinlichen Fehler dieser
YPothesen zy erfahren, Nach 34) ist aber mit Riicksicht auf 39%) die
a.hrscheinlichkeit einer Hypothese iiber h proportional
n(a—A"0,)"
hme_ 2(—a)
:z:z:flhnen _wir nun den nach 43) berechneten h-Werth mit H l..llld setzen
i dgﬁmemun h=H4 1, so giebt der vorige Ausdruck mit Weglas-
§ der von 2 unabhiingigen Theile

ti\'e
44)
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ahrscheinlichkeit ate.

na? z !
.

m a?ﬂ i m 1
16) (1"‘%) o= (& @HA"—1)

Da nun hier ein grosses n Voraussetzung ist, so haben nur sehr klein®
A eine in Betracht kommende Wahrscheinlichkeit; man hat daher in zt-

reichender Néherung
o mi ma*

A L UL
) ey sy
(1+H : ’

ferner unter Substitution des ersten der Ausdriicke 43)

m — mih  mm—1)* p—ao?
a{H+A) _1+H+ 2H? Ag on
und daraus in gleicher Anniherung
Gm i SR B—o? (m A, m(m—1) ).2)
(F Grtam—1)' =22 hie\y T e
Damit geht 46) iiber in
nm’a® PR L

e 2H(f—af) _"‘ZH";

hierin darf man aber den zweiten Theil des Exponenten noch gegen den
ersten vernachlissigen. Jetzt findet man ohne Weiteres als Wahrschein-
lichkeit, dass der richtige Werth von % zwischen (#41) und (#4414 dd)
fillt, den Werth

nm®a* 3
i(: e M@= g3 :
T
47) &

= % nm?a® 12 nmol
K=y f TR qn g/ RS
v ,f: H2(B—a?)

Der letzte Ausdruck fiir & ist unter der hier sehr unerheblichen
Vernachlissigung berechnet, dass die untere Integralgrenze — A auf — %
ausgedehnt wurde. Ein Blick auf 47) zeigt K in der Bedeutung als
Préicision, welche zu den Abweichungen A gehort, und somit ist die
Wahrscheinlichkeit gerade §, dass der richtige Werth von % zwischen
die Grenzen falle

m F e : 5“—— “2)
48) ]/G_ (1 F 0,6745 ]/n —5)

Soweit es die Parenthese angeht, stimmt 48) mit 40) iiberein. Beziiglich =
der Bedeutung von 48) darf nicht unbetont bleiben, dass sie ein ge-
gebenes anm voraussetzt, aus welchem die Pricision berechnet wirds
und dass dabei die Werthe der Beobachtungsfehler ¢ im Einzelnen
unbeachtet bleiben, wie es ja eigentlich der Fall ist. Wiirde man mif".
telst der Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der n Beobachtungs-
febler einen dem 48) entsprechenden Ausdruck ermitteln, so wiirde dieser
eine andere Gestalt annehmen; er wiirde aber (wie mir scheint) keine?
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zir::tische.n Werth haben. Uebrigens gehen fiir 6, beide Ausdriicke in-
nder iiber. 48) giebt alsdann
/j_’ (1 T [1,4769)
3 I 24, Yn
?ﬁ’:::instimmend mit den von Gauss iiber die absolut giinstige Hypo-
gegebenen wahrscheinlichen Grenzen.
e ;Jm riocl1 zu sehen, wie sich 48) fiir kleine :_z verhi_i]t, betrachten
lichke!ia? Fall n=1 im Anschluss an die Formeln 15). Die Wuhrschoin-
. der Hypothese & bei gegebenem oy, ist bier proportional
e
he 2

un < oLl 9
. d daher die Wahrscheinlichkeit, dass die Pricision zwischen /£ und
+dh liegt, gleich

2

h? a,ll
Khe ehd

o

2
g™ 2
/(:1:'/;”’ lﬁ’"dk.:z(j::-

0
- Die Wahrscheinlichkeit ist ferner gerade &, dass der richtige Werth
N % zwischen die Grrenzen

m

4 afge s
9) it (1 +v m)
fall o
a : v : 3
l'e‘ wobei, wie leicht zu finden ist, ¥m der Bedingung Geniige zu
Olsten hat .
2 2
50) ('—a'“ (T C_u"' A+rm? _ 4

Hi : : ity
lieraus hat man folecende Werthe, denen wir die ents yrechenden
8 ) ¥

Nack 3 :
1 48) an die Seite stellen:
n=1 | Werth »' I e
l‘ : || Werth », Val2
____wl[_ e ,,A__!L‘_ ,,,,, RUSIERERE =
III) ", \i nach 50). | nach 48). éna‘ch 50). | nach 48).
B
I !
1 0,580 | 0,610 | 0470 | 0407
2 0,440 L 0471 | 0440 | 047
| 038 | 0,497 I; 0,446 0,580

Dig &

1 0 7 o iaer 3 :
Frogs lonnen 3 und 4 enthalten die Werthe vy, multiplicirt mit emer
e - ) \J } -

» Welche dem Werthe von %, wie er aus 48) folgt, p:oportl-m«'ﬂ

T

Bt i :
bei 2y beachten, dass im vorliegenden Falle die 1/0”.:5 wird
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und daher die 2-Werthe nur noch von den « abhdngen. Wiihrend 80
nach fiir n=1 die mittelst verschiedener Exponenten m berechneted
h-Werthe in einem von & unabhéingigén Verhiiltnisse stehen, ist fiir 221
dies nicht mehr der Fall und auch das Verhiltniss allgemein nicht meh?
angebbar. Im Allgemeinen wird man daher die Giite der Bestimmung
von k nach den ', beurtheilen, dagegen im besondern Falle n =1 noch
auf das angegebene Verhiltniss der k-Werthe Riicksicht nehmen (wie in
Col. 3 geschehen). Vergleichbar sind nach meiner Ansicht iiberdies di®
entsprechenden Werthe der Colonnen 3 und 2 (nicht 4, welche nur der
Vollstindigkeit halber beigefiigt ist); man darf darnach wohl eine rasch®
Anndherung von 48) an die Strenge mit wachsendem 7 erwarten.

Bemerkung.

Herr Mees hat S. 126 flg. des XXI. Bandes dieser Zeitschrift auf meine Aeus”
serung 8. 8300, XX iiber seinen frithern Aufsatz geantwortet. Dieser Antwort gegen”
iiber gentigh es, wiederum auf meine ebenerwithnte Aeusserung hinzuweisen 0B
Herrn Mees d.u‘ﬂn zu erinnern, dass ich selbst in meinem Buche auf eine gewiss®
Umol]stmndlgl\elt eines Beweises aufmerksam mache, mir also die Prioritit
einer ,, Warnung* verbleibt. Zu den M #ngeln meines Buches rechne ich selbs®
verstiindlich die betreffende Stelle nicht — indem ich niimlich aus praltischen
Griinden der jiingern Gauss’schen Darstellung der Ausgleichungsrechnung 10
Wesentlichen folgte, musste ich nothw endig auch deren Liicken in Kauf nehmeéh
die selbst durch lange Untersuchungen nicht vollstindig ausfiillbar sind, aber doch
Erwiihnung verdienen, und zwar auch in einem Lohlhuche (Gtestattet eine nur
auf -das G auss’sche I'thelgeaeti gebaute Ausgleichungstheorie gerade in dem
streitigen Punkte auch eine weit befriedigendere Losung, so verbleiben doch quch
einer solchen Theorie noch Liicken genug, um im Hinblick auf den weit compli-
cirteren mathematischen Apparat und die engeren Grenzen der ( Giltigkeit derselbed
nicht der andern Darstellungsweise den Vorzug geben zu konnen.

HEeLMERT.
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X111 Die Bewegung materieller Punkte anf vorgeschriebenen
beweglichen Bahnen.
Bl
mate:?:;llkt lr)mu gich mit der Bahn £ (einer Fléich.(' F.ml(\.r Curve C) des
dey sollen _l““kt(‘ﬁ {', d‘('ssen Masse stets als Hinheit g‘enommun wer-
i ) ¢in rechtwinkliges System (&) oder (r,Y,3) fest verbunden,
umgekth.eder ].36Weg1mg von B eine Be\\.’agu?g von (@) entsprechen und
I B' l.t. Die unendliche Manuichf’a]tlgkmt-dm- miglichen Bewogungt:\n
ﬁquivalw“d (.ler unend]ichen.I\'Ia.nni-chfa]hglth det Beweg}mgm}. von (@)
iil‘]ich:nt sein. s wird mithin die Bewegung von .B (T,m.e vollig \':'1]],
o genannt werden diirfen, sobald man (&) vollig freie Beweglich-
gegeben hat.

d::mss aber wird erreicht, wenn man einestheils dem Anfangs.spm.lktp
maglichey;;ems,{@) jede mﬁgliche’Be\.\'cgung gestattet, at}ilerntlleds jede
6D fopg, Otatmn. e (&) um O zulisst. — Hat nun o, be.zogen auf
o ds recht‘.\'mkhges System (S) 0(191' Al (-]m Coo'rdmm.:en i
(8) ;;r l(lmkt man sich ferner durch 0° zu irgend einer Z‘elt { e1‘1-1 ('lem
eweguz eles System (Z) oder (§, 7, §) gelegt,. 50 w:rd._}ede mogliche
eineathpﬂgs i (§h also auch von B l)ea‘ﬁ(:k?lchtlgt se1rn,. Ao e
a.nderntil ']dle Gréssen @, y,, 7, beliebige Functionen der Ll;:’,lt sein lisst,
vansg, 318. das System (&) auf das System (Z) durch die bekannten
den Soﬁmatmnﬂfbrmnln, als welche hier die Euler’schen benu.tzt wer-
.0, 50 bezieht, dass man die darin vorkommenden Winkel 1,
’izk!‘;lllkiirliche Functionen der Zeit sein ldsst. w—.Hier lJ(ladeutet P de.u
2 ‘A'x “’;}chen der Grundschnitt der rty-Ebene in der §x-Ebene mit
Bt Winli lxldet, @ den Neigungswinkel .der Ebene Ty zl_u' Eb.ene §:q, )
2 kanne ) welchen die Axe der mit‘]ene:m Grundsch.mtte- einschliesst.
Wit dep ]:‘Jene Formeln auch fir ¢ =0 belbelfalten; sie stimmen dann
dem a ormeln der ebenen (Geometrie iiberein, wenn man nur noch
‘88 entgegengesetste Vorzeichen giebt, was nach der Ableitungs-

e
i
i
It

iy

e S

e

0

de
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art (Leroy, Analyt. Geometrie des Raumes, iibers. v. Kauffman®

§ 89 Anm.) selbstverstiindlich ist. 5
Man bewahrt also die volle Allgemeinheit, wenn man die (loordi-

naten @, ¥, z von P durch folgende Gleichungen definirt: |

=@) 4+ ax+ 0943,
Y= () + ayr + by + 3,
z= 5 (1) + agxr + by 53,
wo die a, b, ¢ die Coefficienten der Euler’schen Formeln sind und 5 _
Y, 3 noch den Gleichungen der Bahn B, bezogen auf (&), zu geniige? |
haben,

§ 2. i
Von den mechanischen Principien hat nur das d’Alembert’sch®
Geltung. Es ist vortheilhaft, die zweite der von Lagrange gegebene?
Formen dieses Princips anzuwenden. Zu diesem Behufe sind fiir ¥, %3
independente Coordinaten ¢ einzufithren, an Anzahl 2, wenn B ein®
Fldche, 1, wenn B eine Curve ist. Dann wird die Lage von P bestimm?
durch Gleichungen von folgender Form:
x=A(t, 91, 93)
y=4(tq, 7)
2= Ay(t, ¢, 93)-
Bildet man nun den Ausdruck fiir die lebendige Kraft, fiihrt die i?
der Lagrange’schen Formel vorgeschriebenen Differentiationen a8%

2 o ou e 5
setzt, wie iiblich, E;~=f), so entsteht nach einigen Vereinfachunge?
q

die folgende erste Bewegungsgleichung, der die andere ganz analog ist:
7 64)2 04 04 04 04 8 4 04 0A
2 {3 i AT e ’ Ll e 3 ___i 0
!I(a"[] +qzaff1a’/2+qlf"11(a"-’!+a"[ +[df"? 04y &
di dt dt

Hier ist, wie auch im Folgenden stets, durch die Accente die Differen
tiation nach der Zeit, durch das Zeichen —l= aber, statt des Gleiehluait!f'
zeichens, das nur durch ein 4 ohne Index angedeutete Vorkommen drel”
gliedriger Summen links bezeichnet,

Fiir die Integration der Bewegungsgléichungen ist es von Wichtig®
keit, die Fille kennen zu lernen, in welchen diese Gleichungen linear
sind und in welchen sie 7 nicht explicite enthalten.

§ 3.
Damit ¢*, ¢, ¢, ¢, in den Bewegungsgleichungen nicht vorkon®
men, miissen folgende sechs Gleichungen erfiillt sein:

64 2%4 o0d o*4 od ¢4 0
— = 7 == c hdce it S
Y 0gy 99,° ' 2 )‘aqla : i zaglaglagg
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~_-WMV A AP A AP NPT PP A A A AP A A PP P TN S
1% »04 ¥4 o 04 84 e Lo
T T T T LT T

Wo di 5 7 . s s St
A ie Summation iiber die 4 zu erstrecken ist. — Mit Beriicksichtigung
zwischen den a, b, ¢ des § 1 bestehenden Beziehungen lassen sich .

dies .
© Bedingungen durch die folgenden ersetzen:

or\? : (oY
1) 2(8_) daxf kein ¢, 1*) 2‘(5(_;) kein ¢, enthalten,

\0 ¢,

i CELG 2%) S o
0qy 0y 9gy 04y

3) 231‘ &2x Ly 3%) S Ay 0t

i 04, aqlanH ész a"haff«g:
1er repréisentirt 1 die x, Y 3
Werd:limd algebrflisc,hen Functionen kann diesen Bedingungen nur geniigt
0 durch die Form
Vi Y r=19}+f‘vqg+vr
n&tim’l Hl' v beliebige Consta.nte 'smd.. Hio..rdurch wird , 1'Nie nach Elimi-
e der, resp.-(‘le.s g ersichtlich ist, die Bahn als eine Ebene oder
erade qualificirt.
fmg:Dnst wird den Bedingungen nur noch geniigt, wenn I, v, 3 die
ide Form haben:
y =k cos(hgy + w gy +v) + o
y=rksin(Ag, + 19 + ) + K&y,
e y=eg + Be 17
: ich durch Transformation auf diese Form bringen lassen. Die 4,
"’:)T!MPV‘ ¢, B, y sind wieder Constante. Hierdurch aber wird di.e Bahn
% Soeintweder alf; die Fliche eines Kreiseylinders oder als eine auf
chen verzeichnete Curve definirt.
Man hat mithin folgendes Resultat:
s i))ie Bewegungsgleichungen sind linear,
¢8 Punktes Peine Gerade oder eine Ebene,
Zlnes.Kreiscyliuders oder eine auf einer
‘rzeichnete Curve ist.
i f‘iis hiingt also nur von d, )
er Bahn ab, ob die Gleichungen zu den linearen

gehdren gder nicht.

¥ § 4.
Wi lES ist forner fiir die Integration der Bewegungsgleichungen von
gen (l}tlgkmt, die Fille auszusondern, wo die Zeit nicht explicite in die-
lemh““gen erscheint. Damit nun zuniichst ¢ nicht in den 2 stehe,

Wer . - S e
; den die Kraftcomponenten &, ¥, Z sowohl von [, als den ¢ frel sein
Miigsen,

wenn die Bahn
oder die Fliche
solehen Fliche

en geometrischen Eigcnschaf-

Dann wird




222 Kleinere Mittheilungen.

~

Doy, M
dq dq dyg '
; i 04 %
wo ¢ nur noch in den Derivirten o stehen konnte. !
) g .

Dies aber findet zuniichst dann nicht statt, wenn jedes 4 in zWel
additive Theile ¢ und « derart zerfillt, dass e nur {, @ nur die ¢ enb
hiilt. Ist diese Bedingung erfiillt, so kann ¢ nur noch vorkommen in

2:‘?—4(18,—/4,
dqg 0t {
dl
was nach unserer Annahme tibergeht in
_da du
dq ar’
Dieses Glied aber ist dann von ¢ frei, wenn die « algebraische Funt-
tionen von 7, aber von keinem hoheren als dem zweiten Grade sind:
Nun sind die « mit den Functionen @), w0, 1) des § 1 zu iden:
tificiren und man erhilt folgendes Resultat:

Die Zeit kommt dann nicht explicite in den Bewe-
gungsgleichufigen vor, wenn der Punkt P von constanten
Kriften beeinflusst wird und die Bahn £ eine ausschliess:
lich translatorische Bewegung hat, die mit constanter Be-
schleunigung - welche auch Null sein kann — erfolgt.

Gleichzeitig sieht man, dass, wenn die Begehleuni-
gung, mit der B fortschreitet, Null, also die Geschwindig-
keit constant ist, diese letztere Jonstante gar nicht in die
anegungsgleichun;__»;eu eintritt, also auf die relative Be-
wegung von P ohne Einfluss ist,

Bei einer nicht ausschliesslich translatorischen Bewegung von 7 ent-
halten zwar ebenfalls die « kein ¢, aber die ¢ sowohl die ¢, als auch &

Schliesst man nun den Fall aus, dass X, 7, Z gleichzeitig Null sind,
80 wird die Bedingung dafiiv, dass die 1 1 nicht explicite enthalten, ent:
weder die sein, dass die eine der I{raf'rcnm]‘mnmmm, . B, X S et

) 4
f/iz

: 04, : :
schwindet, wihrend und — kein ¢ enthalten oder die, dags zwel
?"j dg ) )

I\mfi‘cmnpotmnmn, z. B. X und P, Null werden, wihrend ?)-/ % von ¢ frei ist.
0g

AN

. 5 ; 04 s ¢ 7

Da aber im ersteren Falle ¢ sofort in (:;—1) auftritt, so ist nur det
(e ¥

zweite in Betracht zu ziehen. In diesem letzteren sind, da

A

Ay =7 (t)=+¢
und & von ¢ frei ist, alle um O méglichen Rotationen der Bahn B oder
des Systems (&) auf solche um die ¢-Axe eingeschriinkt, Liigst man
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Mun die ;. Axe mit dieser und folglich die Ebene der ry mit der Ebene
dor S zusammenfallen, so ergeben sich die folgenden Beziehungen:
=4, =@ (l) +xcosp —psiny,
y= d, =P (t) 4 x siny + 1 cosy,
z— A ()t e :
Weiter ergiebt sich, dass nunmehr
04 24 or 9x ﬁ‘lﬂ oy 03
24, 57/2__“6—’!: gy 04, 0g; 24y 04
{ nicht explicite enthilt, withrend
23‘3 d%ij = ;‘: [o"(0) cosp + W' (t) siny| + ;—I—E [w" () cosp — @ '(t) sinp)
di

0 : " 0Y v v z "
L () — 5= [r w2+ y vyl + 3 [t vy —y 9]
] oq

0 q

.+_

Wird,

Damit hier ¢ nicht erscheine, ist zuniéichst nothwendig, dass 1 eine
O,nStantf‘- ®, ferner, dass y(f) eine algebraische Function von f und von
®nem hgheren als dem zweiten Grade sei. Endlich aber miissen die
Ausdrijcke :
@”(1) cosw + 9" (f) siny und P’ (t) cosp — @ (t) sinp
BOIE 7 frei sein. Diese Ausdriicke gehen durch o (f) =/ cosd und Y (1)
=ksind ther in

und cos(A—p) L."c"— kd'®] — sin(A—) A"+ 2 KA

cos (A — ap) [kA"+ 2KX] + sin (A — W) [#'— kAZ).
fnthale hier (A—q) die Zeit e::'plicite, so muss fiir unsern Fall
kA4 2k V=0 und k'—kd?=0
Dadurch wird eine gewisse Curve (x) definirt, welche die Bahn
'\ resp. die Projection dieser Bahn in die Ebene der @y darstell.t.
Unterscheidet sich hingegen 4 von ¢ nur um eine Constante — die
T dann apely gleich Null supponiren darf —, so hat man nur noch
ﬁfn k einen constanten Werth beizulegen, um zu bewirken, dass in den
*Plgen Ausdriicken ¢ nicht steht. [
anch ‘8 zeigt sich nun auch leicht, dass unter (I'IBSG'D Vnrﬂu.s.?ettzu.nglf;t(‘
Yor m den tibrigen Gliedern der Bewegungsgleichungen nicht exp
fmmt.  Wir hahen also folgendes Resultat:

Von den nicht ausschliesslich translatorischen Bewe-
ET}ngen der Bahn B ist, mit der Ausnahme (%), die Rotation
!T,l_lt Constanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste Axe,
*088 welcher allein Krifte wirken diirfen, eine Rotation,

it Welcher ein constant beschleunigtes Fortsehreiten in

e ; SO
S Rl(‘.htuug jener Axe verbunden sein kann, die einzige,

R e T e ——

{
i




224 Kleinere Mittheilungen.

Al
AN S i P, A B PP S A P AT P NP PP PP i NI

unter deren Voraussetzung ( nicht explicite in den Be-
wegungsgleichungen erscheint.

Somit ist die Art der Probleme, bei welchen die Hauptschwim‘igke't
bei der Integration der Bewegungsgleichungen, das explicite Vorkommen!
der Zeit in denselben, nicht vorhanden ist, véllig bestimmt. KEs komm?

hierbei also nur auf die mechanischen Eigenschaften des
Systems an, _
Minden i. Westf. R. MiscaER, Gymnasiallehrer:

XIV. Zur Definition des bestimmten Integrals durch den Grenzwertd
einer Summe

bemerkt Herr P. du Bois-Reymond mit Recht, dass in dem Rie-
mann-Dirichlet'schen Beweise, den ich in meine Schrift ,,Einleitud8
in die Theorie der bestimmten Integrale', Halle, bei L. Nebert, auf'gGD‘Jﬂ'q'
men habe, der Nachweis fehlt, dass man nicht blos dann, wenn man 4;@
Zerlegung des Intervalles dadureh immer weiter treibt, dass man die Theile
einer vorhandenen Theilung wieder theilt, und so fort, sondern auch dl“fﬂ’
wenn man die Theile in beliebiger Weise kleiner werden lisst, z. B. 1%
dem man das Intervall in gleiche Theile theilt und fiir die T]teilungszﬂ_h]
grossere und grossere Primzahlen nimmt, in welchem Falle kein Theil
punkt einer spiteren Theilung mit der fritheren zusammenfillt — ﬂi“‘e“
und denselben Grenzwerth der Summe erhalte. Es ist hierzn nothig,
das Resultat fiir eine beliebige Theilung mit dem fiir eine specielle, 2 B
fiir die durch fortgesetztes Halbiren entstandene zu vergleichen. pa fir
das einfache Integral ein von diesem Mangel freier Beweis durch Hexr?
du Bois-Reymond bereits vorhanden ist, derselbe Vorwurf aber auch
den Existenzbeweis des Doppelintegrals trifft, so will ich hier den letz"
teren erginzen. Dabei bediene ich miech zur Darstellung von Zahh’;"'
gebieten zweier Veriinderlichen der bekannten graphischen Terminolog!®
bei welcher x, y rechtwinklige Coordinaten einer Ebene sind.

Die Definition des Doppelintegrals habe ich in meiner Schrift 80
ausgesprochen :

Zerlegt man [ein Gebiet 7 der xy-Ebene (welches der Einfachheit
wegen zusammenhingend und einfach-zusammenhéingend angenmnmen
werden mag) in n Theile 7,, 74, ... 7o, Fliichenelemente genannt, welch®
der Bedingung unterworfen sind, in allen ihrven Ausdehnungen und also
auch ihrem Flicheninhalte nach kleiner als eine bestimmte vorgeg(’-hene
Griosse o zu sein, und ist die obere Grenze einer in 7 gegebenen Fune
tion f(x,y) G, in 7y, die untere gu, und ist & eine zwischen 0 und
gelegene Zahl, so versteht man unter dem tber das Gebiet T ausgﬁaehn—
ten Integral :
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den Gl‘enzwerth, den man erhilt, wenn in dem Ausdrucke
n
> wulouttu(Gu—aw,
: (1)
I dem dip - alle kleiner als w sind, o der Grenze Null zustreht.

Dieser Grenzwerth hat aber dann einen Sinn, wenn die kritische
Unme

P P AP IIIS LI LIS L P LS P PSP PSS

n
=
Z Ty (G,u —gu)
mi ()
1t abnehmenden ® der Grenze Null zustrebt.

Zuerst zeigen wir dies fiir den Fall, in welchem das Kleinerwerden
dadln'ch be

M welcher
die .1

wirk{ wird, dass eine vorhandene Theilung 7', ', ... tm,
die Theile kleiner als o, sind, dadurch abgeiindert wird, dass
0 *f-llf dieselbe Weise in Elemente zerlegt werden, welche kleiner
2 8ind, Die neuen Theile 7,% 7% ... 7% sind dann so beschaffen,
488 die Begrenzungen der 7!, 7.}, .. simmtlich einen Theil der Be-
?:::]z“‘l]g“-n von 7,% 7,% ... bilden, aber nicht umgekehrt. So fihrt man
* 18t nun, wenn ¢ den Summationsbuchstaben bedeutet,
Sty Gl = Ay, 26 =dy,.... 2t = dv, ...,
=7l Q'l,u =5 2'52# 92# =By, ... ‘Szﬂu =B
80 beweist

B man in derselben Weise, wie es beim einfachen Integral ge-
Schieht,

dags 4y, 4y, ... eine abnehmende (wenigstens nicht zunehmende),
bill’d 2 --. eine zunehmende (wenigstens nicht abnehmende) Zahlenreihe
.0y und dass Ay > B, ist, woraus einmal folgt, dass beide Grissen

fing : : :
‘-Ve‘[r bestimmten endlichen Grenzé A, bez. B zustreben, und dann noch,
il 4
v— B

Y Verschw
i Av, B,
mit ande

» der kritischen, der Voraussetzung nach mit wachsendem
indenden Summe gleich ist; dass 4 =28 sein muss. Da 4y,
41> B, sein muss, so kann man v so gross annehmen oder,
ren Worten, die Theilung so weit treiben, dass, wie nun auch
In g7+ gotheilt werden, oder wie auch die Theilang weiter ge-

tl‘ie < 5 .
ben Wird, 4y, By von A beliehig wenig verschieden sind.
Da apey

2 Br"u 9"u + .Ev;u (G0 = 9”#)& = By+§ (‘4'”_' By)
"

und B, liegt, so niihert sich dieser Ausdruck ebepfalls A,

nzwerth ist von der Wahl der &% unabhingig.

wind :n ist zuniichst zu erweisen, dass derl"se]be Gr'enzwerth erhalten
®0n man eine andere Theilung von 7, zuerst in 7, &} B3heney

ann 3 y .
o g2 2 42 ... unter derselben Bedingung als vorhin vornimmt,
ann

oder gy Gy

Zets Sl 9+ Eu (G, —gu)] oder, was hinreicht, ZiuGy
*hTIfE £ Mathematik u, Physik, XX1I, 5. 15
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demselben Grenzwerth 4 zustrebt. Angenommen dieser Grenzwerth
sei 4, und

2 GPu=4,, StuCt =4,
s0 kann man v, 4 so gross annehmen, dass 4,= A+, .fl";’zfi'-l-g’“
ist, wenn ¢ heliebig klein vorgegeben wird, und & & zwischen Null und
Eins liegen.

Legt man nun die zu ¥ und ¢* gehorigen Theilungsnetze gleich-
zeitig auf T und bezeichnet (irgendwie geziihlt) die hierdurch entstehen-
den, vollstindig durch Theile des Netzes t¥ und des Netzes t* begrens-
ten Elemente mit t,, t,, t;, ..., so ist

Ztpby=>8
sowohl kleiner oder gleich 44 &g, als auch kleiner oder gleich 4+ £
und sowohl grisser als 4, als auch grosser als 4, weil die t,, t,, ... als

eine weitere Theilung der z” ebenso wie der i angesehen werden konnen:

Also ist 0 S i e S o o
Da also sich 4 und 4 von S um weniger als ¢ unterscheiden konnems
so kénnen sich 4 und 4’ nur nm weniger als 26 unterscheiden; sie miis-
sen also, da ¢ beliebig klein angenommen werden kann, gleich seib:

Nun muss noch gezeigt werden, dass auch bei beliebiger Ahnahme
der z derselbe Grenzwerth erreicht wird.

Es sel

Et”pc”y,= dy= A4+t
und die Theilung so weit getrichen oder » so gross genommen, dasé
wenn ¢ eine beliebig kleine vorgegebene Grisse bedeutet, £ zwischen 0
und 1 liegt. Hierauf werde die beliebige Theilung = zugleich mit ? auf
T gelegt. Dann kann man die Theilung 7 so weit treiben, dass det
Flicheninhalt der Summe aller derjenigen ¢, durch welche irgend ein
Theil der Begrenzung der ¢ hindurchgeht oder sie auch nur beriibrts
kleiner als ¢: M wird, wenn M die obere Grenze des absoluten Betrages
der Werthe von f(z,y) in 7 ist; denn man kann offenbar diesen Fli-
cheninhalt beliebig klein machen. Der Beitrag, den die Elemente ™
welche Begrenzungsstiicke von ¢ enthalten, zur Gesammtsumme
Sty Gy

liefern, ist dann, absolut genommen, kleiner als g.

Legt man beide Theilungen iibereinander, so erhiilt man eine Thel”
lung t und es ist

ZtyCy=dy-~Fo=d+ (=)o, (0<ESES ),

weil die Theilung t als eine weitere Theilung der ¢ angesehen werden
kann, Der Beitrag aller Flichentheile t, welche Begrenzungsstiicke vO"
¢ enthalten, ist, absolut genommen, jedenfalls kleiner als o. I"(;Igficll ist
der Beitrag der Theile 7, die keine Begrenzung von ¢ enthalten, min-
destens gleich 44 (§—£&)6 — 6, hichstens gleich 4 4 (.';‘—-‘&')6 -+ @, and
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:1;:1@; U‘Jan di‘e Theile = hinzu, welche Bcgrenzungsstﬁ-cke von ¢ enthal-

miu,de eren Beitrag zwischen — ¢ und + ¢ liegt, 50 ist die Gesammtsumme

: stens ‘gleich 4 — 36, hochstens gleich A+ 26 und, da ¢ beliebig

®in angenommen werden kann, die Grenze derselben gleich 4, w. z. b. w.

| meinﬁ“fﬁfiie vou Herrn du Bois-Reymond in dieser Zeitschrift dber

¥kt 12 .l{ﬂem}ng_m d-w Thc?orle der bestlr.nmt(:,u Ir.xtegr_ale“ verdffent-

Rk m-‘lknwﬂl- 1ch. nicht eingehen, obgleich ich in .vw.len 'Punkte.n

2 dnrtamlt llberem_snmmen'kmm. Das dort gegebene Beispiel eines (wie

| . .genann.t wird) bedingt convergenten Integrals, dessen Klement
i eichen nicht unendlich oft wechsele, ist verdruckt.

FI‘Eibnl‘g i. B., October 1875. J. TaomaE.

XV. Ueber eine zahlentheoretische Spielerei.

Dle Herstellung solcher Kirtchen, wie sie Herr Prof. Cantor auf
Wu:(?f tt)ler-hist.t.-limra.-. Abtheilung des vorigen Jahrg-an‘ges besS:hre‘ibt,
Wﬂhe] ereits im ‘Jahre 1859 den S.acunda.nern d:es hleslge.n Fl‘l(‘,drl.ch-

g PmS'IG'ymnasnums bei Gelegenheit der geometrischen Reihen gezeigt.
rof, Schellbach ging némlich von der Identitit aus
Ty e g ] e — P
l—n:'m2‘m'm'mﬁ=m,
ergiebt
um(l +.-T)“+-’t'2)(l+;r:‘1)(l+ac3)(1+3~1“): 14z +attad+...+ o, :
otenz,elgte ns“v dass sich die Zahlen von 1 bis 31 simmtlich dlll‘(:}l die
Seite ] 2_' 21, 922 2% ynd 2! darstellen lassen, da ja auf der linken
aberi ;1“1.1' diese Potenzen von 2 als Exponenten des.;z: auf’cretnnl, rechts
s S-Sclche alle ganzen Zahlen bis 31. Er fiigte hinzu, dass ein Kauf-
0 mit 5 Gewichtsstiicken alle Gewichte von 1 bis 31 wiegen kinne.

Woraus gich

90 QlEben“o ergiebt sich die Darstellung aller Zahlen von 1 bis 63 durch
124, .. 95 dig aller Zahlen von 1 bis 127 durch 2 24, ... 2%, d. h. mit

Hil :
m‘tlfe von 7 Kirtchen lassen sich alle ganzen Zahlen von 1 bis 127 er-
®0 . 5. f. Allgemein giebt die Gleichung

. v=n 9:2"+"—1
; [ ] a+a) = >
=0 o=\

Sof :
ot dag Bildungsgesetz solcher Kirtchen, Es kommt 2. B. 27 in allen Zahlen

iy d?n Formen 2r+1,n42r, 2r+1.n42"+1 bis 2rtin42r+1—1 vor.
Tas ?t:.:j Z“.feite Sorte von Kiirtchen ist die umstehel?:le; sie 'ist, wie
e abe.lt sieht, analog aus den Potenzen V(?‘ﬂ 3 gehildet. Hier muss

r den Betreffenden, dem die Kiirtchen hingehalten werden, fragen,

ob g;
R 16 gedachte Zahl schwach oder stark gedruckt ist. [m ersteren Falle
Dmt may die

im a der Karte entsprechcnde Potenz von 3 mit positivem,
n o
¢m Falle mit negativem Vorzeichen. 7. B. 49=+3*+—3—3
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+3'+ 3% Der Beweis, dass sich alle Zahlen 1, 2 bis 4(3"+1—1) durch
die positiv oder negativ genommenen Potenzen 37 3! bis 3" darstellen laé
sen, ergiebt sich aus der Identitiit

1—a® 1—a® 1—22  1—g¥t' 1 g+

l—@'1—a’ 1—a? """ (_p  1—2

Aus dieser folgt nimlich
(142 4 22) (14 234 28) (14 294 229).... (14 2% 4 233 = 1 - 22+ o, 273
und wenn man beiderseits durch z%®"*'—1 dividirt,
(' 142Y) (@ 142%) (2= '+ 1429 ... (2= 3" 41 + z%")
—g—%h@Eti—1 i +.-r_2+w"‘[+l+ml—|—w”+. i e Enti—1)
Also haben wir fiir unsere Karten (n=4)
(z— 1 +1 +:r1)(;1'*3+ 1 +1,:5) (T~ 941 _}__L.ﬂ) (z- 27+ 1 +$27) (a,,—ﬁl + 1-|—-.1:81)
= g— 14 | p—120 +... + _,I'.f».’_!_a’.fl_{_ 1 +$1+_,B2 +...4 _.1.120+¢.121’
d. h. die Darstellung aller Zahlen von 1 bis 121 dureh die positiv oder
negativ genommenen Potenzen 3°, 3!, 3% 33, 34,

L |' I H 1L, I IV. H
— = ——— . e Yr L 5

36 64 93(14 35 B5 102/[41 62 s2 103

v
B —

11 43 73 103||

42 74 10312 42 71 100(21 42 62 109 (48 69 89 109
13 44 74 104

43 75 104/13 43 72 10122 48 63 11019 70 90 110
14 46 76 10614 47 76 105/ 14 44 73 102|253 44 64 11150 71 o1 I
16 47 77 107 48 77 106|115 45 74 103(21 45 65 11261 72 92 U
17 49 79 109|116 49 78 11016 46 75 11325 46 - 66 113|532 73 98 1‘4
19 50 80 11020 B0 79 111/17 47 76 114/26 47 67 114|153 74 94 1
20 52 82 11221 51 83 11218 48 86 115((27 48 95 115/ 54 75 95 115
22 58 83 11322 52 84 11319 49 87 116/28 49 96 116165 76 96 117
28 56 85 115 23 56 85 11420 59 88 11729 50 97 117||56 77 97 118
25 56 86 11624 57 86 11521 60 89 11830 51 98 118[57 78 98 118
26 58 88 11825 58 87 11922 61 90 119{81 52 99 11958 79. 99 110
28 59 89 119 (20 59 88 12032 62 91 120(32 53 100 1-20i59 80 100 12

1 82 62 92| 2 82 61 93 5 .
2 84 64 94) 3 83 65 94| 6 36 65 94(15 36 5¢ 103)42 63 83 10
4 35 66 95| 4 84 66 95| 7 387 66 95|16 37 57 104|43 64 84 10:
b 37 67 97 5 38 67 96| 8 38 67 96(17 88 58 105|44 65 85 106
7 38 68 98| 6 39 68 97/ 9 39 68 97/18 39 59 106 |[45 66 86 107
8 40 70 100/ 7 40 69 10110 40 69 98|19 40 60 10746 @7 87 103
10 41 71 101((11 41 70 102|111 41 70 9920 41 61 10847 g8 88 10

21

8

4

59

ot okt

‘E‘J 61 91 121 30 60 92 12133 63 92 121 ‘33 54 101 121{[60 81 101 121
31 81 |34 34 ;(31
Aus der allgemeinen Gleichung
y=—n 9=1’3¢¢3n+l ~1)
’ '(.u-—ﬂ"+1+a:3”)= Z’ e
=0 (,:,ﬁlél;pli-l_l)

ergiebt sich, dass z. B. 4 37 auftritt in allen Zahlen von den Formel
BHLab(341), 3Lk § (3 )41 bis 37+ up g (3-+1—1), und
— 3" in denen von den Formen 37+!'.n — 1 (371 — 1), 37+ . n—4 (3r+
—1)+1 bis 3"+1.n—7}(3"+1).

Berlin. Dr, Fenix MULLER:

e
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8. Mit zahlreichen Ilustrationen, Preis M. 5. 50.
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