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VIII.

Ueber die Bewegung eines Punktes auf einer Kugel unter
Emwirkung von Kraften in einer Meridianebene mit dem
Potential A4a} + Bai+ Bal

Von
Dr. JoumaNNEs EDpUARD BOTTCHER,

Oberlehrer a. d. Realschule 1. Ordn. in Leipzig.

(Hierzu Taf. III, Fig. 1—4.))

: In der Vorlesung Winter 1869/70 des Herrn Geheimrath Professor
Richelot iiber Dynamik wies an einer Stelle dieser mein auf’s Tiefste
Verehrtey Lehrer, der mittlerweile, nimlich am 1. April d. J., aus dem

.eben geschieden ist, auf ein anziehendes analytisch-mechanisches Problem
h.m' das ,,ebenso verdiente durchgefiihrt zu werden — mit Hilfe der ellip-
tischen Functionen — als das des sphiirischen Pendels*. Es ist das in 3.
ehannte.* Zwar nicht dieses Problem in seiner Allgemeinheit, von welchem
“nen speciellen Fall C. G, J. Jacobi selbst behandelt hat (vgl. unter 4),
Sondern ein anderer besonderer Fall des in 3. genannten Problems bildet
den Gegenstand vorliegender Arbeit.

Aus welchem Grunde ich deren urspriinglichen Titel: Ueber die
®Wegung eines Punktes auf einer rotirenden homogenen

Kuge],

die ihn anzieht, abgeiindert habe, findet in 5. sich an-
gedeutet,

L Die Aufgabe. Ihre Zuriickfithrung auf Quadraturen.

1. Eine Gattung integrabler Probleme.
: Verhéﬂtnissm
Wschen P
assen,

dissig gering ist die Anzahl derjenigen analytisch-mecha-
robleme, die bisher auf Quadraturen sich haben zuriickbringen
Und unter ihnen wieder konnte die Mehrzahl nicht eher zum
l(?:)tr? Ziele hindurch gefiihrt \V(‘,rdﬂﬂlyl nimlich zur Darstellung der
e lzamn durch die Zeit, als fiir die l'nt(.zga-ale der nh;chsthfihm.en
e ach den logarithmischen und cyclometrischen das entscheidende
| ilfsmitte] dargeboten war in €. G. J. Jacobi’s @-Functionen.

*_Er brachte dasselbe auf Quadraturen und zeigte die eine Eigenschaft, die
meldung deg Pols,
Zeitschrifg f. Mathematik u,

Ver

Physik, XXI, 3. 10




146 Ueber die Bewegung eines Punktes ete.

Auf eine umfassende Gattung integrabler Probleme ist von dem
Ebengenannten hingewiesen worden.

Damit néimlich aus dem Gleichungs-Systeme fiir die Bewegung auf
einer Oberfliche:

\
ddo, ; dL
el SR T
d G o,
déx, 3 oL

b A S

dit? A zs 0 Ty
L

=X, + Aéx- |

sich fiir den Ausdruck

dTr=2Xdx+3idL
ein exactes Differential ergebe, ist auch ohne Annahme einer
Kréiftefunction die Bedingung nothwendig und hinreichend, dass

dL <( X0 ij{)
dax; \ox, Oy

dL (a X @_5)

2.\, s
dL (0 X, 08X,
+*<, 1_222) —9
drg \dxy, 0@,
sei. Diese Bedingung aber ist n. A. jederzeit dann identisch erfiillt, wenn

die Fliche eine Rotationsfliche ist, und
Meridianebene wirken:

die Kriifte nur in der

im0
Xy =1 COSQ, ‘
&y =1 sing; |

L=1L(x, r=Vaitah=0, L_o,
% 0@ |

X=X (2, 1),
> Xa—=rR {i')-,
L2 r

5 Ty
SN — R = R=R (2, ).
Beim Einsetzen dieser Werthe ergiebt sich das identische Vergchwinden

des obigen Ausdruckes. Man bekommt nun mit Hilfe der Lagrange-
schen Transformation

(1 B : oL
T Gkd o
il R oL
E1 _”pq)+n+l&37"

SR o U;
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ot = P T SRR ~ - SR e

und indem man das sich bietende Flichenintegral
: =
sofort weiter henutat:

d* o, oL
L X7 rlat
k' diiiG B 0w,
2r  Cf oL
=L 4R 4L
{if_, r or

Diege Gleichungen aber lassen den Satz erkennen:
Jedes Problem, mit oder ohne Kriftefunection, hei
welehem
die Fliche eine Rotationsfliche ist, und
die Krifte nur in der Meridianebene wirken,
! ist integrabel.

Denn nach Einfilhrung einer einzigen neuen Variabeln £, welche die
Bedmgungsg]eiclmng identisch erfiillt:

: w=F (), r="F (), LE=0

erhilt may

_5- d (;1,"l 3.'1 + i" ;.\-’) = + A %) d"‘l

(x

1
0,4 aL
+ (—rg ERY d) dr
G or
= ]:‘-:\v

i rf_’)'I:-;_{_ da* S / 2t
< di? 5

nd hierdurch ist die Aufgabe zuriickgefiihrt auf eine

Quadratur fiir ¢ und eine

Quadratur fiir 9. Es wird
byt RELIE oi L
]/ 2 [zas

e + (55
C2di
[~ e s

do
=

R e
F,&)2 V uts
2. Erweiterung.

Prof. Richelot fiigt hinzu: Das Problem bleibe auch dann 15s-

Wenn die gegebene Rotationsfliche nicht festliegt, sondern eine
Constante Rotat
besityt.

rith

ar,

ionsgeschwindigkeit um die Rotationsaxe

Man habe dann* nur iiberall ein von der Centrifugalkraft her-
T p ; :

B endes Glied anzufiigen, niimlich

e

* Nach

Centrey (vorl.vol'g&uge Jacobi's bei Gelegenheit der Anziehung nach festen

ib. Dynamik 8. 223 flgg.).
10*
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B e i P P e o i i Y =L P R

Ty
an Stelle von R...R + 2 oder R + rw?
=

zu setzen, wo unter » die Linien-, unter o die Winkelgeschwindigkeit
verstanden ist, ohne dass an der Analysis etwas geiindert werde.

8. Ein Einzelproblem dieser Gattung.

Als Beispiel fiihrte Prof. Richelot folgendes Problem vor: Kin
Punkt bewege sich auf der Oberfliiche eines Rotationsellipsoides,
iihnlich unserer Erde,

dasselbe rotire gleichférmig um die Axe,

und die wirkende Kraft sei eine Newton’sche Attraction des

Ellipsoides selbst, also es sei
2

die Fliche: S%l_,-{- :_3 —1=0;
<L die Krafte: X, =—ma,
R = —nax; diesever-
3 mehrtumrm,*: R+ r w? =1 (—n+ w?);
so dass eine Kriiftefunction, die zur Lisbar-
\ 3 keit nicht erfordert wiirde, hier in der That
} vorhanden ist:
U _—ma,? ﬁf'f,.z;
2 2
und zur identischen Erfillung der Bedingungsgleichung sei
X, = b cos #
r = a sin J.

Die Aufgabe fiihrt zu dem Ergebnisse, dass, wenn
sin?d... &

und eine zweite Integrationsconstante (die der lebendigen Kraft) €y

genannt wird,
d§ (b*— a* £+ a?)
R a* ; C,t T -)- T — a u
2 Vbd —-a® (E e m)(l— 5)(“ pe) +(~mbP4-CH - (~n4w a4 mb?) ;“)
Hierin sind die Fille

—

bS a,

-

des abgeplatteten, des gestreckten Ellipsoides, zu unterscheiden.
Eine der wichtigsten allgemein giltigen Bemerkungen iiber dieses

Integral ist die folgende. Da das Problem ein mechanisches ist, so darf

t, die Zeit, niemals imaginir werden; demnach der Radicand der Wurzel
im Nenner nie negativ. Nun aber wiirde fiir

E=0
4

: : C, ;
dieser Radicand = — —L-, also, von C,*= () abgesehen, negativ werden-
a

Dies liefert ohne Weiteres den weittragenden Satz:
Das Mobil kann im Allgemeinen den Pol nicht erreichen:
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4, Besondere Probleme, in dem genannten enthalten.

Man kann, um das erhaltenc Integral, das elliptisch ist, zu ver-
?infaclmn , verschiedene beschiiinkende Annahmen machen. Nachstehende
Tafe] giebt Uebersicht dariiber, welcher Stufe die dann sich bietenden
lntegrale angehoren., Man bekommt bei der Bewegung

auf Rotations- auf einer

Ellipsoid Kugel (a=15)

mit Meridiankriiften X und B mit rw?® elliptische elliptische
) ,, ohne ,, elliptische cyclometrische

ohne Meridiankrifte (n=n=0) mit ro? elliptische elliptische
” ¥ ohne, elliptische cyclometrische

Integrale, Insbesondere liefert der Fall

m=n=0 (keine Attraction) und
. w=>0 (keine Rotation)
mmer noch ein elliptisches Integral. Und zwar miissten u. A. die
Formelp fiir die geoditische Linie sich ergeben, wie sie durch
C. G J. Jacobi hergeleitet und dureh Prof, Luther mitgetheilt sind
0"'«'110’5(:1103 Journal Bd LIII, S. 335 und S. 342.

5. Die zu behandelnde Aufgabe,

Ieh stelle mir die Aufgabe: die Bewegung eines Punktes zu be
Stimmen auf der Oberfliche einer hom ogenen
Kugel unter Kinfluss einer Attraction der
Kugel selbst und einer gleichférmigen Ro-
t?tiOI’l, oder — ohne physikalische Deutung —
die B"-chung dann zu bestimmen, wenn

die Fliche L =0 = a? + r?—a?,

die Kriifte ¥ = — 4 i,
a
A
R =—4d4 —4roe?
: = +rw
die Kriftefunction also
=) Y P S
o .2 L S L T
Ry e e

181,
: Hierin bedeutet @ den Kugelradius; und. wenn ferner als Aequator
die Hﬂuplkruisebenc bezeichnet wird, zu welcher die Kraftcomponente
7©* parallel gerichtet ist, so ist « der Abstand des Mobils von der
€quatorebene, r derjenige von der Axe oder der Parallelkreisradius.
Weiter giebt — 4 diejenige Beschleunigung an, welche die New-
ton’sehe Attraction fiir sich allein auf der Kugeloberfliche dem Mobil
ertheilen wiiyde,
Der physikalischen Deutung der obigen Gleichungen steht im Wege,
48 bei Annahme einer Reibung zwischen dem Massenpunkte und
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der Kugeloberfliche zu der Componente der Centrifugalkraft noch eine
weitere Tangentialkraft hinzutreten wiirde; andererseits, wenn keine
Reibung stattfindet, die rotirende Kugel iiberhaupt nur eine radial ge-
richtete Kraft auf das Mobil ausiiben konnte und demnach unter dem-
selben weggleiten wiirde. Daher bedeuten die ohigen Gleichungen nights
Anderes, als diejenigen fiir die Bewegung eines Massenpunktes, der
gezwungen ist, auf einer Kugeloberfliche zu bleiben und unter dem
Einflusse einer Kriftefunction von der Form

A2l + B (224 a2)
steht.

Die Bewegungsgleichungen werden nach dem Vorigen:

worin unter. C;® die von der ersten gration herrihrende Flichen-

constante verstanden ist, und geben nach Einfiihrung von
X =acosd
r = asing

und Integration

d &\? 0, o o
ST I ey i oo 0 it 14 ot
di a*sin= g i
folglich, wenn wie vorher
sin? =%

gesetzt wird,

dEN? : o
(JJ =40t (1-9 (==

1

= S R
und da ferner

QT Vflﬁp/—
,dop

re _ =2
dt !

'ocz
[p:/ —i([f.
. T

IL. Allgemein giltize Bemerkungen, Zwei besondere Fiille.

]

g0 wird

Der allgemeinen Weiterbel handlung dieses Integrals migen Bem®
kungen, die schon vor der Reduction auf die Normalform sich darbietet

sowie wm spiterer Ver rgleichung willen die Durel hfiihrung zweier Gren%
fille vorangehen.
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A

6. Errcichen des Pols. Gang auf Meridian; auf Parallelkreis.

Vor Allem ist auch fiir hier zu wiederholen, dass in

3
L ¥ :
f”a:Q'ﬂ'i/l V—EV i

der Rad; : g s 1 i :
! Radicand nie negativ werden darf, & also im Allgemeinen nicht = 0,
80 dass das Mohil
' im Allgemeinen nicht in den Pol gelangt.
(Vergl, 8 148.)
2 Da der Radicand zwar nicht << 0, wohl aber =0 werden darf, so
ist Pl s . . i i 1
g (1101 einzige Fall, in welchem ein Verschwinden von & in der That
méglich is i it
glich ist, der, dass gleichzeitig auch
249
dt
A —
=r@,=0.

G g s

5 Dies kann auf zweierlei Weise geschehen,

Erstens, wenn @';=0. Das bedeutet: Das Mobil kann den Pol
in dem Falle erreichen, dass seine Geschwindigkeit zu
Anfang (zuirgend einerZeit) ganz in die Meri dianebene fiel.

»=0, wenn das Mobil schon anfangs im Pole

sich befand. Dieser Fall ist im vorigen enthalten; denn von dem
Pole als Anfangsorte ans fillt eine jede Anfangsgeschwindigkeit
in einen Meridian hinein,

Eine Bewegung ausschliesslich auf einem Meridiane, so dass

Zwei
“Weltens, wenn r

d
e =0
ble: dt
e L .
ibt, tritt immer dann und nur dann ein, wenn
Pl —0¢

Wenn das Mobil zu irgend einer Zeit ein Stiick lings
3 3 3 |
eines Meridians gegangen ist, so verldsst es denselben nie
Wieder,

bt

BEiet fotner o fragen, unter welchen Umstiinden identisch
d§& :
— =0, £= Consl.

- dt
n i i £y |

- y das Mohil also auf einem Parallelkreise umlanfen kann,
1es fi

findet nun statt,

ersfens, w
, wenn
£ = Const. = 1;

lazy is 3
dazu st erforderlich, dass
g, =1 und

g’ozoi
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oder dass das Mobil anfangs auf dem Aequator war und nur eine Ge-
schwindigkeit in dessen Ebene besass. Also aunch fiir den Aequator
gilt der Satz:
Wenn das Mobil zu irgend einer Zeit ein Stiick ent-
lang desselben gegangen ist, so bleibt es in ihm,
wie schon die symmetrische Lage der Halbkugeln an die Hand giebt.

Es ist dann

do : ;
o Const, = @',

d. b. der Aequator wird gleichférmig durchlaufen (nicht so
der Meridian [vergl. 7|).

Zweitens, wenn

&= Const. =)

und gleichzeitig C2 =ﬂ} ;
also wenn

£ =0, oder das Mobil anfangs im Pole sich befand,
und £,=0, wenn es keine meridionale,
d. h. iiberhaupt keine Geschwindigkeit hatte. Is bleibt dann im
Pole ruhend.

Dass dagegen die beiden Werthe von &, fiir welehe ausserdem noeh
der Radicand verschwindet, auf keine Parallelkreishewegung fiihren,
wird spiiter sich zeigen.

Ebensowenig kann an anderem Orte als im Pole oder auf dem
Aequator das Mobil ruhen. Denn wihrend
die blosse Attractionskraft )/ X2+ R? hier immer
normal zur Fliche gerichtet ist, liefert die Be:
sechleunigung 7w? zwei Componenten, eine nor-
male oder radiale, welche als Minderung des
Druckes sich #ussert, und eine lings des Meri-
dians. Diese letztere

rw?cos @,

welche fiir 3:;1 oder 9=§n ihren hoch-

4
sten Betrag erreicht, treibt das Mobil dem Aequator zu.

Somit ist gefunden worden:

1. Das Mobil kann im Pole ruben;

D 7 , auf einem Meridiane gehen;

Bt 7 », sonst niemals in den Pol kommen;

G EE 9 » auf dem Aequator gehen (mit constanter Ge-
schwindigkeit), insbesondere ruhen;

et gy 5 », nicht auf einem andern Parallelkreise

gehen;
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6. Das Mobil kann nicht an einem Orte ausser Pol oder Aequator
ruben.®

7. Andere Form der Gleichung. Erster specieller Fall: Bewegung auf Meridian.
Die beiden in die Gleichung fiir ¢ eingegangenen Constanten,
nédmlich

die Flichenconstante €% und
die der lebendigen Kraft €

." 3 . o S 4 X '. >
Jdssen sich durch andere, mit mechanischer Bedeutung, ersetzen. Es wird

4 gt L R O A R S BT ’
/ Cli=r, Q,=a’sin"T,@,
8 Gyt g 13 i@
G? = a2, ¥+ 55 + da— w'adsinid,
- a®sin® g,
1 2 ’ ’ 2 . 2 ’ ’ ot 2 \2 . 2
- = a®§ &)+ a®sin® 9,9 @y + 4 a — 0@ sin" ;.

L Thye Eingetzung liefert

9
sin2 9 (d_i})
di

I- = ! (— ,{R’ﬁ',‘p’“ jz‘.ff‘t % i @08+ (q)",(p:“—m‘?}.si:‘f_‘% sin® 9 4 sint 9).
w? *
Hierans ist die Constante 4 der Attraction ganz herausgegangen, wie
N6thig. Denn die Resultante der anzichenden Krifte X und R allein
Wird normal zur Oberfliche.
Gleickerweise ist die Gleichung von der Linge des Kugelradius

“nabhiingig geworden. o /
Fiihre ich nun ferner
sin @ cosf3
sin® @ oder cos®f & ,

o, 50 wipd

dg\?
(5) =10 a5 0+ 05+ 8),

Worin

X * Piir ein Rotationsellipsoid behalten Nr.— bis 4, Nr. 5 und 6 dagegen
Verlieren die Giltigkeit, Insbesondere ist beim Rotationsellipsoid die Resultante
vngij]ftu:d E im Allgemeinen nicht normal zur Fili'z.c.he
die Anfe . Nimmt man vie_lmohr den f\nﬁmgsOrt bn.ehcblg,
80 Mn"a'us’sge"'ChWII}dIgRUw =0 und ‘d}eh.t (was xyemggtens 3
Bibt)ae ztattlm'ft ist, als das Mobil in rcle?wer Ruhe & __)55
i 'R”to .uls eine (Ljentrifuga,lkmft an, 11{:1~ru11rend vOn e
dags g Otation um die Axe: so kann es hier gesche'hcn, i o
Wird ls.Re“ltﬂaflte der Attraction und der (j‘e?tnfugalkrn{t normal zur Fliche
MObi,] kle. tangentiale Componente in der D-‘Icmlmnebune also null, so dass das
L€inen Antrieb nach dem Aequator hin erfithrt., :
Rotntli)oms wird vor -;\Ilcm dann der Fall sein, wenn die jetzt \r01'_!{;‘bndeue COl.‘lEtil]ltLj
Euipﬂo;zlsgef“'h“’“}dlgkeit dieselbe ist, wie die, unter deren Einflusse etwa das
frither (in flissigem Zustande) seine Gestalt angenommen hat.
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1 R
‘f’n(I’n"

IBIJ

I}
@”
o | BoBot (90— o) cos

w*

Der erste zu behandelnde Specialfall sei die ale moglich

Bewegung auf einem Meridiane; dann, wenn
[ 4
Qo= 0‘
In diesem Falle wird

18\ 2
(%f =, — o (sin®f — sin? 3,),
N/

und es ist zunidchst zu entscheiden, ob das Mobil auf dem

hin- und herpendelt, oder rundumléuft. Dazu ist zu fragen, ob

immer ein reeller Winkel
,’ﬁ] = Max ﬁ
sich angeben lasse. Nun kann der aus der Forderung

()0

_ Boby

sin® B, =

sich ergebende Werth
-+ sin® 3,

nie negativ, wohl aber ein unechter Bruch werden.

w

reell sein, so muss er
bleiben, mithin
B

Behufs bequemerer Aussprache in Worten wmultiplicire

< .

mit 7,, so findet sich

’ 7

B

. B << r. g
oder «f’, < ryo,

]

Ymon
cos 3,

und nimmt man fiir den Angenblick als Anfangsort den Punkt des Ueber-

gangs iiber den Aequator, den einzigen, der auf alle Fille erreicht wird,

so geht die Ungleichung iiber in
a.py<aw
b
D. h.: das Mobil

/\

oscillirt quer iiber den ‘ je nachdem die Winkelge-

Aequator

schwindigkeit beimUeber-

liuft randum lﬁc]ll'eitf:]l des Aequators

8. Erster Specialfall. Fortsetzung.

Im Falle der Oscillation auf dem Meridiane nechme ich !

der Gleichung
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dﬁ - " gt 9 g
-’ﬁ) = f,f, — o (sin?p — sin®,)
== ({3'(”6’:\‘}" w? S."fi:lB“} (1 {3 (’J“ = (3)

: nﬁ n+ ('JN sin® !"H
die Substitution
w? 1
et S g
By {5‘,+w3$?!1 Bo /"L( -
Vor und bekomme

d{i’)3 R 16
(d? =k w (1 o T‘) sin Ij, ) 3

p
] df

o= — 1

mp/r I
—_ /(_A ST |

t|p

0|B,=0
“Usammengehoren lasse, Substituirt man nun
tir sin®B... k% sin® p,

Wenn jich die Werthe

50 wird
k? dy®
Al = ——"
k2 w® 1 — k*sin®y
und da B und y gleichzeitig vm-sch\\-'imlen,

e (1}7#'_
2 /’/f—/ﬂwny

¥ = am wt,

sin?f = k*sin® am wl.

By =0,

: B’ B w? sin B B’ B - .
k2 od. {—“ﬁ“'j e i ”L'"L{fﬂ = gin® f3;, s0 wird

w" w"

b sin?f = sin®B, . sin® am wt mod (k = sin ;).

e %

t Verlauf ist nun folgender. Bezeichnet man durch

T

2

(01 : : i :
ne halbe Schwingungsdauer, d. i. die Zeit der Bewegung vom Aequator bis
A\
m Punkte weitesten Ausschlags, so uc'lwl(’ll folgende W milw zusammen :
0T T T B ST

R T

Da abey weiter

am | 0 amk am2Kk am3 K ”?"1/1 fie

T 2K
K=w—, T=—
& (0]
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Nehme ich z. B. ;= }/}, also auch /= sinf, =)/}, daher &= 1,854,
und stelle mir etwa unter @ eine Geschwindigkeit vor, mit welcher in

n & . T
n Secunden der Weg 27 durchlaufen wiirde, so ist @ = — , und
n

2K

=iy T5 0,590 n;

nach soviel Secunden ist eine Schwingung von Wendekreis zu Wende-

kreis vollendet, und nach
L = 1,180 »
Secunden ist das Mobil zum ersten Ausschlagspunkte zuriickgekehrt.

9. Erster Specialfall. Fortsetzung.
Wenn dagegen, weil das Verhiltniss
Fo >4
w
ist, ein Umlanf auf dem Meridiane stattfindet, so erlaubt die
Gleichung
(A i Y
(h{;) =p4f,— w® (sin*B — sin?p,)
(1
= (Fof+ ot sty (1

Jetzt ohne Weiteres die Setzung

w? e \)
PO — sin® g
Y B 2o iy
By By + wfsin® B, ’
]
®*

BB + o l\_‘,—"-_»'lg”

oder wenn auch hier

== 1),

Ol 8
Gire =10
angenommen wird,
(00
A= < L
'fj“ l‘

Dann wird

dp\? w® e
(',“. — 1_3 (I — )2 SlH“lé’).,

B
e i '7 dgp
5 )y 1/1_; A% sin® B
0

w
§ — am
[ am 2

e H(A = w)
=am f,{ moc = {3,“ :

Verlauf. Der gefundene Werth der geographischen Breite theilt die
Eigenschaften der Amplitude. Insbesondere wiichst er bestindigs
indem der Differentialquotient 4 (8, 4) stets positiv bleibt. Heisst

2T
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dm Dauer von einem vélligen Umlaufe, so wird fiir
fal0 a2

B0 ...am B, (0427 ...
= am (044 4),

also 44=F,.2T
4.4.4
2 T = i’ii —
Fo «
oder bei derselben Annahme iiber @ wie vorhin
Sk
et

Sei 2, B. By=wl2, so erfolgt jetzt das Wiedereintreffen in demselben

Punkte schon nach
_ 41850007,

27 o
= (0,834
S“'Gundgn_ n
Fiir : -
Wird By, d.i. Mazf3= o

ﬁ'u Gk

nl
Bs fallen dann die beiden gefundenen Formeln zusammen und geben

4
. 3 3 v @
sin = sin am et oder sinamf3 ! nmd( ﬁ—,—— = 1) .
]

Woransg
e B = am (ot, 1)

el — g= ot
folzt,. Tn diesom Falle hbefindet sich das Mobil im Pole (den es nach
Mendlich langer Zeit erreicht) im Zustande labilen Gleichgewichtes: bei
“mem um yerschwindend Weniges kleineren B, wiirde es am Pole
Umkehren ynd oscilliren; bei einem mnoch so wenig grisseren B
agegen rundumlaufen.
Die beigegebene Curventafel zeigt fiir beide Fille und den Grenz-
fal} die Ahhiingigkeit der Geschwindigkeit vom Winkel, sowie die des
inkels von der Zeit.

= arcsin

10. Zweiter Specialfall: @ = 0.
: Wenn o — 0 ist, also einzig eine Anziehung mit normaler Richtung
Wir . 5 S . . os
kt, so wird die Differentialgleichung fiir f

1 1 cosf df3

di = —; . =

Wo @ocosfy Y cos® B — cost B
Mazxf | B,

Sesetzt, ung g RS

a S f3 : miﬁfstl:pl
1genommen ist. Dann wird
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4 :
- 1 ( . sinf 7T )
== —F——=—\arcsin— — —
o, cos? B sinf3, 2
L3
B
sinf3 = sin B, cos (¢, cos B, 0).
IFerner
di

dp =@ cos*f, ms_f{i

d . cos ﬁ] cly ((p’” cos I‘.'g] l)
1+ cos® B, cty® (@, cos B, £)

und, wenn auch

t]0
9| =0
genommen wird,
i
) :J = arc clg (cos B, ely @'y cos ;1)

0
clgp = cos P, clg (¢, cos P, ).
Die gefundenen beiden Gleichungen
sinfi = sin B, cos (@', cos B, 0
clg o = cos B, cly (@, cos B, 1) J

sind aber Relationen fiir ein rechtwinkliges sphiirisches Dreieck, in welchem
£ I ?

. . = b1
die eine Kathete CR b
5 7 ’
die Hypotennse 2 TR Bit,

der Zwischenwinkel f,

betrigt. Dies giebt Bestiitigung dafiir, dass wie
nothig, unter der gemachten Annahme das Mobil
sich auf einem Hauptkreise, einer kiirzesten
sphiirischen Linie, bewegt. Und wird dessen Bogen 1 genannt, so be-
stiitigt sich weiter, dass

Y = @, cosp, 1
== 11"0"
W = 9y = Consl.,

die Bewegung auf dem Hauptkreise somit eine gleichférmige ist

Fer vh : . T . .t 7 wire . . l'p

ernerhin ist mit v = = gleichzeitig @ =l und wird, wie friiher, die
Periode einer unverinderten Wiederkehr der Bewegung, die fiir @ =27
eintritt, dureh 2 7' bezeichnet, so wird

PRy T (41}
My el Wi
ir 1=5 ==

b
(]
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II1. Aligemeine Wurzel- Discussion. Reduction aunf die
Normalform.

11, Wurzel - Discussion,

Indem ich zu dem allgemeinen Probleme mich wende, gilt es vor

Allcm1 die Wurzelwerthe aufzusuchen, fiir welche in

o

d&
T ey oet e
E

i
der Radicand im Nenner verschwindet. Hierin war

gl costp
p|_ 0P costhy
(GB
0 \ #’m‘g'n =t (?7'{' (P’(_, ffg_)’ﬁ !3..“
m'.!
& noch willkiirlich gelassen.

Jeder Wurzel von

B el e
(iﬂ) =4e®(1—§ (P+ 06+ 8)=0

- . i . . qin
Entspricht ein Moy & (doch mnicht nothwendig Mga f). Da nach er-
Yeichtem Max & d& vom Positiven ins Negative iibergeht, so muss bei
fimem jeden Wurzelwerthe die Quadratwurzel ihr Zeichen wechseln,

damit g;— 95

gilt alg bestéindig wachsend.
Da ferner

A
dp_C7? d*cos® B9,

dt 72 a®cos*f
1 3 . .
5, 5o findet jedesmal zugleich
; L d
mit M & ein M22 22
statt, —_ di

Al d&\? < : -
8 reelle Wurzel der Gleichung (W) — () bietet sich zunichst
{

o g =1 (B=0, das Mobil auf dem Aequator).
b nun die beiden anderen, aus

; P+ 0t4E=0

Sich ergebonden Wurzeln

§ —O0+py0P—4P

- 2
hiingt davon ab, ob
y 0! —4P >
Dies ist aber stets der Fall. Denn es ist sowohl 0% positiv,
Positiv. Somit hat die Gleichung 3 reelle Wurzeln; und

gleichfalls ree]l sind ,

ist,
als — 4 p

jederzeit eine positive Grisse bleibe, denn die Zeit
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es ist nur noch die Frage, ob beide letztgefundenen Wurzeln cinen
mechanischen Sinn haben, n#wmlich ob :

0 <& = cos®p, < 1.
2 2

12. Wurzel-Discussion. Fortsetzung.
Die Frage, zwischen welchen Grenzen & sich bewegen darf, wenn
n=4w?(1—E&) (P4 05+ &) = pos.
bleiben soll oder, was damit iibereinkommt, die Frage nach der Lage
der Wurzeln wird dadurch beantwortet, dass man das Vorzeichen von

y fiir einzelne Werthe von £ bestimmt. Es wird

fiir & 7
=) 1P
d.i. —4¢' ¢’ cos*B,...neg.; Ausnahme: =0:
0% o 0 g3
1. wenn @;=0 — Umlauf auf Meridian;
2. wenn ﬁo———; — Anfangsort im Pole;
el (Fall Nr. 2 enthalten im vorigen.) Siehe friiher.
ol () Y. Pl gyiaide)
= cos®f, | 4a? (1-caspy) (-2 P Bl E (P om0 00T 05, i)
dv s dsin® By By By cos® By
pos. in allen Fillen.

Hieraus folgt: Es giebt jederzeit eine Wurzel
T
zwischen f=pf und 5:2__

Demnach: Fiir jeden Anfangsort ausser dem Pole und jede
andere Anfangsgeschwindigkeit als rein im Meridiane gilt,
dass das Mobil nicht in den Pol kommen kaunn (vgl. 6.), son-
dern nach dem Pole zu eine griosste Ausweichung hat,

Es kann also z. B. auch nicht etwa ein spiraliger Aufstieg nach
dem Pole in unendlich langer Zeit erfolgen.

Noch aber ist nicht vollstindig entschieden, in welcher Reihe die
drei reellen Wurzeln aufeinanderfolgen. Es gind drei Fille denkbar:

Indessen die Unter-
suchung, ob auch die
dritte Wurzel & azwi-
schen 0 und 1 liegen
konne, wird dadurch
entbehrlich, dass das
Wurzelproduct £ &
dem Gliede ohne & in
der Gleichung, nim-
lich P gleich sein
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muss,
80 muss

Denn da dieses negativ und die erste Wurzel positiv ist,

1 :
negativ ‘

SéM. — Damit stimmt {iberein, dass die 5-Curve bei ihrer Ankunft in

§=1 sinkend ist, indem

d
(fs oy r B0 400 (0= P+2(1-0)§—38)¢=

=— 40 (P+0+1)
=—4 (— ¢ teostB,+B o + o Feos® B — m%oe"ﬁn + 0?)
==—4 (m2 "-‘i“H‘le“ +ﬁ'0j+q’nz(’n"~|ﬂ sin® fi )

also negativ ist. Demnach folgen die drei Wurzeln so:

Und daher ist das Mobil

Bezwungen, auf einer a0 2
5 ” . e
Zone gzu bleiben, éz “,,l'— = . eor, >

deren Mittellinie
der Aequator ist.
13, Reduction auf die Normalform.
Das zu reducirende Integral ist nunmehr
£
:E[ ZEY de
Vi (1-8) (P+ u+0a+~,.) Via G—&) G—&) (1§

Wohej 0

und EQ<E1<§<§3

4 w? positiv.

Ich benutze eine Substitution zweiten Grades, und zwar werde

der positive echte Bruch Z' It
PRl |
ge8etzt, nnd der gleichfalls positive echte
: —fg-g—— §1=sm%,
S0 d&ﬁs 1_"51 E_"‘
I AT AEE AT
T (l—gw» :
. 59 1—&
cos’ 6 = -
= Pl
Damit wird i -
uts
j f]/mg(l—g‘, 1—42 “”2
wObPl (113 Welthe 0
3 I‘:l 1
' T
ol 2
zusammengehiiren.'— Bei dieser Reductlon war

Zei :
Cituchrifg [ Mathomatik u, Physik XXI, 3, 11
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: —0+1/02_—_4_F
S e
} 2

oder nach Einsetzung der Werthe von P und Q

'_|B’n2'_ ((pfuﬂ_mf!) C”“‘.Qﬁn 1/{3 04+93 ”2((;, 0 —-OJ )( 087 |80+(‘:p 0 +mz}‘ Osdﬁl‘

& 2 w?
g _£ —B' o' — (¢ y'—o®)c 87 BoF VB o428 ‘P 0 *—w*)cos*By+(¢ o *+w’)c 0 ﬁ
B 2 w®

Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist so zu wiihlen, dass der
Werth & positiv wird. Er muss dann von selbst zwischen 0 und 1
zu liegen kommen, wihrend & dann unter 0 fillt., (Dies wird sich dem
niichst bestitigen.)

IV. Die geographische Breite 3.

14. Wahl der unteren Grenze. Ausdruck fiir cosp.

Nach dem Vorigen wird

m;/1—g3t_fd“

und nun werde die bisher willkiirlich gelasscne untere Grenze 3, so be:
stimmt, dass die untere Grenze ¢,=0 werde:

1—§& 5—§
1_‘:1 ‘E()'_ga

§ =§&, cos*f,=cos®B;
d. h. der Beginn der Bewegung mige fortan in den Punkt hieh
ster geographisecher Breite verlegt sein. Dann wird

sinto, —0—

daraus folgt

a
?

0)1=Ei= ALZ’ 6= am(o)/1—E§1),
0
E, (1'“54)—50(1—&') sin am(m’/]._.gg[)
(1—§&) — (1—§,) sin®am (mV] — &)
Fiir t=0 ergiebt sich wieder & =§;, wie nothig.
Unter der gemachten Annahme nun

gy =0,

£ = cos’p =

also
gn B gl = Min 'E ’ Bu T ﬁi = ﬂfrm'.ﬁ,
o ﬁ’,,: 0
wird
El d. i —,BU (‘Pn T 0.) ) ‘Oq"ﬁn +‘ V PEER T TR

Ez 2 w*




ey (¢’ —w?) cos'B, + (¢s® + w?) cos?B,

2 w? !
R R T e also 4+ und zwischen 0 und 1,
r 2

§,=——(%) cos?f ,... also —,

90\’
P = +51§2 e ("039) 0034613

o2, — ot
0=—(+k) = b S e

a Ueber&mahmmnng mit Fritherem, Und fiihre ich ferner einen Hilfs-
v . . . P . or
Vinkel (ohne geometrische Bedeutung) ein, schreibe niimlich fiir den

Allsdruck
r g G
@7 cos? B,
e
W ’ : e g
elcher von 0 bis oo sich #ndern kann, f*p, wo dann

rogin g
P, cos*f,

Wi 80— 1
M= S g coth,”
os* 2
cos e
= ot r @'o% cos? B,
Wird, g0 hekomme ich folgende Constantenumformung:
=46 = cos* = cos’f;
2 8
. Py cos” B, 2
& e =—1u
2 @’ “
& e il
=—— = .
& Po lg°p
w)/1 —& =y o'+ ¢ Pcos?f =
('Gsf.l.
g 1— w? sin?
2= _,,ji e By = sin?B, cos® 3.

1—§ o4 ¢k cos?p,

‘Eu 1— ‘51

1—= T—gsin”fzmw]/l—g},f
E=cos?f = 51 A= £, 1’— 2 o
14 _—',E‘ sinfamo )/ 1 — 51
1—&
1— tg? B, sin®p sin®am (-nj—t
: L cos
=icos2 i

1}
14-sin® B, cos®u sin® am (@% t)
mod (k= sin 3, cos ).

16. Discussion. Wiederherleitung der beiden Grenzfille.

o hDer Bruch, mit welchem multiplicirt der Anfangswerth cos®g, hier

'8chej 3 3 v . .

élnt, kann, wie es erforderlich ist, nie echt werden. Er wird
11*
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= 1= Min fiir t=0, und dann ist f=f,. Nach einer Zeit ferner, die

o

9 heissen mag, ist der Amplitudensinus so gross geworden, als méglich:
T

i @
sin® am (— ——) = Mox—'l: '

cosp 2
und zugleich damit hat die rechte Seite ihren hochsten Werth

cos® B, (1 4 1g*B, sin*y)
1 — sin® B, cos*p

erreicht. Dieser aber findet sich
=1,
T :
d. h.: das Mobil iiberschreitet den Aequator, ) ist eine halbe so-
genannte Schwingungsdauer, Und da

( w 'l') 7
an| — = =+
cosp 2 2
r K cosp
2 e

Ein zweites Minimum von sinam und von eos*8 und damit zugleich
Maximum des Absolutwerthes von f wird erreicht fiir

am (

\COS

so wird

(modk d. i. sinf; cosp).

F):ﬂ:, t=—=T,

d. i, nach einer ganzen Schwingungsdauer. Ebenso ist nach einer wei-
tern halben das Mobil zum Aequator zuriickgekehrt u. s. f., so dass fol-
gender Verlauf sich heraunsstellt:

’ —ig 0 % P e o

w, d.i [(:;MtL e R G S e !
.w}?r;nu“—‘ i O LT i ey

cosif | |cosiBy ... 0 ... cos?B ... 1 ...cof,...

8 [l G 0P g

Weiter ist ersichtlich, dass wegen
sinfam (K + o) = sinam (K — )
nach jeder halben Schwingungsdauer die Werthe von f§ in umgekehrter
Folge sich wiederholen; und wegen
sinfam (2 K + &) = sinfama

nach einer ganzen in derselben Aufeinanderfolge wie zuvor (auf der
andern Halbkugel); endlich, dass nach jedesmaliger doppelter Schwin-
gungsdauner der gesammte Verlauf der Bewegung sich erneuert.
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Der Gleichung fiir cos?f ldsst sich auch die Form geben .
1 — sin®B, cos®w sin® amu — cos® B, — sin® B, sin® u sin® amu

1 —sin®f, cos*p sinfamu

Si?lx(j = %

dleS abel-

2 cos®amu

= sin?f, . ———

14 )
A“amu

3 ; cosamu

Si'?ilﬂ - i- 3””!3[ A AN

Adamu
oder sinf3, . sincoamu.
Somit haben sich in den drei Hauptfdllen folgende Gleichungen fiir
die geographische Breite gefunden:

0="20 AT (Hm 2 ulld- I-'lm-gnng . sin {3 = sin pl sitnamam!
w auf Meridiane) mod (ke = sin §,)
e 1
; t
0< 2o vin 3 = si tin coam ——
< < R R SR S R e S W o R o i
mod (k= sinf§, cosp)
o

m‘g= ®... (Gang auf Hauptkreise) ... smf = s f3; .cos (g cosBy0).

Es muss sich zeigen, dass von diesen Gleichungen die mittlere, welche
ohne Beschriinkung gewonnen ist, die Grenzfille in sich mitbegreift. In
der That wird

Tl @it fiir w=0:

I e et o
m ’
. () @, Cos

cos u
k* sin® B, (e — -2— , amu=u=q,cosf
11 i ‘o 8. 13 =
e AR (wie B 10
@, cos f3,

sinfl= F sinf \ Sincoam w! oder F sin B, sinam (ol — A)
=

sin {5‘ s am w ( — ~)

Dies aher erweist sich als mit dem frither Gefundenen iibereinstimmend,
Wenn man be; achtet, dass der Bewegungsbeginn hier in den Zeitpunkt

grissten Aum,chlagea gelegt ist, dort aber in den Uebertritt iiber den
Af'flllatm a4

Andeverseits wird fiir 0 =10 -

sinf3 = +hifr|ﬁ'l\ﬂf(2'—(p0tu‘$|8)

i ey
X Ueb“elnstlmmung mit.dem Obigen.
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16. Reihenentwickelung, Ein Beispiel.

Der letztgefundene allgemeine Ausdruck fiir die Breite
sin 3 = sinf3, . sincoam (-—-—— .t) mod (k = sin 3, cosp)
coS Il

ist zur Entwickelung geeignet. Er findet sich, wenn ich die Formeln
Jacobi, Fundamenta S, 173, 1) und 8. 180, 1) und 2) benutze
; 1 Hu+kK)
=sinf,. VY ——=————r
k @u4K)

Zl,qnu\ v +2|/q cosdx 4.,

=sinB, . 24
o 1+2qcus21+2g cosda ...
wo, wie iiblich,
1
. mu s }_‘_‘2 ® ’_fﬂ {
& -—i—-k‘, also hniexr = —!-‘;- (_Tl_ﬂ, = —i —,l;,
2
gk
g=e X,
: : DS ) .7 o 5
Nehme ich, um ein Beispiel zu haben, fiix f ... 6’ und 5’—
0
n‘l/—i—_, so wird |
msz#:%?: !
T

=, k=0,316, }/-—: 1,778

ferner findet sich dann ‘
g =0,007, ¢ =0,000...,
g% = 0,289, ¢7«=0,000...
und demnach
: i
2. 0,289 cos T
sinff=sinf, . 1,778 , ———— o
14 2. 0,007 cos2 ’;

V. Die geographische Liinge o.

17. Reduction auf die Normalform dritter Gattung.
Es hatte als erstes Integral sich ergeben
: rig'=C?
also ist 1;
C2
= L
dp = 3 dt

_ asind, cos ,G,, ;
a® sin® 9§

da § =& genommen war. Folglich wird

£
a1

(Puf{ .dlrj Pl grpud‘f'l
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d&
T T T S T 2

VAP (1—8)(P+ 05+ 8)
und diege Gleichung fiihrt auf die dritte Gattung elliptischer Integrale.
Bei der Zuriickfiihrung des rechtsstehenden Differentials auf die
Form

2 : f(e)do e

S1+Po- (14 nsin*e) 4o
, dass gleichzeitig mit §=0 auch 1+4n S
r ist zu setzen ;

(2)
r M e
sinf6/g=g

=_(1___'§‘1 '_E.—g.“;z) :+1_j,:§=+{gﬁlsin2y.,
1""‘52 'g'"btl E=0 I_"5_2 'El

und es gehirt in der Jac obi, Fundam. 8. 170 oder Werke II; 8. 192
aufgestellten Tafel

d‘P=‘§1‘fP’n-

fillt » go aus
Dahe

0 — k2 = Pttt
Bty |
2- . B L T n
3' . . P e I e e e A SRR n

der gegenwirtige Fall unter Nr. 4 (gehort nach Legendre’scher Be-

%idmu“g in das Gebiet der Intégrales & paramélre circulaire). In der
That wirq

e
| ll—g- @ip)eter (-8 - Pk

ST 5'125‘_‘.{52’(1h-gl) sin? ¢
1 Tk Rt S
&y £k 1 :iil:_%ﬁ sinto
3 ’gj (1—§2)
Hiernach ‘wird 1
T A B g e A0

oder aych

A6

“cost B, 1+ nsin®a

Nun igt in einem Falle wic der jetzige

cos 3, . cos?p (__ i cos® Py -_{_—_!_r;ip bRATY ) dao

sin

—E1—§ ; — &
n, welches hier den Werth +— e ek §
£ 1—§ 1
28 gin? i 2 ' e hat
oder auch + g2 B, sin®pu, d. i K S )
= — k2 ginfamia

“U setzen, go dass
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—&
+**—;5,1 ’

@2
— sinfamia = {=-+ y = tg*am(alk’),

f(] “
also cos®B, '
2 ; = cos? sin?B, sin?u
Aamia=1 <+ {gzﬁl sin-"y, Aam (r; L )=.M,,,,i

e
y ..2 1 2 l.2
_ (005"B; + tg"p) cosu = cos?p
cos® 3,

\
sinam ia sinam (ak’) cosam (ak’)

und

cos am ia damia dam (a k")
cos 3, lgp
(us V 2
wl cos*B + Iq i

wird. — Indem man nun nach erfolgter Integration von 0 his ¢

(] |
(] 1
£ do [
iir — u
de '
9 |
o 1 .
de : lgamia }
und fiir — ———— | U ———— H(u,ia, k
J (14nsinc) do 3 s damia gt

einsetzt, wo II die alte Jacobi'sche Form (Fundam. S.144) des In
tegrals dritter Gattung bezeichnet, erhilt man !

‘ 4 E —E&, sinam(alk $a e
i Fo SU—i f_D Lo LS —"f‘f'*“( ) dugam(a ) I (ll, i, k)
wl/l—:EL, wy1—¢ & dum(ul‘}

oder auch
sinu ru.s s ((m B, + l'fj u) sinam (ul[ ) cos am (a ki 0)
U—i— —_—

I (u,ia, k).

cosp,” sinu cos ﬁ 3 dam (a k)
Hierin kann aber das erste Glied
(P’ca
vl /
wliia“_ %} auch @yt
oder bl LU
cos8 (31

geschrieben werden; und ferner erweist sich, dass der im zweiten vOI"
kommende Coefficient

ety 6 dnon(eh) esan(a)
o)l—§ & dam (ak’)
oder = —— rp"‘ _+_ W ey .o ’/‘0 +fpn oS’ B =l
l/ca +tp,,'ro.s [3_ @0 (r-) +‘P =
by =2 1 B ;”ﬁ;

cosBy" tPu " (cos B+ gPR) cose
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Witdh ‘Dadureh nimt die Gleichung fiir die geographische Linge fol-
gende Gestalt an -

p=q L+ ill(u,ia, k).

18. Theilung des Ausdrucks fiir ¢.
Das Glied iIT muss aus mechanischen Griinden reell sein, und ist
€8 auch, da das Differential

nsine do . tg?B sin*psin®c  do

Tsie do’ & TX B, sinty sinte’ 4o

reell ist. KEs gilt, dies auch in der Form des Ausdrucks erkennbar zu

machen, Indess schon ehe das geschehen ist, lisst die niichstfolgende
Umfb!‘muug Schliisse auf die Art der Bewegung zu.

Mit Hilfe der Formeln Fundam. S. 146, 3) oder Werke 1I, 186, 1)

bekomme ich weiter
p= @ +ill(u,ia, k),

sin g

~ cosB,

sing 35 Q_’.\’E)-{- i " Q(N—{,m,

cos B @ (ia) = 2 © O(u+ia)

w4 i I (u, ia, k)

. e d®(u : 3 : S
Worin @ (iq) t[ ) gesetzt ist. Dies nun ist nach der Formel
u=ta

: du
Pundam, §, 162, 4) ferner
o Sin v 5 Ta (:):M.;))
= (f—“_*_,é_l — tgam(ak’) dam(ak’) + sk Towr
: n i . @)(u——-f{l)
N —— [ —————
Da aber 2 g O(u+ ia)
sin u

— tgam (k') dam (ak)=0

cosf,

(*r LI “Q:J’ (a I'-"J) L ._,'_ Iy O (u—ia)
2 KK ' @ (ak') 2 O(utia)
=2 (2% _@3&5’_‘_’_2)4,1,,,,@_#("—’“)_
cosu\2 KI ®(ak’) 927 @ (utia)
; igt sich auch hier diejenige Spaltung in zweierlei Bewegungen,
die iiberall da auftritt, wo das mechanische Problem auf elliptische
Tntvgmle dritter Gattung zuriickkommt (Jacobi, Sur lu rotation d’un
r'm:,.,,\-\ Werke II, 8. 185 und S. 195 ob.). Das Wachsthum der geogra-
Ditischey Linge @ kann zérlegt werden in eines proportion al mit
der Zeit und ein periodisches, demnach die Bewegung in eine

sich findet, so wird

p=1u

Somit ze

iol'tﬁ‘(illl'(’,it&nde und eine oscillirende. Oder
denkt man sich eine Meridianebene rotirend mit einer
bestimmten constanten Geschwindigkeit um die Axe
der Kugel, so wird die geographische Liinge des Mobhils
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dieser Ebene bald vorauseilen, bald hinterihr zuriick-
bleiben, in periodischem Verlaufe.
Ich fihre hier wiederum den bei Bestimmung der Breite f auf

getretenen Zeitabhschnitt T
=5
ein, fiir welchen allgemein
w T :
U=-———==K mod (k=sinf, cosp).

cosp 2
® (ﬂ'——irr] =0 (K—-{—-ir()

ist, der Logarithmus null, das periodische Glied verschwindet (oder:

Fiir diesen wird, da

das Mobil tritt in die rotirende Ebene hinein) und das iibrighleibende
der Zeit proportionale Glied witd
@ =T ity T O (a k) T O (ak
(p: o (5—r 3 ( :') ): = — + l’l _TL(,")‘_
2 2KK " @ (al)) 2K O (ak')
Dies ist der Werth des Lingenzuwachses in einer halben Schwingungs-

~ 2 cosp

dauer, welchen ich die halbe Lingen-Periode nennen will. Mit
Benutzung desselben ldsst sich die allgemeine Formel fiir ¢ auch schreiben:
@t i O(u—ia)
— _[( e e
e l'+2 J@(u-|—m)
2

19. Die halbe Liingen- Periode.

Weiteren Aufschluss iiber die Art der sphirischen Curve, die das

Mobil beschreibt, giebt die Untersuchung der Werthe, deren i
& T O (ak)
g0y ) (a k)

fihig ist. In dem ersten Grenzfalle g'y= 0 wird

’

tg2am (ak'), d.i. r;L']-;Il, am (ak)=0, a=0
o

k = sin B,
und es ergieht fiir die Lingen-Teriode sich dann der Werth 0, Dies

zeigt der urspriingliche Ausdruck

@ e/ dtmree (D0
Tz_—(pu'.. +’” 6'_)(!(1)
s ] r.’n'y@(iu\;
=q, T_) + 1 — 7 L

welcher nach der Formel Jacobi, W. II, 8. 191 u.
T g1+b i -t ‘
=0, gl (]";ql—b—'l_ql+b 1—(;3_—_"'*"'4/

ist, worin

a
b =—:,50 (s
L

Oder es folgt auch daraus, dass nach fritherer Jacobi’scher Bezeichnuug

(Fund, S. 145)
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AR A

dlog®@(») & (v)
dv —@—m—
und nach der Definition von Z mittels der ersten und zweiten Gattung
8. 133, 1) oder 2)
KZ(0) =[F E(p)—E F(p)]=0.
Dags demnach in dem vorliegenden Falle
D
2
Wird, enthilt nur die Bestiitigung dafiir, dass bei einer Anfangsgeschwin-
digkeit rein in der Meridianehene ein Lingenfortschritt nicht stattfindet,
Sondern das Mobil auf einem Meridiane bleibt. —
Im andern Grenzfalle o =0 wird
T

fn‘:O, -I(=—§

tg2am(ak’)y= ¢, am(ak’)=

Z(ak')=2Z (K'k)=0

Z(v),

== ()

’
, o= K modk

2o Q

% a __m
TR

folglich (
O =ma @ (ak')
s T e @

ff..’ + K7 (rrl'.”)

wie auf §, 158,

Hervorzuheben ist nun fiir den allgemeinen Fall der Satz, dass
die halbe Linge n-Periode nie einen Qnadranten iiher-
schreiten kann.

Denn zwischen den beiden Grenzen

’

L
19— 0 vo. —=0
w ; 2
P @ n
- =Q0 .. = =0
(0] R
ka : . @ ; 5 6 ._
n keiner der in 0 vorkommenden Werthe null oder unendlich wer

Qv
den, weder « und &, &', noch Z (ak’). Das Wachsthum von ) findet
Vielmehy von einer Grenze zur andern in stetiger Weise statt. Somit ist

@ a '
v. abs. - oder % F+ KZ(ak') <0.

giesen Fortschritt der Linge stellt der auf Tafel III, Fig. 3 befindliche
"und- und Aufriss dar.
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20. Beseitigung des scheinbar Imagindren. Werth des Oscillations - Winkels.

Indem man fiir das Folgende den von Jacobi angegebenen Weg
einschliigt, erreicht man einen dreifachen Vortheil, nimlich aus dem
Ausdrucke

ot (rr . ()'(a/s") i " O (w—ia)

cosu\2 KK'" @ (ak) 6 (u+ia)

D ¢ i 0 (u‘aa)
= —lg

2] + ) O (u+ia) +ia)

(] »-:L

erstens das noch in ihm enthaltene scheinbar Imaginiire fortzuschaffen;
sodann nur algebraische Functionen von -Reihen zu bekommen und
endlich nicht fiir den Winkel selbst, sondern fiir den hdufiger ge-
brauchten Sinus und Cosinus desselben Ausdriicke zn erhalten.

Vor Allem ist statt der ganzen Liinge ¢ der Osecillations- Winkel
@’ einzufiihren, d. i. derjenige Winkel, in welchem die Linge @ in jedem
Augenblicke in positivem oder ncgntivem Sinne abweicht von der mitt

leren (der Zeit proportionalen) 3 ’:r’ so dass
9
Dt
=@p— 3T
2

Dieser Oscillationswinkel nun
i - O(rr—m) | O (u+ia)

- i
2 7 O(u+tia) 2i 7 O(u—ia)
Jetzt sind beide Seiten der (glmdmng, imagindr genommen, als Expo-

nenten von ¢ oinﬂwotven; man erhélt
O (u—ia) O (u+tia)
el _/ ———— W0 P= O (udia) @ (un—ia),
e (utia) O (n—ia),

und darans

28 AP 4 o u+rrr}+(~} (H*t‘h’)

{0 {p == —u) — e e X
G2}/)"

ety Ll -—"p () O (utia)— O (H—m)

singp = = E)_a ‘_"23;”/’1, )

und wenn man, um das Irrationale zu entfernen, dividirt, so findet gich
IU utia)—0(u—ia)]
30| H—f—ffﬂﬁ—(ﬂ)!u#—u;)]
Dieser Iu*lhmulnumnt aber ist mahezu einem geschlossenen Ausdrucke
gleich zu achten, wenn man bedenkt, dass die in den Reihen
;, [(':?(H+iu)-—@(uﬁ,‘,,)]h__ ¢*b (1—¢?h) wn‘l.L—q*—’f’(]v-f/"")qmal.t

5 [@(u+ia)+0(u—ia)]=1— r,J'(l +¢°") cos 22+ 428 (14 ¢28) cos 4 x .

(o= 7)

auftretende Grisse ¢ in der Mehrzahl der Fille ausserordentlich klein ist:

)

g =
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I P S oo P e SOD RO L U PR e e rhie

o 1Zu de‘mselben Ergebniss wie das ebengenannte kann man hier auch
dem nicht wesentlich verschiedenen Wege gelangen, dass man in
(p,:i 19 ® (u—ia)

N 2 760 (utia)

tlter dem /g das Imaginiire vom Reellen in Zihler und Nenner scheidet,
Némlich
O (u—ia)= M —iN und folglich
@ (utia)= M-+ 1iN

setzt, Dann wird

@ = o Iy iu »-—_il}"
2 " M+iN
N
=arcly A

Wobej 3 352 : HEE
ahbm unter arefy der kleinste positive Bogen verstanden ist. Hierin
®r bekommen N und M die Werthe

1 2
N= = (-{-Qq sin 757; sin in; — 2 ¢* sin 2—;‘?“ sini —;l-f-ﬁ =+ )

T 2na

a 2mu
M=1 —2¢ msm,{ rom‘——,t-{-‘Zq* cos wm,—co.w s e
wel i K K K 5
elche mit Hilfe von :
SeF t‘+“ —pC
T&!?i la=— 2
: ete e
oS in=——"ao—"
2
und
U e »
-2"—[“'_-: x, e h=¢(¢

BeNau in die oben angezogenen Reihen iibergehen.
o Auf den gefundenen Werth von @ leidet ferner der von Jacobi,
- I, 188, 189 gefiihrte Beweis Anwendung; diesem zufolge kann

7, . . . 71: s .
auch der Oscillations-Winkel ¢ nie 3 fibersteigen
80 d ' : 7 : e
( wenig wie bei dem vorliegenden Probleme die halbe Liingen-

Peri 1) SE
ériode —2*) Denn in der Reihe, auf welche der Werth von o sich

auch bringen 1

Hast:
s ilg @_(u—i.(t)
2 7 @(utia)
15 P, D)
q sin2a ¢~ lsin2x
= arcl) ————————— arely ————————— o
I — gt t:us2.7:+ 7% —gi—Pcos2 & ¥
146 gin2a g—tsin2ax
= (H'{‘!g 7”’1'7 ,;fnjz’ki, e, (n'('[q ,7,!_.‘_._5___ —— —
1— g+t cos2a Y1 —gitleos2a

erreicht j . ¥ !
1t jeder einzelne arety sein Maximum fiir
cos 2x=q",
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wo n irgend einen der vorkommenden Exponenten bedeutet, nnd dieses
Maximum selbst ist
., ‘1
arcsin g% < — ,
2
woraus .

5 G < aresin g1 <

w
)
hergeleitet wird.

VI. Die Geschwindigkeit.
21. Geschwindigkeit in der Meridianebene, und lings der Bahncurve.

Durch Differentiation von
1 g : )
SU?'G = 8N ‘81 Sin coam ( t
Ccos .u

und Einsetzung des Werthes fiir cosg ergiebt sich

E’E i 2wty (3'1 sin am u o Ay (k =4in 8, oot i
dt oS damuY 14152 By sin® w sin® am u s
k2w tg B, cos coam u
CoS ]/l + ig* lB1 sin® u sin® am u
Dieser Werth wird fiir die Werthe des Argumentes
[}
0l a7
cos oS

oder fiir
Is_ﬁ1 ’_181 ot ﬁl
zu Null, und 8 geht an jeder dlesm Stellen vom Sinken ins Steigen
und umgekehrt iiber.
Da nun ferner, wenn s die Linge des zurtickgelegten Weges auf
der Bahncurve bedeutet,

ds? _ dat4dy? '+d2? a’ (df* + cos*f d ¢*) .
dar? 73 e R e ;
und nach S. 166 |
do cos B,
e e Q@ y al
di cos*p T
48
3‘23( ‘P)zp“-‘ L
L dt cos® 3 o
g0 wird
L ((Is )" Kallyg? B, sin®am u
a? \dt T cos’y  Aamu(l+ 1g* B, sin® w sin® am u)
A amu
+ 9% costB, . -

“cos® ,’3 (1 —l—lg ,B! sin® y sin®am u)
(R o ‘!(fzﬁ sin® am u <+ sin® o Atamy

L‘Ué‘p Aamu (1 -+ 1g* ,!;f .smd‘u sin*am u) M)
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]f:)leser Bruch kann, so lange ® nicht verschwindet, wie auch die An-
angsgeschwindigkeit sei,

nie .—:0
Werden, das Mobil also nicht ruhen. HEs sei selbst
‘P'n =0,

oder, da iiberdies die Annahme ;=0 durchweg gemacht worden ist,
/ - . e « . - . N  7g

das Mobil gei anfiinglich in Ruhe. Auch in diesem Falle, wo k2= cos*f,,

#=0 ist, und die rechte Seite in

sin2 8. cos®B. sin
et® B, cos® B, sin®am ol

Aram ol

tibergeht, ist ein Verschwinden derselben nur in zwei Idllen miglich:

L. wenn B,=0, 2. wenn (5’1:;—; das bedeutet: anch aus der Formel
zeigt sich (vergl. S. 11.), dass ein Ruhen des Mobils ausserhalb
des Poles und des Aequators unméglich ist.

Fiip
w=>0
ST 1 [ds\?
Wird in der allgemeinen Formel fiir E(d_j)
2
B=0, —a =0
cos™

und

1 ((ls 2 tg? B, sin*fu+1 7 Vs
23 = o2 cos?B, L T — = Const. = @ ® cos?B;.
a? dt) el 14 1526, sin*u L Py

VII. Abhiingigkeit der Coordinaten von einander.

22. ¢ ausgedriickt durch §. Riickkehr zu einem durchlanfenen Punkte.

1 Will man das gefundene analytisch-mechanische Resultat sich durch

eme Funetionscurve geometrisch verdeutlichen, so ist die Abhingigkeit

der sphirischen Coordinaten von einander darzulegen, némlich

nach Blimination der Zeit. Dies kann geschehen, indem in der
Formel fiir Q.

o (m a @' (ak’)

‘”:’j(‘z‘ o RCICTd)

nach §.162 das elliptische Integral erster Gattung

N
) -+ arcly W

COS
;:‘bStltuirt wird (dessen numerische Werthe in Tafeln gebracht sind —
egendre, Traité des ff. ell. Bd. 1T, Taf. IX). Denn dadurch findet sich
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f A F)’(a!f'))
= Ploy| =t i o
? ‘6)(2 I([{'+@(a/c’}
¢ (1 —g¢??) sin (‘m 1’;;)) — .
+ arcty ——— = B ey

>
]__,fll“"(]—}-ff"”‘} cos (TE *A‘}i))—'- e

worin

g bt

¢ e

. 9 ‘:—E
sin?¢ = = : =L

[y
v

TS T Qz
1 = cos?p — cos* 3,

sin® B, cos? u cos? + lg*u °

Dann héngt die Linge @ nur noch von der Breite § und den Constan-
ten k, ¢, a, B;, w ab, die sich auf die zwei
B, und p

oder ebenso auf die zwei Constanten ;
B, und %0
zuriickbringen lassen, — &

Die Curve mit den Ordinaten f, wenn die Lingen ¢ die Ahscissen
sind, theilt in Bezug auf die Periodicitiit die wesentlichen Eigenschaften
der wirklichen Bahnecurve.

Diese Bahn des Mobils, eine Curve doppelter Kriimmung, wird eine
wellenartige Linie, durch den Aequator in congruente Stiicke
zertheilt, ferner symmetrisch zu aufeinanderfolgenden Meridianen;

@ ; .
welche je um eine halbe Lingenperiode 5+ die einen Quadranten nicht
2
iiberschreitet, von einander entfernt sind. —

: @ : .
Wenn die Halbperiode + zu = ein rationales Verhiltniss hat, 80

2

wird, nachdem das Mobil eine bestimmte endliche Anzahl Male die Kugel
umwandert hat, es genau wieder die friiheren Punkte durchlaufen. Wenn
aber nicht, so trifft das Mobil in demselben Punkte, in dem es einmal

gewesen, erst nach unendlich langer Zeit wieder ein.
Zur Uebersicht der Lingenperioden im Vergleich zur Breite dient
die angehiingte Mercator-Projection der Bahnen (Fig.4). In ihr ist
bei Curve Nr. 1 sinf,=V1, 0= %’ $

” v w 2und 3 sinf,=V% 0< 93_0<00’
[11]

; = (78

s snp=vE Do,

2% " » 5 Sffl{)'l: _1/_3’ U<‘b<w
2 ®




Von J. E. BOTTCHER. 177

e A A B A A N S A S S PP I P PP P

A,

A A, A PP A

Zn Fig. 1.

Gang auf Meridian.
Curve dep Abhéingigkeit der Geschwindigkeit vom Winkel (der geogr. Breite).

dp / o )

e 'I' 1—'7_73{”2 = Const= 1,
dt B ] BoFo B, Bo

o >f,, Oscillation. Z B. w =f,.V2

w 2.6'0 I

o <, Umlauf. Z. B. o =f,.V4.

Zu Fig. 2.
Gang auf Meridian.

Curve der Abhingigkeit der geograph. Breite von der Zeit.
B’y = Const = 1.

T
= : ) T2
E;;:O, Umlauf. ]8::]60!. : 3-__m = ]1571.
© <ﬁ'0, Umlauf'. ﬁ:ﬂ?ﬂﬁlot
0w
nod (,1.: r)
: 2
£ %Aﬁ‘ﬂt-]-..,
_TE
2
= —1‘— L4 ..
2
z. B. mzﬁ'()l/uj’a : %
be s e s
i 7T
s — ’0 ...................... ,,-?zzmuﬁiziﬂ—'

0 > By, Oscillation. Si?lgﬁ:Siﬂzﬁlsinzﬂmmt
. Bo
mod(k:smﬁ,z;— :
z. B. o=§,7V2,

grey
k= V}5=-= 1311,
b1
ﬁ] T q

w
Bl T Oscillation, f = 0 (Stillstand).
0
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