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IX.

Ueber aufsteigende Kettenbriiche,

Von

Dr. S. GiUNTHER.

Privatdocent am Polytechnikum in Miinchen.

§ 1. Wihrend die sogenannten absteigenden Kettenbriiche schon
seit geraumer Zeit eifrig untersucht worden sind, hat man ihrem Ana-
logon, den aufsteigenden Kettenbriichen, verhiltnissmiissig nur sehr wenig
Theilnahme geschenkt, obschon dieselben eines hiheren Alters sich
erfrenen, als erstere!. Anch nachdem in neuerer Zeit diese Gebilde
wieder etwas mehr in den Vordergrund getreten waren, scheint man ihnen
vom theoretischen Standpunkte ans ein geringeres Interesse zugewand?
zu haben, als den gewdhnlichen Kettenbriichen, und nach Herleitung
einiger weniger einfacher Grundeigenschaften ging man sofort dazu iiber:
ihre praktische Verwendbarkeit ins Auge zu fassen.

Es hatte zwar schon Lagrange ? die Theorie dieser Formen wegent-
lich dadurch gefirdert, dass er den einfachen Zusammenhang zwischen
auf- und absteigenden Kettenbriichen aufdeckte; indess scheint diese
Arbeit des grossen Mathematikers nicht so bekannt geworden zu sein,
wie sie es verdiente, wie denn auch die verdienstliche Schrift von
Kunze® dieses interessante Factum nicht enthilt, Spéter hat wohl
zuerst Schlomilech* anf die erwihnte Relation hingewiesen. Eine
kiirzlich erschienene Abhandlung? stellt sich allerdings die Aufgabe, die
aufsteigenden Kettenbriiche mit anderen selbststiindigen analytischen
Formen in Beziehung zu setzen, stets jedoch mit Riicksicht auf die Auaf-
lésung numerischer Gleichungen u. dergl.

Die vorliegende Arbeit im Gegentheil verfolgt den Zweck, die
Theorie an sich zu ergrtern und, wenn moglich, in einigen Punkten zu
erweitern.  Vor Allem soll dabei die Darstellung der aufsteigenden Ket-

tenbriiche durch Determinanten in umfassender Weise zur Geliung
kommen.

1) Ginther, Storia dello sviluppo della teovia delle frazioni continue fino ad
Liuler, Bullettino d@i bibliografia e di storia delle scienze matematiche ¢ fisiche,
Tomo VII, S, 219.
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2) Lag?‘ft“-ge,' Hssai de Panalyse numérique, swr la transformation des fonc-
tions, Jowrnal de Vécole polytechmique, Cahier V. 8.93figg.

8) Kunze, Die aufsteigenden Kettenbriiche, Weimar 1857.

4) Schlsmileh, Recension hierzu, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 3. Bd., Litera-
turzeitg, S, 63.

5) Lem bkes, Theoria fractionum continuarum ascendentium, Monasterii 1870.

§2. Die independente Darstellung der Nihernngswerthe des Ket-

tenhrucheg 5

byt .o —
2

s a

ag g

b +

ay

llst bereits an anderer Stelle gegeben worden®; da jedoch daselbst der
?ductionsschluss angewandt wurde, so wird es sich hier empfehlen,
'es¢ Transformation auf einem mehr organischen Wege durchzufiihren,

Bezeichnen wir mit P
n

717
den pten Niherungswerth des genannten Kettenbruches, so konnen wir
das recurrirende Bildungsgesetz dieser Werthe durch die Gleichung
Pn__ nPn—1t ba
a’:h An n—1
sdriicken. Der Nenner ¢u ist also sofort bekannt, gleich
a,dy ... Gn—10n}
dﬂgegen besteht fiir den Zihler ganz ebenso ein System binomischer
fécurrivender Gleichungen, wie fiir die absteigenden Kettenbriiche be-

4ntlich ein trinomisches existirt. Man hat so

Pn— @n Pu—1 = by,
Pn—t— dn—1 Pn—2 — (L
Py — A3 Py = by,
Py — Gy Py = Uy,
Hi pr=0b;.
'eraus findet sich
bn =y, 0 0E0
gl — fOp—1 0 0
hn-—-‘.! 0 1 0 0 1
b, 0 0 1 —ay|
.'rl 0 0 .0 lﬁj ?
L e o Sty s Sae TR AR S SRS T
1 — 0 Hoal 0 |
(] | T U s
0 0 1 =l 0 :

) 0 0 SElR: —rr:1
0 0 T o L

LR
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Die Determinante des Nenners reducirt sich auf ihr Diagonalglied 1;
um die des Zihlers auf die obenerwihnte Form zu bringen, machen wit
die erste Colonne zur letzten; hierdurch tritt vor die Determinante der
Factor (=1E=1

Multiplicirt man dann die (n—1) Colonnen, welche kein & enthalten,
durch (—1), so erhilt die Determinante den Factor

(_l)n—[w-n-u o (_I)U=+ i
und man bekommt

A 0 edasi Qe == by === 00 ) O=E50
e P | S SR | e 1 I by ag. —1 .. 0 0 0
O — 1 a5 . =00 0505 by (e s St ) 0 0
e e sl e R L S e e T S s
(o ol el L bu-2 0 0 ...a,5 —1 0
0 0 O —eap=b, 0t =0 e | e et
0 000 O, b e RO AR 0 g

6) Ginther, Darstellung der Niherungswerthe von Kettenbriichen in indepen-
denter Form, Erlangen 1872, 8. 42.

§ 3. Die Lagrange’sche Transformation ist in der letztgenannten
Schrift ebenfalls behandelt worden: wiihrend jedoch der eine Beweis sich
auf den Schluss von n auf (n<41) stiitzt und also keinen Einblick in
das Wesen der Sache gewilrt, wurde der andere nur angedeuntet. IBS
soll nun gezeigt werden, wie einfach sich diese Beziehung durch An-
wendung des Determinantencalculs gestaltet.

M.ultiplicii-t. man in der fiir p, zuletzt erhaltenen Determinante jcf]C
r'¢ Zeile (r £ n>2) mit b,_1 und zieht von ihr alsdann die mit b, mul-
tiplicirte (» —1)'¢ Zeile ab, so iindert man die Determinante hierdurch
nur insoweit, dass vor dieselbe der Factor

s ('f’; f'z o b by - I)_l
tritt. Eg wird demmnach

by = 0 () () 0
a5 bs =i 0 ] ]
|0 —ayb, ayby+b,... 0 0 0
e e R T SRS R s e G by TR R R S
0 0 0 v by g0, —by,_3 0
() i} 0 oo —Qpaba_ Ayt by_a+ 'f’u—l —bu—2
0550 Dy, 0 —yetbn  tnby_y+bn
Transformirt man in analoger Weise den Nenner
Hayir—iloosasi() 0 |
RO et Sk 0 |

In =01 y.. Uy_yp= T Dl e O eyt
10 e o S S
{0 s, an |

so folgt
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ay —1 0 0 0 0
~ayby agb+by —b .. Ot 0 0

0 —agby agby by ... 0 0 0

0 0 0 . Gpobpsbn2 —bp-3 0

0 0 0 —anghna Gnalae Ut —Unp

0 0 0 0 —‘Un-lbn “nhn-1+5u

Der Factor o hebt sich bei der Division fort und man erkennt ¢, und
7 : ; :
.;n als zusammengehorige Kettenbruchdeterminanten. Die
etztere Eigenschaft liegt unmittelbar am Tage und es ist auch

0 qn
1q = b, —.
Pn 1 a(’]
Es gal :
geht hieraus nach einem allgemeineren Lehrsatze” hervor, dass der
uoti . : : !
Quotient beider Determinanten sofort als Kettenbruch geschrieben wer-

d
en kann, und man erhilt

bn b1
AL
Gn a. a; by beb
(R [/ ¢
Mg by by — il g by by
gy b2 + "’3 o ._"}"**'!,_ p-20n3 -1 ek
g + Wi dgmrerrorr Up-1 0p20n

. “n—lhn-'l + b}l—] R T
1 5 ¥

U der goforderten Weise. i b1+ b
7) Ginther, Beitriige zur Theorie der Kettenbriiche, Archiv d. Math. u. Phys.

55. Theil, S.397.

§ 4 Eine einfache Anwendung konnen wir von dem Bisherigen
“?achen' um die bekannte Formel abzuleiten, vermittelst deren Euler®
el.nc Reihe in einen Kettenbruch zu verwandeln gelehrt bat. Hat man
die alternirende Reihe

. S = by— b, +by— by F— ... 4 (= 1),
80 18t dieselbe gleich der Determinante (n+1)""" Grades
b srL O 0y 0o
el e
b R T AT

faisEiN 220 FEsE )
b {0 (e
b BESLL 0 e L

n

Wie : ; : :
£ jeder Zeile die unter ihr stehende

sich sofort zeigf, wenn man VoD
Determiuv“n (l(n: ‘untarsten allg(‘:fané"“n;
ante auf ihr Diagonalglied
[by— b4 — .-+ + (—1)"ba). 1™
b cntlli;t die _NUl'malform su erhalten, muss noch jede Colonne, o kei-n
) mit (—1) multiplicirt werden; alsdann erkennt man, dass die

obige Reihe dem aufsteigenden Kettenbruche

abzi S :
bzmht, denn alsdann reducirt sich die
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+oot 2
(—1)=. "°+bﬁ

gleich ist, Wird auf diesen Kettenbruch die in § 3 gefundene Trans-
formationsformel angewandt, so ergiebt sich
(=1)=2%,

S= 1

L by by

b b + n—ihn-—l
SEanen B e L

"'"bn-—l
Auch einige #hnliche Formeln von etwas allgemeinerer Natur, wie
sie z. B. Nachreiner? ebenfalls durch eine Determinantenbetrachtung
erhalten hat, haben ihre eigentliche Quelle in dem Theorem von La-
grange,
Eine ganz &hnliche Umformung hat auch G. Bauer! angewandt,
um den Kettenbruch

1 + b,,__,]

ﬂ

by .4

als Quotienten zweier Aggregate darzustellen. Schreibt man nimlich
denselben in gewohnter Weise als Quotienten zweior Kettenbruchdeter-
minanten vom beziiglich (n—1)'" und n'*" Grade und addirt zu jeder
Horizontalreihe alle darauf folgenden, so wird

| =1 0 £ 0 bp+1
ST 5 i e 0 b1
i 0 W) 1 b1
0 0 (| S50 —1 ,.;-I—l

0 0 0 — (bp—141) b

und entsprechend P,. Um auf die Nonnalfmm zu bringen, mache man
die letzte Verticalreihe zur ersten; dividirt man dann noch mit

f‘”(b‘f'lﬂ["'(b-l-l] [ (bn—-l'l‘l]a
8o wird, da sich die Vorzeichen gegenseitig ausgleichen ,

b
bat-1—... — S
ba= 1
[J1+1 l+

= (1) (g1 .. (buy 1) 22

Fiibrt man diesen Kettenbruch in das glelchgeltende Aggregat iiber, 8°
wird

On= (bl +1}(b2+1)' {b,,1+1)(h"+1) (1 =

i 1
by+1 " (by+1)(b41)
1

(b, +1) (6, +1)... (but 1))’

coF (=1

und ein #hnlicher Werth existirt fiir P,.
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8) Euler, Einleitung in die Analysis des Unendlichen, deutsch von Michel-
5 sen, 1, Bd., Berlin 1788, 8. 395.
)Nﬁchreincr, Beziehungen zwischen Determinanten und Kettenbriichen,
_ Miinchen 1872, 8. 16. '
10) Bzfuer, Von einem Kettenbruche Euler's und einem Theorem von Wallis,
Miinchen 1872, 8. 10.

8 5 . . < A . . e
3 8 9. In die Kategorie der hier discutirten Objecte gehort auch
16 Anwendung, welche ein von Lucas' aufoestellter Satz zu machen
=] =]

ve .o

rstattet: Sind
a a a a
{38y sss Om oor Cn

willkiiylic 4 : 2 :
lkiirliche Grissen mit der Summe S, und wird
Ap =8 — an,

gesetzt, so hat die Determinante

l_‘—Al+$ gy e A —1 U U 4-1 Vi Un h
i 4 T A;g +x... Am—1 am Uy -1 v an
[ . . - . . . . . . . 6
4= 43 iy oo —Ap—1+& U |1 iy
45 ay v U —1 — Am + &£ Am -1 can ay t
@y ty s (FAE as — Ayl X . an ‘
Loy ty Hin U1 i Byt o o — Ap x|
den Weyth

@ (w—S"—'.
3 Um dies zu erkennen, hraucht man nur nach einem bekannten Satze '
die Determinante in eine nach aufsteigenden Potenzen von & fortlau-
fende Reiho zu entwickeln, denn dann findet man

"’"‘“‘“’""(”Tl)(a1+...+an) at 1+(”E])(ﬂ,+...+~u)%v"“2
—+...+(i’,:})(~1+...+an)"'ﬂlx,

in : -
dem das von x freie Glied

—4y g —vee — On—y G
a, —dy ... dn-—1 p
| ay day e e | dp
|
ay ay S fIn —1 ce -'fn

ersichtlich identisch verschwindet; es ist also in der That

d=alx—(a+.. -+ an)" =1

L7
Zwei -
Wel andere Beweise kimnen an anderer Stelle'® nachgesehen werden®.

—_—

* fimy s A
In der genannten Arheit ist das Versehen begangen worden, dass

(:1‘) statt (’”;1)

durchgehends geschrieben wurde, was hiermit berichtigh werden mége.
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Die Determinante 4 mége nun aber auch in der Weise transformirt
werden, dass von jeder Zeile, die letzte natiirlich ausgenommen, die
zunichst unter ihr stehende abgezogen wird. Dann ist

& —(4y+a) dyta,—az 0 0 0 ‘

0 x—(dytay) dyta;—ax ... 0 0 !
e 0 0 x—(dy+a) ... 0 0

0 0 0 e & — (A Fany) Au-l-a,,—af‘

a a, ay An—1 T—a,
Nun ist aber der Definition gemiss

4, 4+ a.=8;

dividirt man also mit (¢ —S) die ersten (n —1) Horizontalreihen, 80

erhilt man

1 —1 (e 0 0

0 1 ) 0
d={x—8)r—1 0 0 =t () 0

0 0 IS | —1

a  a Qg oo Gn—q1 ax— Ay

Machen wir jetzt alle Colonnen zu Zeilen und substituiren fiir 4
den oben gefundenen Werth, so wird
& —Ap il A0 04

an —1 A= BT e 0410 s 0o
n—1 -..+
An—2 0 T s Ol _ﬁﬂ?:—/g’n-}—

= o 1

“

T

dy 0 O St
a, 0 Wit 0 ]

Durch Verwandlung in einen absteigenden Kettenbruch wird

[y

.L‘-—A"
el Aniq
1 —— 4. (r—4
E— Adp+tupyq — -—'*hﬁ( n) gty
n_t1+ap_o —...— ey
ay 4 a,

und man hat hierdurch ein einfaches Mittel an die Hand gegeben, jede
willkiirliche Zahl in einen Kettenbruch von beliebig vielen Gliedern zu
verwandeln,
11) Lucas, Sur une formule d’analyse, Compt, rend. de Pacad, frang. 1870,
S. 1167,
12) Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, Leipzig 1870, S. 30.
13) Giinther, Ueber einige Determinantensiitze, Sitzungsher. d. phys.-med.
Societéit zu Erlangen, 5. Heft, 8. 83 flgg.

§ 6. Verschiedene Autoren, darunter besonders auch Heig' haben
gezeigt, dass die aufsteigenden Kettenbriiche mit Nutzen zur Auflisung
hoherer Gleichungen gebraucht werden kénnen. Ein interessanter Zu-
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Sémmenhang zwischen heiden wird durch folgenden, anscheinend noch
bicht erwiihnten Iehrsatz festgestellt:
Hat der, au fsteigende Kettenbruch

bu+1
bl+'i%+ g
= m
m
den Werth Null, so ist m ein Wurzelwerth der Gleichung
FEhlm"-{—bzm"_' + .t bhxtbaypr1=0.

Dass dies sich wirklich so verhilt, lisst sich leicht durch Induection
IWeisen; elementar dagegen kommen wir durch folgende Ueberlegung
um Ziele,

. Wenn m eine Wurzel der obigen Gleichung ist, so muss, wenn man
0 F fir  dieses m substituirt, dies Polynom sich annulliren, mit ande-
‘ 0 Worten: Eliminirt man aus den beiden Gleichungen

F=0, —a+4+m=0
die Grosse @, so muss das Bliminationsresultat identisch verschwinden.
ach Sylvester's dialytischer Methode miisste also die Gleichung

DR S Tk e I )

by o E e A DR 0

LS SR SRR A s s )
bn 0 0 ...0 m =1

! |bu+1 0 e 075 0% |
eXistirey,
Weigen

Gelingt es nun, diese Identitit auf anderem Wege nachzu-
» 80 ist der Beweis fiir unsern Lehrsatz als erbracht anzusehen.

®in aber der genannte aufsteigende Kettenbruch verschwinden soll,
%0 kanp dies, da m natiirlich als endlich angenommen ist, nur dadurch
8eschehen, dass der Zihler

by 0 0 0 =l
. Py 250 O o s0issarEm
gleieh Ny wird. o
14) Matthiesaen, Schltissel zur Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus

der allgemeinen Arithmetik und Algebra von Heis, Koln und Wien 1873,
S. 181 figg,

§7. Al Corollar des eben besprochenen Satzes ergiebt sich uns,
488, wenn anch

b

= (—— =1m
=by=...=my

1
8t, der Kettenbruch n
my
: (O i
m m
den Wy, s 4
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2Lt w2t m 1)

hat., Summirt man die geometrische Reihe, so folgt Nachstehendes:
Der aufsteigende Kettenbruchvon eingliedriger Period®

(2 :
(E) ist gleich
M--=[—}.ul-——l.
a a—1
Diese Relation kann nun aber auch beniitzt werden, um den Werth
eines absteigenden Kettenbruches von eingliedriger Periode kennen #l
lernen. Denn man findet nach § 3

b
M=—- ab

a—
ab+4b—

ab?

Ab e s —

al?
ab+4b’

und zwar besteht der periodische Theil dieses Kettenbruches aus (,;HE)
Theilbriichen, Um die Grosse ¥ dieses periodischen Theiles zu findem
setzen wir

abl=x, ab+b=y,

also
e e .£+p/£_x
V 2 4
——-x+J —
und
£+I/£__-;
M= = # =
v_1/¥
x 2 ¥ Rt
2 T R =
%———x+yl/-y:—1—a—x ?

Indem man fiir M seinen Werth einsetzt, findet man nach einigen Trans-

formationen
2 n—3
’/ ]/____ EH}/H__:C
J Tiw= 2
+//——m ) -Gy E—.)

in bekannter Weise,

§ 8. Aus dem in § 6 bewiesenen Satze leiten sich einfach mehrer®
Theoreme her, welche Siacci® ohne Beweis aufgestellt hat. Is solle?
nidmlich fiir die Gleichung

F=aa"taa"—+...+ 12 +a,
die beiden Identititen
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% 0 , Nz ':_f_"
Hn [ ‘-'(;
| el () 0 g aend
i @, |
! |
ISy 0 0 0 =z
o
und 2
I =) 060
tn
Pt B T R
iy
Sl S 0 0k
da ‘\'” a,
E ;
& easill oy,
l'l"
A 0 0 0=
iy

bestohen, Dio erste Relation orhellt sofort, wenn man die Determinante

Sadurch, dage man die Summe
UI
24z
(tn+
I ihre hojden Summanden zerlegt, ebenfalls als Summe zweier Theile
d&rstellt; denn der erste Summand hat nach dem Obigen den Werth

1
= (@214 a e~ . F Up—1 &=+ an),
(1]

dey : - :
°r 2weite dagegen ist gleich
.
: Un die zweite Beziehung nachzuweisen, dividire man zunichst jede
Zeilo dureh z und zerlege alsdann in der nimlichen Weise, so erhdlt
™80 ebenfalls als ersten Summanden den aufsteigenden Kettenbruch

a Jo
N S |
l dn—l+an12+ _1__ E
R | = T
— 1

und diegey ist gleich
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o) e () T (B
an 138
()

oder, indem man mit " multiplicirt,

1 :
— (@ + a2~ ... + g2+ a,_12).

an

Der zweite Summand wird sein

1 n( 1 )" 1
— — = —,
an < an

so dass die Summe wirklich den Werth
P
tn
erhiilt.

Siacci'® hat fiir seine beiden Siitze in der Folge selbst einen ele-
ganten Beweis geliefert; jedoch scheint der hier betretene Weg der na-
tiirlichere zu sein.

Unmittelbar folgen aus den obigen Siitzen zwei weitere, welche ihr
Begriinder (a. a. 0.) in dieser Weise formulitt: ,,Se si dicono Prs ¢ Qus
i complementi algebrici di due elementi omologhi di P e Q si ha

ac.]-)r)'x- + ay er =T, a, Prex+ay (Qrs = (.

15) Siacci, Intorno ad una serie e ad una funzione dei coefficientt binomialis
Battaglini's Giornale di Matematiche, Vol. X1I.
16) Siacct, Intorno ad alcune trasformazioni di determinanti, Torino 1872, 8. 10.

Ist mit Vorstehendem der Nachweis gelungen, dass auch in der
elementaren Lehre von den aufsteigenden Kettenbriichen noch mancher
theoretisch interessante Gesichtspunkt zu finden sei, so hat diese Arbeit
ihren Zweck erreicht.

§ 9. Bekanntlich existirt eine grosse Anzahl von Methoden zur
Verwandlung unendlicher Reihen in ebensolche Kettenbriiche, und zwar
lassen sich dieselben der Hauptsache nach auf die classischen Arbeiten
von Euler und Lagrange zuriickfilhren, Aber all’ diese Methoden,
deren iibersichtlichste Zusammenstellung man in dem grossen Handbuche
von Kytelwein!” findet, leiden an dem grossen Uebelstande, dass die
Convergenz des resultirenden Kettenbruches erst nachtriiglich durch eine
oft sehr schwierige Discussion festzustellen ist. Nur eine gewisge Classe
dieser Methoden macht hiervon eine Ausnahme; wir meinen diejenigen;
welche nicht nur zwischen Reihe und Kettenbruch an sich, sondern auch
zwischen den einzelnen Theilen derselben vollkommene Gleichheit her-
stellen’®, Die betreffende Entwickelung wird meistens nur fiir specielle
Fille gegeben, lisst sich aber in der That sehr leicht fiir den allgemei-
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9en Fall einer willkiirlichen Potenzreihe durchfiihren, sobald man die-
selbe als aufsteigenden Kettenbruch bebandelt. Diese Ausdehnung soll
n-un hier geleistet werden; vorher aber wollen wir noch eine Definition
éinfiihren, welche, urspriinglich von Seidel! herriihrend, bei unserem
Problem besonders gute Dienste zu leisten scheint. Dabei mbige voraus-
808etzt werden, dass man es lediglich mit convergenten Reihen zu thun
habe, indem ein Operiren mit divergirenden keinen eigentlichen Sinn
bat. Wiy sagen numn:

Ist eine gewisse endliche Grdsse durch Ausdriicke ge-
g_egebeu, welche ein unendlich fortgesetztes Wiederholen
®Iner gewissen Operation erfordern (Reihe, Factorenfolge,

ettenbruch, Potenz), und stehen diese Ausdriicke in einer
Solchen gegenseitigen Relation, dass nicht nur sie selbst,
Sondern auch ihre p'°® Niherungswerthe einander beziiglich
Bleich sind, so nennen wir solche Ausdriicke d#quivalent.
Alsdann stellen wir uns folgende Aufgabe:
Es 5011 die (convergente) allgemeine Potenzreihe
P apth  gptih

+...=8
(t1 ([2 (!3

'R einey iquivalenten Kettenbruch umgesetzt werden.
¢ Verstehen wir hier unter p eine ganze, unter & dagegen eine ganz
Willkiirliche yeelle Zahl, so ist das vorstehend formulirte Problem wohl
i allgemeinst denkbare, insofern darin alle gesetzmissig fortschreiten-
den Reihon hegriffen sind.
Wir haben zunichst offenbar

‘ xp+2h
apth o
P4 —— a,
S:_ﬁ+ a, nj
a = o
1 a 2

u.nd zwischen djesem Kettenbruch und der obigen Reihe besteht, wie

“Ine einfache Rechnung zeigt, wiederum die Beziehung der Aequivalenz
E!T aufsteigenden Kettenbruch transformiren wir jetzt in _bekannter
e1se in einepn absteigenden und bekommen

: ‘S'Izh‘c":—]1 ‘ a. xn+h
ffl'——__lf:__.._._ i{?ml’a;p+??‘
ﬁ aP ar+h 4 _{‘j P +h ppt34
% _{r_-'lxp-{ hy r+2n — e el
dy 3.43-1142"+.1'l’+3"—....

dy

D.en jetzt erhaltenen Kettenbruch gestalten wir weiter dadurch um, dass

K: den Satz, wonach man stets zwei Theilzéhler un_ﬁd den zwis-c}‘lenw

da?ﬁniiu Theilnenner mit einer willkiirlichen Zahl (4’_ 0) multipliciren

“’Enélen W“;‘ll auf'. die I.JOt‘mm.].] vo‘n a, als auch auf die Constanten an-
© Do ergiebt sich schiiesslich
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o 1 ;
Sy=1aP.— al":v"‘

e g ] 2l
a - (Pt
1 h 2

r_r2 + “1 PO s 5

ay 4 ayxh —

a2 et
(z4+asa’,"" _—s

Was nun den zuerst gewonnenen Kettenbruch anlangt, so ergiebt
sich aus der oben durchgefiihrten Determinantenbetrachtung unmittelbar,
dass S; dem aufsteigenden Kettenbruch #quivalent sein muss, und diese
Beziehung ward natiirlich durch die weiterhin an 8, vorgenommene Veriinde-
rung nicht gestort. Nun sind aber offenbar zwei analytische Gebilde
iquivalent, wenn sie einem dritten #quivalent sind, und es erhellt also
die Wahrheit:

Der absteigende Kettenbruch S, ist der Reihe § nicht
allein gleich, sondern auch dquivalent.

Nunmehr ist jede ihnliche Transformation einfach zu bewerkstel-
ligen. Wollten wir die Function sinx als unendlichen Kettenbruch dar-
stellen, so wiirde die gewghnliche Regel, bei der 2=1 vorausgesetzt
wird, versagen, d. h. sie wiirde auf eine unbrauchbare Form fiihren,

indem jede Constante mit geradem Index = gesetzt werden miisste:
Fiir uns ist dagegen, weil sina der Reihe

o=l ad

AP s

gleichwerthig ist,

und wir finden demnach

sing == U *)AJ"‘ e
3+ 12—

Da aber
2r—1)':(22—3)!=(2n-1)(2n—2)

ist, so kénnen wir durch Anwendung des schon oben gebrauchten Satzes
auch diese Form herstellen:

siu:r::lqi 1.1 x® 9.3 8
a0 ‘9 .8

2.3 oo e T Bixd

+ 15+ 4.5z

BTt
Auch hier ist das Fortschreitungsgesetz augenfillig.
Fassen wir als ein anderes Beispiel die gewdhnliche hypergeome-

trische Reihe von Gauss , (e 1) BIBED)
2 P ] Gt i 3
[(“35,}’)—1+]!y3+ 3y (pF1) e

auf. In diesem Falle wird, wenn wir das Glied 1 nicht mit zur Reihe

rechnen,

a(a41) ...(a+m—]),B(ﬁ+1)...({3-|—m—_1_)
mly(p+1)...(94+m—1) ’

peli=Rh, ay=1:

und spnach
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S 11 5)\2
—] + ]r‘(“, 61 }'):7'%',; (a_t) ¥ ~
wp T 2'y(y+1)) R

a(e+1)B(F+1)  «f
(_9_!?(_7;';”__ >
a(at1)B(B+1)/
3y(y+1)(r+2) S L i L
a(a+1)(et+2) BB+ (B+2) ~ elet+1)f(B+1)

Aus dieser Form lassen sich die anderen bekannten leicht herleiten
und iiberdies geniesst man des grossen Vortheils, die Convergenz a priori
behauptell zu kénnen, sobald natiirlich die Reihe F selbst convergent,
4. h. wenn z <1 oder aber fiir
r=1, a+ B> ¥ 3

War,

Erwiihnt moge anhangsweise noch werden, dass der von uns hier
Mehrfach verwandte Begriff der Aequivalenz Erweiterung zuliisst. Wiirde
f‘lan die hier charakterisirte Aequivalenz die einfache nennen, so wiirde
T eine mn-fache entsprechen, die so zu definiren wére:
| Zwei unendliche Ausdriicke (dies Wort im Sinne Euler’'s
genoﬂlmen) haben eine m —n-fache Aequivalenz, wenn der
tnlc Nﬁ-herungswerth des einen dem n'¢e® des andern gleich
G m—n ist die Aequivalenz eine einfache.

So hat die von Pacioli erfundene und von Bertrand 2 wieder
Teproducirte Niherungsreihe zur Bestimmung des Wurzelwerthes

Va4 p

“ der bekannten Kettenbruchentwickelung

p
o=, D
2“+ﬂ+,,.

E. - - . - .
M8 A n—1_fyche Aequivalenz, wie wir dies bei einer andern Ge-

le :
genheit % nachgewiesen haben.
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