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X,

Beobachtungsfehler und itber einige damit im Zusam-

Ueber die Wahrscheinlichkeit der Potenzeummen der
menhange stehende Fragen.

Von
Prof. HELMERT

am Polytechnikum in Aachen.

(Hierzu Taf. IV, Fig. 1—18)

§ 1. Allgemeine Formeln,

Wir bezeichnen die absoluten Werthe der Beobachtungsfehler fiir fi
m

Beobachtungen mit &, &, ... & und die Summe ihrer m!® Potenzen [¢ !
mit 76,,. Der durchschnittliche Werth von 76,;, wenn man jedem & alle
moglichen Werthe nach seiner Wahrecheinlichkeit beilegt, ist gleich 7 Sm
wobei

a

1) Sin =J e (e) de.

0

Hierin ist ¢ der iiberbaupt erreichbare Maximalfehler und P(e)=o(+ £)
+ ¢(—¢), falls @(¢)de die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass ein Be’

de

obachtungsfehler ¢ mit Riicksicht auf sein Vorzeichen zwischen £E—

und & —l—%e liege.

Wir wenden uns nun zur Frage nach der Wahrscheinlichkeit, das?

die Summe der m'" Potenzen von 7 Beobachtungsfehlern liegen werd® |
zwischen den Grenzen

/

n (Gm raL %) und # (Gm + %)s

worin der Einfachheit halber d,, geradezu das Differential von o,, bede®
ten mége. Wir bezeichnen diese Wahrscheinlichkeit mit @ (Gm) O - Um
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B N - i o i A

sie kennen zu lernen, hat man zwei Wege. Entweder nimmt man suc-
cessive n=1,2, ... oder man nimmt 7 beliebig und sucht mittelst eines
Discontinuitiitsfactors die vorkommenden Integrationen zu bewiltigen.
Allgemein ist das Problem nur unter beschrinkenden Voraussetzungen
1i'isba.1-; bekanntlich hat G auss ohne Beweis Endformeln gegeben, welche
eI sehr grosses n voraussetzen, aber fiir ein ganz beliebiges Fehlergesetz
?(¢) gelten sollen. Schon Poisson hat bei einer #hnlichen Untersuch-
ung (mit m = 1) gezeigt, dass jedenfalls eine Beschriinkung auf denk-
bare Fehlergesetze nothig ist und ¢(e) nicht jede denkbare
Unction von & sein darf. '

ks =8
Ist n=1, go ist die Wahrscheinlichkeit, dass & zwischen 6, + é*

liege, gleich
- 2

‘P(Uan)l 6m =!]1P(5j de,

m/ 6“‘

(i ——
m 9

f'fﬂbei dem Zeichen ¢ (o) der Index 1 wegen n=1 angehiingt worden

8%, Weil nun d,, nur ein Differential sein goll, wird

ooy b=}/ ot = [/ m =) 90

Tndem nuy 6m genau genommen niemals gleich Null gesetzt werden darf*

8 : : 0 . :
Ondern immer um wenigstens f davon entfernt bleiben muss (da ja

eine ne

1

2 gative Girenze fiir &™ ausgesehlossen ist), so ist auch (wie nach
eichtor ; :
hter Reduction gefunden wird)

2)

A

1_ —I
M "

P (Um )] ‘sm T

Ist n=9 4o lautet die Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit zu suchen,

dasy 8™ 4 £, zwischen 2(6";1 %) liege. Nun ist nach 2) die Wahr-

schaints = sl 7 AT 2
chemhchkmt, dass " zwischen 4 (-57 liege, gleich

”m =

v

mia-

lln . . . .

gpd dal‘el‘, wenn wir die @ nach den Indices ihrer & unterscheiden, die
Sue S i :

2 hte Walrscheinlichkeit gleich

Zojtaone: ; E
Bchrift f. Mathematik u, Physik, XXI, # 13
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Om _
T) — &y

s

0 0'm
Nl m
v/
(l",,, ,(‘ﬁm Pt s ll d T, 4
24 {2020
T m ay m

ﬂ]
2 Om — T — Tp

oder mit Beriicksichtigung des Betrages von d, und Weglassen des [n-
dex 2 unter dem Integral

q
- o /E) w2, —a
3) DL T O = % ighl, : ) _.f:’ (l/ s ) da,
% @ m 2 O &) “m
I)
worin
p = Null, g=2g¢, fir 2, L
P = (20— ™), g=a™ ,, 20, ealt X

Man kann in angegebener Weise die Frage successive fiir n =3, 4 «
weiter behandeln, falls nur die jedesmal vorausgehende Integration mog:
lich ist.

Ist » unbestimmt, so wird die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe

; el 3 :
der m'*" Potenzen der & zwischen H(G,,, + -é'—') liege, gleich r

a [ a
4) @ (Gm)nOm =J (ls]J(I Bouats /d tn P () Wle) ...y (zn) F,
0 0 0
worin F folgenden Discontinuititsfactor bezeichnet: i
O !
5 ( nt ) L

2
5) F=— e [em] 2. dzJ cosz0.d0,
L]

0 0,
n (Gm - =

¢"] zwischen den Grenzen # (Gm o

welcher fiir alle %) gleich 1, da-

gegen fiir [e™] ausserbalb derselben gleich Null ist und angewandt wel”

d]n

den darf bei jedem Werthe G,,,>—,_2—-- Es ist also, wie frither, unzulis

sig, 6m genau gleich Null zu setzen. Fiihrt man in dem Factor F di€ b
I[ntegration nach @ aus, so wird

w

:ii.' zn ((‘ = r\‘,,,) sinzn (6 (5,,,)
sinz 7 ) P =tk
2 m 2 m 2

5%) F=2= O S R RN T I
T >

o8 ig”"J r.dz,
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~ Bezeichnen wir ferner mit w, die Differenz 8,,— Gm, 80 ist offenbar
M 9(6,) auch das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Abweichungen w; ge-
ﬁfnden- Betrachtet man aber verschiedene m, dann bemerkt man, dass
die @, gar nicht vergleichbar sind; wir miissen daher auf gleichartige
A_bwi’-ichungen reduciren. Wie diese zu nehmen sind, sieht man sogleich
®in, indem man sich erinnert, dass zur Berechnung des wahrscheinlichen

m m

?eﬂbachtungsfohlers die /'E:,-, anstatt der unbekannten ]/S,,, dient und
Fass man ihn durch Multiplication dieser Wurzelgrisse mit einer vom
ehlergesetz abhiingenden Zahl erhilt. Setzt man daher

n— m

]/6," = l/:q_;;; (1 + vm)u

m
50 : . g e
bedeutet #,, nicht nur die negative Verbesserung von |/6,,. in Bruch-
m _

thei — ,
eilen von l/Hm, sondern auch die Verbesserung des berechneten wahr-

gcheinl: ; :
heinlichen Beobachtungsfehlers in Bruchtheilen von dessen strengem

Wer e : ) : i
ymtlm Mithin sind die v, fiir verinderliches m vergleichbare (Grissen.
€nnt man nun ¢(6,) 0m, so findet man daraus die Wahrscheinlichkeit
. . . (’v'" .
qj(”'ﬂ} dv,, es falle v, zwischen die Grenzen vy, + 5 durch Substitu-

ti i % g

on der Grgsgen v, und dv, mittelst der Relationen

r 6) —S y  ym 5. = S (] + g ym—1 1v
Gn = Om (1 'J{' Um] O = MOm | f”l) GV

Was sich in aller Strenge [wie Formel 2)] begriinden ldsst.

§ 2. Constante Fehlerwahrscheinlichkeit.

I
V(o) = = fiir & < a, ausserhalb gleich Null.
I ==l
: Fiir die drei Fille m=1, 2 und 3 giebt Formel 2) folgende Func-
tionen ,
 PE
@(6y), 0, = % 0y
7) i 1 o 7
@ (65), 0y = 52 % 505
> 1

: B
@ (0g); O03=5—- 05 "~ 0.
< < .3”.

m eine Priifang dieser Formeln zu erhalten, integrirte ich die erste

Vor : g ¢ . . . g . 3

7 Null bis @, die zweite bis «*, die dritte his ¢® und fand, wie ¢s

Se) . . . . ¥

N muss, eing, In der That ist es gewiss, dass o6,, einen der Werthe
Zwig ;
¢hen 0 und ™ annehmen werde.

18*
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rrrertt

Durch Einfiihrung der Relationen 6) und weil jetat
a!ﬂ

 m+1

ist, findet man weiter aus den Functionen ¢(o),d:

pohdyy= 14 dvy,, —1< v, < 41,
1 =
8) @(”2)1d”2:ﬁd”21 -1 <yY3 -1,

S

m

1 o
q"”ﬁ-‘ld”:a:iqq dvg, —1< v, < pd—1.

Die Figuren 1, 2 und 3 geben eine graphische Darstellung der Fune-
tionen @ (»), als Ordinaten fiir die Abscissen ». Im vorliegenden Falle sind
die @(v), gerade Linien parallel zur Abscissenaxe und es ist die Fliche,
weleche die Ordinate ¢ iiberstreicht, wenn sich v iiber alle moglichen
Werthe erstreckt, schraffirt. Demniichst enthalten die Figuren noch die
Darstellung von %(v); = @(+42), + @(—v), als Ordinate fiir den val. abs:
v als Abscisse. Man wird bemerken, dass sich trotz der Einfachheit des
Falles doch in den Figuren 2 und 3 die Darstellung von w(v), immer-
hin schon etwas complicirt. :

Fig. 4 endlich zeigt das gegenseitige Verhalten der Functionen

w(vy), ¥(vg), W(vg).

P
I n—2
Fiir die drei Fille m=1, 2 und 3 giebt Formel 3)
q
£ 20 i3
©(6,); 8, = '”71 da,
P
24 ¢ 1
@ (0y)y 0y = =22 / L el i
da . ]/F (262_-")
p
q
2 f).. by r.’.{' i
r]w (,"_,I 9 !):1 == (] - _.:/ E""'_‘. ~ e o ——e
V) Vo @o,—ay |
p
Nach einiger Redunction folgt hierauns
s T
a
9 g L
) ®(0,), 3, 4(a—o,) . q
AT (}1 e 261 B I
TE L . ¢
Wé‘-’ tir 20, < a?,
HJ) l'p((i.u,)2 ()1_, e

1 e : =
3 aresin ——1)0 5 200, >af;

0y
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1
24, ;
20 [ @)%t fir 20, < @
3a2]3/’263.[‘( ) ;
0
8 /8
11) P (65)g 05 = }/;226_3
2 04
3(121/142_6_3.
3 ’—_a"a"

\ 1_22_;3

(1—#)"%dt ,, 26, > .

: Die Priifung der Formeln §) undf@) durch Integration nach ¢ iber
?hle moglichen Werthe desselben ist leicht zu erledigen und bestitigt
e Richtigkeit. Insbesondere ist :

a?

a‘l
2 a?
: T i 1 * ot
fq) (04)3 05 = 5 62—}-;2 /‘m*csm ((—)_—2 - l) dgs
0 0 'ae
=

un . S = .
A d Wenn man im zweiten Integral rechter Hand arcsin als ersten Fac-
or nj R e ; :

nimmt und theilweise integrirt, so hat man weiter

ar i a?
0o )c e ——— = 1.
‘jf)'-’ 2/2 %2 V")-'“z%—‘m
i 0 a?
2

dimc:v“ .!lun den ersten Theil der Formel 11) anlangt, so g.iebt. die
e Reihenentwickelung daselbst zu gchwache Convergenz. Wir setzen
aher 1=1—; und integriren anstatt nach z nach der Variabeln y =
{1"_‘5)‘%; dann wird leicht mittelst einer geometrischen Betrachtung

2 61(
3)/%0,

s 1,17
3 — y veriw
7 %\ d =
(1+ (1—Y1—y= ") y) T
1
26, < ab.
Fiir den zweiten Theil der Formel 11) geniigt (da hier wesentlich

tur gj i ‘ ' | =
R‘: die spitere Curvenconstruction ins Auge gefasst ist) die directe
elhanantwickelung

11%) P(65)y 0=

3

@ a® P
'ﬂ;[l'i‘%(g—;a)-i'&(—:-)" ]
171 % 24, + i () + s ()t
) 9’(63)25:1: 3__“2;!»/'—2—6— AT a®
A iy (]

\ R

20y 5 a®,
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A A PP POV o)

3
a
‘2" 1

}

Integrirt man zur Probe ®(05); 05 in 11%) von g, gleich 0 bis

so folgt ohne besondere Miihe 0,88...; die weitere [ntegration bis
nach 11%¥%) gab mir mittelst mechanischer Quadratur
0,12 ..., zusammen also 1.

Die Substitution der Relationen 6) fiihrt nun zu folg

etwas miihsamer

enden Formeln:
142,) de — T e b <105 3
9 foi = f ( 1 11 1 5
12) ‘P(fh)zfvl ?(l—vl)tl‘?)“ 0<v,<+1;
i Y
§(1+v2)dv2, —1<o,<yi-1;
. Q{—I;__Lé} arcsin ((]—;-——;J“,_)Zk j) d Vg, ’/,’g__ i< 0y, < ]/g-_l :
],1()..‘(1-}—!'”) dvg, = <,w3<]}'727._1.;

o batl - At S 12 )
14) (oy), do,= {141, “(]+ﬁ+“(§3‘+_si’+‘_ )

3159 ",

18) g (vy), dv, =

o 23 A6 29 e LT
)4 _3(1 Bl PR A8 HbE )
P 6T 85t 51 1 3150
3= 3 py—
st Sty 79 9
/2—l<?’.<-3/4—1; :L—‘ 8= /l—g‘——.
7 — -5.—:.’ L I—}~'if(.; f ] (1+.E,3):5
Die Figuren 5, 6 und 7 zeigen die Curven @ (v)y, sowie die ent- ¥

sprechenden Curven ¥(»;), welche letztere in Fig. 8 zur Vergleichung
unter sich besonders zusammengestellt sind,
III. Riickblick,

Die Betrachtung der Curven @ mit schraffirter Fliche in den Figuren
1—3 und 5—7 lisst sogleich erkennen, dass die Functionen @ () !
und @(v); vom Gauss’schen Fehlergesetz zw
sich demselben doch mit wachsender Anzahl n der Beobachtungen zu
nihern scheinen. Man bemerkt ferner mittelst der Figuren 4 und 8
alshald, dass mit wachsendem Exponenten

ar stark abweichen, aber

m die Wahrscheinlichkeit

. 7 s M iZy : :
wiichst, es falle }/6, mit VSm zusammen. Um dies deutlicher zu erken-
nen, integrirte ich @(v) dv zwischen solchen Grenzen — v, und + vmy
dass sich gerade 4 ergab. Alsdann ist auch die Wahrscheinlichkeit, die l

m m

Vom werde zwischen die Grenzen V/'Sp (1F v,,) fallen, gerade §, also

e m
l/Gm in Bezug auf I/Sm
» Bs fand sich v, gleich

sind die v, die wahrscheinlichen Fehler von
(und in Bruchtheilen dieses Werthes angegeben)

R

n=1, | n=2.
i
I) ; |‘
m=1 I 050 | 029
2 [ 048 | 0,24

3 ' 040 JI 0,23
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bekommt man (innerhalb der hier betrach-

m

Nach diesen Ergebnissen

eten Fiille) die grosste Wahrscheinlichkeit, dass die V6m mit der ],/;,,,
% . : 5
usammenfalle, durch Anwendung eines mdglichst hohen Exponenten m:

§ 3. Gauss'sches Fehlergesetz.

Y(e)= 2k we,
7
I n=1
P Fiir die drei Fille m=1, 2 und 3 giebt TFormel 2) nachstehende
Unctionen :
2h Siite
@ (6,); 6, = V“ e sy
T
15) : ¥ R RS A
@ (6y) 0p= —e—ha: g~k 0,
( 2’1 ~d 2;/77 2 ]

2h
o) 0= —
‘f—’( 3h Ys 3]/n

oo 65~ % 8.

von Null bis oo

.
Zux Priifung integrirte ich diese Formeln nach ¢
Man hat weiter

u : : } : :
nd erhielt fiir jedes der Integrale eins, wie es sein soll.

1 e 1
S, = it s = ——,
]/n: . k]/n
0

217 e
(3 o
S el e d =i
2 = 212
(
?ii Bo— ¢ g = ,_1_

e

Sy = € —

3 ]/n !;"]/75

Fiihyt a : : : : L
man diese Werthe in die Relationen 6) ein und substituirt sodann

letztore in a:
tztere in die 15), so ergiebt sich
O3l

glo), do,= — e % dv,, —1< 73
o

5 EaE
16) tp(vz),(ivg_—.]/; e T dvy, —1<%);

i i _ (tulr
rp(u3}1(1u3=; Vme Va dvg, —1<uv.

S Die Figuren 9, 10 und 11 zeigen die Curven ¢ (v);, sowie die

Sprechenden Curven (v),, welche letzteren in Fig. 12 zu bequemern

erple; : :
: glemh“ng untereinander nochmals zusammengestellt gind.

:!
|
|
!
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I =2

Fiir die drei Fille m =1, 2 und 3 giebt die Formel 3)
20,
8Ar%4,

lodide st eI ban 0l g g

0
20

2
Sh'—’é.,/’ p—2i0,
A CAR B ] (Bl s el
Skl e
)

(

]303 2
(63); 0, B8R0y [ e—1a"+ 20, - 2)'h)
Og)p O = ——= 3 e e
P\03); 0g Qn.j .7:'5:}.{263—.1:)% da
0

Nach einiger Reduction folgt hieraus
ha, V2

SUoh :
]7) g l.ff|];g al L l lf'_J‘ n,-dI/ ,:—l‘”'/?
w

0
18) ‘}'J(G‘z'z 03:2/128_"”‘?”? dzr
1 : P
8 48 dy /Ii e~ [+ (01— Vagy

19) @ (6.5)_, r\_‘ — —_— (1_-_..275%_ Xeluic

3/2 N az,
Br(h) 20,
0
Um die zur Prifung der Formel 17) nithige Integration nach oy
durchzufiihren, kann man zunéichst e=1t:2)/'2 setzen und sodann Polar-
coordinaten mittels der Beziehungen rsin@® =z, » c0s ® =g, einfiihren
und erhilt alsdann

w

4 o
16h% 12 5
/tp(o‘l)z dlz—fiA/dQ‘/c—”' Erdr=1.
7
0 0

0

Dass Formel 18) die Priifung durch Integration besteht, iiberblickt man
sofort. '
Was nun die Formel 19) anlangt, so begniigte ich mich, dafiir einen
zur Construction einer Zeichnung ausreichenden Néherungsausdruck her-
zustellen.  Der Exponent [2* + (1—2*)%] dindert aber zwischen den Gren-
zen 2=0 und 1 seinen Werth sehr wenig, man hat nimlich fiir L
z =00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
Exponent = 1,00 1,01 1,04 1,07 1,12 1,17 1,21 1,24 1,26 1,23 1,00

und ist daher mit Bm'iicksichtigung der Verinderlichkeit des Nenners

(1—2%% eine Zerspaltung des Integrals in drei Integrale miglich, wobeil
fir jedes derselben jener Exponent einen constanten Mittelwerth erhilt:
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MM"”"””W,W,,,,,,, o A A P N PP I I o NN PR e P P A
1 0,6 0,9
3 dz Fie— dz
— p— 1,09k J20,) i ,— 1,24 (4 }/‘301" e
f : 'V”,[u._zs)a;“*” : s_f(lezs)%
0 0 0,6
1
e 2 dz
—1,07(h V2ay)? =l
5t ze/(l——::i:?ﬁ'
0,9

Die Zahlen 1,10, 1,25, 1,14 sind iiberdies so gew#hlt, dass fiir
%=8; die Formel genau stimmt. Die jetzt noch zu bewirkenden In-
tegrationen lassen sich in den beiden ersten Fillen durch directe Reihen-
_anwickelung, im letzten Falle nach vorheriger Substitution von z=1—¢
I hinreichender Schiirfe rasch erledigen und man erhilt

3
"8y 10,5300 10GITGY 4 0,391 e U (4 0,576 W0,

h?/? [N
d Die Iﬂtegration nach ¢, von 0 his oo giebt 1,004 statt 1, mithin fiir
€0 vorliegenden Zweck ausreichend iibereinstimmend.
Die Einfiihrung der Relationen 6) fiihrt (unter Beachtung der an-
8egebenen Werthe der S;, Sy, S;) von den Formeln 17), 18) und 19%)

“u folgenden :
at+o /2

19%) ¢(q)), 6,

g 2(EME. -
P (v)), do, L dvlvfe"”d!, —1<v,s
P () dv, = 2 (1 4v,) e~ 1+ dp,, e

P (0,); dvy = (14 v,) (0,86 = 1180 +0* 4 0,64 ¢— 1o
+ 0,94~ WA+ ) dog, — 125

% Die Figuren 13, 14 und 15 zeigen die Curven @ (v) und iiberdies
dm entsprechenden 1 (vy), fiir welch letatere Fig. 16 noch eine beson-
ére Zusammenstellung bietet.

III. Riickblick.

Die Betrachtung der Figuren 9—11 und 13— 15 zeigt, dass die
Unetion @(v) sich mit wachsendem # ziemlich rasch der Form des
aus8s’schen Fehlergesetzes annihert. Wir werden dies wenigstens fiir

:_'-“-2 im folgenden Paragraphen weiter untersuchen, da fiir diesen Fall
1123 mathematische Behandlung am bequemsten ausfillt. Die Figuren
und 16 zeigen ferner, dass nicht, wie bei constanter Fehlerwahu-

T 3 ﬂlﬁ_
Scheinlichkeit mit wachsendem m, die Wahrscheinlichkeit, es falle J/ 6m

mi e : 3 ;
t der 1/, susammen, wichst. Vielmehr bietet offenbar m=2 die

mej 5
18te Wahrscheinlichkeit. Um dies deutlicher zu erkennen, berechnete
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ich folgendes Tifelchen der wahrscheinlichen Fehler v, [mit der Be-

deutung: die Wahrscheinlichkeit fiir die ]/6,,,, zwischen die Grenzen

m

VSm (1 F vm) zu fallen, ist §]:

|
f n=1. n=2
II) e e
m=1 | 0,545 0,372
2 0,515 0,355
3 0,521 0,361

§ 4. Gauss'sches Fehlergesetz (Fortsetzung).
m=2, n beliebig.
Es gei zuniichst =3 und also die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen,
2

zweiten Formel 15) und nach Formel 18) ist aber, wenn ¢® mit 2 und
&’ + & mit y bezeichnet wird:

dass &%+ e?+ ¢? zwischen die Grenzen S(Gr{:g—z) falle. Nach der

k
9(x)de=——eWrg-Yda,
™

9 (y) dy =he="y dy;
mithin wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich
9y
30, 3(62_'-?)_:”
hB i :
@ (0y)g 0, = 17; dz [ e=#(=+u) o—% qy,
T
05 o X
3(62—5)'“33
Berticksichtigt man, dass (x4y)= 30, ist und d, ein Differential
sein soll, so wird

e % o—A%(3 -
21) ?()s 0y = = Bk = FO% 3

Die Substitution der Relationen 6) ergiebt hieraus

22) ®(vy), dvy= 3]/2- (14v,)2e— "0l +u) dv,,

zu welcher Function die Fig. 17 eine graphische Darstellung liefert, Zur
Priifung der Formel 17) beachte man noch, dass

a0

[ 2R (R
/w(az)ad.a:——i. %:1.
0

Vn

-
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Ist nun ferner n=4 und demnach die Wahrscheinlichkeit zu be-
stimmen, dass 2+ ¢,2 4 & + ¢, zwischen die Grenzen 4 (62 S E“E), 80
giebt die zweimalige Anwendung der Formel 18) auf die Theile e
=& und el 2=y leicht

23) o (0)), 8, = H (A 6,) e~ 11 (48,)

wit dey Prﬁf‘ung
o0

r2)
/‘P(%)-ﬂ%ﬁhd- ;ta = 1.
0

Die Anwendung der Relationen 6) auf 23) fiihxt zu
29) @ (vy); dvy =8 (1+ vg)te—2 012 dv,,
und hierzy giebt Fig. 18 eine graphische Darstellung.
Die vorigen Entwickelungen legen den Schluss nahe,
gemein fiir heliehiges n die Wahrscheinlichkeit, dass [¢?] zwischen die

es sei all-

Grenzen » (62‘-{-‘"%2) falle, gleich
n

n ‘r—l 2 "
(mag)2 s viem P90y,

P (6g)n 0y = '—,T_
‘(5)

Wozu ferner die Formel gehort
n

25)

i) n :

) 2. TN _, — g U
26) (I’(Ug)n fiz:2=_7_(.%) (1+v2)u 1,

r(3)

2 Zuniichst bestitigt die Integration nach ¢, die Formel 25);“um ihre

Rlchtigkoit nachzuweisen, geniigt es, zu seigen, dass Sioiauch f0E (nH52)

hesteht, da sie bereits fir n=1 und 2 gilt. Wir setzen ()= and

2 [Ty, . .

: "+3+"2"+‘2=y. Dann geben die Formeln 18) und 25) fiir die \‘?Va.hhr

Schemhchkeitv dass die Summe der (n+2) Fehlerquadrate zwischen

doy, —1<uv,.

(n+2) (62¥%) falle, den Ausdruck

8,
2\ O+ ) — %
n+2)6, (n-+ i( 2 2)

e e o e
@(62],,4.262: _‘T/'l &€ /tf W@+ dy,
Haof,

i d.
Y (n—+2) (624——2?)7:1}
aans man, wie bei fritheren entsprechenden Fillen, leicht folgert, dass

n4-2 AR '_‘, o : :
W(GQ),‘.H(SZ = ?i;ﬁ (n - W 52) 2 p—h (n42)0q (n+2) 62 £
2 f(ﬁ)

'i
|

e

TN

e e

=
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Setzt man aber in 25) fiir » den Werth n+2, so erhiilt man die soeben

abgeleitete Formel, indem 5 P( ;) = I“(%-{- 1). Mithin gilt Formel
25) allgemein.

Ist » nur einigermassen gross, so hat man nach der Formel*

n—1
I3 n ;| 1
—_— /] .
1"(-;—) - ]/2:; (%) e > T Br+2)n 4D

zur Vereinfachung der Formel 26) fiir deren ersten, vdn v, unabhingi-
gen Theil sehr nahe

2 (n)i_]/;,;‘-
2

welcher Ausdruck fiir n =16 etwa 1 Procent, fiir n =160 etwa 1 Pro-
mille u, s. f. fehlerhaft ist. Aus 26) wird damit

27) @ (v3)n dv, = /ﬁ (14 vg)"—1 evw’(' +5') dv,,
T

und wenn man hierin endlich von der Entwickelung
1 4 vy = eta—Y% 02+ % v,
Gebrauch macht, welche fiir v,2< 1 giltig ist, so ergiebt sich

ey
N —v—(—t%) o2 o,
28) @ (vg)n dvy = = e S2 du,.

Dieser Niherungsausdruck zeigt deutlich, unter welchen Bedingungen
man berechtigt ist,

zu getzen. Der Exponent von e heisst niimlich genauer

1 1 )
= 2 e i iy B
"7 (1+nv2 203 )
und zur Anwendbarkeit der Formel 29) gehtrt mithin, dass [wihrend fiir
v3=0 die Ausdriicke 27) und 29) jedenfalls tibereinstimmen|) auch fiir

Werthe », von der Ordnung 1:)/n die Parenthese des Exponenten
gleich eins gesetzt werden darf; fiir grossere v, gilt die Formel 29) als-
dann auch noch, weil dafiir ubelemstlmmond mit der strengeren Formel
27) der geringere Betrag der Exponentialgrosse die Wahrscheinlichkeit
@ (v3)n liberhaupt nahezu auf Null reducirt.

Durch einmalige Differentiation nach vy findet man leicht, dass
nach der strengen Formel 26) der Maximalwerth von @ (0y)n zu

* Bchlomilch, Compendium der hheren Analysis, 1I, 1866, 8. 260.
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1
Ugﬂ—liVl—;:$

d. i. nahe —-:"..ln gehort, wiihrend die N#herungsformel 29) v,=0 for-

. 1 1
dert. Beide Maximalwerthe stehen im Verhiltniss 1:(1—2—ﬂ)-

Durch zweimalige Differentiation nach v, findet man ferner aus 26)
als Abscissen der Wendepunkte der Curve @ (¥)n:

Shighale S e min

1 Qe : 1 1
Do se= s e e e e v 1 e L
. 1+V1 irai]/n 4n?’ d vl =y :t]/‘.hz 2

1 g
dagegen liegen die Wendepunkte nach 29) bei _-1;72—— Wie die strenge
n

Formel zeigt, sind schon fiir n—2 beide Wendepunkte reell (Fig. 14).

: Um ein Beispiel in Zahlen zu haben, setzen wir n= 100 und erhal-
°n dafiic nach Formel 27), resp. 29) folgende Werthe von @ (vg)i00¢

|

)| (27). . (29)

= ——

pi="=1 |\ 5,64* 5,64

ST L e % 2,08
—0,1 . 2,21
+ 0,2 ‘1 0,11 } 0,10
=02 | 0,09

+0,3 || 00012 [} 50007
—0,3 { 00008 ]‘

§ 5. Beliebiges Fehlergesetz; Anzahl n der Beobachtungen sehr gross.

Wir behandeln diesen Fall nach dem Vorgange von Poisson **
ind Glaigher*** bei einer #hnlichen Untersuchung mit m=1. Die
ormeln 4) ynd 5%) ergeben unter Beachtung der Relation e7%=cosyz

+i.8:t'ny:‘ dass die Wahrscheinlichkeit @ (6m)n Om gleich ist dem reellen
Theile von

e

® - .
Der Maximalwerth fiir v, = — gby 186 5,67

e g " DD
e 4;; Wahrscheinlichkeitsreehnung ,~ tibersetzt von Schnuse, 1841, S. 227
a,

o :
* Philosophical Magazine, Vol. XLI1L, 1572, S, 194.
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= :
5 3 § () Jn
9 g ‘ nosinzn (ﬁ,,, -+ g) — Sinzn (6," - ii)
Gl Jw () ef=a" d ¢ 2 : dz.
T, 0 z b
0
Setzt man hierin
a
J'ip fs) coszeMde = R cosr
0
und
[}
Jqp (&) sinze™ de = R sinr,
0

so geht die grosse Parenthese in Re'r iiber, und erhebt man dies zur
n'*® Potenz und trennt alsdann die reellen und imagindren Theile, 50
wird /i
g d 5.\
2 sz n (Gm M ’22) — sinzn (Gm = L;')
30) ‘P(Gnl)u (Sm = -T; R" cosrn - o 1L v R e L

”
z

0

e |
Fir R* ergiebt sich durch Quadriren und Addiren der Werthe von
Rcosr und R sinr, sowie nach weiterer Reduction in bekannter Weise

@ o
31) I :JJTP(F) W(e) cosz(eMm—gm) dede,
00

Lést man nun in den Ausdrviicken fiir B cosr, Rsinr und R® den
os, resp. sin in eine Potenzreihe auf, so ergiebt sich weiter [mit Be-
nutzung der Formel 1)]

24

RI‘GSI':I—;SQ,,‘+24

32 _ 3
) Rsinr =28, — 5 S3m+...,

S-1m""v--)

RP=1—A224 Bzt — (0284

worin die Coefficienten 4, B, € ... als Quadratsummen folgende positive
Werthe haben:

4 =25, — 8§

my

B = l'z (‘qlm —4 S.‘im ‘qm + 3 S':f? m)a
C= ‘?l“,"‘n‘ (‘qﬁm =1 'Ql m 'Qm + 15 Sim R'z m— 10 qum)-

Indem nun fiir wirkliche Fehlergesetze W(e) immer der Gleichung
L

Lim ( i ,',qn'”,',' : ): 0
P=2\(p—1)p Sp—2m
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(?renﬁge geleistet werden wird, so gelten die Reihen 32) fiir jedes end-
liche  *

Der Ausdruck 31) zeigt nun, dass R® im Allgemeinen ein echter
Bruch und nur fiir =0 der Einheit gleich ist. Je grosser mithin 2
d0genommen wird, um so kleiner wird R™ im Allgemeinen sein und es
Verden nur diejenigen A" in Betracht kommen, welche zu z=0 und
sehr nahe Null gehoren. Ks kommt hierbei Nichts darauf an, ob R? mit
Wachsendem z nicht durchaus abnimmt, sondern theilweise vielleicht wie-
der zunimmt, da das Integral in 30), wenn man die untere Grenze Null
dlfrch einen kleinen z-Werth ersetzt, jedenfalls nach bekannten Formeln
"t wachsendem # sich dem Grenzwerthe Null nithert. Fiir die Geschwin-
dlgkeit dieser Anniiherung ist von Bedeutung, dass R? fiir z > 0 nicht
Wieder einmal sehr nahe gleich Eins wird, was man wohl ohne weitere

Iltersuc}“mg aus 31) herauslesen darf; ferner, dass R? fiir z= oo gleich
.ull wird. Dies erkennt man am bequemsten an Rsinr und R cosr
e;nzvjln. Setzt man in dem Integralausdrucke fiir R sinr an Stelle von
¥ die neue Variable ¢, so ergiebt sich

am
. 1 L riysinzt
R.S‘i?”-—;/t"‘qp(tm) : dt,
0
Wd da ¢y (c) ohne Zweifel immer endlich bleibt, fir =0 aber Null

lSt, 80 igt _.Li'”; R sinr=0.

. In dem Integralausdrucke fiir R cosr setzen wir an Stelle von z&"
1 .
© Beue Variable ¢, und erhalten

saﬂl
% m/
. {
1
1 “’(// ?)
Reosp=— _———-1 i cost, di; .
m :": A
0

B
edeuten aler p eine ganze Zahl, ¢ einen echten Bruch, derart, dass
Tan

=(p+9) g} so zerfillt das letzte Integral in (r+1) Integrale mit

den @, w SPLey :
Grenzen ¢, %, 2%1 D ;, (p+e) 5, und substituirt man in

T —
e ————

i

* ? -
In dem bekannten Poisson’schen Ausnahmefalle, fiir welchen

2
P (&) = w1+ &)

g uerden die' 8 uhendlich und geschieht auch jener Bedingung nichb Geniige.

S'E\.c;:i- dieger Ausnahmefall entspricht, da eben S unendlich ist, gar keinem that-
ichen F ehlergesetze.

ist
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v . 5 T .
diesen die resp. neuen Variablen f,=¢, ¢4 5 (42, g, ius O
giebt sich

(1
UF
m —t— m/! FEET m r"é"_'
__l T R NS ___.:_'l__ LY t,l S pg,c{dl'
St 1— = e
g { m ({+ TE) m (f"{'—zﬂi)‘ m
O’
T \ E sl
E m e m In
s e f+§ W i+ 5
R 7 \
cosSr = ———r\ 5 z = 3 i
mam [~ ; =" Jsintid
(2T ) *
; 3 2
ki s
@g m : =
» Yo
z b7 (
-+ TR r:r)-\‘(l-l-pé)d

Wird z unendlich gross, so wird auch p unendlich gross, aber die beide®
ersten Reihen von Integralen behalten endliche Werthe, da sie c0B”
vergiren, sobald” (&) nur die Eigenschaft hat, von einem gewissen & 4.“
nicht mehr zuzunehmen (falls es iiberhaupt mit wachsendem & zum The!
zunimmt). Bei Fehlergesetzen wird dies immer zutreffen. Der Werth

"des dritten Integrals convergirt ebenso, wie die letzten Glieder €

erwihnten beiden Reihen mit wachsendem P gegen Null. Da nun der

. |
sonach endliche Werth der geschlungenen Parenthese durch z™ dividirt
wird, so ist Lim g oosr —0.

2=

Fiir die nunmehr allein zu berticksichtigenden kleinen z-Werthe ist

in gleichgrosser Anniherung
R2— R"A:'u, N

Die genaueren Werthe wiirden sein, wenn man zugleich auf R" und 7%

iibergeht:
R — p—lhAzn—Y% (A —2B)z*n— Y (A*—3A4B43C)z%n...

ro=zn S, —

3
z%n
()T (S:hn e g 3821" Sm + 282;") reae
Denkt man sich z von Null bis zu einem Werthe z, wachsend, filx

y—1 g8 . ’
welchen e~ *%4='n herejty gehr klein, also $4z27%n eine grissere Zahl
(etwa 6), so muss fiir diesen Werth z, jedes der Glieder mit z,n, 2 inae

ist
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m B ynd rn noch hinreichend klein sein, um vernachlissigt werden zu
Yonen.  QOhne Zweifel hiingt dies sehr von der Beschaffenheit des

o ! : -
lehiergesntzes ab. Man hat beispielsweise bei dem Gauss’schen Gesetz
fiir m=1
0,144 , . 38 2
—ty e —— 2 2wt z*n
Rh—=e¢ n n y W= 0,285 h—‘a“

]

zn u, 2
?‘1?:————0,471—_...;

]/n

h]/vr
f . ; i
Tner ist hei demselben Fehlergesetz fiir m =2
2 16 2
— g = g U 2°n
A= 2 5a Uy == ==
£ I v
b
zn % Uy 12
2h2 Vn
Bei gleichem Girade der Anngherung muss hiernach im zweiten Falle n
L grosser als im ersten angenommen werden. Ist die Fehlerwahr-
Scheinls . v
heinlichkeit constant, so hat man fiir m=1

”n

S _9‘_2 ' — 9-’—-(2;—‘45_",3._. Hz 22 n
Rt — ¢ n n S it= __2.;;_‘
azn !!1"'9
= — — == ...
D 2 }/n
&egen ist fiir m — 2
. bk {’.__‘1[:4?4 gt 2at2in
R p n U=
=€ 3 9 ~ 3
< 45

atzn 2.9

S T ?l2
3 n

Fiir sich allein geben diese Entwickelungen wenig Aufschluss iiber
den Graq der Anniiherung.  Es ist aber frilher gezeigt worden, dass
T=100 fijy m=92 beim Gauss' schen Gesetz schon eine starke Anniihe-
00 der Function @(»,) an das Gauss’sche Fehlergesetz zeigt (was,
M6 sich finden wird , mit der Zulissigkeit der oben erwihnten Abkiir-
g von R und ra auf je ein Glied zusammenfillt); da nun in den
YVier speciellen Fillen die Reihen fiir R® und rn sich wenigstens nicht
"It erheblich von einander unterscheiden, so kann man wohl erwarten,

55 fiir diese Fille n==100 eine beiliufig gleichstarke Anndherung
letet,

¥

T =

Der Ausdruck 30) geht unter dinfithrung der vereinfachten Aus-

drﬁ
C .
ke von R" und rn iiber in
v )
8 * A < m
33 9" sinzn (Gn,+ éﬁ') —ginzn (5,,, -3 )
) P (0"’)11 6,,, = — e—% Az’ ppg2nS,, — e — dl’,
T z
L]

0
Zeit :
ST f Mathematik u, Physik, XXI, 3 14
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worin die obere Gremze unbedenklich von z, bis oo ausgedehnt werden
konnte, da der dadurch entstehende Fehler wohl noch geringer ist, als
der durch Vernachlissigung des strengen Integralwerthes von 2, bis %
Zerlegt man nun in 33) die Producte cos.sin in die Differenz zweier

¢in und wendet die Formel

A
P : 2V e
/(? oz ﬂz dz— 1/1;./;’"‘"" dt
0 0

an, so erhiilt man nach einfacher Reduction
d
ﬂ(‘5m+ Gm“‘—m) n (S,,, -G+

I/azln ; V“An

Grn)rl m= ‘/ e~vdi /l’?_l di i,
Vn |

n (Sm + 0 — '") n (S,,, —Om — —"‘
VedAn V2 A 2An

demnach mit Beriicksichtigung des Betrages von o

nr ; o= M‘ a3 (Sm —om)*n
@ (0m)n Om = Om VQ I ‘l? 24 +4e 24 {

Die erste der beiden Exponentialgréssen kann vernachldssigt wer-
den, da sie fiir jeden Werth von 6y sehr klein ist. Damit hat map
schliesslich unter gleichzeitiger Restitution des Ausdruckes fiir 4

2 = 7 (Sm— Om)
34 G 6 —— / e 2(S52m— 5%m)
) "P{ m)n m by ('Shn Y rn) 6m-

Die Differenzen (Sm — 6m) befolgen hiernach das G auss’sche Fehler-

segetz, wobei die Pricision gleich ]/——7-—:7... ist. K ist ferner
g 5 2 (“’?m— bzm)

also die Wahrscheinlichkeit, dass o, zwischen die Grenzen

Pk o R
e e/ Sam— S
(.s,,,+n,674n R S
; n
fallen werde, gerade .

Bildet man zur Probe das Integral von @ (om)n dpm fiiv 6, von Null
bis o0, wobei (S, —6,) von Sy bis — o geht, so erhiilt man zwar nicht
genau, aber doch sehr nahe eins, indem der daran fehlende Betrag des
Integrals von S, bis 4o nur sehr wenig betrigt.

Wenn wir nun in 34) noch die Relationen 6) substituiren, S0 ist
zu bedenken, dass nur sehr kleine (S, —6m), also auch nur sehr kleine
v, eine merkliche Wahrscheinlichkeit haben. Man daxf daher qhgtkmd-

setzen
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Om = Sm (1 + m 1?",) o O =11 Oy A Oy
und erhilt damit aus 34)

ST nm*S8hn 5
nm=S St
35 p (Ve )n AV = ==l S RS e d
) ¥ ( rn)n m 2 (S_, AL HJ,") my
€8 befolgen hiernach auch die v, um so genauer das G auss’sche Gesetz, je
nm:S2,

/
grosser n ist. Die Priicision ergiebt sich fiir dieselben gleich ]/ 2-“_ )
O2m — m

o
und die Wahrscheinlichkeit ist 4, dass l/ﬁ,,, zwischen die Grenzen falle

T S —nR
3 2 / - ( e : J21mn m).
5) ¥ Smi Lot ”,6743V nm?S%,

Den in der Parenthese stehenden Ausdruck mit dem Vorzeichen F wer-
den wir, wie frither, kurz v, nennen.

§ 6. Constante Fehlerwahrscheinlichkeit; » sehr gross,

m

Hier ist S, = mri-}-_-] , womit 36) giebt
37) YEa(ae e ).
\ ]/11(2112+])

Zum Vergleiche mit dem Tifelchen I) fiir n =1, 2 and m=1,253
fihren wir diese Werthe in 37) ein und erhalten damit, correspondivend
Mt 1), folgendes Tifelchen der vy,:

=
n=1. ‘ n=2.

[#) e S —{ o
m=1 0,39 i 0,28
2 || 030 | 021

Sl =025 SR 0,18

Worang hervorgeht, dass fiir kleinere Exponenten m schon wenige Be-
”bachtungen n ansreichen, um Formel 37) anwenden zu diirfen. Die
Ann%iherung ist offenbar hinsichtlich dieser Formel allein eine viel gris-
Sere, als hinsichtlich der Function ¢ (6,), resp. @ (v,) an das Gauss’sche
Gesetz, .

Die ¥ormel 37) bestiitigt nun fiir viele Beobachtungen, was friiher
SC‘IID‘n fiir Wnnige gef'undm] wurde: Es ist die Wahrscheinlichkeit

dagg die
Sey

?Jl,, m___.
1/6,,, mit der /' Sn zusammenfallen werde, um so gris-

*J8 grisser der Exponent m angenommen wird,

i Wenn nun der wahrscheinliche Beobachtungsfehler unbekannt ist
“S man will ihn (oder einfacher den Maximalfehler a) aus einem ge-
e

§%benen g, berechnen nach der Formel

14*
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m
38) a=}(m+1)0m,
welche Formel annimmt, dass 6, gerade S,, sei, so ist es vortheilhaft;
m thunlichst gross anzunehmen. Wie sich aber hierzu die giinstigsten
Hypothesen iiber « bei gegebenen & verhalten, soll weiterhin untersucht

werden,

§ 7. Gauss'sches Fehlergesetz; n sehr gross,

1
o
Hier ist S, = ————~ und daher
Jm Vﬁ
m—1
10
- S, 1 : 2 m ungerade
) et Spn== — ingerade;
39)  aYn’ hm Y m
I3 5. (2p—1
Sap = 2r /t'lrlp ) y m=2p.
Setzt man zur Abkiirzung
o 5 B

39 $) Sm =

et S = —
hm 3 D2m J2m?

so ergiebt sich nun anstatt 36)

) ava TS
10) VSm ( 1 F 0,6745 fij_“)
nm-o”
Um zu sehen, welche Anniiherung dieser Ausdruck fiir kleine n hietet
setzen wir darin m=1 bis 3 fiir n=1 und 2 und erhalten damit for
gendes, dem Tifelchen II correspondirende Tiifelchen der wahrschein
lichen Grenzen v,:

n=1 i n=2
I * Tooe R e
) m=1 | 0,510
2 | o477
3 0,497

Hiernach ist die Anniherung der Formel 40) schon fiir kleinere
jedenfalls eine bedentende wie sich ebenfalls bei constanter Fehlerwahi-
scheinlichkeit fand. Gegen diesen Fall zeigt sich aber der Unterschieds

. Fe - N A
dass -die zweiten Fehlerpotenzen die engsten Grenzen F v, geben: ES

m m

ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Vo mit der VS;: zu-
sammenfallen werde, am griossten fiir den Exponenten m=*
tauss gab zu diesem Satze, der hier fiir kleines und grosses n bewie:
sen ist, die Formel 40) unter Voraussetzung eines grossen n und wandte
dieselbe auf m=1 his 6 an. Es bleibt bei Betrachtung der betreffende?
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Ym kein Zweifel, dass mit weiter wachsendem m auch vp weiter zu-
Nehmep werde; immerhin kinnte schliesslich einmal eine Aenderung
dieger Verhiltnisse eintreten, Doch ist dies nicht der Fall, wie sich
leicht zeigen lisst, Setzt man nimlich, da es sich nur um grossere m
handely kann, in dem Ausdrucke fiir S, niherangsweise, aber doch sehr

1‘.1'," m-+
nahe richtig p(’“;l)zy‘za (’";H)‘JT (vergl. § 4), so geht 40)

fiber in

. s, (1 T0,6745 ]/,73,—,2 [I/ é (2;:2-:_ ll)m“ 1])

Und man sieht sofort, dass der Radicand der Quadratwurzel mit wach-
Sendem m immer rascher wiichst.

Nach dem Vorhergehenden ist es bei unbekannter Précision £ am
Vortheilhaftesten, sich des Durchschnitts o, der zweiten Potenzen gegebe-
Ner Fehler zu bedienen, um % zu berechnen. Man wird, indem man
Animmt, eg sei 6, gerade S;, setzen

42) B
7/2 Oy

§ 8. Constante Fehlerwahrscheinlichkeit; verschiedene Hypothesen.

In den bisherigen Betrachtungen wurde, soweit es sich um die Er-
mittelung des Maximalfehlers « handelte, angenommen, dass ein gegebe-
he.s Om fiir S, genommen werde. Diese Hypothese, dass om gerade Sp
81, ist in der That die praktisch bequemste und allein durehfiihr-
are.  Aber die beste ist es nicht immer. Darauf wird man schon
dadurel aufmerksam, dass bei bekanntem a die Wahrscheinlichkeit des
Eintreffons filr Gp = Sm nur ein Maximum bei sehr grossen n ist, micht
aber bei kleinen =,

Un zur besten Hypothese, aus einem bestimmten 6m @ zZu b.e~-
Technep 34) nach @ and setzen den Dif-

y zu gelangen, differenziren wir :
genauer wird

fel“':"1tiﬂ-lquotiet:mten gleich Null. Je grosser 7 ist, um 80
Iy m - = :
fiir dig beste Hypothese a=) (m+1)06m, mit der frithern Rechnung nach

%) tbereinstimmend. : ie I
Fiir Kloine m fehlt aber diese Uebereinstimmung. Die: Borugincly

lehrep dass bei n= 1 am besten a=7}0m, d. i. gleich dem einen ge-

88benen ¢ 5y gotzen ist [und hier wiirde die Formel 38) a=¢}/ (n+1)
Sotzen]. pje Formeln 9) bis 11) zeigen ferner, dass bei n=2 und

m
M= s o 2 B . e
1 bis 3 am besten (;_—_1/2 Gl 1/51"'+ §™ zu nehmen ist (B or

R

T TR M A



o

214 : Ueber die Wahrscheinlichkeit ote,

P P P A NP P P Gyl ot

mel 38) wiirde geben a= ]/(sl"'+52'") m?—l—l) Wie nun die Berechnung

von a aus o fiir n> 2 nach der hesten Hypothese sich gestaltet, lisst
sich ohne miihsame Untersuchung nicht angeben. Daher muss man ehen
im Allgemeinen zur praktisch bequemen Hypothese zuriickkehren und
nach 38) rechnen.

Immerhin hat diese Formel 38) aber den Mangel, dass sie a kleiner
ergeben kann, als den grossten der gegebenen Fehler &. Nennen Wil
diesen &y, so muss nothwendig « = ¢m gewithlt werden. Es zeigt sich

nun wieder, dass auch in dieser Beziehung mit wachsendem m die Hy-

m

pothese 38) giinstiger wird. Denn offenbar ist L™ (m=41) 6 = £ns

m=uw

indem man zunichst schreiben kann

S YR R I N IR
V(‘m + 1) Om = &M V % [1 O (EM) + (51‘;’) + L] ]

und nun erkennt, dass der Factor von &y gegen eins convergirt.

Die Annahme o= ¢); ist hiernach unter den besten Hypothesen zur
Berechnung von « aus irgend einem 6, die vortheilhafteste. Sie ist aber
iiberhaupt die absolut glinstigste Hypothese. Denn sie alleip
giebt fiir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens der wirklich begangenen

Jimis =
Behler g =5 e d.h, “dlso Fix — ein Maximum,
1 an

§ 9. Gauss'sches Fehlergesetz; verschiedene Hypothesen,

Die hisherigen Untersuchungen drehten sich auch bei dem Gauss-
schen Fellergesetz, soweit die Berechnung der Priicision % in Frage kam,
um die Annahme, dass ¢, mit 8w zusammenfalle. Tn der That ist diese
Hypothese die praktisch bequemste fiir die Ermittelung von % aus 6m}
aber sie ist ebenfalls nicht immer dic beste Hypothese, was schon der
Umstand vermuthen lisst, dass nur fiir grosses n der wahrscheinlichste
Werth von ¢,, mit S, zusammenfillt, wihrend er fiir kleine n nach un-
seren friiheren Entwickelungen von Sm verschieden ist.

Um zur besten Hypothese, aus einem gegebenen ¢, die Pri-
cision % zu berechnen, zu gelangen, hat man, wie frither durch Diffe-
rentiation von 34) nach ™ in welehe Formel zuniichst fiir 8, und Sem
die Werthe nach 39%) einzufiihren sind, die Bedingung

1=C229m 4m (@ hm—1 )
p—a? o
und hieraus folgt fiir Am it mehr oder weniger Annéherung an die
Strenge

43) e & (1 Gb= "%T) and e
Om a'n

Om

/
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Jernach wird man in der That am hesten thun,. sobald » gross ist,
ei . :

D gegebenes 6, fiir S, zu nehmen und 2 nach der Formel

MG

44) : @

Om
B erichoon Ist aber n klein, so wird (ausgenommen fiir den Expo-
lentey m=2) die beste Hypothese eine andere: x
Die Formeln 15) lassen erkennen, dass bei n =1 statt 44) besser
Agenammen werden musste

45) hil/'%‘* i 1_‘

21/ e V2

fiiy Complicirter werden die Rechnungen zur Ableitung der Ausdriicke

¥ Mm>2 und man sieht sich gendthigt, von der besten Hypothese ab-

Ugehen und durchaus Formel 44) anzuwenden. Diese praktisch be-

:ue?m’ Hypothese scheint sich iiberdies der besten Hypothese rasch
U nihern, Man hat z B. fir den interessantesten Fall mi=1

. 5 0,707
bei »— 1 nach 44) k:_‘):’@_, dagegen besser nach 45) ]tzﬁa :
&
: 2.0,628
h =2 " » h=g£,'5ﬂlp 1] i) 1) 17} h= 0’6 3
f1+52 EI+E‘.!

< Wenn nun ~ nach Formel 44) berechnet werden goll und man hat
d].e Wahl des Exponenten m frei, so ist's nach § 7 am vortheilhaftesten,
m,it den zweiten Potenzen zu rechnen. Hierauns folgt natiirlich noch gar
::{:jlt’] dasfs diese Rechnung die absolut gii_nstigsie: Hypothese
. ¢ ergiebt; denn sobald die Beobachtungsfehler & einzeln bekannt
SInd, ksnnte ja auch eine andere Funection der &, als gerade ein 6m, 2ur
%:i?;nten Hy])othes’e fithren. Nun, bek?.nntlich ist von Gauss gezel:lgt
stigsten' dass der Durchschnitt der zweiten 1’oten.zefx e absolnj. gl‘m-

0 Hypothese fiihrt, weil dafiir die Wahrscheinlichkeit des Eintref-
B8 der gegebenen ¢ ein Maximum wird.

5 10. Gauss'sches Fehlergesetz; wahrscheinlicher Fehler der Hypothesen.

Die Untersuchungen des § 7 lassen nur im Allgemeinen den rela-
D Werth der Berechnung von % aus verschiedenen 6, nach Formel
erkennen. Hs ist erwiinscht, den wahrscheinlichen Fehler dieser
YPothesen zy erfahren, Nach 34) ist aber mit Riicksicht auf 39%) die
a.hrscheinlichkeit einer Hypothese iiber h proportional
n(a—A"0,)"
hme_ 2(—a)
:z:z:flhnen _wir nun den nach 43) berechneten h-Werth mit H l..llld setzen
i dgﬁmemun h=H4 1, so giebt der vorige Ausdruck mit Weglas-
§ der von 2 unabhiingigen Theile

ti\'e
44)
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na? z !
.

m a?ﬂ i m 1
16) (1"‘%) o= (& @HA"—1)

Da nun hier ein grosses n Voraussetzung ist, so haben nur sehr klein®
A eine in Betracht kommende Wahrscheinlichkeit; man hat daher in zt-

reichender Néherung
o mi ma*

A L UL
) ey sy
(1+H : ’

ferner unter Substitution des ersten der Ausdriicke 43)

m — mih  mm—1)* p—ao?
a{H+A) _1+H+ 2H? Ag on
und daraus in gleicher Anniherung
Gm i SR B—o? (m A, m(m—1) ).2)
(F Grtam—1)' =22 hie\y T e
Damit geht 46) iiber in
nm’a® PR L

e 2H(f—af) _"‘ZH";

hierin darf man aber den zweiten Theil des Exponenten noch gegen den
ersten vernachlissigen. Jetzt findet man ohne Weiteres als Wahrschein-
lichkeit, dass der richtige Werth von % zwischen (#41) und (#4414 dd)
fillt, den Werth

nm®a* 3
i(: e M@= g3 :
T
47) &

= % nm?a® 12 nmol
K=y f TR qn g/ RS
v ,f: H2(B—a?)

Der letzte Ausdruck fiir & ist unter der hier sehr unerheblichen
Vernachlissigung berechnet, dass die untere Integralgrenze — A auf — %
ausgedehnt wurde. Ein Blick auf 47) zeigt K in der Bedeutung als
Préicision, welche zu den Abweichungen A gehort, und somit ist die
Wahrscheinlichkeit gerade §, dass der richtige Werth von % zwischen
die Grenzen falle

m F e : 5“—— “2)
48) ]/G_ (1 F 0,6745 ]/n —5)

Soweit es die Parenthese angeht, stimmt 48) mit 40) iiberein. Beziiglich =
der Bedeutung von 48) darf nicht unbetont bleiben, dass sie ein ge-
gebenes anm voraussetzt, aus welchem die Pricision berechnet wirds
und dass dabei die Werthe der Beobachtungsfehler ¢ im Einzelnen
unbeachtet bleiben, wie es ja eigentlich der Fall ist. Wiirde man mif".
telst der Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der n Beobachtungs-
febler einen dem 48) entsprechenden Ausdruck ermitteln, so wiirde dieser
eine andere Gestalt annehmen; er wiirde aber (wie mir scheint) keine?
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zir::tische.n Werth haben. Uebrigens gehen fiir 6, beide Ausdriicke in-
nder iiber. 48) giebt alsdann
/j_’ (1 T [1,4769)
3 I 24, Yn
?ﬁ’:::instimmend mit den von Gauss iiber die absolut giinstige Hypo-
gegebenen wahrscheinlichen Grenzen.
e ;Jm riocl1 zu sehen, wie sich 48) fiir kleine :_z verhi_i]t, betrachten
lichke!ia? Fall n=1 im Anschluss an die Formeln 15). Die Wuhrschoin-
. der Hypothese & bei gegebenem oy, ist bier proportional
e
he 2

un < oLl 9
. d daher die Wahrscheinlichkeit, dass die Pricision zwischen /£ und
+dh liegt, gleich

2

h? a,ll
Khe ehd

o

2
g™ 2
/(:1:'/;”’ lﬁ’"dk.:z(j::-

0
- Die Wahrscheinlichkeit ist ferner gerade &, dass der richtige Werth
N % zwischen die Grrenzen

m

4 afge s
9) it (1 +v m)
fall o
a : v : 3
l'e‘ wobei, wie leicht zu finden ist, ¥m der Bedingung Geniige zu
Olsten hat .
2 2
50) ('—a'“ (T C_u"' A+rm? _ 4

Hi : : ity
lieraus hat man folecende Werthe, denen wir die ents yrechenden
8 ) ¥

Nack 3 :
1 48) an die Seite stellen:
n=1 | Werth »' I e
l‘ : || Werth », Val2
____wl[_ e ,,A__!L‘_ ,,,,, RUSIERERE =
III) ", \i nach 50). | nach 48). éna‘ch 50). | nach 48).
B
I !
1 0,580 | 0,610 | 0470 | 0407
2 0,440 L 0471 | 0440 | 047
| 038 | 0,497 I; 0,446 0,580

Dig &

1 0 7 o iaer 3 :
Frogs lonnen 3 und 4 enthalten die Werthe vy, multiplicirt mit emer
e - ) \J } -

» Welche dem Werthe von %, wie er aus 48) folgt, p:oportl-m«'ﬂ

T

Bt i :
bei 2y beachten, dass im vorliegenden Falle die 1/0”.:5 wird
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und daher die 2-Werthe nur noch von den « abhdngen. Wiihrend 80
nach fiir n=1 die mittelst verschiedener Exponenten m berechneted
h-Werthe in einem von & unabhéingigén Verhiiltnisse stehen, ist fiir 221
dies nicht mehr der Fall und auch das Verhiltniss allgemein nicht meh?
angebbar. Im Allgemeinen wird man daher die Giite der Bestimmung
von k nach den ', beurtheilen, dagegen im besondern Falle n =1 noch
auf das angegebene Verhiltniss der k-Werthe Riicksicht nehmen (wie in
Col. 3 geschehen). Vergleichbar sind nach meiner Ansicht iiberdies di®
entsprechenden Werthe der Colonnen 3 und 2 (nicht 4, welche nur der
Vollstindigkeit halber beigefiigt ist); man darf darnach wohl eine rasch®
Anndherung von 48) an die Strenge mit wachsendem 7 erwarten.

Bemerkung.

Herr Mees hat S. 126 flg. des XXI. Bandes dieser Zeitschrift auf meine Aeus”
serung 8. 8300, XX iiber seinen frithern Aufsatz geantwortet. Dieser Antwort gegen”
iiber gentigh es, wiederum auf meine ebenerwithnte Aeusserung hinzuweisen 0B
Herrn Mees d.u‘ﬂn zu erinnern, dass ich selbst in meinem Buche auf eine gewiss®
Umol]stmndlgl\elt eines Beweises aufmerksam mache, mir also die Prioritit
einer ,, Warnung* verbleibt. Zu den M #ngeln meines Buches rechne ich selbs®
verstiindlich die betreffende Stelle nicht — indem ich niimlich aus praltischen
Griinden der jiingern Gauss’schen Darstellung der Ausgleichungsrechnung 10
Wesentlichen folgte, musste ich nothw endig auch deren Liicken in Kauf nehmeéh
die selbst durch lange Untersuchungen nicht vollstindig ausfiillbar sind, aber doch
Erwiihnung verdienen, und zwar auch in einem Lohlhuche (Gtestattet eine nur
auf -das G auss’sche I'thelgeaeti gebaute Ausgleichungstheorie gerade in dem
streitigen Punkte auch eine weit befriedigendere Losung, so verbleiben doch quch
einer solchen Theorie noch Liicken genug, um im Hinblick auf den weit compli-
cirteren mathematischen Apparat und die engeren Grenzen der ( Giltigkeit derselbed
nicht der andern Darstellungsweise den Vorzug geben zu konnen.

HEeLMERT.



