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Kleinere Mittheilungen.

X111 Die Bewegung materieller Punkte anf vorgeschriebenen
beweglichen Bahnen.
Bl
mate:?:;llkt lr)mu gich mit der Bahn £ (einer Fléich.(' F.ml(\.r Curve C) des
dey sollen _l““kt(‘ﬁ {', d‘('ssen Masse stets als Hinheit g‘enommun wer-
i ) ¢in rechtwinkliges System (&) oder (r,Y,3) fest verbunden,
umgekth.eder ].36Weg1mg von B eine Be\\.’agu?g von (@) entsprechen und
I B' l.t. Die unendliche Manuichf’a]tlgkmt-dm- miglichen Bewogungt:\n
ﬁquivalw“d (.ler unend]ichen.I\'Ia.nni-chfa]hglth det Beweg}mgm}. von (@)
iil‘]ich:nt sein. s wird mithin die Bewegung von .B (T,m.e vollig \':'1]],
o genannt werden diirfen, sobald man (&) vollig freie Beweglich-
gegeben hat.

d::mss aber wird erreicht, wenn man einestheils dem Anfangs.spm.lktp
maglichey;;ems,{@) jede mﬁgliche’Be\.\'cgung gestattet, at}ilerntlleds jede
6D fopg, Otatmn. e (&) um O zulisst. — Hat nun o, be.zogen auf
o ds recht‘.\'mkhges System (S) 0(191' Al (-]m Coo'rdmm.:en i
(8) ;;r l(lmkt man sich ferner durch 0° zu irgend einer Z‘elt { e1‘1-1 ('lem
eweguz eles System (Z) oder (§, 7, §) gelegt,. 50 w:rd._}ede mogliche
eineathpﬂgs i (§h also auch von B l)ea‘ﬁ(:k?lchtlgt se1rn,. Ao e
a.nderntil ']dle Gréssen @, y,, 7, beliebige Functionen der Ll;:’,lt sein lisst,
vansg, 318. das System (&) auf das System (Z) durch die bekannten
den Soﬁmatmnﬂfbrmnln, als welche hier die Euler’schen benu.tzt wer-
.0, 50 bezieht, dass man die darin vorkommenden Winkel 1,
’izk!‘;lllkiirliche Functionen der Zeit sein ldsst. w—.Hier lJ(ladeutet P de.u
2 ‘A'x “’;}chen der Grundschnitt der rty-Ebene in der §x-Ebene mit
Bt Winli lxldet, @ den Neigungswinkel .der Ebene Ty zl_u' Eb.ene §:q, )
2 kanne ) welchen die Axe der mit‘]ene:m Grundsch.mtte- einschliesst.
Wit dep ]:‘Jene Formeln auch fir ¢ =0 belbelfalten; sie stimmen dann
dem a ormeln der ebenen (Geometrie iiberein, wenn man nur noch
‘88 entgegengesetste Vorzeichen giebt, was nach der Ableitungs-
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art (Leroy, Analyt. Geometrie des Raumes, iibers. v. Kauffman®

§ 89 Anm.) selbstverstiindlich ist. 5
Man bewahrt also die volle Allgemeinheit, wenn man die (loordi-

naten @, ¥, z von P durch folgende Gleichungen definirt: |

=@) 4+ ax+ 0943,
Y= () + ayr + by + 3,
z= 5 (1) + agxr + by 53,
wo die a, b, ¢ die Coefficienten der Euler’schen Formeln sind und 5 _
Y, 3 noch den Gleichungen der Bahn B, bezogen auf (&), zu geniige? |
haben,

§ 2. i
Von den mechanischen Principien hat nur das d’Alembert’sch®
Geltung. Es ist vortheilhaft, die zweite der von Lagrange gegebene?
Formen dieses Princips anzuwenden. Zu diesem Behufe sind fiir ¥, %3
independente Coordinaten ¢ einzufithren, an Anzahl 2, wenn B ein®
Fldche, 1, wenn B eine Curve ist. Dann wird die Lage von P bestimm?
durch Gleichungen von folgender Form:
x=A(t, 91, 93)
y=4(tq, 7)
2= Ay(t, ¢, 93)-
Bildet man nun den Ausdruck fiir die lebendige Kraft, fiihrt die i?
der Lagrange’schen Formel vorgeschriebenen Differentiationen a8%

2 o ou e 5
setzt, wie iiblich, E;~=f), so entsteht nach einigen Vereinfachunge?
q

die folgende erste Bewegungsgleichung, der die andere ganz analog ist:
7 64)2 04 04 04 04 8 4 04 0A
2 {3 i AT e ’ Ll e 3 ___i 0
!I(a"[] +qzaff1a’/2+qlf"11(a"-’!+a"[ +[df"? 04y &
di dt dt

Hier ist, wie auch im Folgenden stets, durch die Accente die Differen
tiation nach der Zeit, durch das Zeichen —l= aber, statt des Gleiehluait!f'
zeichens, das nur durch ein 4 ohne Index angedeutete Vorkommen drel”
gliedriger Summen links bezeichnet,

Fiir die Integration der Bewegungsgléichungen ist es von Wichtig®
keit, die Fille kennen zu lernen, in welchen diese Gleichungen linear
sind und in welchen sie 7 nicht explicite enthalten.

§ 3.
Damit ¢*, ¢, ¢, ¢, in den Bewegungsgleichungen nicht vorkon®
men, miissen folgende sechs Gleichungen erfiillt sein:

64 2%4 o0d o*4 od ¢4 0
— = 7 == c hdce it S
Y 0gy 99,° ' 2 )‘aqla : i zaglaglagg
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Wo di 5 7 . s s St
A ie Summation iiber die 4 zu erstrecken ist. — Mit Beriicksichtigung
zwischen den a, b, ¢ des § 1 bestehenden Beziehungen lassen sich .

dies .
© Bedingungen durch die folgenden ersetzen:

or\? : (oY
1) 2(8_) daxf kein ¢, 1*) 2‘(5(_;) kein ¢, enthalten,

\0 ¢,

i CELG 2%) S o
0qy 0y 9gy 04y

3) 231‘ &2x Ly 3%) S Ay 0t

i 04, aqlanH ész a"haff«g:
1er repréisentirt 1 die x, Y 3
Werd:limd algebrflisc,hen Functionen kann diesen Bedingungen nur geniigt
0 durch die Form
Vi Y r=19}+f‘vqg+vr
n&tim’l Hl' v beliebige Consta.nte 'smd.. Hio..rdurch wird , 1'Nie nach Elimi-
e der, resp.-(‘le.s g ersichtlich ist, die Bahn als eine Ebene oder
erade qualificirt.
fmg:Dnst wird den Bedingungen nur noch geniigt, wenn I, v, 3 die
ide Form haben:
y =k cos(hgy + w gy +v) + o
y=rksin(Ag, + 19 + ) + K&y,
e y=eg + Be 17
: ich durch Transformation auf diese Form bringen lassen. Die 4,
"’:)T!MPV‘ ¢, B, y sind wieder Constante. Hierdurch aber wird di.e Bahn
% Soeintweder alf; die Fliche eines Kreiseylinders oder als eine auf
chen verzeichnete Curve definirt.
Man hat mithin folgendes Resultat:
s i))ie Bewegungsgleichungen sind linear,
¢8 Punktes Peine Gerade oder eine Ebene,
Zlnes.Kreiscyliuders oder eine auf einer
‘rzeichnete Curve ist.
i f‘iis hiingt also nur von d, )
er Bahn ab, ob die Gleichungen zu den linearen

gehdren gder nicht.

¥ § 4.
Wi lES ist forner fiir die Integration der Bewegungsgleichungen von
gen (l}tlgkmt, die Fille auszusondern, wo die Zeit nicht explicite in die-
lemh““gen erscheint. Damit nun zuniichst ¢ nicht in den 2 stehe,

Wer . - S e
; den die Kraftcomponenten &, ¥, Z sowohl von [, als den ¢ frel sein
Miigsen,

wenn die Bahn
oder die Fliche
solehen Fliche

en geometrischen Eigcnschaf-

Dann wird
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Doy, M
dq dq dyg '
; i 04 %
wo ¢ nur noch in den Derivirten o stehen konnte. !
) g .

Dies aber findet zuniichst dann nicht statt, wenn jedes 4 in zWel
additive Theile ¢ und « derart zerfillt, dass e nur {, @ nur die ¢ enb
hiilt. Ist diese Bedingung erfiillt, so kann ¢ nur noch vorkommen in

2:‘?—4(18,—/4,
dqg 0t {
dl
was nach unserer Annahme tibergeht in
_da du
dq ar’
Dieses Glied aber ist dann von ¢ frei, wenn die « algebraische Funt-
tionen von 7, aber von keinem hoheren als dem zweiten Grade sind:
Nun sind die « mit den Functionen @), w0, 1) des § 1 zu iden:
tificiren und man erhilt folgendes Resultat:

Die Zeit kommt dann nicht explicite in den Bewe-
gungsgleichufigen vor, wenn der Punkt P von constanten
Kriften beeinflusst wird und die Bahn £ eine ausschliess:
lich translatorische Bewegung hat, die mit constanter Be-
schleunigung - welche auch Null sein kann — erfolgt.

Gleichzeitig sieht man, dass, wenn die Begehleuni-
gung, mit der B fortschreitet, Null, also die Geschwindig-
keit constant ist, diese letztere Jonstante gar nicht in die
anegungsgleichun;__»;eu eintritt, also auf die relative Be-
wegung von P ohne Einfluss ist,

Bei einer nicht ausschliesslich translatorischen Bewegung von 7 ent-
halten zwar ebenfalls die « kein ¢, aber die ¢ sowohl die ¢, als auch &

Schliesst man nun den Fall aus, dass X, 7, Z gleichzeitig Null sind,
80 wird die Bedingung dafiiv, dass die 1 1 nicht explicite enthalten, ent:
weder die sein, dass die eine der I{raf'rcnm]‘mnmmm, . B, X S et

) 4
f/iz

: 04, : :
schwindet, wihrend und — kein ¢ enthalten oder die, dags zwel
?"j dg ) )

I\mfi‘cmnpotmnmn, z. B. X und P, Null werden, wihrend ?)-/ % von ¢ frei ist.
0g

AN

. 5 ; 04 s ¢ 7

Da aber im ersteren Falle ¢ sofort in (:;—1) auftritt, so ist nur det
(e ¥

zweite in Betracht zu ziehen. In diesem letzteren sind, da

A

Ay =7 (t)=+¢
und & von ¢ frei ist, alle um O méglichen Rotationen der Bahn B oder
des Systems (&) auf solche um die ¢-Axe eingeschriinkt, Liigst man
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Mun die ;. Axe mit dieser und folglich die Ebene der ry mit der Ebene
dor S zusammenfallen, so ergeben sich die folgenden Beziehungen:
=4, =@ (l) +xcosp —psiny,
y= d, =P (t) 4 x siny + 1 cosy,
z— A ()t e :
Weiter ergiebt sich, dass nunmehr
04 24 or 9x ﬁ‘lﬂ oy 03
24, 57/2__“6—’!: gy 04, 0g; 24y 04
{ nicht explicite enthilt, withrend
23‘3 d%ij = ;‘: [o"(0) cosp + W' (t) siny| + ;—I—E [w" () cosp — @ '(t) sinp)
di

0 : " 0Y v v z "
L () — 5= [r w2+ y vyl + 3 [t vy —y 9]
] oq

0 q

.+_

Wird,

Damit hier ¢ nicht erscheine, ist zuniéichst nothwendig, dass 1 eine
O,nStantf‘- ®, ferner, dass y(f) eine algebraische Function von f und von
®nem hgheren als dem zweiten Grade sei. Endlich aber miissen die
Ausdrijcke :
@”(1) cosw + 9" (f) siny und P’ (t) cosp — @ (t) sinp
BOIE 7 frei sein. Diese Ausdriicke gehen durch o (f) =/ cosd und Y (1)
=ksind ther in

und cos(A—p) L."c"— kd'®] — sin(A—) A"+ 2 KA

cos (A — ap) [kA"+ 2KX] + sin (A — W) [#'— kAZ).
fnthale hier (A—q) die Zeit e::'plicite, so muss fiir unsern Fall
kA4 2k V=0 und k'—kd?=0
Dadurch wird eine gewisse Curve (x) definirt, welche die Bahn
'\ resp. die Projection dieser Bahn in die Ebene der @y darstell.t.
Unterscheidet sich hingegen 4 von ¢ nur um eine Constante — die
T dann apely gleich Null supponiren darf —, so hat man nur noch
ﬁfn k einen constanten Werth beizulegen, um zu bewirken, dass in den
*Plgen Ausdriicken ¢ nicht steht. [
anch ‘8 zeigt sich nun auch leicht, dass unter (I'IBSG'D Vnrﬂu.s.?ettzu.nglf;t(‘
Yor m den tibrigen Gliedern der Bewegungsgleichungen nicht exp
fmmt.  Wir hahen also folgendes Resultat:

Von den nicht ausschliesslich translatorischen Bewe-
ET}ngen der Bahn B ist, mit der Ausnahme (%), die Rotation
!T,l_lt Constanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste Axe,
*088 welcher allein Krifte wirken diirfen, eine Rotation,

it Welcher ein constant beschleunigtes Fortsehreiten in

e ; SO
S Rl(‘.htuug jener Axe verbunden sein kann, die einzige,

R e T e ——

{
i
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unter deren Voraussetzung ( nicht explicite in den Be-
wegungsgleichungen erscheint.

Somit ist die Art der Probleme, bei welchen die Hauptschwim‘igke't
bei der Integration der Bewegungsgleichungen, das explicite Vorkommen!
der Zeit in denselben, nicht vorhanden ist, véllig bestimmt. KEs komm?

hierbei also nur auf die mechanischen Eigenschaften des
Systems an, _
Minden i. Westf. R. MiscaER, Gymnasiallehrer:

XIV. Zur Definition des bestimmten Integrals durch den Grenzwertd
einer Summe

bemerkt Herr P. du Bois-Reymond mit Recht, dass in dem Rie-
mann-Dirichlet'schen Beweise, den ich in meine Schrift ,,Einleitud8
in die Theorie der bestimmten Integrale', Halle, bei L. Nebert, auf'gGD‘Jﬂ'q'
men habe, der Nachweis fehlt, dass man nicht blos dann, wenn man 4;@
Zerlegung des Intervalles dadureh immer weiter treibt, dass man die Theile
einer vorhandenen Theilung wieder theilt, und so fort, sondern auch dl“fﬂ’
wenn man die Theile in beliebiger Weise kleiner werden lisst, z. B. 1%
dem man das Intervall in gleiche Theile theilt und fiir die T]teilungszﬂ_h]
grossere und grossere Primzahlen nimmt, in welchem Falle kein Theil
punkt einer spiteren Theilung mit der fritheren zusammenfillt — ﬂi“‘e“
und denselben Grenzwerth der Summe erhalte. Es ist hierzn nothig,
das Resultat fiir eine beliebige Theilung mit dem fiir eine specielle, 2 B
fiir die durch fortgesetztes Halbiren entstandene zu vergleichen. pa fir
das einfache Integral ein von diesem Mangel freier Beweis durch Hexr?
du Bois-Reymond bereits vorhanden ist, derselbe Vorwurf aber auch
den Existenzbeweis des Doppelintegrals trifft, so will ich hier den letz"
teren erginzen. Dabei bediene ich miech zur Darstellung von Zahh’;"'
gebieten zweier Veriinderlichen der bekannten graphischen Terminolog!®
bei welcher x, y rechtwinklige Coordinaten einer Ebene sind.

Die Definition des Doppelintegrals habe ich in meiner Schrift 80
ausgesprochen :

Zerlegt man [ein Gebiet 7 der xy-Ebene (welches der Einfachheit
wegen zusammenhingend und einfach-zusammenhéingend angenmnmen
werden mag) in n Theile 7,, 74, ... 7o, Fliichenelemente genannt, welch®
der Bedingung unterworfen sind, in allen ihrven Ausdehnungen und also
auch ihrem Flicheninhalte nach kleiner als eine bestimmte vorgeg(’-hene
Griosse o zu sein, und ist die obere Grenze einer in 7 gegebenen Fune
tion f(x,y) G, in 7y, die untere gu, und ist & eine zwischen 0 und
gelegene Zahl, so versteht man unter dem tber das Gebiet T ausgﬁaehn—
ten Integral :
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Sr@war

den Gl‘enzwerth, den man erhilt, wenn in dem Ausdrucke
n
> wulouttu(Gu—aw,
: (1)
I dem dip - alle kleiner als w sind, o der Grenze Null zustreht.

Dieser Grenzwerth hat aber dann einen Sinn, wenn die kritische
Unme

P P AP IIIS LI LIS L P LS P PSP PSS

n
=
Z Ty (G,u —gu)
mi ()
1t abnehmenden ® der Grenze Null zustrebt.

Zuerst zeigen wir dies fiir den Fall, in welchem das Kleinerwerden
dadln'ch be

M welcher
die .1

wirk{ wird, dass eine vorhandene Theilung 7', ', ... tm,
die Theile kleiner als o, sind, dadurch abgeiindert wird, dass
0 *f-llf dieselbe Weise in Elemente zerlegt werden, welche kleiner
2 8ind, Die neuen Theile 7,% 7% ... 7% sind dann so beschaffen,
488 die Begrenzungen der 7!, 7.}, .. simmtlich einen Theil der Be-
?:::]z“‘l]g“-n von 7,% 7,% ... bilden, aber nicht umgekehrt. So fihrt man
* 18t nun, wenn ¢ den Summationsbuchstaben bedeutet,
Sty Gl = Ay, 26 =dy,.... 2t = dv, ...,
=7l Q'l,u =5 2'52# 92# =By, ... ‘Szﬂu =B
80 beweist

B man in derselben Weise, wie es beim einfachen Integral ge-
Schieht,

dags 4y, 4y, ... eine abnehmende (wenigstens nicht zunehmende),
bill’d 2 --. eine zunehmende (wenigstens nicht abnehmende) Zahlenreihe
.0y und dass Ay > B, ist, woraus einmal folgt, dass beide Grissen

fing : : :
‘-Ve‘[r bestimmten endlichen Grenzé A, bez. B zustreben, und dann noch,
il 4
v— B

Y Verschw
i Av, B,
mit ande

» der kritischen, der Voraussetzung nach mit wachsendem
indenden Summe gleich ist; dass 4 =28 sein muss. Da 4y,
41> B, sein muss, so kann man v so gross annehmen oder,
ren Worten, die Theilung so weit treiben, dass, wie nun auch
In g7+ gotheilt werden, oder wie auch die Theilang weiter ge-

tl‘ie < 5 .
ben Wird, 4y, By von A beliehig wenig verschieden sind.
Da apey

2 Br"u 9"u + .Ev;u (G0 = 9”#)& = By+§ (‘4'”_' By)
"

und B, liegt, so niihert sich dieser Ausdruck ebepfalls A,

nzwerth ist von der Wahl der &% unabhingig.

wind :n ist zuniichst zu erweisen, dass derl"se]be Gr'enzwerth erhalten
®0n man eine andere Theilung von 7, zuerst in 7, &} B3heney

ann 3 y .
o g2 2 42 ... unter derselben Bedingung als vorhin vornimmt,
ann

oder gy Gy

Zets Sl 9+ Eu (G, —gu)] oder, was hinreicht, ZiuGy
*hTIfE £ Mathematik u, Physik, XX1I, 5. 15
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demselben Grenzwerth 4 zustrebt. Angenommen dieser Grenzwerth
sei 4, und

2 GPu=4,, StuCt =4,
s0 kann man v, 4 so gross annehmen, dass 4,= A+, .fl";’zfi'-l-g’“
ist, wenn ¢ heliebig klein vorgegeben wird, und & & zwischen Null und
Eins liegen.

Legt man nun die zu ¥ und ¢* gehorigen Theilungsnetze gleich-
zeitig auf T und bezeichnet (irgendwie geziihlt) die hierdurch entstehen-
den, vollstindig durch Theile des Netzes t¥ und des Netzes t* begrens-
ten Elemente mit t,, t,, t;, ..., so ist

Ztpby=>8
sowohl kleiner oder gleich 44 &g, als auch kleiner oder gleich 4+ £
und sowohl grisser als 4, als auch grosser als 4, weil die t,, t,, ... als

eine weitere Theilung der z” ebenso wie der i angesehen werden konnen:

Also ist 0 S i e S o o
Da also sich 4 und 4 von S um weniger als ¢ unterscheiden konnems
so kénnen sich 4 und 4’ nur nm weniger als 26 unterscheiden; sie miis-
sen also, da ¢ beliebig klein angenommen werden kann, gleich seib:

Nun muss noch gezeigt werden, dass auch bei beliebiger Ahnahme
der z derselbe Grenzwerth erreicht wird.

Es sel

Et”pc”y,= dy= A4+t
und die Theilung so weit getrichen oder » so gross genommen, dasé
wenn ¢ eine beliebig kleine vorgegebene Grisse bedeutet, £ zwischen 0
und 1 liegt. Hierauf werde die beliebige Theilung = zugleich mit ? auf
T gelegt. Dann kann man die Theilung 7 so weit treiben, dass det
Flicheninhalt der Summe aller derjenigen ¢, durch welche irgend ein
Theil der Begrenzung der ¢ hindurchgeht oder sie auch nur beriibrts
kleiner als ¢: M wird, wenn M die obere Grenze des absoluten Betrages
der Werthe von f(z,y) in 7 ist; denn man kann offenbar diesen Fli-
cheninhalt beliebig klein machen. Der Beitrag, den die Elemente ™
welche Begrenzungsstiicke von ¢ enthalten, zur Gesammtsumme
Sty Gy

liefern, ist dann, absolut genommen, kleiner als g.

Legt man beide Theilungen iibereinander, so erhiilt man eine Thel”
lung t und es ist

ZtyCy=dy-~Fo=d+ (=)o, (0<ESES ),

weil die Theilung t als eine weitere Theilung der ¢ angesehen werden
kann, Der Beitrag aller Flichentheile t, welche Begrenzungsstiicke vO"
¢ enthalten, ist, absolut genommen, jedenfalls kleiner als o. I"(;Igficll ist
der Beitrag der Theile 7, die keine Begrenzung von ¢ enthalten, min-
destens gleich 44 (§—£&)6 — 6, hichstens gleich 4 4 (.';‘—-‘&')6 -+ @, and
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:1;:1@; U‘Jan di‘e Theile = hinzu, welche Bcgrenzungsstﬁ-cke von ¢ enthal-

miu,de eren Beitrag zwischen — ¢ und + ¢ liegt, 50 ist die Gesammtsumme

: stens ‘gleich 4 — 36, hochstens gleich A+ 26 und, da ¢ beliebig

®in angenommen werden kann, die Grenze derselben gleich 4, w. z. b. w.

| meinﬁ“fﬁfiie vou Herrn du Bois-Reymond in dieser Zeitschrift dber

¥kt 12 .l{ﬂem}ng_m d-w Thc?orle der bestlr.nmt(:,u Ir.xtegr_ale“ verdffent-

Rk m-‘lknwﬂl- 1ch. nicht eingehen, obgleich ich in .vw.len 'Punkte.n

2 dnrtamlt llberem_snmmen'kmm. Das dort gegebene Beispiel eines (wie

| . .genann.t wird) bedingt convergenten Integrals, dessen Klement
i eichen nicht unendlich oft wechsele, ist verdruckt.

FI‘Eibnl‘g i. B., October 1875. J. TaomaE.

XV. Ueber eine zahlentheoretische Spielerei.

Dle Herstellung solcher Kirtchen, wie sie Herr Prof. Cantor auf
Wu:(?f tt)ler-hist.t.-limra.-. Abtheilung des vorigen Jahrg-an‘ges besS:hre‘ibt,
Wﬂhe] ereits im ‘Jahre 1859 den S.acunda.nern d:es hleslge.n Fl‘l(‘,drl.ch-

g PmS'IG'ymnasnums bei Gelegenheit der geometrischen Reihen gezeigt.
rof, Schellbach ging némlich von der Identitit aus
Ty e g ] e — P
l—n:'m2‘m'm'mﬁ=m,
ergiebt
um(l +.-T)“+-’t'2)(l+;r:‘1)(l+ac3)(1+3~1“): 14z +attad+...+ o, :
otenz,elgte ns“v dass sich die Zahlen von 1 bis 31 simmtlich dlll‘(:}l die
Seite ] 2_' 21, 922 2% ynd 2! darstellen lassen, da ja auf der linken
aberi ;1“1.1' diese Potenzen von 2 als Exponenten des.;z: auf’cretnnl, rechts
s S-Sclche alle ganzen Zahlen bis 31. Er fiigte hinzu, dass ein Kauf-
0 mit 5 Gewichtsstiicken alle Gewichte von 1 bis 31 wiegen kinne.

Woraus gich

90 QlEben“o ergiebt sich die Darstellung aller Zahlen von 1 bis 63 durch
124, .. 95 dig aller Zahlen von 1 bis 127 durch 2 24, ... 2%, d. h. mit

Hil :
m‘tlfe von 7 Kirtchen lassen sich alle ganzen Zahlen von 1 bis 127 er-
®0 . 5. f. Allgemein giebt die Gleichung

. v=n 9:2"+"—1
; [ ] a+a) = >
=0 o=\

Sof :
ot dag Bildungsgesetz solcher Kirtchen, Es kommt 2. B. 27 in allen Zahlen

iy d?n Formen 2r+1,n42r, 2r+1.n42"+1 bis 2rtin42r+1—1 vor.
Tas ?t:.:j Z“.feite Sorte von Kiirtchen ist die umstehel?:le; sie 'ist, wie
e abe.lt sieht, analog aus den Potenzen V(?‘ﬂ 3 gehildet. Hier muss

r den Betreffenden, dem die Kiirtchen hingehalten werden, fragen,

ob g;
R 16 gedachte Zahl schwach oder stark gedruckt ist. [m ersteren Falle
Dmt may die

im a der Karte entsprechcnde Potenz von 3 mit positivem,
n o
¢m Falle mit negativem Vorzeichen. 7. B. 49=+3*+—3—3




228 Kleinere Mittheilungen.
v v WS S S PP TS PP e e et e a e s atetat, L PO A S S R S SRR © )
+3'+ 3% Der Beweis, dass sich alle Zahlen 1, 2 bis 4(3"+1—1) durch
die positiv oder negativ genommenen Potenzen 37 3! bis 3" darstellen laé
sen, ergiebt sich aus der Identitiit

1—a® 1—a® 1—22  1—g¥t' 1 g+

l—@'1—a’ 1—a? """ (_p  1—2

Aus dieser folgt nimlich
(142 4 22) (14 234 28) (14 294 229).... (14 2% 4 233 = 1 - 22+ o, 273
und wenn man beiderseits durch z%®"*'—1 dividirt,
(' 142Y) (@ 142%) (2= '+ 1429 ... (2= 3" 41 + z%")
—g—%h@Eti—1 i +.-r_2+w"‘[+l+ml—|—w”+. i e Enti—1)
Also haben wir fiir unsere Karten (n=4)
(z— 1 +1 +:r1)(;1'*3+ 1 +1,:5) (T~ 941 _}__L.ﬂ) (z- 27+ 1 +$27) (a,,—ﬁl + 1-|—-.1:81)
= g— 14 | p—120 +... + _,I'.f».’_!_a’.fl_{_ 1 +$1+_,B2 +...4 _.1.120+¢.121’
d. h. die Darstellung aller Zahlen von 1 bis 121 dureh die positiv oder
negativ genommenen Potenzen 3°, 3!, 3% 33, 34,

L |' I H 1L, I IV. H
— = ——— . e Yr L 5

36 64 93(14 35 B5 102/[41 62 s2 103

v
B —

11 43 73 103||

42 74 10312 42 71 100(21 42 62 109 (48 69 89 109
13 44 74 104

43 75 104/13 43 72 10122 48 63 11019 70 90 110
14 46 76 10614 47 76 105/ 14 44 73 102|253 44 64 11150 71 o1 I
16 47 77 107 48 77 106|115 45 74 103(21 45 65 11261 72 92 U
17 49 79 109|116 49 78 11016 46 75 11325 46 - 66 113|532 73 98 1‘4
19 50 80 11020 B0 79 111/17 47 76 114/26 47 67 114|153 74 94 1
20 52 82 11221 51 83 11218 48 86 115((27 48 95 115/ 54 75 95 115
22 58 83 11322 52 84 11319 49 87 116/28 49 96 116165 76 96 117
28 56 85 115 23 56 85 11420 59 88 11729 50 97 117||56 77 97 118
25 56 86 11624 57 86 11521 60 89 11830 51 98 118[57 78 98 118
26 58 88 11825 58 87 11922 61 90 119{81 52 99 11958 79. 99 110
28 59 89 119 (20 59 88 12032 62 91 120(32 53 100 1-20i59 80 100 12

1 82 62 92| 2 82 61 93 5 .
2 84 64 94) 3 83 65 94| 6 36 65 94(15 36 5¢ 103)42 63 83 10
4 35 66 95| 4 84 66 95| 7 387 66 95|16 37 57 104|43 64 84 10:
b 37 67 97 5 38 67 96| 8 38 67 96(17 88 58 105|44 65 85 106
7 38 68 98| 6 39 68 97/ 9 39 68 97/18 39 59 106 |[45 66 86 107
8 40 70 100/ 7 40 69 10110 40 69 98|19 40 60 10746 @7 87 103
10 41 71 101((11 41 70 102|111 41 70 9920 41 61 10847 g8 88 10

21

8

4

59

ot okt

‘E‘J 61 91 121 30 60 92 12133 63 92 121 ‘33 54 101 121{[60 81 101 121
31 81 |34 34 ;(31
Aus der allgemeinen Gleichung
y=—n 9=1’3¢¢3n+l ~1)
’ '(.u-—ﬂ"+1+a:3”)= Z’ e
=0 (,:,ﬁlél;pli-l_l)

ergiebt sich, dass z. B. 4 37 auftritt in allen Zahlen von den Formel
BHLab(341), 3Lk § (3 )41 bis 37+ up g (3-+1—1), und
— 3" in denen von den Formen 37+!'.n — 1 (371 — 1), 37+ . n—4 (3r+
—1)+1 bis 3"+1.n—7}(3"+1).

Berlin. Dr, Fenix MULLER:
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In der Nicolaischen Verlags - Buchhandlung in Berlin erschien soeben:
Bremiker’s
Sechsstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln.

Mit Riicksicht auf den Schulgebrauch bearbeitet. 4. Auflage. 4,20 Mk,
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in Geﬁmnger Grosse Generalstab (le;_'_ Prenss. Armee ¢ hat dlesqlbcn ebenfalls
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von
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8. Mit zahlreichen Ilustrationen, Preis M. 5. 50.




