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Ueber Curven auf Rotationsflichen.

Von
Dr. BIEHRINGER,

Professor an der konigl., Industrieschule zu Niruberg.

(Fortsetzung.)

ko Ijl‘- 14. Mi't Hilfe der am Schlussfa von Nr. 2 gegebenen Bemer-
tionsﬁ"? lassen. sich sehr schnell die Glenc-.]mngm\.vnn Curven.auf Rota-
fichen auffinden, die in anderer Weise, wie dort, bestimmt sind.

8 Sollen einige solche Fille betrachtet und zuniichst festgesetzt werden,
ﬁﬂs neben 9z,— F noch dad+ oyt + 72,2 = S* gegeben ist. F und §
‘anen be]iebige Functionen von ¢ vorstellen, dabei soll aber # keinen
w?:r.dinatenwerth, S hichstens z enthalten. Die iibrigen Stiicke werden
s, 1 angenommen. Denkt man sich das in Nr. 1 nither bezeich-
. Blementendreieck, so ist hier durch Yaad+ oyl oz’ di=Sd!
K‘u Hypotenuse und dureh Y140f.% 0. ri:Vf;l:_éf;2, F.dt die eine
Wﬁ?:;:" gegebeu; demnach wird die aulderc Kathete‘:—" ]{/Sg—(l'f ‘(T/',T”)F‘-’ff!.
o5 odann durch ¢ der Stellungswinkel der Projection des Rar.hus: vec-
0 der ay-Ebene gegen die a-Axe vorgestellt und das Vorzeichen

deg
e _]etZtel'n Ausdruckes der Drehrichtung des @ entsprechend genommen,
18t

Dete

: : s ;1{:92—4(1;‘1?&23?_ Sir
olglicl,
Y p= J-/—S—"? & (1f+ Bfﬁ)_m di,

och die Gleichungen

e="1:

2 .:'/F(“.

Axencoordinaten ist wieder @ =/.cosg und y=/.sing.

Hie,.
181211 k“mmen n

Fijy

Zeitgg
hrifg & Mnthomn,t{k u, Physik, XXI, 4. 16




v

230 Ueber Curven auf Rotationsflichen.

Séimmtliche Betrachtungen, welche iiber die Curve der Nr. 1 ap-
gestellt wurden, lassen sich auch hier in Anwendung bringen, sobald
statt des frithern P der Ausdruck ]/V-\'”—(l-i—o,fx'-') F* genommen wird.

Ist statt des Elements des z das Element M d¢ des Meridians g€
geben, so tritt an die Stelle der Gleichung 3) die andere

J;/] +of2dz =JM dt.

Lisst man bei der urspriinglichen Curve die Wurzel der Gleichung
1) einmal durchweg positiv, das andere Mal durchweg negativ sein, 89
erhiilt man zwei Curven, welche in denselben gegenseitigen Beziehunget
stehen, wie die Curven I und II der Nr. 5. An einer Stelle, W0
2= (1422 F? ist, wo also die Curve den Meridian heriihrt, kan?
man ohne Beeintrichtigung der Stetigkeit das Vorzeichen der Wurzel
wechseln lassen und dann durch gleichzeitigen umgekehrten Wechsel
abermals zwei Curven erhalten, die in denselben Beziehungen, wie I
nnd IT in Nr, 5 stehen. In den Fillen, in welchen die Warzel an der
bezeichneten Stelle das Vorzeichen behiilt, entsteht dort ein Maximu®
oder Minimum des @-Werthes; in den anderen Fillen findet dies nicht
statt, jedoch erhiilt die Curve in Bezug auf den Meridian einen Wendé:
punkt. — Sind durchweg die Constanten der Integrale entsprechﬂlld
bestimmt, so wird jede der Curven durch den Punkt, bei welchem di€
Wurzel gleich Null wird, in zwei Theile getheilt, von denen jeder de®
Meridian zu diesem Punkte beriihtt und von denen diejenigen Theilé,
welche zu den Curven mit unveriinderlichen Vorzeichen der Wurzel g€
horen, zugleich auch Theile der andern Curve sind. “— Sobald die Wurzel
ifter Null wird, kann man den Wechsel des Vorzeichens derselben auf
verschiedene Arten eintreten lassen und dadurch gleichviel verschieden®
Curven bekommen, die sich wieder paarweise wie I und II verhalten
und bei analoger Bestimmung der Constanten ebenso, wie oben, aus den
Theilen der Curven zusammengesetzt werden kénnen, bei welchen die
Wurzel ihr Vorzeichen behiilt,

In den obigen Gleichungen ist auch die Losung der Aufgabe ent
halten, die Curve zu finden, welche ein Punkt beschreibt, der sich auf
der Rotationsfliche mit einer gegebenen Geschwindigkeit S und zug]eich
parallel der z-Axe mit einer Geschwindigkeit # fortbewegt. Ueberhaup?
findet hier auch Nr. 11 mit den bereits bezeichneten Modificationen A
wendung. Bei gegebenem M tritt an die Stelle der Geschwindigk‘*it
lings der z-Axe die lings des Meridians,

Nr. 15. Um eine weitere Anwendung der Bemerkungen der NI 2
zu zeigen, sollen die Gleichungen einer Curve der Rotationsfliiche auf-
gesucht werden, bei welcher jedes, irgend einem (- oder z-Werth fol’
gende Element die zu diesem (-Werth gehérige Diagonale eines Paral
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lelog"&mms bildet, dessen eine Seite das entsprechende Element einer
5egebenen Curve auf der Rotationsfliche, und dessen andere Seite ein
®timmtes Element des Parallelkreises zu z ist. Man konnte das Ele-
ment der Curve auch als die dritte Seite eines Dreiecks aus den zwei
“USammenstossenden Seiten des hezeichneten Parallelogramms hinstellen.
Das Element des Parallelkreises ‘sei, wie in Nr. 1, durch 7d¢ gegeben
nd dey pogitiven oder negativen Drehrichtung des ¢ entsprechend zu
Nehmen , Je nachdem P di positiv oder negativ ist; die gegebene Linie
Sl die der vorigen Nummer und die Rotationsfliche bestimmt durch
:r:?+y=.> =/.2
Unter den Voraussetzungen, welche eben in Bezug auf das Vorzeichen
‘e Elements des Parallelkreises, und welche in der vorigen Nummer in
®2ug auf das Vorzeichen der Projection des Elements der gegebenen Curve
uf dep Parallelkreis angegeben wurden, kann bemerkt werden, dass die
])mjectim, des Elements unserer gesuchten Curve auf den fraglichen
'8 gleich der Summe der entsprechenden Projectionen von den an-
ffen. Blementen ist und dass dureh das Vorzeichen dieser Summe zu-
gleich gj, Drehrichtung des Elements in Bezug auf die 2y-Ebene be-
Stimmg wird, Da aunsserdem / den Radius des erwiihnten Parallelkreises
OREtellt . 5o st rmit Beriicksichtigung von Nr. 14 nacheinander

Pdt+y 88— (14017 F2. di
lf rp = —— e /‘ S
Qde].

1) 2 =/ DS _,Fi‘j,f’flh.,”

H!;,‘Zu freten noch

=/
und
3)

@
= [ Fdl.

Im Allgemeinen lisst sich wieder bemerken, dass simmtliche Be-
B ineon uiber dic Curve der Nr. 1 bier: sbenfalls Giltigkeit haben,
Sobalq P4 V\_‘:(I:I—é/”-’)ﬂ_-’ statt des dortigen P genommen wird,
2 den vorschiedenen Entstehungsarten, welche auch hier nach Nr. 11
o AI‘WI'miung kommen konnen, lassen sich mehrere neue hinzufiigen. Es

MO e s 3 :
do\l 0 dieser Beziehung nur angegeben werden, dass die gefundene Curve
urch

einen Punkt beschrieben werden kann, der sich auf der gegehe-
5 P 5

mit eipey Winkelgeschwindigkeit =? um die :-Axe gedrehten

C“l‘\'e

'ﬂen‘
den Gleichungen derselben entsprechend fortbewegt. Die néim-
Wve wird auch erhalten, wenn die gegebene Curve feststeht und

5 p :
afiiy die Rotationsfliche mit einer Winkelgeschwindigkeit = — — um die

liuhe (s

2-Axe Thtiv:.
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232 Ueber Curven auf Rotationsflichen.
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Lisst man ebenso, wie in Nr. 14, die Wurzel an passender Stelle
das Vorzeichen wechseln, so kann man zu denselben F-, P- und S-Wer
then verschiedene Curven erhalten. In Pezug auf die Paare dieser
Linien, bei welchen die Wurzel an denselben Stellen das Vorzeichen
wechselt, soll nur angegeben werden, dass die Curve der Nr. 1 bei diese?
Linien die nimliche Rolle spielt, wie der Meridian bei den entsprechen-
den Linien der Nr. 14, und dass daher auch jedes Paar dieser Linied
symmetrisch gegen die Curve der Nr. 1 liegt. KEs ist leicht, die Beding-
ungen anzugeben, fiir welche diese Linien in die der Nr.1 oder 14
iibergehen.

Bei gegebenem Fortschreiten des Punktes lings des Meridians tritt

wieder /1/1—&- of dz —'j Mdt an die Stelle der Gleichung 3).
f

/
den @-Werth der gegebenen Curves Ist nun durch z=a,, y=y0v

U
=2/, eine beliebige Curve auf der Rotationsfliche gegeben, wo # o

‘YsE—(1
In den Gleichungen der Curve bestimmt ./ V (

"

¥'¢, ¢ beliebige Function von ¢ vorstellen, welche aber der Gleichurg

a? 4 y? = [? Geniige leisten, und soll mit dieser Curve die Linie dieses

Paragraphen bestimmt werden, so darf man nur berticksichtigen, (I‘as-‘.i
’

)
arctung% ebenfalls den @-Werth der gegebenen Curve vorstellt und dasé

der z-Werth durch die Drehung um die Axe keine Aenderuug erleidet:
Man erhiilt deshalb in diesem Falle die Gleichungen

P Yy ;
tp:f—ff“Jrf”‘f-'f“”H%, O=if,; 2=z,

Wiire der g-Werth der gegebenen:Curve = ¢’; bekannt, so wiire
j.l) ,
= —di 2
2 o + o

Durch die aufgestellten Gleichungen ist es nicht nur miglich, jede

Curve zu bestimmen, die auf die gegebene Art erzeugt gedacht wird,
sondern es kann auch, weil diese Gleichungen jede Curve auf der R“"
tationsfliche bestimmen konnen, riickwirts geschlossen werden, wi€ die
angegebenen Bewegungen beschaffen sein miissen, damit die daraus hex-
vorgehende Linie eine verlangte wird. Nimmt man, wie in Nr. O
[z,y,2=0 als zweite Bestimmungsgleichung der verlangten Curve, 80

miissen z. B. die aus x=fecosq, y=/[sing, z=12" erhaltenen Werthe
?
P
~ di,

auch dieser Gleichung Geniige leisten. Man erhilt dadurch fiir f

'y, ¥, ¢t neben a?4-y?—=r2 noch eine zweite Bedingungsgleichung’

i Vor-
der

so dass zur vollstiindigen Bestimmung der Gréssen noch irgend zwe
aussetzungen gemacht werden kénnen. Einfacher gestalten sich W1€

TS
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die Bedingungen, wenn die gegebene Curve durch die windschiefe Fliche
P=@. mit bestimmt wird.

In praktischen Fiillen ist zwar bei der letztbestimmten Art der Er-
“eugung einer verlangten Linie die Fithrung des beschreibenden Punktes
tine complicirtere, als die in Nr. 11 lings der z- Axe, jedoch ist nicht
“U vergessen, dass durch geeignete Annahme der wil}kiir]ichcn Voraus-
Setzungen die Bewegung des Punktes anf der Leitcurve eine einfache,
% B. eing gleichférmige werden kann. Allerdings setzt dieses Verfahren
durch die Hereinziehung der Leitcurve selbst die Zeichnung einer Curve
Auf der Rotationsfliche voraus, aber in speciellen Fillen kann letzteres
mag1icllel‘\veise keine Schwierigkeiten bereiten.

Nr. 16, Wenn man sich den zeichnenden Punkt der Nr. 11 mit
®iner Geraden fest verbunden denkt, welche, die z- Axe senkrecht schnei-
dend, in der Ebene des Meridians fortbewegt wird, der zu dem Anfangs-
Werth von o gehort, so sechneidet diese Gerade die sich vorschriftsgemiiss
drehende Rotationsfliche nach der dort bestimmten Curve. Diese Fort-
he“'egullg der Geraden kann nun auch dadurch eingeleitet werden, dass
Man sie an einer Curve, welche nur in der genannten Meridianebene
liegt, 5o fortgleiten lisst, dass sich der Schnittpunkt mit der z-Axe dem

T=

Fdt entsprechend forthewegt. Man kann als Leitcurve der Geraden

Jede Linie dieser Ebene nehmen, die sich iiber den Intervall z=/.v'rhf
.

Istreckt, und kann eben deswegen wieder an diese Linien gewisse or-
derungen gtellen, die sich z B. auf die Fortfihrung der Geraden an der
“Wve beziehen. So kann verlangt werden, die Gerade soll an der Curve
gleichfﬁrmig fortgleiten und man erhilt dann zur Bestimmung der Curve

M der 22z -Bhene die Bedingungen z={ Fdl{ und Voal +0z2=d, wo

e
4 congtant ist. Dieselben Bedingungen blieben, wenn A auch irgend
Gllne Funetion von , @ oder z wird, wenn also die Geschwindigkeit auf
(' | - s
e Curve sich indert.

Zn analogen Folgerungen wird man gefiihrt, wenn in Nr. 15 statt
des ap der gegebenen Curve fortgleitenden Punktes wieder die Gerade
EeNommey wird, welche durch den Punkt geht und die z- Axe senkrecht
Schneidet, Letztere bleibt jedoch in diesem Falle nicht in einer Meridian-
Qbe“?», sondern sie beschreibt eine windschiefe Fliche. Bei gleichformi-
8¢ Fortschreiten der Geraden an einer Curve der windschiefen Fliche
erhilt man fiir diese Linie neben der Gleichung der Fliche noch die

Bedi“gm\gﬂn 02, =F und ]/5.;;33,-“8}/,2_-1- =4, wo 4 eine Constante
Vorste]]t, Die Gleichung der windschiefen Fliche ist fiir eine gegebene

Urve leicht zu bestimmen.
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234 Ueber Curven auf Rotationsflichen,

Man sieht endlich noch ein, dass die Gleichungen der Nr. 15 auch
dann noch richtig sind, wenn die dortigen @', y';, 2, sich auf cine Curve
beziehen, die nicht in der Rotationsfliche liegt, und wenn die Curve %!
bestimmen ist, nach welcher die bezeichnete, die z- Axe senkrecht schnei-
dende Gerade die sich drehende Rotationsfliche trifft.

Nr. 17. Es.sollen nun einige Beispiele iiber diese Curven durch-
gefithrt werden. Der zeichnende Punkt bewege sich auf der Rotations-
fliche in der Richtung der jeweiligen Parallelkreise mit einer constanten
Winkelgeschwindigkeit = + w oder, was dasselbe ist, die Rotationsfliche
drehe sich mit dem System um die z-Axe mit der Winkelgeschwindig-
keit = — w; die durch den zeichnenden Punkt gehende, die z- Axe stets
senkrecht schneidende Gerade werde durch einen andern Punkt gefiihrt,
der sich gleichférmig auf der Peripherie eines Kreises hewegt, dessen
Mittelpunkt im Ursprunge liegt; es soll nun bestimmt werden, welche
Curve auf der Rotationsfliiche hierdurch entsteht.

Um den Kreis und die Bewegung des Punktes auf demselben 2zt
bestimmen, sei r der Radius, v* der Winkel der .¥- Axe mit dem Radius
vector der Stelle, an welcher der bewegte Punkt durch die zy- Ebene
und auf die Seite tritt, wo die ;4 z-Axe liegt, w die Winkelgeschwin
digkeit des Punktes im Kreise, ) endlich der Winkel der Kreisebene mit
der zy-Ebene. 1w soll bei t=/{ gleich Null sein, dort mit der aufstel-
genden Knotenlinie zusammenfallen und.in der Richtung der Kreis-
bewegung geziihlt werden, 0 sei genau genommen der Winkel, der an
der aufsteigenden Knotenlinie von dem Theile der Kreisebene nach der
4+ z-Axe hin und von dem ‘I'heile der ay-Ebene gebildet wird, welcher
sich im Sinne der positiven Drehrichtung erstreckt.

Bei unseren gegebenen Stiicken ist es moglich, das ¢, und 2/, der
Nr. 15 sehr rasch und damit auch die (J‘loiclmng der Curve zu erhalten.
Zundchst ist der Winkel des Radius des Kreispunktes mit der aufsteigen
den Knotenlinie zur Zeit { = (1—1); die Projection dieses Winkels auf
die xy-Ebene wird bestimmt durch lang v = tang [ (t—1')] . cost), folglich
wird v = aretang [lang (¢ (!—!')).r'u-\'@_] und es ist deshalb @ =y, —are
farig ist bei (= { als Null anzunehmen. Beriicksichtigen wir noch weiter

t
P : : ;s
dass‘j 7 t!f:jmd!: w((—10) und 2'y= rsin[p(t—1)].sinf ist, so erhal-
17

v
ten wir als Gleichungen der Curve
0=/z o=a{l—t)4+ 4 aretang |lang (L —t)).cos H],
z=7 sin[P({—1)].sin 0.
Wiirden wir die Zeit dann zu ziihlen anfangen, wenn sich der Punkt im
aufsteigenden Knoten befindet, ferner durch diesen Punkt die } X- Axe
legen, so wiirden die obigen Gleichungen iihergehen in

—————
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0=/[., @ =l arclang [{any 1p{.cosﬂ], z=7r sinyl.sin f.

Fiir f = 909 erhalten wir die entsprechenden Resultate der Nr. 12;
fir =0 orhilt man die Bewegung aunf dem Parallelkreise der xy-Ebene
und es wird = (0+ %)L

Bei ungleichférmiger Bewegung auf dem Parallelkreise und ungleich-
fﬁfmigm- Drehung der Rotationsfliche treten an die Stelle von p({—1)

t
und o ((—r) beziiglich /w dl undJm dt.
0y ¥
Ist statt der Winkelgeschwindigkeit ¥ die Geschwindigkeit v des

vl > s
Punktes auf dem Kreise gegeben, so ist s odm"jlpdt:-‘jvdf

20 setzen,

Die Ablenkung durch die Umdrehung der Erde.

Nr. 18. Auch in dem letzten Beispiele kann man analog der Nr. 13
die Geschwindigkeit auf dem Parallelkreise aus zwei Theilen zusammen-
gesetzt denken, den einen Theil constant annehmen und der Um-
(]rehungsgeschwindigkeit des Anfangspunktes entsprechen, den andern
Theil verinderlich sein und durch die Rotation der Fliche hervorbringen
lasgen Das daselbst, behandelte Beispiel liefert unter gleichen Voraus-
Setzungen in Bezug auf p und o in dem jetzigen Falle die Gleichungen

LD
e= [ 2= sin — . sin ),
r

2 .
P = [J'_[‘l? dt — w!l 4 arctang [muy L—:—{ .08 (‘]] = _Tf ({'J % rfh—!)

vl
+ arctang Iimng ~ cosB|.
%

_Wﬁrde in dem letzten Falle die Rotationsfliiche eine Kugel sein, dic
thren Mittelpunkt im Ursprunge hat, und der Kreis, der die zur z-Axe
Senkrechte Gerade leitet, den Radius der Kugel erhalten, endlich =
24.60.60 werden, so gingen die Gleichungen der Curve iiher in

— Dbt
D — Vrzr_ 22 z=rsin—sinl),
=

e ‘2.1'; B Lo _ . — (' + arelang |:Irmg E.vnsﬂ].
T 24.60.60 TR 4
1— sin® — sin%f)
=

_iese Gleichungen wiirden, wenn wir die Krde als Kugel betrachten
Me Bahp bestimmen, welche ein Kdorper beschreibt, der den Aequator
Unter dem Winkel § mit einer Geschwindigkeit v schneidet. Der Kor
Per sq)) dabei die UmdrehungsgeschWindigk(’.it des Aequators und, ab-
8¢sehen von der Rotation der Erde, auch die Geschwindigkeit v auf den

|

e ekl ¢ L s
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durch @ bestimmten grossten Kreis festhalten. Durch die Gegchwindig-
keit » und ihren Winkel €} mit dem Aequator wiire die Aufgabe noch
keine bestimmte; sie wird es erst dadurch, dass man die ganze Bahn
vorschreibt, welche der Korper ohne Jmdrehung der Erde heschreiben
wiirde. Auf Grund des Beharrungsvermigens und der Wirkung der
Schwere kann man diese Bahn als eben und durch den M]tto]]mnkt
gehend betrachten. Dass hier von etwa vorhandenen Bewegungswider-
stinden Umgang genommen wurde, ist selbstverstindlich. Fiir 6 = 90°

1

erhalten wir den in Nr. 13 hehandelten Fall. e — dt

LI
1—sin2 =, sin2f
() r

ist ein elliptisches Integral der ersten Gattung.

Ist die Geschwindigkeit » keine sehr betriichtliche, so ist v im Ver-
gleich zu » klein und man kann bis zu nicht allzugrossen (-Werthen
setzen

1t 1 :
; = ____-i_—,;-,-- : s dil= d n aresin (N . sin O) )
! v Sin 7
]/1 — sin? - ..sm’ﬂ /J —I-}—-.w'n"’ﬂ
L]

wodurch wird

2 7 vl
P = QZ()(T;()U [;-:l—” . arcsin (i; sin f)) —— !] -+ arctang [frmg ’)— . COS H].
Eine andere Ni#herungsformel wird mit den gewohnlichen Hilfsmit-
1

teln der Analysis erhalten, wenn man auf — — — den BI-

I*.wui ..mr 2()
=
: SRy nre : ¢
nomialsatz anwendet, statt sin— die nach — fortschreitende Reihe setzt
r r

vi i , L S
nach — ordnet, quadrirt und integrirt. Man erhiilt dann bis zur fiinften
-

Potenz von ¢ das Resultat

~ 2mt., sin2f) [

v* L'“ ph i vl [
= m ,!, ‘f‘ T‘Eu Frr (9 sin®f) — 4)] A arclang [fﬂhyj . €08 U:I

Der erste Theil von ¢ bestimmt hier die Ablenkung von der urspriing
lichen Richtung, welche durch die Umdrehung der Erde veranlasst wird:
Die positive Drehrichtung des @ oder die des p geht am Aequator von
Westen nach Osten und hierfiir ist der genannte Theil immer ])0'*1“"’
ist daher 6 spitz, oder geht die Geschwindigkeit » auch nach der Seite
hin, so wird @ dureh die Umdrehung der Erde vermehrt; im andern
Lall(~ wird sein absoluter Werth vermindert. — Die Abw mchuug auf dem
Parallelkreise wiirde sich in Li#ngenmass ergeben, wenn man den frag
lichen Theil von ¢ mit dem Radius des Parallelkreises der Stelle mul-
tiplicirt. Letzterer wird dadurch erhalten, dass man fiir das angenom-
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Mene /, oder fiir /=3, wo s den zuriickgelegten Weg vermoge der Ge-
E(511Windigl4mit v bezeichnet, das z berechnet und in /=7}/r?—z? einsetzt.
Obwohl die ohige Integration nicht in endlicher Form ausgefiihrt
Wurde, go lassen sich doch in Bezug auf die Ablenkung durch die Um-
d"e]“mg der Erde einige allgemein giltige Schliisse ziehen, Zuniichst ist
2§ der Form der integrirten Reihe ersichtlich, dass der Werth der Ab- |
leﬂkang nicht blos von vf=s oder von dem vermige der Geschwindig-
keit o zuriickgelegten Wege abhiingig ist, sondern besonders noch von £ |
also von der Zeit, die der Kérper zur Zuriicklegung des Weges braucht.
Setzt man zu dem Ende v¢=¢ in die Reihe, so wird die Ablenkung ;
[ sin® gt st
b ot ko 2 (g sin6— )]

Der Ausdruck in der Klammer bleibt fiir das nimliche s und 0 stets

-(1""3011)0, folglich ist unter dieser Voraussetzung die Ablenkung propor-

tional dem ¢ Hat man deshalb fir gewisse s, ) und ¢ die Ablenkung
€rechnet, so kann sie fiir dieselben s und ), aber fiir ein anderes /
Umittelbar gefunden werden.

Zu #hnlichen Resultaten wird man gefithrt, wenn man die Integra-

ti ; . . Sk etldeses
O nach ¢ in unserem obigen Integral mit Hilfe von z=r sin— .sinf)
5

]n eine solche nach = verwandelt; man erhilt dann fiir unsere Ablenkung
4en Augdruck

el
24.60,6() v sin0)

7 3
dz — — arcsin
]

rsiny

(3

0

Vo - ST ; : ;
N diesem Integral existirt natiivlich wieder keine geschlossene Form.

enkep Wir

80] . y :
: che, die nach : fortschreitet, und es kann der ganze Ausdruck gegeben
erden qurel

uns dasselbe mittels Reihen bestimmt, so erhalten wir eine

A
3 24.60.60 v "’
Yo T eine Funection von z, » und 0 vorstellt.
Dieses 7 bleibt fiir dasselbe r, f und z, also bis zu demselben Pa-

fi Ikreis immer das nimliche; es wird daher die Ablenkung umgekehrt
Portional dem o,
Untey

ralle

also um so grisser, je langsamer sich der Kérper
Sonst gleichen Umstéinden bis zu dem Parallelkreise zu : bewegt,

o Umgekehrt, Mit Beriicksichtigung dessen, dass vi =y, ist das jetzige
§ - . i\ ;
ultat eine Bestiitigung des obigen.

Sollte bestimmt werden, unter welechem Winkel € der Korper bei
gEgebm]er G

xeschwindigkeit » abgehen miisste, nm trotz des Iinflusses der

Iy . ; 2
ebung der Brde an eine bestimmte Stelle zu gelangen, so wiiren in
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d v
en

den beiden Gleichungen fiir z und ¢ die letzten beiden Gréssen I
gegeben und ) gesucht. Man hiitte deshalb aus den beiden Gleichung
des ( zu eliminiren und dann nach 0 aufzulisen. Es ist klar, dass sich
diese Aufgabe wieder nur anniihernd lésen ldsst und fiir arctang auch
die entsprechende Reihe zu setzen ist

Nr. 19. Man kann die letzte Aufgabe verallgemeinern und die Curve

zu bestimmen suchen, welche ein Korper beschreibt, der auf der Kug®

| unter irgend einem Winkel « gegen den Parallelkreis des Ausgang®

> e it
punktes — also unter dem Winkel 90 —« gegen den Meridian — ™

| der unveriinderlichen Geschwindigkeit » bewegt wird und trotz der Um-

T .s - . . ¢l
drehung der Kugel auf dem grossten Kreise zu bleiben sucht, der durel

| die anféingliche Richtung des » geht,

Um hier theils die Bewegung, theils die Lage des Coordinatel®
systems genauer zu hestimmen, desgleichen eine miglichste Uebereil
stimmung mit den vorausgegangenen Betrachtungen und eine leichte Vet
wendbarkeit der Resultate fiir den Ort des Ausgangspunktes zu erzielem
werde féstgesetzt, dass die x:-Ebene durch den Ausgangspunkt gehe;
die 4 z-Axe mit v nach derselben Seite hin liege oder, was dasselbe ish
die Projection von » auf die z- Axe die Richtung der + :-Axe habe U
dass Winkel « spitz oder stumpf zu nehmen sei, je nachdem die Figs

. . . . e . . o
jection von » auf die 2y-Ebene die positive oder negative Drehrichturs

hat. Fiir die Ausgangsstelle ist y = 0; ihre geographische Breite sel &

i : . ‘ h
folglich wird z'=7sinf} und f’=r cosp. Ausserdem werde daselbst nock
t=10 angenommen. Liegt der Ausgangspunkt auf der Seite der negat
ven z-Axe, so ist § negativ zu nehmen.

Ganz entsprechend dem Anfange der Nr. 18 erhalten wir bei an®

. vi 1 v

loger Bezeichnung v = arclang (!rmg —,mmﬂ), wo 0 den Winkel unsere
=

Crai 4 . . . N els

Kreisebene mit der xy-Ebene vorstellt. Alsdann wird in gleicher W e15@

ofig b | : - oo des
Ge=raing + .“)- sinfl. Das u ist hier der Winkel, den der Radius ¢

Ausgangspunktes mit der aufsteigenden Knotenlinie der Bahn in der ¥~

: s : A 1
Ebene bildet, und positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem es 3%

der Seite der 4 oder der —:-Axe liegt. f) und « sind vorerst noch

unbekannt und miissen den gegebenen Stiicken gemiiss bestimmt werden:
h den

0 wird durch folgende Betrachtung erhalten. Denkt man sich dure ;
ch

Anfangspunkt ein Loth L zur Ebene der Bahn gelegt, also L senkre
zu dem v und 7 des Ausgangspunktes, so liegt dieses L in der Tange™
: . tegiE ; : iese
tialebene dieses Punktes, weil ja diese auch zu r senkrecht ist. In di€®

hl
r . R
langentialebene fallen ausserdem' noch », dm’ und dp’, d. h. die G
schwindigkeit, das Element des Meridiaus und das des Parallelkreises de]
. ; ; : - 1elieh
bewussten Stelle. Nun ist aber zugleich dm’ | dp’ und L L v, folgli®

—_—
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L LL‘dm'*:Lrlp', v=c« Nimmt man hierzu noch eine Parallele Z’
durch den Ausgangspunkt zur z-Axe, so ist Winkel Z'\[=0=dem
ge?ud‘ten Winkel unserer Bahnebene mit der ay-Ebene; endlich ist
Vinke) dm', Z’= dem Winkel von dem » des Ausgangspunktes mit der
“”:?}-Ebene = der geographischen Breite des Punktes oder gleich f. Die
Mien 7. dm’ und 2’ bilden demnach ein Dreikant mit den Seiten «, 0
11_11(1 B. Dieses Dreikant hat dazu noch an dm’ oder dem 0 gegeniiber
(’in‘en rechten Winkel, weil die dm’, Z'- Ebene mit der - Ebene und die
({_m! L-Ebene mit der Tangentialebene zusammenfillt und die Tangen-
tialehen g auf der xz-Ebene senkrecht steht. Es findet sich daher

Y=z ;
:

cosf) — X
36 < = c¢osa.—., — Um das zu erhalten
“ )

5

cosfl. cosa = cosa .

d ; L St
®0ken wir uns durch z' eine Ebene senkrecht zur Knotenlinie gelegt

u % 5 % ¥ <
nd dag Stiick des- Schnittes dieser Ebene mit der Bahnebene zwischen
g L 4 z j
A4 A“-‘:‘gangspunkfn und der Knotenlinie mit n bezeichnet, dann ist
§in z 3 z sin 3
fs== und n=—=——:, also sinp=——>=—-74 und
4 sinf rsinf sinf

3
W= tresin aresin e

rsinfl r }/1 — ¢os? ﬁ_._r.‘"r_)-s'jg

= qresin

tang

= arclung

St o

| Hat demnach, wie in Nr. 18, die Kugel noch eine constante Win-
3 8¢schwindigkeit =— — @, oder hat bei feststehender Kugel der auf un-
ierep A Z = g . . z

® Bahn fortsehreitende Punkt noch eine Geschwindigkeit + fo in derx

ic : é ;
®Rtung der Parallelkreise. so werden die Gleichungen der beschriebe-
Ngp Ollrve

D o=/
2) z2 =7 3in (t%[ + #) . sinf),
3)

vl )
@ = ol -+ arclang \ tang — . cosf) )
7 /

By
“Wei letzten Gleichungen kann man noch nachfolgende Formen

Beben ;
b roos v ol ; _ ., :
4 ( P +u |. sinl) = sin (h + arcsin )/ = ?'—2 — 3 ’/:-3—[’3 cosZw
r ré- cos® w
’ . vl 5 ’ 3 vl
= f", sin—.sind 4 z. cos —
2) f = + >

Db ety sin 3 Sess
=7 sin (~ + aresin ——— ﬁ - )]/ 1-cos? w.cos* 3
T §

1-cosa.cos® 8

vi UY IR
=r ( Sin— . cos . cos B+ cos — | sin {5) :
SEE r
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% vt ?)i
3) @ =wi4arclany [f cos . tang ﬁ] = w4 arclang [('rasa. cos 3. tang == |

Die ersteren Formeln sind dann am Platze, wenn das 2, und die
letzteren, wenn das 3, die geographische Breite des Ausgangspunkte®
bekannt ist,

Es hat nun auch keine Schwierigkeiten, das @, oder die Gleichudg
der windschiefen Fliche zu finden, deren Schnitt mit der Rotationsﬂﬁchc

. . . . . . . ieh
die verlangte Curve ist, Aus der zweiten Gleichung ergiebt sich nalﬂ]'Ll

= ’
T 2 z
= — ((u‘r'.s'z'n — — Aresin —.—)
v \ r sinf) r sinf

r z
= —ar ('lrmJ

o
= — m(‘f’rmJ = = :
v zz' - ]/(r" sin® 0*-:" (r?sin? ) —2'2)
/7% wa-U— z2 7 sm-f)ﬁ
-+ arclang [ro@ﬂ £F V :I
2z —|— ;/() \’;n‘”— '~)(z MH’U P
Man kénnte hieraus noch €. und: 2° mit Hilfe der Hr\zi(xhungrn cos
=cose . cosf und 2=rsinf fortschaffen und durch § und « ersetze™
Am einfachsten gestaltet sich der Ausdruck durch die Einfiihrung des £

hier wird = r sinl .sinp, Vrisintl—22=r sinf. cosu, daher
]/wwu“()-—— 2 :'[/r” mf-’H- 2o
in ) — 22 )(1 2 ¢in? H BRI frmglu + Y r¥sin2f) — 22

. - 7
Hier kann auch unmittelbar = - (rtlf!rr??J
v 2

72 gin? H-— 2
323 n
den. Fiir 2’=0 oder uw=0 erhalten wir die Gleichung der \nndscln(‘f"

= .u) gesetat wers

: n
Fliche fiir die Curve der Nr. 17. Die dortigen huhlusgl;pm(‘]lsllngp
konnen auch hierher iibertragen werden.

Nr. 20. Passen wir die gegenwirtigen Verhiltnisse, #hnlich wie

in Nr. 13 und 18 geschehen ist, den Vorgingen auf unsever Erdobe’
fliche an, wo ein Kéorper die Umdrehungsgeschwindigkeit
T 2f'x
=/ 54,6060

seines Ausgangspunktes hat und auf jedem Parallelkreise beizubehalt®®
sucht, er also anf dem Parallelkreise schon aus diesem Grunde um I”/’ﬁ‘J
fortschreitet, so erhalten wir die Losung der Aufgabe: Welche Bahn
beschreibt ein Korper unter dem Einflusse der Umdrehung der Erde, der
auf derselben mit einer Geschwindigkeit » unter irgend einem winkel
mit dem von Westen nach Osten gerichteten Parallelkreise der Anfang®”
stelle bewegt wird?
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¥ SR

memAuc}l hier soll, wie in den ellltsprechenden Fillen der fritheren Num- :
23 ; die Aufgabe dadurch zu einer bestimmten gemacht werden, “dass
besch:ls-bden dort gelt.end gemachten ‘(‘rriindel‘l annehmen, der K(?rper
b e1 e 0111110 Biickstchtnahme auf- die Ro.t-ahon de}1 durcl} v bestl‘mm-
gescﬁm_sstfm 1‘1‘015 und die parallele Versclnel{ung sei auf die Rntatlon-s- J
i windigkeit, welche der Korper von seinem Ausgangspunkte mit-
gt, ohne weiteron Einfluss. Von den Widerstinden wird wieder |
v;:lg;;g genommen. Die positive Drehrichtung von 0X nach OF gehe
e ‘Estnn nac.h Osta?n; alle iibrigen .Bestimmungfm sollen der Nr. 1.8
i Pl;eclm‘n. Die G-]eu.:hun‘g fiir 2 Iblelbt vo.llstiindlg unverﬁn(]:crt, wn.ﬂ
GlemOtatmnsgeschwmdlgkmt daraul. ohne Emﬂuss. ist; desgleichen die
wng der Rotationsfliche. Es ist daher, wie in Nr. 19:

1) Q=fm
2) Z=r $in (sz'+ lu) . sin0,

nd dabei wieder

. z . tang
= aresin——x = aresin ——”"-'6 , cosfl== cosa=cosf.cose.
r sinf) sino ”

;

W fiir @ erhilt man weil

m:ll___fm: f’._f2rr__# 27 = i (i—l) ist:
F T F.24.60.60 24.60.60 24.60.60 \f :

t
3) p= 2_4_%%_[% (Ia/ "% S ;) -+ arclang [fng 1—:—£ . €08 6]

0
I .
0 der letzten Gleichung ist wegen der Kugelgestalt der Erde

tl t aesy
f'/\? dI:f’ ;1—'* di= f-— a ’4,T;L_;J(—'— e dl
V‘,.:a_z‘z r vl 3
]/l—sz'n“] (- +l,l.) sin0)
. e
. 0 0

; 2
~ rosinf e ,/ 22
. 1_'”;:3'/ ]”_;,.231-”26
&

DE::; letzte Integral wird fiir dieselben z-Werthe unter sonst gleichen.
blenlr:den das nii1l11licl1e, und deshalb der ar?te Theil von @ oder die
"Eisenung durch die Umdrehung der Erde ZWIS'CIIGD denselben Paralle.1~
angsa;.m “mgekelu-t proportional dem v, also wieder um so grosser, je

er sich der Korper bewegt, und umgekehrt.
Durch Einsetzen der obigen ¢-Werthe

”

r e SAZ
{=— (m‘rsm e — QSN —) ete.
v r sinl r sint)

I
I

i v et =
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. . . " P - . . . et
in die Gleichung fiir @ erhilt man unmittelbar und in #hnlicher Form
wie in Nr. 19, die Gleiclmng der windschiefen

1

Das [ntegral ‘:‘T : —_———————d{ ist im A]]gen]eiﬂen
I/] — sin? (m’ -he ‘u) . sin%f)
(} 1)

. . . . \ . 3 . 1
ein elliptisches und in geschlossener Form nicht angebbar, Ks solle!

. . . T S . : a8
deshalb in einer der in Nr. 18 entsprechenden Weise verschieden

Fliche g,.

3 r p vl TR, 7u
Néherungswerthe fiir den Fall bestimmt werden, dass — klein ist. = 4°
=

- . vt ) : . . R —

dem Ende entwickeln wir sin (———~+y : l)Ol‘liCl{Slcllt]gt!n, dass sing
-

sin sine, cos 8 2 e Sath

_—6, cospp =——a— und f/'=r cosP und erhalten auf dijese Art stat

Sin U sSin ”

des letzten Integralausdruckes

o
Sl o
1 + sin® — (tang*B — sin? «) — sin— , Sinw, lang 3
= r

2

A . vl R e i 2 s
Setzen wir statt sin — und sin — (je Sinusreihe, so erbalten wir ve!
r [ e

mittelst des Binomialsatzes und wenn tang® B — sin*a= A wund sine angf
= B gesetzt wird, fiir das letzte Integral

vi i oo el

(44 Bt.—+4U(—d+3B). — 4+ 1. B(—4—944 1o.B2) ==

: 2

7
o4 g4
+ra5l(44+ 942 —48B°— 904 B2+ 105 BY), ’_‘i =
r

Unter der Voraussetzung, dass nur bis zur fiinften Potenz von ¢ gegange?
werden soll, erhdlt man demnach ;
B

2nt pol

v v2i?

—_————— D, = . = = 1 —4—9, Bo=g
¥~ 24.60.60 ["B T AEBEY =5 ok B(— 404+ 10508

. Y - : ol

3) + o (44 +94° — 48 B2 — 90 4B* 4 105 BY), "_J

't
-+ arclong [lang% . COSw , cos 'fj]

Zu bemerken ist hierbei, dass f nicht zu nahe an 90° oder der Aus-

. 3 ; vl e
jangspunkt nicht zn nahe an den Polen liewen darf, und dass — oder
gang g ) =

das Verhiltniss des Weges auf dem vorgeschriebenen grossten Kreise zum
Radius der Erde nicht zu gross sein darf
Fir =0 wird o« = 0, 4= —sinfoq—=— sin®f, B=0 und geht die

Formel in die iiber, welche fiir die entsprechende Bewegung in Nr. 18
erhalten wurde.

In Uebereinstimmung mit dem Obigen ergiebt sich zuniichst ans der
letzten Gleichung fiir . dass die Aenderung des ¢-Werthes durch dif
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s A i

I""rdmtation fiir dieselben Werthe von »f=s proportional dem fist, und
: s
dass e wieder bei gleichen s-Werthen wegen = auch umgekehrt

PToportional dem v, also um so grosser wird, je langsamer sich der Kor-
her be“'egt. Das Vorzeichen des ersten Gliedes von ¢ oder der bewuss-
ten Ablenkqu wird, da v und ¢ absolut zu nehmen sind, durch das Vorzeichen
Yon B bedingt. Nun liegt nach unseren Bestimmungen «immer zwischen 0 und
1.800 und ist deshalb sin e stets positiv, daher wird B= sinea.fangf mit B posi-
v ung negativ. Befindet sich der Ausgangspunkt auf der nordlichen Hemi-
sp‘hﬁl‘e und ist » nach Norden gerichtet, so haben wir nach unseren Be-
Shmmunge“ 2" und B positiv zu nehmen; és wird dann & positiv und die
é!Lbl(mk‘mg macht sich im Sinne der positiven Drehrichtung oder von

T vi A
Westen nach Osten geltend. Das arclang [!ng — . cose. cusﬁ] wird des-

hal durch die Axendrehung der Erde vermehrt, wenn @ spitz oder cosa
Po‘sigiv ist, oder wenn die Bewegung in norddstlicher Richtung eingeleitet
WIrd; e wird sein absoluter Werth vermindert, wenn « stumpf, also cose
“?gativ ist, oder wenn die urspriingliche Bewegung in nordwestlicher
Rmht‘mg vor sich geht. Ist v bei unserem Ausgangspunkte nach Siiden
8erichtet, so ist :* und g negativ zu nehmen und wird dadurch B und

:Ulsere Ablenkung negativ oder sie wirkt im Sinne der negativen Drehrich-
Ung, von Osten nach Westen. Wird hierzu « spitz oder geht die Bewegung o

i vl T
Rach Siidost, so wird arctang [lrmg — . cosa, COS ,8:] positiv. und dasselbe
=

durel den negativen Werth der Ablenkung vermindert, oder der Korper
Eeht| Weniger nach Osten hin, als ohne Umdrehung der Erde. Im Falle
: hier stumpf ist und daher die Bewegung in siidwestlicher Richtung
“Ingelejtet wird, ist unsere arclang negativ und ihr absoluter Werth wird
eg:h die Ablenkung vergrossert oder die Bewegung wird westlicher. Am
sichac{]smn lisst sich der Einfluss der Ablenkung iiberse_hen, wenn m:'m
einen Beobachter am Ausgangspunkte denkt, der seine vordere Seite
t:]: gl_chtung des v zuwendet; die Ablenkung findet da.nn nach der rech-
e eite des Beobachters statt Es hiilt nicht schwer, diese Bemeiku.ngen
fle’-" Fall zu iibertragen, wo der Ausgangspunkt auf der siidlichen
CMisphiire liegt; hier macht sich in Bezug auf unsern Beobachter die
iy e}?ke“d(‘- Wirkung der Umdrehung nach links geltend. SOnst ist noch
5 €merken dass, weil in der Reihe nur $ine vorkommt, die Ablenkung
" ® und 180 —q dieselbe bleibt.
Andere, doch weniger veglissige Naherungswerthe fiir die Ablenkung

Wiird
¢ man erhalten, wenn man

l e B e
]/1 - sin? o (tang® B — sin*a) — sin — . sina. tang 8
i

372
i vet 5 -
= l/l 2l . sine, tang B 4 -5 (tang®f — sin*a)
r

e

S e i e ey

— =
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setzte und das Integral des reciproken Werthes dieser Wurzel in g€
schlossener Form aufsuchte; doch wiirde sich hier kein richtiger Massstal
fiir den Grad der Annéillenlng ergeben,

Aus der Form des Integrals in

t
i e ,7:_”\-[3 —— d{ — {
] ‘vt }

; I/] — sin? ([;« - 1“‘) sin2f)

0

t

$ f‘n.\‘,@
/i_ TR : 6F ind
1—\ sin— .sina. cos B + cos —sin B

r T : &

wo im Nenner 4 zu nehmen ist, wenn f positiv sein soll, und — i
andern Falle, ist, wenn man sich das Integral in die Differentialsumm®
zerlegt denkt, sofort ersichtlich, dass fiir dieselbo geographische Breite
mit nicht zu grossem vf bei a =0 oder = diese Summe ein Minimum und

fiir azﬁ ein Maximum ist. HKs ist daher auch im ersten Talle oder

wenn die anfingliche Bewegung in der Richtung des Parallelkreises
erfolgt, die Abweichung am kleiusten, und im zweiten Falle, wo die
anfingliche Bewegung in der Richtung des Meridians stattfindet, 4%
grossten. Auch das ist noch unmittelbar ersichtlich, dass fiir den Fall
des negativen B, oder der Bewegung nach Siiden in unseren Gegel”
den, das Maximum zwischen denselben Parallelkreisen und damit d?c
Abweichung nicht so betriichtlich ist, als fiir das positive f oder fiir dl(f
Bewegung nach Norden. Aehnliches gilt auch fiir die Abweichungen bet
stidlicher und nordlicher Bewegung fiir die anderen Werthe des o, Gleich®
Resultate fiir nicht zu grosse Strecken ergiebt die Am}ii]]01'111-1gsg1(aic]1ullg
fir . Letatere ldsst ausserdem noch ersechen, dass unter sonst g]ﬂicheu
Umstiinden die Ablenkung um so grosser wird, je grosser § ist, d. b je
niher der Ausgangspunkt dem Pole liegt.

Die oben aus den Formeln bestimmten Ab]eukungsriciltungcn stim-
men mit dem Drehungsgesetz der Winde liberein. Auch die iibrigeé®
Resultate kiénnen mit dem Verhalten der Winde in Zusammenhang 8¢
bracht werden. Ein schwicherer Wind wiirde nach denselben auf gleiche®
Strecke cine grissere Ablenkung erfahren, als ein stirkerer. Tntsteht
irgendwo eine Luftverdiinnung, stromt die Luft von dem Nachbarorte 2%
der den hochsten Barometerstand hat, und riickt sie wegen dieses Ab-
flusses mehr und mehr von entfernteren Stellen nach, so muss sich im
Allgemeinen am urspriinglichen Orte die Richtung des Windes im Sinn®
des Drehungsgesetzes dndern, weil die spiter ankommenden Luftschich”
ten einen grissern Weg zuriickzulegen haben und dadurch eine stiirker®

e ————— A
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A‘b]l‘ankung erfahren. Riickt der Ersatz von Osten oder Westen her, so
Wird die Aenderung der Richtung am langsamsten, kommt er von Nor-
1 oder Siiden, am schnellsten erfolgen. West- und Ostwind werden
also ap lingsten, Nord- und Siidwind am kiirzesten ihre Richtung bei-
}fehalten. Indlich findet noch der Umschlag der Richtung auf der nord-
ihen Erdbiilfte schneller bei der Bewegung nach Norden statt, als bei
B BeW@gullg nach Siiden, in héheren Breiten eher als in niederen,

Nr. 21. Betrachten wir zuerst den Fall weiter, in dem a=0 oder

1800 jg4

y also die anfiingliche Bewegung in der Richtung des Parallelkreises

Mattfindet, Unser Integral geht hier iiber in

t i
< cos » 1
v ‘ 5’ ———dl = '7.—_'___'_'___'_—'T': dl
- G VI vl
I/l— r0s% —- sin? 14 sin® — tang®f

3 ¢ - Sin B . }/ + sin - lang |’

0 0

un ; s : ¢
d kany wieder nicht in geschlossener Form bestimmt werden. In der
8

?lhe der Nr. 20 wird fiir diesen Fall 4= tang®g, B=0, so dass man
er ]ij_]t

2mi ol V22
B 2 S RRCR] Ry ol st R ¥ 2 £ J
3) P 24.60.60'“”‘(} B. [ R g (449 tang*p) .. :'

3
vi
+ arctang [tung — . €0§ {3]
=
Dureh Vergleichung mit der Nr. 18 und der dortigen Reihe fiir

3
1 : : ;
]7:;3 —— ergiebt sich, dass beide Resultate in einander
g
1—sin2 2 gin2f)

7

lib 4 : o i :
‘."Tgeheu miissen, wenn fang®f = — sin®6) gesetzt wird. Die Resultate
mussen

in der That aus dem Grunde eine gewisse Uebereinstimmung
nur g weil unser jetzigen Spe.cieller Fall auch de.r der Nr, 18 ia.st un-d
den F"(:I AUSgangs‘punkte.und die'Lagen der Coordmatensystem‘e in bei-
% un: len \Terst':luede‘n sind. Es iiben.'ascht auf den ersten Anbh'ck, dass
iogt :;19!11 Jetzigen Talle fiberhau-pt eine Ablenkung vm:lmnden xst,- doch
er Grund fiir letztere darin, dass:der Punkt sich ohne Einfluss
E{_l..Erd“?"f-'itinn nicht auf dem Parallelkreise, sondern auf dem grissten
Bc‘ﬁlsle .del‘-Erde bewegen wiirde, welcher durch die anfingliche Ge-

Windigkejt, geht,
o Reiile A})lenkung ist u}]ter unseren YcraussetzPugcn, wo dz?s crx.ste Glied
Bten'ule iiber das Vnr.zmc]‘mn entscheidet, neg.atlv oder wn-kt"un Smne', von
nach, SﬁT:h Westen; sie w:rkt.als.o e.benso, Higiaeein der I{OI‘I’)BI‘"hEI uns
na@hst@; ;Tl bewegt wiirde. IJm? ist insofern erklirlich, al’s der Korper im
gt uﬁd I?ment nach dem Begmmi d.el- Bewegung den I'arallelkreis ver-
> sich auf seinem grossten Kreise nach Siiden wendet Abgesehen

Zeig,
Sohrife £, Mathematik u, Physik. XXI, 4 L7

zeigen .
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i . : : ; : N
von — sind die nachfolgenden Glieder der Reihe von um so grosserem
=

linfluss, je grosser £, die geographische Breite des Ausgangspunktes ist:
Im Uobnovn kann selbst bis f="T70° und »{=100000™ nahezu

T 2% .”.‘El"‘

vi
o i Ll e R | 2 : 35 ; e
Q= 22 60.60 " ° tang®f . 3 -+ arclang [[ iy - . COS IGJ

gesetzt werden, und kann man mit einem entsprechenden Grade der An-
niherung noch setzen
,M 2

vl vi
arctang [!(mg — .r'usﬁ] = —.cos fB (] + 4. sinp,
T 75

Nr. 22, In dem Falle, wo « = also die anfingliche Bewegung

T
':’2 ]
in der Richtung des Meridians stattfindet, wird unser Integral

V. cosf

o) e

e

daher in geschlossener Form bestimmbar. Man erhilt hier

y ; g
7 o
3) i 2wt r cosfB ; i 4 2 ]
: TS el S gy s
tang [Z ——— —:I

vl o
arclanyg [tmag ~—. 08 3. cos c{] fillt hier ganz weg. Iiir die Bewegung siid-
z

wiirts ist in nnseren Breiten f negativ zu nehmen. Multiplicirt man das
s vl : ! : :
@ mit "'-"”3(7‘ o 16)! d. h. mit dem Radius des Parallelkreises der Stelle

zu !, so erhiilt man den Abstand und die Ablenkung des bewegten Punk-
tes vom anfiinglichen Meridian, und zwar auf den entsprechenden Paral-
lelkreisen nnd in Lingeneinheiten gemessen.
Unsere Reihe fiir @ geht in diesem Falle iiber i
2mt
24.60.60

2,.!

vl
9= (tangB. % + £(1 + 2 1ang2p) . 2
4

{2 %

+ oy tang B (546 . tang® B). .);

sie kann natiirlich auch unmittelbar aus dem ngc]IlUbS(']lbn Integml her-
geleitet werden,

Setzt man v/=100000™, f=70" so liefert der obere Klammern-
ausdruck des @ den Werth 0 022263, und die zwei ersten (Glieder der
Reihe des letzten Ausdruckes fiir g liefern 0,022240598. Fiir == 70°
also fiir die Bewegung nach Siiden, wird der erstere Werth = — 0,020939

und der andere = —0,02091668. Man sieht hieraus, dass bis zur vierte®
Decimalstelle eine vollstindige Uebereinstimmung der beiderseitigen Werthe
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Stattfindet, Diese Uebereinstimmung muss noch grisser werden, wenn

PE<100000™ und B < 700 ist, weil in diesem Falle die Reihe mehr

Convergirt, Wir konnen nach diesen Beispielen mit einem betréchtlichen
Grade qoy Anniherung fiir diese Fiille setzen

: 242

Q= ﬂ%}%@ (é tang 3. ’75 + (142 tang®B). ?-;:l,-)

Dieser Ausdruck ist nicht nur fiir weitere Schlussfolgerungen innerhalb

der gegebenen Grenzen, sondern auch fiir numerische Bestimmungen dem

Al‘Sdl‘ucke mit dem geschlossenen Integral entschieden vorzuziehen. Die

IOgRI'ithmischen Tabellen behalten uniimlich fiir den letztgenannten Aus-

druck selbst bei verhéltnissmissig kleinen Werthen von »{ noch einen

8rossen Girad der Genanigkeit, wihrend in diesen Fiillen lang (;—g)

; ;

und tang (%—-R !—I) so nahe liegen, dass die T'abellen keine genauen

D 22y
ifferenzen mehr ergeben und kleine Unterschiede in den Werthen der

Ogarithmen — und zwar bei demselben »¢ — das Gesammtresultat um
etriichtliches dndern. Beispielsweise soll hier nur erwiihnt werden, dass
h(’i » vi kg

1 V= 1000™ oder —=-——
1 = A9 0000
ruck mit Benutzung der siebenstelligen’ Logarithmen = 0,001401 wird,

u 3 5 Aot SAEE
_ml dass er, wenn zur Anniherung 16,2"= 16" gesetzt werden, —0,9881755
ilefe].‘t_

=16,2" und =700 der fragliche Aus-

Umgekehrt verhilt sich natiirlich die Sache, wenn grosse Werthe
YOn ©¢ in Betracht kommen. Ausserdem lisst der Niherungswerth wie-
der alje die hierher gehiérigen Bemerkungen erkennen, welche am Schlusse
der Ny, 20 im Allgemeinen ausgesprochen wurden.

: Weil unser jetziger I'all im Allgemeinen eine geschlossene Integra-
t‘”’“ zuliisst und’ insofern von allgemciner Bedeutung ist, als die Ent-
Stehung der Winde vorwiegend in der Richtung von Norden nach Siiden
und umgekehrt stattfindet, indem in dieser Richtung im Allgemeinen die

Stissten Temperaturdifferenzen herrschen, so wollen wir denselben noch
e 2
tWas weite,

1)

verfolgen. Die drei Gleichungen der Curve sind :

0= [
2) : T =y (U[ + (3) )
%
1 1:' (nc ﬁ) .\\
angil—
3) : 2l rcosf gl 4 2 \ !
=] ——- Log L o — .
P= 216060 0z Y e (E__E _g)
e\ 22y ;
5 Wollten wir bestimmen, bis zu welcher Zeit der Korper bei gegebe-
m p

eng und # unter dem Linflusse der Erddrehung einen Umlauf voll-
Nde & s s oy
t, so hiitten wir in der Gleichung 3) @ =2m zu setzen und nach ¢

17%
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At

aufzuldsen. Dies kann, nun nicht ausgefithrt werden, ebenso wenig die
Aufgabe, bis zu welcher Zeit ein gewisser Meridian iiberhaupt von dem
Kérper erreicht wird. Dagegen lisst sich aus der Gleichung 2) sofort
bestimmen, wann der Kérper an einem bestimmten Parallelkreise an-

vl N : 2
kommt; man darf nur — <+ f gleich der geographischen Breite des Pa-
=

rallels setzen und nach ¢ auflosen.

Ist zu bestimmen, unter welchem Winkel der Korper den Parallel-
kreis bis zu einem gewissen z-Werthe schneidet, so erhiilt man zu dem
Ende

dm 0z 1/1 + d,f,_

langd =
d/) 0 gy ]/3

Bei der Kugel ist

I//l+af:2:——r"—: s "1 ) E)z[:es,('n.\'(ij +(3)
Vrz— 2 cos (v_f e (3) 4
r

3 2x ( ('m‘ﬁ 1 '

gl ey ama! b1 .
24.60.60 vt )

cos (r +ﬁ) N

24.60.60.v

2,-;,—,((;0.&‘15— o5 (ﬁ_{-?rj)) .

Auch die Geschwindigkeit ist bestimmbar, mit welcher der Korper irgelld

daher

tang d =

einen Paralletkreis durchschneidet. Diese Geschwindigkeit ist nimlich %
/ dm? - + dp* TR P o AR AT s
= ITH—V(I-F(‘/;) 072 + [ D2 i

Bei der Kugel findet sich dieser Werth entsprechend dem Vorausgegan-

e e ()] ;

Hat man 0 schon voraus hestimmt, so ergiebt sich

dm __]/l ;{—2)[},2. 07y v
T dt.sind sino ~ sind
Letzteres Resultat kann unmittelbar erhalten werden, wenn man
erwiigt, dass die Umdrehung der Erde nicht im Stande ist, dem Korper [
eine Geschwindigkeit in der Richtung des Meridians zu ertheilen, dass ‘

diese Geschwindigkeit deshalb stets =0v bleibt und die wirkliche Ge-

LLac s ; v £ : : ;
schwindigkeit daher :'*6 werden muss. Ebenso ergiebt sich die erste !
sin

Formel fiir ¢ unmittelbar daraus, dass das ¢ sich zusammensetzt aus ¥
und dem Ueberschusse der Rotationsgeschwindigkeiten der Stellen 2t

%ft-f-ﬁ und S.
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Wird g negativ genommen, so erhiilt man die Gleichungen der Curve
fiir die Bewegung gegen den Aequator hin. Letazterer wird erreicht,

Wenn := (), also 15:"—{3=0 oder £=2,§ ist, Man erhilt fiir diese Stelle
S 3 o 2oun 0 ) )
TR "“’zféﬁm("“ﬁL”£"“”"(’1+§) A)
S v.24.60.60 Ly
90 = 5w (cosB—1)° T sind’

tang§ ist hier negativ, 0 demnach stumpf, oder ¢ geht nach Siidwesten hin.

‘ vi A ;
Wiichst ¢ so, dass % —pB=4§, also t= 2y wird , so ist
g v

=, B
tang | — 4 7)
25 cos ff Log— i

? = 92.60.60.0 (n ﬁ)—ﬂﬁ z
tang

0=ricosB, z=rsinf,

2

tangd = o oder d =909 c=uo.

= lang* (% + %) folgt noch

i
i 2
lang (% — g)
drm ; n B s )
?=31.60.60. ((.usﬁ Log tang (—4—+ 2) B),

d h g doppelt so gross als bis zum Aequatorschnitt. Nach diesen Re-

vi 3 : .
Sultaten und weil fangd fir — >>f abnimmt, muss die Richtung des
T

KGTI“'I'S nach dem Passiren des Aequators sich der Meridianrichtung
Wieder nihern und dann mit ihr zusammenfallen, wenn der Parallelkreis
erreicht ist, der auf der andern Seite des Aequators liegt und mit dem |
A.“fangsparallel iibereinstimmt. Da fiir diese Stelle 2, =0 ist, so hat
er @ ein Minimum oder Maximum; aus dem leicht zu ermittelnden

az‘?’h sowie aus der Natur der Sache ergiebt sich, dass fiir !=¥ Er-
f‘tel‘eﬁ stattfindet. Von dieser Stelle an wendet sich der Kérper wieder
Ostlicher und hilt gegen den Siidpol hin eine Bewegung ein, die auf der
anflcl'n Hemisphiire der entspricht, welche der Korper annimmt, wenn er
b?“ uns mit der Geschwindigkeit » nach dem Nordpole bewegt wird. Dass
die .Bewegung von unserem Standpunkte aus nach Norden in norddstlicher
.und nach Siiden zuerst in sidwestlicher Richtung stattfindet, wurde bereits
i A“gemeinen ermittelt. Nimmt man, #hnlich wie bei den Windrich-
tu?gen, die Bezeichnung von der Himmelsrichtung her, von welcher der

OTper anriickt, so ist die erste Bewegung eine von Siidwesten und die
dere eine von Nordosten herkommende.
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Um auf einige Zahlenbeispiele iiberzugehen, setzen wir voraus, dass
v=10"™, =050 sei; dann ergiebt sich ‘fiir ¢ bei je 1" Breitendifferenz

{ i : 7 y 3
”?—_-5-50“: 519, ’7__ 500=—49° also ¢ stets = — .-~ — 3 Std. 5 Min.

» " 180

11§ Bee. Fiir 5% 10° Breitendifferenz erhilt man die fiinf- oder zehn-
fache Zeit. Der Aequator wird erreicht in 6 Tag. 10 Std. 19} Min,
der siidliche Parallel von 50° in der doppelten Zeit.

Bei der Bewegung nach Norden findet sich fiir die Breiten von 55%
60° das @ beziiglich = 13,28° und 59,37° Von Mainz aus gerechnet,
wiirde der Weg iiber Konigsberg, Tilsit und den nérdlichen Theil des
Uralgebirges gehen. Bei der Bewegung nach Siiden erhielte man fiir die
Breiten von 45° und 40° die @-Werthe —11,003° und — 40,59, also
wird der Weg von Mainz etwas nordwiirts von Bordeaux und gegen die
Insel Flores hinfiihren. Der Aequator wird erreicht bei p=— 591,554"
also nach einem vollstindigen Umlauf noch 231,5° westlich von dem
Meridian zu Mainz, oder 205,5° westlich von Ferro, mithin nardlich
von Neu-(uninea., Die siidliche Richtung stellt sich wieder ein bei
— 2.591,5540 = — 1183,108%, oder nach drei Umliufen und hei dem Me-
ridian 4 77,19 westlich von dem zu Ferro, also ungefiihr 209 westlich vom
Golf von Trinidad in Patagonien. Von dort ist dje Bewegung nach dem
Stidpol analog beschaffen, geht Jjedoch in siiddstlicher Richtung vor sich,
wie bei uns nordostlich nach dem Nordpol. — Die Winkel § mit den ent-
sprechenden, nach Osten gerichteten Parallelkreisen sind fiir die Breiten
von 55° und 60° beziiglich 17°19' 57" und 8°36' 7” oder die Bewegung
findet bald fast in éstlicher Richtung statt, fiir die Breiten 45° 40° 0° be-
ziiglich 161°26 127, 170° 3’ 37" und 176° 32’ 23", oder die Bewegung
geht bald in eine fast westliche oder von Osten herkommende iiber. BS
darf hier nicht iiberraschen, dass der Winkel von 90° rasch so grosse
Aenderungen erleidet; der Ueberschuss oder das Zariickbleiben der Um-
drebungsgeschwindigkeit fiir die nachfolgenden Stellen der Erde ist in
Bezug auf die Geschwindigkeit von 10™ bald so bedentend, dass die
Richtlmg der letzteren sehr schnell betriichtlich abgeiindert wird. Rein
ostlich oder westlich wiirde die Bewegung erst am Pol werden konnen,

A
weil nur hier 9z, =» :*r;s(L —i—ﬁ) gleich Null wird.
7

Endlich erhélt man fiir die Geschwindigkeiten an den Stellen zu 55’
und 60° 3358995 m und 66,85882 m; fiir die an den Stellen zu 45%
40° 09 entsprechend 31,4117 ™, 57,93341 ™ und 165,686 =,  Diese
Geschwindigkeit nimmt auf der siidlichen Hemisphire in analoger Weise

v .

ab und wird bei 50° siidlicher Breite wieder 10™  Ayg ('*—-’."s st
Sth O

dazu sofort ersichtlich, dass ¢ bei § = 909 ein Minimum ist und dass s
immer dasselbe wird, so oft § denselben oder den Supplementswerth erhélt.
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Sneo s
B e

Die Abweichung in Lingenmass wird erhalten, wenn man den
®+Werth mit dem zugehdrigen / multiplicirt.

Statt des obigen Korpers kann man sich wieder eine bewegte Luft.
schicht denken. TIst hier auch der Widerstand ein sehr betrichtlicher
nd treten auch noch andere Einfliisse auf, die wir in unserer Formel
Nicht beriicksichtigten, so ist doch aus unseren Ergebnissen zu ersehen,
Wie rasch unter Umstinden die Richtung des Windes durch die Um-
dmhung der Erde veriindert wird und wie durch den Zuwachs von Ge-
Sthwindigkeit von dieser Seite her etwaige Verluste, die durch die vor-
bandenen Widerstinde entstehen, nicht blos gedeckt, sondern sogar iiber-

troffen werden kénmnen und wie daher eine factische Vermehrung der

GGSChwind‘igkeit eintreten muss.

Die oben beriihrte Bewegung auf der siidlichen Hemisphiire, wo sich
N der Stelle der zweiten Nordrichtung die Bewegung vom Aequator her
Und gegen den Pol hin unmittelbar aneinander anschliessen, lisst ver-
Muthen, dass aunch fiir unsere Gegenden die Bahnen der Bewegungen
Nach Siiden und Norden miteinander in Verbindung gebracht werden
\6““9'0. Wir lassen zu dem Ende auch negative Werthe von / in den
('leichungen fiir = und @ zu. Man erhilt dann bei der Bewegung nach

Norden fijr diese ¢-Werthe die Gleichungen — ¢ ist dann nur absolut zu
nﬂhman o

lang (E —_ E)
M)’ . 2n rcosf 4 2 4.
7

2=y g PRl = i
# (ﬁ 6060\ o 0 - (E _B vt )
Ii-eeitor

Durcly Vergleichung dieser Werthe mit den Werthen der Bewegung nach

Sllden, oder mit

.__E
e s
|

+
N ™
N

£ 2n rcosf
T=ry (v_! b ’) e Tk ARV e
o4 r Pl 24.60.60 v Log (n’ B v.f)

lang

nd jp Beriicksichtigung dessen, dass l{a);g(i-— E)="""'“'-}—"—"—' ete.
4 - tang (E e E)

; N V)

“itr dass z in beiden Fiillen wegen der entgegengesetzten Lage der 2-Axe
Elr dieselhen Parallelkreise entgegengesetzte Vorzeichen erhiilt, ergiebt

Hff‘h, dass man im ersten Falle fiir jeden negativen Werth von ¢ oder
W jeden beliebigen Parallelkreis den gleichen und entgegengesetaten

T_‘;Vel'th erhilt, als im zweiten Falle fiir den entsprechenden positiven
erth oder fiir den gleichen Parallelkreis. Die Curve der Bewegung

Jach Novden fiir die negativen (-Werthe liegt daher mit der Curve dey
e“’.eguug nach Siiden fiir die positiven (-Werthe symmetrisch gegen den

®fidian zu (=0. Die (eschwindigkeit ¢ und der Winkel d dieser
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Geschwindigkeit mit dem Parallelkreise sind entsprechend einander gleich
und es findet nur die Bewegung in beiden Fillen in entgegengesetzter
Richtung statt. Wihrend also die Bewegung nach Norden fiir die posi-
tiven {-Werthe in norddstlicher Richtung mit wachsender Geschwindiglkeit
weiter geht, kommt sie fiir die negativen ¢-Werthe von siidgstlicher Rich-
Ytung her und nimmt ihre Geschwindigkeit ab. Aehnlich giebt die Gleich-
ung fiir die Bewegung nach Siiden in Bezug auf ¢ gleiche und entgegen-
gesetzte Werthe von denen der Bewegung nach Norden, erstere fiir nega-
tive und letztere fiir positive /-Werthe genommen, so dass auch hier einé
symmetrische Lage der zwei Curven gegen den Meridian zu {=( voIr~
handen ist. Die fiir positive /-Werthe stets schneller nach Siidwesten
gehende Bewegung kommt hier von Nordwesten her und wird langsamer:
Auf diese Art erhilt man tiberhaupt zwei Bahnen, die symmefrisch gegen
den Meridian zu (=0 liegen und bei welchen die Punkte zu den posi-
tiven {=Werthen der einen mit den Punkten zu den absolut gleichen, aber
negativen -Werthen der andern Bahn aufden gleichen Parallelkreisen liegen-

Durch die zulissige Verwendung der obigen Zahlenresultate erhielten
wir sofort, dass der von Mainz iiber Tilsit ete. weitergehende Kérper vol
Peterwardein und Baku, und dass der siidwiirts gehende Korper, welcher
Bordeaux beriihrt, von der Siidspitze von Gronland und dem Nordcaval
der irischen See herkommen miisste. Alle iibrigen Schliisse sind nach
den obigen Bemerkungen leicht auf die neuen Zweige der Curve zu iiber-
tragen.

Es hiilt nun nicht schwer, die Curve eines Kérpers fiir den Fall 28
bestimmen, dass derselbe an einer hestimmten Stelle der Erdoberfliche
in einer beliebigen tangentiellen Richtung mit einer gewissen Geschwin-
digkeit ankommt und sich iiberhaupt nach unserven jetzigen Gesetzen
bewegt. Aus v=rc.sind, wo ¢ und § als gegebene Grissen anzunehmen
sind, ergiebt sich die Geschwindigkeit » in der Richtung des Meridians:

| Liegt » etwa nach Norden hin und ist 8 die geographische Breite des

v :
Beobachtungsortes, so hat man {3-{-7 =# zu setzen und es kann folg-

. . v.24.60.60 ; ,
lich aus langd = 9 ((.m.ﬁ'_ ;'TS_B’) das #, d. h. die geographische Breite

des Ortes ermittelt werden, wo der Kérper sich nur nach Norden bewegt

2 . X vl Tista :
und gewissermassen die Bewegung entstanden ist. S = f’ giebt die
5

Zeit t, die verflossen ist, bis der Kérper von der Ursprungsstelle nach
dem Beobachtungsorte gelangte, Durch Einsetzen des gefundenen (- p-
und »-Werthes in die Gleichung fiir ¢ erhiilt man auch die guograpllisch”
Linge der Ursprungsstelle. In iihnlicher Weise ergeben sich durch Sub-
stitution der gefundenen »- und f-Werthe in die Gleichungen fiir 2 und
¢ die Gleichungen der Bewegungscurve iiberhaupt, und ist dabei nur 2%
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geachten, dass dann das ¢ von dem Moment an gerechnet wird, in dem

i BBWEgung eine rein nérdliche war,

Auch fiir die letaten Resultate wollen wir ein Zahlenbeispiel angeben.
0 einem Orte in der Nihe von Bern, dessen nordliche Breite 47° und
Ostliche Linge 25° ist, wehe ein Siidwestwind, welcher mit der Ostrich-
tm.)g des Parallelkreises einen Winkel von 30° bildet, eine Geschwindig-

It von 20m™ hat und bei seinem Fortschroiten unseren Bedingungen
;’Blltspri?ht; dann erhalten wir, weil in dem Falle ¢ =20, f'=47° 6=30"

) Tlaeh dem Obigen fiir die anfingliche, nach Norden gerichtete Ge-
:chwmdigkeit v desselben 10™, fiir die geographische Breite ' der Ur-
Prungsstelle 43° 59° 39”, fir die Zeit {, welche der Wind bis zu dem
Seannten (Ore braucht, 9 St. 16 Min. 38 Sec., und endlich fiir den
P-Werth dieses Ortes, wenn von der Ursprungsstelle an gerechnet wird,
::1172“- Die letztgenannte Stelle liegt dem.na(-.h 3,720 westlicher .a]s
440 E ‘_geg_"fbener Ort, oder unter 22,28° westlicher L‘Einge und ungefihr
ume“m‘dllcher Breite, mithin zwischen Nimes und Avignon. Wollte man

: tsuchen, ob irgend ein anderer Ort auch von diesem bestimmten
Inde beriilyt wird, ohne gerade die ganze Bewegungscurve verfolgen

20 mi : vi , R = .
Missen, so setzt man in f+4— =" statt f” die geographische Breite
=

di@-SEs 0
d

rtes, bestimmt daraus ¢ und nun mit Hilfe der Gleichung fiir o
d:: zletZtel'('. und die geographische Linge dazu. Stimmt diese‘ L'al:}ge rlr-lit
e OGS Ox'te:s‘ tiberein, so geht der Wind iiher.den Ort weg; ist .E:;IE gris-

der kleiner als letztere, so geht der Wind entsprechend &stlich oder

West]; o 4 L e ; z
B tlich voriiber. Wenn nun auch bei Luftstromungen sich noch viele
Wfliigge

" geltend machen, welche in unseren Formeln nicht beriicksich-
'8t sing,

und daher die obigen Resultate keine absolute Giltigkeit in
innilr):{lch nehmen kénnen, so geben uns dieselben doch einen Fingor‘zeig,
leh hervorrag(‘.ndur Weise die Schweiz von den Wirmeverhéltnissen

88 waldlpgen und oft stark erhitzten siidlichen Frankreichs beeinflusst

frden mygg, Es soll nicht gerade behauptet und miisste erst durch

Gl -
1eg:bachtu“g ermittelt werden, dass der Ursprung des Fihn dahin ver-

i hWel‘den muss, aber gewiss ist, dass die beiden Gebiete in ab-
8¢

¢ Bichtor Wdisa sich #hnlich wie dia Aequator- und Polargegenden
€rhalten miissen.

P Bs scheint in dem Obigen ganz allgemein die Aufgabe gelost zu sein,

g ¥ . . .
ahn eineg Kiorpers zu bestimmen, der unter irgend einem Winkel o

gegg e S .
wifdn den Parallelkreis mit einer beliebigen Geschwindigkeit ¢ bewegt
SOtzt1 dem gt aber nicht so, Die Anwendbarkeit unserer Gleichungen
w. Torans, dass der Korper unabhiingig von der Umdrehung der Erde
elne o] o

.esﬁmmte Geschwindigkeit » in der Richtung des Meridians erhilt
erste 1e5¢ GGSchwindigkeit auf allen Meridianen beizubehalten sucht. Die
‘ Aufgabe ist, wie schon erwihnt wurde, an und fiir sich eine un-
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AR

bestimmte und fiihrt mit der weitern, der Triigheit der Kérper angepass’
ten Bedingung der ebenen Bahn bei nicht rotirender Erde, auf eﬂiptlsd‘e’
Integrale.

Nr, 23. In Nr. 20 wurde bereits hervorgehoben, dass das f:-ltegrﬂl
s 2 . = .15l
des Ausdruckes fiir @ allgemein in geschlossener Form nicht :mgullbﬂ‘ 16

vi :
it v . 5 R nges
und daselbst eine nach Potenzen von — fortschreitende Reihe fiir diese
=

Integral aufgestellt. Beziiglich dieser Reihe wurde in Nr, 22 unter der VO
ausgetzung, dass @=90" ist, nachgewiesen, dass bis zu einer betrichtlichen
Breite und bedeutendem Werthe von #f — es wurde f="T70"und »1=100000"
angenommen — die zwei ersten Glieder der Reilie numerische Resultat®
geben, die fiir die Anwendung innerbalb der Grenzen hinreichend genal
sind. Die Grisse der Reihe A= fang®f — sine hat in dem Falle bei uP*
verdinderlichem § ihren kleinsten, die Grisse B = langf.sine ihren gross
ten Werth. Auch in dem andern extremen Falle, wo «=( ist, und

seinen grissten und B den kleinsten Werth erhilt, geniigen nach Nr. 21

diese Glieder fiir numerische Bestimmungen. Erwiigt man nun, dass
. 3 . o '
und B oder Potenzen dieser Grissen meist nur als Summanden de

Factoren der Glieder der Reihe vorkommen, dass bei geringeren Breite!

X . 5 . S n

A und £ unter allen Umstiinden kleiner sind und ihr Kinfluss gegen de

vt o SH ; : L il

von — zuriicktritt, dass bei héheren Breilen und ¢S 90° B kleiner al
%

der Maximalwerth fangf ist und der Werth von 4 dem Minimalwerth

tang®f — 1 verhiltnissmiissig immer niiher riickt, so scheint der Schluss ¢

rechtfertigt zu sein, dass in allen Fillen bis zu betriichtlicher Breite und gro®

seren Werthen von ot die zwei ersten Glieder der Reihe zu numerische®

Bestimmungen geniigen. Setzen wir noch statt arclang die bis zu g]eiclle“

vl % ;
Potenzen von — gehenden Glieder der Reihe oder

=

vl v ﬂ“.’- ]-——mvrr cos ﬁ

arclang | lang — . cos e .(‘n.\‘ﬁ =—.co0Sa.cos| 1 + i 3 <
: iy r

wo wir uns auch mit dem ersten Gliede l}(:gniigon konnten, so erhal
ten wir

W2
2 I sn2 92 0 [ 1
= 3050.56 [ tang . 2 4 (s —tang? B4 3 1ang? ) "]
) vt va 12 ] — cos®e, cos? *B
+ — . cos u.r'm,’ 1—|— LY fT%,,,, ]
v -

e £ : ]
Das erste Glied des rechten Ausdruckes bestimmt die Aenderung de

. ; s ager
p-Werthes, welche durch die Umdrehung der Erde entstehf. Zu diese

S i 2 gt
Gleichung sind aung Nr. 20 noch z :J'(.\'m — .sina.cos B+ cos — . Sif ﬁ)’
\ P r

oder mit derselben Anniheiung wie oben

il




al
st

il

Von Dr BIEHRINGER,

2) Tty (v_f sine.cosff -+ sinf3 (1 —Qi,{':))

Und endlich
3} r.Z: re__ 22
A nehmey,

A,

b " SO
LL AL b i s

pp Sollten die verschiedenen Gréssen so bestimmt werden, dass der Kox-
L
durch eine hestimmte Stelle geht, die durch die geographische Breite

T 1+ . sz
‘)3' bmd in Bezug auf die Auwan%btollo durch die qon'rra])lmche Liinge
eStlmum, ist,

so hiitte man in den obigen Gleichungen @ statt ¢ und

3 Statt z zu setzen. Hierdurch erhielte man zwei Gleichungen zwi-
e

= E den Grissen v, ¢ und @, so dass eine dieser Grissen unter gewis-
n

eschrinl ungen beliebig gewiihlt werden kiénnte. Z. B. ergiebt sich

Aug :
i ddljn Natur der Verhiltnisse, dass das « beim Wirken der Erdrotation
ei

der Bewegung nach Norden in unseren Breiten sich entweder
Erﬂaser er

fal geben \\nd, oder grosser angenommen werden muss als beim Weg-

en Sop . . .

Siel dieser Rotationswirkung. Bei der Bewegung nach Siiden verhiilt
Loy

Be umgekelirt, Zu den gleichen Schliissen fiihrt eine algebraische
Ltlachtung

5 bei welcher ausser der obigen Gleichung fiir @ noch die
‘“Lksu,lmg

t wird, die nur das zweite Glied der rechten Seite enthiilt

& den ¥y} ohne Erddrehung bestimmt. Auch die Werthe von « sind
Sgeschlossen ,

Mingse gleichup
Pelte WLIS(A

Nicht,
anﬂl“‘lossms Werth beilegt, @ nur dann bestimmbar ist, wenn s

bei welchen vt zu gross wiirde und daher unsere Niihe-
gen nicht mehr ausreichen. Achnlich ergiebt sich auf dop-
dass, wenn man etwa »{=s einfiihrt und diesem s einen

Mipq € :
"alle ®8tens — (') ist. Die Gleichung fiir = =r cosf’ giebt in diesem
(3] . » . ]
o, die Glmchnncv fiir @ hierzu das ¢{ und s=u»( endlich das ».

%01 .
LG
nfache lwsult,\to konnen erhalten werden, wenn man sich in den

Tleieh
Ungen fiir z und @ nur mit den (liedern der ersten Dimension
vt

V()n
be‘g"ugt, die immer noch einem bedeutenden Grade der Anniihe-

Tllng
Entsnian : : ; : :
; “tsplcbheu Geometrisch genommen, liegt im letzten Falle v/ in

angentialebene der Kugel, welche der Ausgangsstelle entspricht.

® wip
¢ kliche Linge der cinu'hlml!om'n Strecke kiénnte nur mit Hilfe der
lﬁca.tlonafm rmel

_[‘1// Dol + 1+rf)r:,-d.f

Werden, und k%innton hierbei wieder die obigen Néherungsfor-
? und o Anwendung finden,

die Abweichung vermoge der Erdumdrehung in Lingenmass

Auf erden, go hitte man zu beriicksichtigen, dass diese Umdrehung

"beig hun

W(‘!th keinen Einfluss Hiussert, dass daher die genannte Liingen
8 nur auf dem DParallelkreise zu z liegt und mithin =/ oder




™
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der

Vr?—z2-mal der Aenderung des @-Werthes durch die Umdrehung
Erde oder gleich J/r?—2z%-mal dem ersten Gliede in der obigen Gleie

2! gnd

ung fiir @ ist. Begniigt man sich mit dem Gliede ésina.n’ang}ﬁ.';

) : o v e i te
setzt entsprechend z=r (.\‘m B+ sina.cosf. —) , so wird die genan®
=

Lingenabweichung auf dem Parallelkreise

AL Gl vl
fo—nr VI - (S?'n B+ sina.cosf. Em) 3 ;2—4—%?)—6 Ly sine.tang . =

=

Fiir die geographische Breite =500 der Ausgangsstelle, fiir /=
10000™ und bei einer rein nordostlichen oder rein nordwestlichen A'll'
fangsrichtung der Bewegung oder bei @=45° und 135° findet S
fo'=0,1967. 1™ - Die Bewegung nach siidistlicher oder siidwestlieh®®
Richtung, fiir welche wieder « = 45° oder 135° und f=—50" zu getzt”
ist, liefert fo'=— 0,1973 (™ Wire gleichaeitig noch o= 5007, 8Iff
etwa gleich der Geschwindigkeit einer Kanonenkugel, so wird (= n;
und wire /¢ in einem Falle = 3,934™ und im andern Falle = <3
— eine wohl zu beriicksichtigende Distanz. Fiir »1=1000™ ergeb®”
sich numerische Werthe, die nahezu 4!; der obigen sind.

Am Schlusse der Nr. 20 wurden in Bezug auf die hierher gellarigeﬂ
@-Aenderungen verschiedene allgemeine Bemerkungen gemacht; diese].ben
konnen znm Theil ohne Weiteres auf die Li#ngenahweichung in die Ricl
tung der Parallelkreise iibertragen werden, so z. B. die iiber den Einflt®
der Zeit ¢, die iiber die auf der nordlichen Erdhilfte nach rechts W%

s 1s s 5 en

auf der siidlichen nach links gehende Lage der Abweichung gegen df‘i
T e P s i’

nachsehenden Beobachter und die iiber die Gleichheit der Ablenkung *

7 . g f b . m

@ und 180 —« Ebenso ergiebt sich unmittelbar, dass die Abweichung
as . - ‘ » y n
Liingenmass hei der reinen Bewegung nach Siiden in unseren Gpgendcl

g : : i : : 1 mib
ein Maximum ist, weil hier ein Maximum der @-Aenderung noch T

reid

ik « = : : the
nordlichen Bewegung die grisste @-Aenderung mit dem kleinsten Wert
\ung

Jeibt:

dem grossten Werthe von / multiplicirt wird. Dagegen wird bei der

von f multiplicirt und entscheidet erst eine unmittelbare Untersucl
ob die Abweichung in Lingenmass in der That noch ein Maximum b

Beziiglich des Minimums tritt ebenfalls keine Aenderung ein, Ob die £
ande

Nor-
derund
del"l]ﬂg

wegung nach Siiden in unseren Breiten unter sonst gleichen Umst

im Allgemeinen eine kleinere Liingenabweichung liefert, als die nach
den, ist wieder fraglich, weil im ersten Falle die kleinere ¢-Aen
mit einem grissern [ und im zweiten Falle die griosseré gp-Aen

. - . - . - . - ]el-
mit einem kleinern / multiplicirt wird. Entwickelt man zur E‘ﬂ

—_— - A O s 2
: —— o M in
dung dieser Frage ]/}'2-- l— I']/] — (sm — sina.cos -+ cos -—Sﬂ"ﬁ)
g r

- . vt i - .
in die nach 5 fortschreitende Reihe

e T — e ————

o = g




i
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1er
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e St

r vl 5 2 ¥ e
cosf (l—- — sin«.tang B + § (tang® B — sin*a — sin*a  tang® ). " )
= =

un T : ; : : k ;

d multiplicirt diese Reihe mit dem ersten Theile der Reihe von ¢ in
19, 5o erhiilt man fiir unsere Abweichung in Liéingenmass bei der

e
Wegang nach Norden

fo= _27m! : Pl An T ey T ]
24.60.600036' %.ﬁ'ma.!angﬁ.? 1 (tang® B — sin* ). R CR

a;l; d;e Bewegung nach Siiden ist p negativ zu nehmetln. Man sieht l‘lier-
o =ste:.ss unter unseren Convergenzbedinglfugen und. in unserert Breiten,
Forun 8 lang B > sine ist, die Liinge_nabw?lchung bei der nordlichen Be-
., iunter sonst gle_iche.n Umstéinden sich elftgegengesetzt ve'rhéi.lt ?ls

esuh' ende.rung, d, h. kleiner als bei der siidlichen Be.wegung”‘ ist. Dies

i 455:]-13 !:)lelbt so lange bestehen, -als .unter allen_ Brelter.:, die g_rb'sser
T 5;.11(1, von selbst tangf >> sina ist, als bei §<C 45" noch 1mme‘1'

dn edlnlgung erfiillt sein kann, und schligt erst in das Gegentheil
» Wenn in Gegenden von f < 459 sine > tangf ist. Fiir ein gegebe-

leg . 3
f kann das o, welches hier die Grenze bildet, genau bestimmt
werdEn.

o : 3 i vi
Lisst man es bei einer Genaunigkeit bis zur ersten Potenz von —
=

bey :
endet sein, so erhilt man fiir unsere Abweichung
; wl : ;
—_——— sina . sinp.ol
% =34.60.60 ret
" durch den Umstand angedeutet ist, dass dieser Ausdruck kein
o:ltha,lt, stellt dieser Ausdruck die Ablenkung unter der annihernden
AUssetzung vor, dass v! gerade ist und der ganze Vorgang in der

an : >
gentialebene zur Ausgangsstelle stattfindet. Hier stellt in der That
it

i 1 : : 24.60.60
ung e':l zurlickgelegten Winkel der Winkelgeschwindigkeit .der Erde vor
B 3 2 Zusammen multiplicirt miissen die verlangte Abweichung geben.
g : Ndmlich, wenn f den Radius des Parallelkreises der Anf'angsstel]e
=4df den der Schlussstelle bezeichnet, die fragliche Abweichung

Wie Schon

sin .
%:3inB 1 die Aenderung des Radius des Parallelkreises und

f“g‘q\-ﬂ__ ml Tl

0 V=41) 515060 2460 60
& Sekehrt kann auf diesem Wege schnell die obige Formel unmittelbar
altel] wer

.4f, oder die ebengenannte.

den.

;l der letaten Formel ist begreiflicherweise, wenn vom Vorzeichen
®0 wird, eine Verschiedenheit der Abweichung bei der Bewegung
orden oder Siiden nicht vorhanden, weil der Unterschied dieser

8bgese
nach

bwes

& dmhu"g erst im darauffolgenden und weggelassenen Gliede beginnt.
G = Bew@-gung nach Osten oder Westen erscheint hier aus gleichen
I‘ﬂnden

gar kein Ablenkungswerth. Die obigen Bemerkungen iiber die

S ——
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: St ; i : : : 2 d
Maxima und Minima sind sofort ersichtlich, Sonst gilt noch — B

dieses Resultat behiilt seine Giltigkeit auch bei Beriicksichtigung von meb
Gliedern der Reihe —, dass die Abweichung um so grosser, je ;;‘1".3.55("[.
B ist, d. h. in héheren Breiten griisser als in der Nihe des Aequators:
Ein sehr bemerkenswerthes Resultat ist noeh, dass f und « ulitt.‘.illﬂ"dﬂ
vertauscht werden kénnen, ohne dass unser Ausdruck sich dindert. Wird
also an einem Orte mit der geographischen Breite § ein Karper untes
dem Winkel o gegen den Parallelkreis bewegt, so ist nach unserer Nihber
rungsformel die Ablenhung dieselbe, als wenn der Korper an einem Orte
mit der Breite « unter dem Winkel 8 gegen den Parallelkreis bewegt wird:
T
24.60.60 °
berechnet, so lisst sich sofort fiir ein gegebenes ¢, »¢ und B auf die Ab:

g a T* 7 arthe
Hat man den Ausdruck sine fiir alle miglichen «-W erth

lenkung schliessen, s hiilt auch nicht schwer, die Lisung gr'mllf'““’G
darzustellen. Zu dem Ende construirt man ein rechtwinkliges Dreie¢

mit der Hypotenuse = (,00003636 und dem L der geog®

T
24.60 .60
phischen Breite, betrachtet die dem Winkel g gegeniiberliegende Kathet®
als Hypotenuse eines neuen Dreiecks und giebt diesem noch den winke!
@, oder, wenn « stumpf sein sollte, den Winkel 180 —o — die dem
Winkel « gegeniiberliegende Kathete giebt dann, in dem Verhiltniss®
1: 06 oder 1:st vergrissert, die verlangte Ablenkung. Fiihrt man i
vornherein einen Weg von 1000™ sin, so ist die erste I[ylmtenﬂﬁ“‘
=0,08636™ zu setzen und die letzte Kathete in dem Verhiltniss®

sl
L 1000

ihrer wirklichen Grosse zu erhalten.

P = 3 H : iR
zu vergrossern, um in der Zeichnung sofort die Ablenkung !

Um auch einige Zahlenbeispiele zu beriihren, sollen die Ablenkung®!
. ap \ iy =1
mit Hilfe der letztgenannten Formel fiir =50 s=1000™ uynd «=

- . . v N g
oder 45° oder 90° angegeben werden. Es ergiebt sich bei der BewegPe
t- et~ B =)

nach Norden und Siiden, entsprechend den drei Winkeln und abgesehe™
vom Vorzeichen, welches siidwiirts negativ ist, fo'=0 oder (),(1196958“1‘[
oder 0,02785416™ (. Das zweite Glied der Reihe fiir fo ist, wie upmit’
telbar ersehen werden kann, bei o =0 am grossten und bei «=90° 2%
kleinsten. Man erhilt fiir dieses Glied in unseren drei Fillen die ent
sprechenden Werthe — 0,000001738™. ¢ oder — 0,0000011262™. ¢ odet
— 0,00000051432™ ¢ und daher fiir die Bewegung nach Norden

— 0,000001738™.¢, 4 0,01969474™.¢, 4 0,02785365™, 1,
fiir die Bewegung nach Siiden

— 0,000001738= .1, — 0,019697™ .1, — 0,02785467™. 1.

Jei a= 135" sind die Ablenkungen ebenso gross wie bei @ = 45"

Diese Werthe lassen sofort die Richtigkeit der obigen allgemeinen Bes

-
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me;—kungen tiber die Grosse der Ablenkung erkennen. Wenn o/=10000™
ngenommen wird, so sind die Werthe aus dem ersten Gliede 10mal
ind gie aus dem zweiten Gliede 100 mal grosser. Fiir eine Flintenkugel,
L‘ Velehe etyq 3 Sec. zum Durchfliegen der 1000 ™ braucht, wiire die Ab-
et.l Ung dreimal sv gross, als ohen angegeben wurde, also z B. bei der
feinen Bewegung nach Norden oder Siiden c.8°, fiir eine Kanonen-
ugel, welche 5000™ in 15 Sec. zuriicklegt, 75 mal so gross, mithin unter
0 obigen Umstiinden c.2,1™.

Eine Bestiitigung erhalten die obigen Resultate, wenn man =0
} Be.tZt' oder die Bewegung vom Aequator aus erfolgt. Hier wird fiir =0,
Wie o5 sein muss, auch das zweite Glied der Reihe und also die ganze
; ]enl'“mg =0; dann wird fiir alle anderen « das zweite Glied, welches
lffl' allein die Ablenkung bestimmt, positiv, und vermehrt demnach, der

Irklichlkeit entsprechend, die Ablenkung stets den Winkel ¢.

N ﬁpie Abweichung senkrecht zur Ricl:tupg der Auf;'mgsgeschlwillldiglfeit
.- ‘Ur den ersten Fall der Anniherung leicht zu bestimmen ; sie ist nim-
ich gleich der Abweichung auf dem Parallelkreis mal sine, also gleich

il
A ﬁm‘ sina.sinf.of. Bei genauer Bestimmung wiirde man statt des

1‘&cht‘\’inkligen ebenen Dreiecks ein ebenso beschaffenes sphiirisches Dreieck
“rhalten und daraus die Abweichung bestimmen miissen.
o Es wurde schon mehrmals angedeutet, dass unsere Formeln, ohne
Ucksicht auf den Luftwiderstand, auch die Ablenkung von Geschossen
\ Urch giq Umdrehung der Erde geben. Dies ist, streng genommen, nur
u?ter den letzten Voraussetzungen der Fall, wo die Ablenkungscurve in
‘eTangentialobene des Ausgangspunktes fiillt; denn hier kann die Wirkung
* Schwere stots senkrecht zu dieser Ebene, also die Bahn des Korpers, ab-
8%schen von anderen Einfliissen, als eine Parabel, und die horizontale Ge-
:B:;::“g}i)(}it, unseren Vm-aus::;otzungon g(.‘l]'llﬁ,‘.if.i, ZLI.S‘.(‘EOI:IStaan .b:*,tr‘acht'et
. Die oben betrachtete Curve stellt hier die Projection der Curve im
3 &u.me vor und die letztere wird erhalten, wenn man in den Punkten der Pro-
‘Iectmnseurve Senkrechte zu der Tangentialebene errichtet und sie gleich
1 Lothey macht, welche die reine Parabelbahn zur gleichen Zeit hiitte.
ei::s dc‘:nselben Griinden wird durch die n})ige Fnrm(‘lf die Ablenkung
Bate, (’.-schossm:: fiir den ‘anent 11.{-.5 .Auf['allens hosn‘mmt, wenn ma.n
any, eine horizontale Seitengeschwindigkeit, aisol e m.x‘y setzt, \\'(‘! e die
Mgliche Waurfgeschwindigkeit und y den Elevationswinkel bezeichnet,
54 Statt 7 die Zeit, die der Kirper braucht, um wieder herab zur Erde
\gelangf—‘ﬂ. Hier ergiebt sich nun sofort das bemerkenswerthe Resultat,
e::s, Wenn nach einem bestimmten Ziele geschossen wird, also vi=s
8egebeneg ist, die Ablenkung um so grésser wird, je grisser der Ele-

Vationgy: ; 9. tang
N8winke] jgt. Unabhiingig von e folgt nimlich aus (=} ——-yJ

S ————
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fiir ein grosseres y ein grisseres { und damit die grossere Abx\'elthlmv_
: ; rel
von dem Ziele. Im Zusammenhange damit steht, dass von den 2W¢

; ¢ RN : ; e
Werthen, welche sich aus e =sin2y, bei gs < e? und gegebenen ¢ und

fiir y ergeben, der Werth zwischen 45 und 90° im Vergleich zum ‘\rﬂl't_l‘e
zwischen 0 und 45° ein soviel mal griosseres ¢ und daher eine soviel
mal gréssere Ablenkung giebt, als die cotang des Winkels zwischen 0
und 45° angiebt. Man kann nun fiir die Lingenabweichung aus

; i

fo = 34.60.60 " e.sine,sinf3. cosy.t,

2e

el - ;

dann aus s=-¢e.cosy.! und {=—siny verschiedene Formeln angebem
g

wenn man aus den zwei letzten Gleichungen zwei der Grossen &, b U

2 A p z . T
sucht und die Werthe in den ersten Ausdruck einsetzt oder nur eine €
letzten Gleichungen verwendet,

In Betreff der umgekehrten Aufgabe, ndmlich «, » oder ¢ so zu P&
stimmen, dass der Korper unter dem Einflusse der Erddrehung an pin®
bestimmte Stelle kommt, wurden hierher gehorige Aufgaben schon gt
Anfang unserer Nummer betrachtet. Man kinnte jedoch noch statt des
dortigen @  und § die Grissen s und o, d. h. die wirkliche Entfernu
des vorgeschriebenen Zieles und den Winkel o, oder den Winkel d€*
Richtung dahin mit dem Parallelkreise einfiihren. Die dieser Aufgabe 2"
Grunde liegenden Gleichungen wiren dann fiir unsern ersten Grad der
Anniherung, wo die Curve auf der 'l'aﬂgéntialeb(‘n(! liegt,

1) SP=s 4 (f9) + 2s(f9). cose,
2) e

oder

e ”:'2(1 + (24 ;1;—00) Lt bl +27426sz{) : ‘”"'”‘“"""“"""ﬁ)'
2) Sin g = L—n::ji

2 ; : ; : : e
Man hiitte also wieder zwei Gleichungen zwischen den drei Unbekannte!
v, t und a, so dass wieder eine beliebig gewihlt werden kinnte, Nimm®
man dazu noch den Wurf und die Waurfgleichungen, oder

3) . B = .".('U.S‘y
| und
2e
4) {= = SNy
g
hinzu, so hat man vier Gleichungen mit fiinf Unbekannten. Bei gcgﬂbe

gich

nem e, d. h. bei gegebener Geschwindigkeit des Projectils, lassen g
% : : 3 :arbel
alle anderen Grissen bestimmen. Von besonderer Bedeutung ist hierb

————
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der Werth von o, weil e—« den Winkel bestimmt, um den die Rich-
tung des Geschiitzes von der Richtung nach dem Ziele abweichen muss,
‘flmit letateres getroffen wird. Diese Abweichung liegt auf der Nord-
dlfte der Erde dem Schiessenden zu linken Seite. Es unterliegt keiner
: ch.Wierigken, die Gleichung zur Bestimmung von « herzuleiten; dieselbe
18t jedoch von so complicirter Gestalt, dass sich keine weiteren einfachen

emerkungen an das kniipfen lassen, was in dieser Beziehung schon
Srwihnt wurde,

h

: Wollte man die zweiten Beziehungen auf den Wurf anwenden, so
Vire es angemessener, statt der parabolischen Wurfbahn eine elliptische
“0 setzen! Das Fortschreiten der Projection des geworfenen Korpers auf

I grossten Kreise der Bahnebene, in welcher der Kérper ohne Einfluss

i El'ddrehlmg bleibt, wiirde dann jedoch nicht mehr mit gleichférmiger

t‘E‘chWi’L‘lf:lig;keit, sondern dem zweiten Kepler’'schen Gesetze entspre-
Che.nd stattfinden. s wiren also unsere letzten Formeln, welche dieses
glewhf'tirmige Fortschreiten voraussetzen, hier gar nicht mehr anwendbar.

' wollen in einer spitern Nummer auf diesen Fall wieder zuriick-
OMmep,

23 Nr. 24, Weil . die Aufgabe in Nr. 19 dadurch eine gewisse Bedeu-
€ erlangt, dass die ebene Bahn und die constante Geschwindigkeit v
én Fﬂrderungeu des Beharrungsvermogens entsprechen, so sollen hier
:;ctlt‘ die dortigen Gleichungen dadurch verallgemeinert werden, dass man
der Kugel irgend eine Rotationsfliche setzt. Die urspriingliche
,reigb&hh des Kérpers geht dann in die ebene Bahn iiber, nach welcher
h;thb?ne‘ die dﬂg Ursprung und die anfingliche Richtung des v ent-
1 die Rotationsfliiche schueidet. Der Ursprung kann irgendwo auf
d:: gﬂtatim.lsaxe liegen. Sdmmtliche Best.immurfgen und Bezoichr.mngon
it r. 19 in Bezug. auf (llen Anfangszustand, die Lage des Coordinaten-
el‘hiilltnﬂ ete, x.nllen hier beibehalten werden. Ana.l.ng der.i Nrn. 18 und 19
man hier zur Bestimmung unserer Curve die Gleichungen
1)

o=/s,
2) 2 =r sin(yp4%) . sinf,
t
3] - £l . ‘0
o= o dl+ arcltang [!rmg’lp, . (08 ]
In ¢

dil”snn (.}
Crhile,, s : 3 = . e
Itnissen gemiiss bestimmt werden. Zundchst ist = })/:24-/2; dann
ist ... Al z
> Wie frither, u=— aresin

= OrCS I . wo 2, f ete. sich

ant r sin sin b ’/:7-_*__/’2
: den A!lf'a:;gSPullkt beziehen. Aus r® d9? 4 dr2=2de folgt weiter

e
BN p b ematik u, Physik, XXI, 4.

18

leichungen miissen jedoch erst », w, ¥ und f) den neuen
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dyp=

/]/13"— ((J l// -’r:";lri L/’/”“ (f* +,~47— ‘f(’f~,, :,)z_r__:_f—f dl. }
+ 22 '

Endlich ergiebt sich 6 auf folgende Weise. Die Normalgleichung i
der Bahnebene sei @.cosdA+y.cosp-+z.cosv=0, wo 4, u und v 4" ;
bekannt sind und »=~0 wird. Diese Ebene geht durch den Ausgangs-

und

punkt und muss deshalb sein i
4) if’rnslﬁ—:'(’usuzﬂ, ¢
4
Die Anfangsgeschwindigkeit » bildet mit den drei Axen die Winkel &,
i : : 77 01 Oy | A s A )
B, ¢, deren Cosinusse gleich sind cosd'= i ;:{:_LU:T , cosp=
d ’ 1 ’ '
7 C -~ 9 ’5 Qe g
z%—t =cose und cosy= ey dabei ist dz% 4 of.® dz? = o sin®e. dt?, alsO !
; veine,dt - STE e . :
dz= L.' Nun liegt aber unsere Anfangsgeschwindigkeit in der !
Vl + of?
Bahn, mithin giebt :
of sine. di sine.dt
B) l.ﬁé—."L" +(:rj.vy.cnsa+rnsy.w_—_(_;:(),
vdt Y14 9f.* vdt)/14of " \
Dazu kommt noch die Richtungsgleichung : f
6) cos®A + cos®u + cos®v = 1. “

Eliminirt man aus den Gleichungen 4), 5) und 6) das L und g, 8°
erhiilt man *

F VI
}/{2'2 + A +ofA) + (z' ofr — )2, !(rng;‘a'
Es ist nun auch leicht, daraus sinf zu bestimmen.
Setzt man den Werth von 9 in die Gleichung 2) fiir z ein,

CoOSV = CUSB =

80

erhilt man

4
e Sm( f VA lontatvet +”) .
0

*+z

Diese Gleichung ist nur scheinbar nach : aufgelsst, weil die rechte Seite
noch z, ja sogar noch 9z enthiilt. Es ist daher zuniichst z zu bestim
men, zumal auch noch ¥ und ¢ sich erst mit Hilfe des z erbalten 128
sen, Zu dem Ende légen wir in der letzten Gleichung zuniichst nach
dem Integral auf, leiten auf beiden Seiten nach ¢ ab und suchen aus de*
erhaltenen Differentialgleichung 9z;; es wird dann
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0z —1,]/ ([2+:2)(f‘33m29_2%”529)
= (=2 )% + ([ of= + 2)2(Psin*t) — 22 cos*0)

und dayaug

(/ +*- ([ sin® ) — -zfm"f‘})

2) ‘*”/ 1/'" (F—2 0/ + ([ 0o 2P (/%520 — o)

Um

2 zu finden, diirfte die letzte Gleichung nur nach z aufgelost werden.

Aus der Gleichung '—)/] 422, sin (@4 u).sinf) lisst sich @ und
damit qaq zugehirige Integml finden. Es ergiebt sich hier

g; +20 = Fort N0

Y= = e £ i
&
= aresin ———————— — aresin e
\mﬂl// + z: w’nﬂ}/{ 2422

€in Resultat, dessen Richtigkeit unmittelbar ersichtlich ist. Wollte man
16 Function von ¢ fiir 1 haben, so miisste der vorher bezeichnete
2-Werth eingesetzt werden.

Das Einsetzen des oben bestimmten w-Werthes in die Gleichnng 3)
8lebt in fihnlicher Weise wie in Nr. 19

.f
qa:Jm.'H
3)
]// 2 5in2f) — 2’2 cos? U,f '_V_/-’ \m_ﬂ-— 22 cos?l) cos(’))
I/u[-em’f)—*‘(n 20) (f2sinl) — 2 rusdﬂ) )

Wirg in die letzte Gleichung noch statt ¢ die in der letzten Gleichung
) gefundene Function von z eingesetzt, so erhilt man die Glemhung
' windschiefen Fliche, die in Verbindung mit der Rotationsfliche die
veﬂangte Curve bhestimmt, Sonst ist noch einfach zu iibersehen, wie
sich e Formeln gestalten, wenn » nicht constant, sondern eine Func-
tion voy oder z ist.

4 arclang

Setzt man /24 2=+ und o t,()nstant so gehen unsere Resultate
i
% die der Nr, 19 iiber.

Fiir die urspriingliche Bewegung lings des Meridians ist a«=90°

2
d wirg cosf) =0 oder #=909, dann I—— 1/1-}-6/“‘ dz. Letzteres
Resuhat kanu aus J@z2+F 0f:. 02 =" unmlttelbar erhalten werden.

Eiter wird

18 %
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’

: z 3 z
Y = aresin ——— — aresin ——e—

Vfu_i_ 22 Vf’z _F‘z'

: /
tp:/wdf.
0

Der andere Fall, wo ¢ =0 ist, giebt keine so einfachen Resultate.

und endlich

Auch die Aufgabe der Nr. 20 kann sofort den jetzt gegebenen
Stiicken "angepasst werden, wenn man in der Gleichung 3) fiir ¢ statt @
D — [ —f : : s
den Ausdruck I—L::mf—f~ setzt. Die beiden anderen Gleichungen |

r

fiir / oder z und g bleiben dieselben, wie oben.

(Schluss folgt.)
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Beziehungen zwischen Meridian- und Contourcurve
orthogonal dargestellter Rotationsflichen.

Von
R. MULLER,

Studirender der Mathematik am kénigl. Polytechnikum Dresden.

(Hierzu Taf. V, Fig. 1—9.)

: In den Sitzungsberichten der kaiserl. Akademie der Wissenschaften
N Wien vom Jahre 1866 giebt Hert Niemtschik folgende Construction
der Contouren orthogonal dargestellter Rotationsflichen an: Sind von der
Rotationsfliiche die Axe 4 4" und der Meridian M gegeben (Fig. 1), so projicire
Man die Fliche auf eine zu 4 4" parallele Verticalebene £ und lege diese
Projection um die Horizontalspur E' von £ in den Grundriss nieder, s0
dass 4y 4’y die Projection der Axe und der Meridian #/ die Contour der
IOtﬁtionsﬂb;clm auf der umgelegten Ebene darstellt, Hierauf ziehe man
€inen beliebigen Parallelkreis pymyqy | 454", sowie die Tangente pys,
nd die Normale pyng der Curve M, bestimme die Punkte s,, $5, ), 7y
auf 4, £ resp. 4, 4’5, und beschreibe eine Kugel, welche die darzustel-
lende Fliche in dem genannten Parallelkreise beriihrt, also n zum Mit-
telll)“l'lkte hat, Legt man an die als Grundriss- und Aufrissprojection
dlef:'EI‘ Kugel auftretenden Kreise von s,, resp. s, aus die Tangenten s, ¢,,
19y, S5Wy, $,31,, so sind @, und ¢’; Punkte der Grundrisscontour, v,
"0d 9'; Punkte der Aufrisscontour.

42, Diese Construction kann noch folgendermassen abgedndert werden,
218 Punkte ¢ und ¢’ sind die Schnittpunkte des grissten horizontalen
Kugelkreiges mit dem Parallelkreise der Rotationsfliche. Zieht man n,p,
Paralle] 4,4, so ist nyp, die seitliche Projection dieses  Kugelkreises
:nd Py die:jenige von ¢ und @} mithin erhilt Tnau @, und @, i'ndem
{,031‘?;1-1-»’1.1.11 und n, @, = n, ¢'; = 1y p; macht. Die Punkte ¥ und " sind
“‘ner die Schnittpunkte des Parallelkreises mit demjenigen grissten
m;‘ng"-”.{mism dessen Ebene parallel zum Aufriss ist. Denkt man siclh
die Grundrissebene parallel zu sich selbst so verschoben, dass @, @
1'1']m1"i58t31)11r der Ebene des Parallelkreises wird, so ergiebt sich die

R SRS T
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Durchschnittslinie der Ebene des Parallelkreises mit der des Kugelkreises,
indem man 7;# und 7yl parallel zur Projectionsaxe zieht und von f auf
Ay 4’y die Senkrechte £, fillt. Schligt man alsdann von n, aus mit
dem Radius nyp, einen Kreis, welcher 4%, in , und v, trifft, so sind
9, und 7, die gesuchten Contourpunkte*,

Aus dieser Construction folgt, dass ¢, ein Punkt der seitlichen Pro-
jection der auf der Rotationsfliche liegenden Grundrisscontourlinie ist.
Es soll iiberhaupt in den folgenden Betrachtungen diejenige Linie, in
welcher die verticalen Projectionsstrahlen die Fliche beriihren, Grund-
risscontounrlinie, die Grundrissprojection derselben aber Grundriss-
contourcurve oder Grundrisscontour genannt werden.

Denkt man sich zu allen Punkten n; der seitlichen Projectionsebene
nach einer der angefiihrten Methoden alle Punkte ¢, resp. y, der Grund-
riss - resp. Aufrissebene bestimmt, so werde in Zukunft unter Meridian-
system die Gesammtheit aller Punkte der seitlichen Projectionsebene,
unter Grundriss- resp. Aufrisscontoursystem die Gesammtheit aller Punkte
der Grundriss- resp. Aufrissebene verstanden,

Aus der zuerst angegebenen Construction geht hervor, dass n, @
n @'y Ny, ny1p’y Normalen der beziiglichen Contourcurven sind. Be-
trachtet man also die Punkte py, g5, @, ¢';, ¥;, ¥, als entsprechende
Punkte, so ergiebt sich der Satz: E ntsprechende Punkte im Meri-
dian- und Contoursystem besitzen in Bezug auf die Projec-
tionen der Rotationsaxe gleichlange Normalen.

_Wie man sofort erkennt, entsprechen nicht allen Punkten der Me-
ridiancurve Punkte der Contourcurven, da s, oder s,, von denen maD
Tangenten an die betreffenden Kreise zu ziehen hat, innerhalb der letz
teren liegen konnen. Dann werden auch P3 @y, resp. I, von den
Kreisen nicht mehr geschnitten. — Bezeichnet man den von A:A'l und
‘A, 4’y gebildeten spitzen Winkel, d. h. den Neigungswinkel der Rotationg-
axe gegen die Grundrissebene, mit /%, so besitzen alle Punkte der Meri-
diancurve, deren Normalen mit 4, 4, einen Winkel, kleiner als %, ein-
schliessen, im Grundrisscontoursystem keine entsprechenden Punkte, Die-
jenigen Punkte der Meridiancurve, deren Normalen mit A, A’y den Winkel
h bilden, liefern im Grundrisscontoursystem Punkte auf A A

Eine analoge Beziehung besteht zwischen der Meridian- und Auf
risscontourcurve.

Der Umstand, dass miglicherweise einemi Punkte im Meridjansystem
gar kein Punkt im Contoursystem entspricht, wird bei den meisten noch
zu entwickelnden Siitzen zu beriicksichtigen sein, auch wenn derselbe
nicht in jedem Falle von Neuem erwiihnt werden wird.

* Burmester, Theorie und Darstellung der Beleuchtung etc., Leipzig 1879
'S, 114,
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Man kann nun auch, wie bisher die Meridiancurve, eine der Con-
tourcurven, z B. die im Grundrisse, als gegeben betrachten und hierzu
die Meridian- und Aufrisscontonrcurve bestimmen.

Un z B. zu dem Punkte g, den entsprechenden py im Meridian-
S8ystem zu finden, construire man zunichst die Normale ¢, der Grund-
l’isscontom-curv.re, ziehe n,n, und @, @y L 4, A, ng @y parallel 4, AT
P3P | 4,4’ und mache pyny= @, 7. Hierbei entspricht jedem Punkte
der Grundrisscontour ein Punkt des Meridians, denn es ist stets n3qy
<”1€01. folglich um so mehr myn, < ny@;. ~— Ist n, @, parallel AlA'l,
80 entspricht dem Punkte ¢, ein unendlich ferner Punkt im Meridian-
System,

Soll sich ferner zu g, ein Punkt v, im Aufrisscontoursystem ergeben,
50 muss n,u, < n @, sein. Bezeichnet man also die von 4, 4", und 4, 4’5
Wit der Projectionsaxe gebildeten spitzen Winkel beziiglich mit @ und f
uf]d Lg,n s, mit y, so erhiilt man fiir das Vorbandensein des Punktes 1,
die Bedingung

cos o
cos B’
Hieraysg folgt: So lange « kleiner -als f ist, entspricht jedem Punkte im
Grundrisscnntom'systcm ein Punkt im Aufrisscontoursystem. Ist dagegen
% grisser als B, so entsprechen nicht allen Punkten der Grundrisscontour

Punkte der Aufrisscontour; bei

cos
n, @ P cosy < nyp, oder cosy<
cos o 3%

coS
(.'OS')J —_ —

(.‘_Uslfi
®thilt man alsdann einen auf 4,4, gelegenen Punkt.

Die eben angefiihrte Gleichung liefert eine einfache Bestimmung des
suf 4, 4, liegenden Punktes der Aufrisscontour, wenn die Grundriss-
c?ntnul‘ gegeben ist und man sich der seitlichen Projection nicht be-
dienen i),

Ist « kleiner als f und nur die Grundrisscontour der Rotationsfliche,
ther nich ihr Meridian bekannt, so hat die aus der Grundrisscontour
ent_wickeke Aufrisscontour mit 4, A'z keinen Punkt gemein. — DBei «
gleich B sind Aufriss-.- und Grundrisscontour congruent,

In den folgenden Betrachtungen wird es unsere Aufgabe sein, zun
8egebenen Meridian - oder Contourcurven die entsprechenden Curven in
“en beiden anderen Systemen zu bestimmen.

1. Im Meridiansystem sei ein Punkt P, im Abstande a von 4,4,
gegf’b‘m. (Fig. 2.) Da man jeden Punkt als einen unendlich kleinen

Te18,; als einen sogenanuten Punktkreis, auffassen kann, so folgt hier-
aus, dags P; eine unendlich diinne Ringfliche erzeugen muss. Wie aus
Or darstellenden (Geometrie bekannt ist, projicirt sich aber jede schief-
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gestellte Ringfliiche als Aequidistante einer Ellipse. Diese Curve muss
also in dem vorliegenden Falle fiir einen Punktkreis in eine Ellipse iiber
gehen. Man gelangt mithin zu dem Satze: Jedem als Punktkreis
aufgefagsten Punkte im Meridiansystem entspricht eine El-
lipse im Contoursystem. Die Halbaxen dieser Ellipse sind « und
asinh im Grundriss, ¢ und «sinv im Aufriss, wobei » den Neignngs
winkel der Rotationsaxe gegen die Aufrissebene bezeichnet.

Liegt Py auf 4,4, so degenerirt anch die Contourellipse in eined
auf der betreffenden Projection der Rotationsaxe liegenden Punkt. —
Die seitliche Projection der Grundrisscontourlinie fillt mit der durch s
gehenden Senkrechten P,0, zusammen.

Einem zu P; symmetrisch liegenden Punkte P’ entspricht dieselbe
Ellipse im Contoursystem.

Da iiberhaupt Meridian- und Contourcurve in Bezug auf die Pro-
jectionen der Rotationsaxe symmetrisch sind, so wird es in Zukunft
geniigen, nur eine Hilfte der hetreffenden Curven zu betrachten,

In Fig. 2, wie in den folgenden Figuren ist der Einfachheit wegen
die Aufrisscontour weggelassen, die Grundrisseontour dagegen in ein®
bequemere Lage gebracht worden.

Nimmt man umgekehrt im Grundrisscontoursystem einen Punktkreis
Py in der Entfernung a von 4, 4| an (Fig. 3), so erhilt man Punkte der
Meridiancurve, indem man durch P alle méglichen Normalen zieht und
dann die bekannte Construction anwendet. Entspricht der Normale 0y
die Normale R0, der Meridiancurve, und bezeichnet man R, M, mit &
und 0y My mit y, so ist

My Py = (), P, sink

mithin
Y =04 Py sinhlanh
oder
0.P,= ‘-y— -
ek sinh tan h
und
1/
O M, =2 .
Y lan® h

Dann ergiebt sich aus A B, M, 0,
2
L/

a4 A - 2

tan*h sin®h tan? J;

NG L T T
= Sy e S - !
a / alan h

oder

Hieraus folgt der Satz: Jedem als Punktkreis aufgefassten
Punkte im Contoursystem entspricht eine Hyperbel im Me"
ridiansystem. Der Asymptotenwinkel der vorliegenden Hyperbel be-
tridigt 2/4; P 0, ist die eine Asymptote; die Hauptaxe der Hyperbel steht
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Senkrecht ayuf 4, 4y, — Das gewonnene Resultat wird auch durch die
schanung bestiitigt. Bringt man niimlich ein einfaches Rotationshyper-
oloid in eine solche Lage, dass eine Mantellinie senkrecht auf der Grund-

Tissehen steht, so degenerirt seine Grundrisscontour in zwei Punkte P

g P, denn die Projection jeder Mantellinienschaar umhiillt einen

Punki, _ Da die vorliegende Fliche ein Rotationshyperboloid ist, so

Srgiebt  sich aus einem spiiter noch zu beweisenden Satze, dass die

dem Punkte P, entsprechende Aufrisscontourcurve bei v > h

Oder €>f eine Ellipse mit den Halbaxen

)/;in (v 4 &) sin(i:-fa]

cosh

a und @

bei y— 4, ein Punkt und bei <<% eine Hyperbel sein muss.

Die Gerade 0, P, ist zugleich die seitliche Projection der Grundriss-
comﬁur]inie, d. h. der beiden verticalen Mantellinien.

25 Hat man im Meridiansystem eine beliebige Curve o, so ent-
SPricht derselben in einem der Contoursysteme eine Curve &, und dann
Stehen g und X in einer interessanten Beziehung, welche jedoch nicht
‘0 den bigher cingehender behandelten geometrischen Beziehungen ge-
G, Diesclbe ist ein specicller Fall der von Herrn Lie aufgestellten
Yumlichen Reciprocitit. (Siche die Abhandlung dieses Autors ,,Ueber
“®Mplexe, ingbesondere Linien- und Kugelcomplexe, mit Anwendung aunf
&1 Thegyie partieller Differentialgleichungen, im V. Bande der Math.
A“"-) Es wird daher nithig sein, vorerst einige Hauptsitze aus dieser

8€0metrigchep Beziehung anzufiibren, Herr Lie geht von den Gleich-
Mgen gy

ung F(zyz X¥YZ)=0

: Fy(zyz X¥2) =0,
Wobei o
deutﬁn_

80 aufein

Cines - Co

Y2 und X¥VZ die Punktcoordinaten zweier Riiume » und B be-
Durch diese beiden Gleichungen werden die Réume r und R
andey bezogen, dass den Punkten des einen Raumes die Curven
mplexes im zweiten Raume entsprechen. Complexcurven, die
reh eingy gegebenen Punkt gehen, entsprechen den Punkten derjenigen

Ve, die’ dem gegebenen Punkte zugeordnet ist. Zwei von Complex-
tn 1 . 3

-I‘Ven umhiillte Curven € und ¢ in R und r stehen in solcher gegen-
““"hger

3 Beziehung, dass den Punkten der einen diejenigen Complexcur-
3 entspl'echen, welche die zweite umbhiillen.

’ Einen speciellen Fall dieser Reciprocitiit grindet Pliicker auf die
tey 5 _

“TPretation der Gleichung
Play X¥)=0

Anglys: .
( na])tISch-geometrischn Tintwickelungen Bd. 1T, S. 251).
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Hierbei bilden die einem Punkte xy in dem einen von zwei ebt’-ﬂf’:“
Systemen conjugirte Punkte X' ¥ im andern System eine Curve ¢, die
durch die Gleichung

Flzy X¥)==0
dargestellt wird, wenn xy als Parameter, XF hingegen als laufende Co-
ordinaten aufgefasst werden. Zu dieser von Pliicker behandelten
an-

Reciprocitit gehort nun auch die Beziehung, welche zwischen Meridi

und Contourenrve orthogonal dargestellter Rotationsflichen stattfindet, and
zwar gelten analog den von Herrn Lie aufgestellten folgende Siitze: Des
Punkten des Meridiansystems entspricht ein Complex hom?°
thetischer Ellipsen im Contoursystem, und den Punkten des
Contoursystems ein Hyperbelcomplex im Meridiansysten.

Complexellipsen, die durch einen gegebenen Punk?
gehen, entsprechen den Punkten derjenigen Complexhype’”
bel, welche dem gegebenen Punkte zugeordnet ist, und o’
gekehrt. Hat man im Meridian- und Contoursystem zwel
einander zugeordnete Curven ¢ und 2, so entspricht de?
Punkten von ¢ ein Ellipsencomplex, welcher 2 einhiillt, ud
den Punkten von X ein Hyperbelcomplex, von dem ¢ uf"
hiillt wird.

Aus fritheren Betrachtungen ergiebt sich ferner: Dem Beriithrung®
punkte mehrerer Meridiancurven ist der Beriihrnngsl)uukt
der entsprechenden Contourcurven zugeordnet; dagege”
entsprechen dem Schnittpunkte mehrerer Meridiancurve®
auf den betreffenden Contourcurven verschiedene Punkt®
der dem Schnittpunkte zugeordneten Complexellipse, and
umgekehrt.

Eine analoge Beziehung besteht zwischen dem Grundriss- und Axf
risscontoursystem. ;

Ist die Meridiancurve bekannt, so lisst sich in folgender Weise die
Jontourcurve analytisch bestimmen. Die Gleichung der Meridiancur¥e
sei in Bezug auf einen auf 4;4'; liegenden Punkt M, als Coordinate®
anfang und 4,4 als Abscissenaxe (Fig. 5)

I) y=f(x).

Zu einem beliebigen Punkte p; dieser Curve mit den (loordinate?
z und y werde der entsprechende Punkt ¢, im Grundrisscontoursyster
bestimmt. Die Coordinaten von ¢, seien fiir M, als Anfangspunkt un¢
4, 4 als Abscissenaxe & und 7. Dann ist wegen der Gleichheit der
Normalen pyn, und ¢,n, S hadss

1) yrity=npy1+n>
Ferner ist
Ng My = Ny by COS R
oder

r — prm——————— ey |

—
]

oy -

S LR A Y T
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2) yy': 7317’ cosh.

Aus dop Gleichungen 1) und 2) folgt durch Elimination von %’
1) y? (cos®h — y'® sin®h) = n® cos®h.

Da

( E=rmg 4 mgs

*™3S parallel A, 4)) ist, so ergiebt sich, weil Lngpym; als negativ in
echn‘mg gebracht werden muss,

1)

x cos’h — yy sin*h=E§ cosh.

Man erhiilt nun die Gleichung der Contourcurve, indem man & und
Y zwischen den Gleichungen I), II) und IFI) eliminirt. KEin dhuliches
Erfahiren gt anzuwenden, wenn die Gleichung der Meridiancurve in
°r unentwickelten Form

=i
gegebe!] istl f(mi y)

Bezeichnet man @ymg mit ) und Mymg wit 1, so ist

v
ung
V)

y=yy tanh

r=x.
Aus 1), IV) und V) kann die Gleichung der seitlichen Projection
*r Grundrisscontourlinie gefunden werden.

tatiofik Eiﬂe‘ Gerade im Meridiansystem k.ann als Mantellinie .einer Ro-
“adcs egelﬂache \au-fgefasst werdcn‘, und hieraus f:cﬂgt, ‘dass einer Ge-
“ntsn i Meridiansystem eine Gera(].e nTl (,?nt‘nursysti&m
o Pricht. Aus naheliegenden Griinden ’ga[t lner't}ell die I?eschr-an-u
Beng,]dass alle Meridiangeraden, die mit 4,4’y einen Winkel einschlies-
o ‘G‘r(er g.rﬁssm- ist als (90°—2), keine entsprechende C?ntom'gm'ade
. Mundrisse besitzen. Schneidet eine Meridiangerade 4,4 unter dem
nke] (90°— 1), so degenerirt die entsprechende Contourgerade im
1"1111(1.»1350 in einen auf 4, 4 liegenden Punkt. — Bezeichnet man den
s :‘k‘;l-, den die Meridiangerade mit 4, 4', bildet, mit w, }md den., wel-
18 Grundrisscontourgerade mit 4, 4, einschliesst, mit », so ist

sin
siny = M.
Pa cosh
r gl
3 alleley Meridiangeraden entsprechen also parallele Con-
u . ¥ g v
Yo '8erade. — Gehen mehrere Meridiangerade durch denselben [Punkt

n g Fas :
Yo 444y, 50 treffen dio entsprechenden Contourgeraden in einem Punkte
n

1.41, resp. 4,4’ zusammen. :
It Riicksicht auf den letzten der unter 2 angefiihrten Sitze ergiebt

ermer: Einem Strahlenbiischel im Meridiansystem ent-

Hich £

SPrichy
WQ]che

im Contoursystem eine Schaar von Tangerten,
die dem Biischelmittelpunkte zugeordnete Ellipse
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umhiillen. Als Umkehrung dieses Satzes erhilt man: Einem Stff‘h'
lenbiischel in dem einen Contoursystem entspricht ein®
Schaar von Hyperbeltangenten im Meridiansystem und ein®
Schaar von Ellipsen- oder Hyperbeltangenten, oder wiede!
ein Strahlenbiischel im andern Contoursystem, Die beide®
zuletzt angegebenen Siitze lassen sich in folgenden vereinigen:
Strahlenbiischel erster Ordnung in dem einen System ents
sprechen im Allgemeinen Strahlenbiischel zweiter Ordnuné
in den beiden anderen Systemen,

J

4. Wiahlt man als Meridian eine Parabel, deren Axe mit 443’{9
zusammenfillt (Fig. 4), so wird ein Rotationsparaboloid erzeungt, und di€
Contouren dieser Fliche sind bekanntlich im Allgemeinen wieder Pard”
beln., Der Scheitel 7; der Grundrisscontourparabel wird gefunden, inde™
man an den Meridian eine zu A4, 4’ senkrechte Tangente 7,7, legt =
Bezeichnet man den Halbparameter des Paraboloids, also auch des Merl
dians, ‘'mit p, so ergiebt sich auns der Construction, dass die Subnnrmak’:
also auch der Halbparameter der Contourparabeln, in Grundriss und Aul*
riss p sech, vesp. p secv sein muss. Diese Beziehung liefert ein Mitteh
um ein Rotationsparaboloid ohne Benutzung seitlicher Projection orthog?”
nal darzustellen, wenn gegeben sind die Axe A4.4', der Scheitel £ U2
der Halbparameter p. Man wiirde nimlich 7, finden kiénnen, wenn By%s

hekannt wiire. Zieht man nun B, (, parallel und gleich 5, 7,, so 18t

By, Co= B, Ti = % tan h sin h.

Hiernach ist B; 7| zu construiren. Bequemer ist es jedoch, zuniichst de

3 ; ; 1 en gl
Brennpunkt £, der Grundrisscontourparabel zu ermitteln. Dann erhilt m&

Bf,=T,f — B T = ’5’ sech — ’—2’ sech sin®h = -’21 cosh.

Es ergiebt sich also folgende Construction: Man mache L 4, fflﬂﬁﬁ’
ffaf)-—"%. Df, LA Ay, DE1 B, D und f,7,= kB Im Aufriss hat m8®
analog zu verfahren.

Es kann nun noch erwiinscht sein, die dargestellte Fliche dueh
einen Parallelkreis zu begrenzen, und zwar wiedernm ohne Benutzung
seitlicher Projection. Soll die als Horizontalprojection des l’:ll‘nllt‘]’kfcis?s
auftretende Ellipse die Grundrissparabel in dem Punkte P, beriihren, 80
ziehe man in P, die Normale P 0 und fille auf .4!./1'1 das Loth P R.
Macht man dann LSQR=/%, SR L SO und SO, | 4,4, so ist, wen?
wir auf Fig. 1 zuriickblicken, 0, Ellipsenmittelpunkt und S0, Ric}mfﬂg
der grossen Axe. Legt man hieranf in ./, an die Contourcurve ein®

Tangente, welche SO, in U trifft, und fiillt von P, auf S0, ein Lot

Einem

R s

e
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2 ' 80 ist UV Subtangente des Punktes P, in Bezug auf die Ellipse,
*e0 grosse Halbaxe mit a-bezeichnet werde. Dann ist
g
a
UV =—,
also VOI
a=VTV.7VO0,.

Hie .
; "ach kann « construirt werden. Die kleine Halbaxe ist a sinh. —
1e . e 5 Pl e
dngegebene (onstruction lisst sich fiir jede beliebige Curve anwen-

en. TP . 5 . ST
. Fiir den speciellen Fall der Parabel kann man sie natiirlich noch
reinfachey,

= il .ISt als Meridianfigur eine Ellipse 11‘1it der grossen Halbaxe ¢ und

53 e-lnen b gegeben, wobei @ mit 4, 4'; zusammenfillt, so sind die

i, 112lcm‘ven bekanntlich wieder Ellipsen. Fiir diesen Fall gehen die
angefiihrten Gleichungen I), II) und III) iiber in

b
Ly = 71/‘12'—‘52:
T

bs b2 — g2
¥ (casgh — _L.Fg;gi) sin? h) = n® cos®h,
9 b ——— b €T g
Teos*h++ — Ya—a® . — . ———sinh= Ecosh,
a a

< Vo —a?
n = :
4 hierans folgt als Gleichung der Grundrisscontourellipse
g2 2
T apel % cin? +’T_2:
; a? cos®h 4 b2 sin*h ~ b
g 1]
tatise Gleichung liefert wiederum ein Mittel, um die Contouren des Ro-
we:nse}hpsoids ohne Benutzung seitlicher Projection zu construiren,
n'&m?' der Mitte]punkt M, a und b gegeben sind. (Fig.5.) Man mache
‘h LDy E—h DM —=a, F,M;=b, DEL EM,, F,G1 EM,

Ax::GMn HM,= B, M,. B, ist dann der eine Endpunkt der grossen
Auf.der darzustellenden Ellipse. — Eine analoge Construction ist im
rig

8¢ anzuwenden, wobei natiirlich 2 mit » vertauscht werden muss.

9 'ﬂit l;[at’ man im Meridiansystem eine Hyperbel,_ deren Ha.upt’a}?e
Gleichu 434, zusammenfillt und deren Nebenaxe 2b ist, so lautet die
0g der Grundrisscontourcurve

Gy : % 12 '_%7; =1

Hiel‘aus : : a. cos*h - b® sin*h ‘

Mtz er{;u}bt sich _wtc_der (31-11.0 Construction der -Contnuren.olme Be-

]Jaloidsgkselﬂlcher Projection. Die Contour des get.hclltcrf Rot‘atmnshyper-
Fig amn, wie die Gleichung lehrt, unter Umstéinden imaginiir werden.

&us:hdeu Fall eines einfachen Rotationshyperboloids erhiilt man durch
Ung von ¢ und 4 fiir die Grundrisscontour die Gleichung

ert
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2 £2
il 5
a @ a®sin®h — b®cos?h

Die Contouren dieser Fliche konnen also sowohl Ellipsen, als ‘auch Hy~
perbeln sein.

Aus den unter 2 angegebenen Gleichungen I), 1V), V) ergiebt Sic_l"
dass die seitliche Projection der Grundrisscontourlini®
jeder Rotationsfliche zweiter Ordnung ein Durchmesser des

der
Da

2 ] 3 i . i ade
gich die Grundrisscontourlinie auf der verticalen Hilfsebene als Gerd

Meridiancurve ist. Derselbe geht durch die Beriihrungspunkte
jenigen Tangenten des Meridians, die auf ,-11;1'1 senkrecht stehen.

projicirt, so folgt hieraus, dass die Ebene der Grun drisscontotl’”
linie jeder Rotationsflidche zweiter Ordnung aufjener Hilfs
ebene senkrecht steht. KEin analoger Satz gilt fiir den Aufriss

Betrachtet man einen Kegelschnitt, dessen Abscissenaxe mit der Re-
tationsaxe zusammenfillt, als gegebene Contourcurve und construirt hierz®
die Meridiancurve und die zweite Coutom-cnr\(o, so erhéilt man in viele®
Fillen nur einzelne Theile dieser Curven und nicht den vollstindige™
durch Rechnung sich ergebenden Kegelschnitt.

7. Ist im Meridiansystem ein Kreis mit dem Radius r gegeben, 4
sen Mittelpunkt 0y von 4,4’ nm @ entfernt ist, so entsteht ein c',yklis"hes
Annuloid, und die Contouren dieser Rotationsfliche sind, wie aus$ de.l'
darstellenden Geometrie bekannt ist, bei schiefer Stellung Ellipsendq®"
distanten. Einem gegen 4,4, allgemein liegenden Kreise ents
sprechen also als Contourcurven die Aequidistanten dess
jenigen Ellipsen, welche dem Mittelpunkte des Kreises BV
geordnet sind.

Dem Kreisbogen ed (Fig. 6) entspricht der fussere, dem Bogen bo
der innere Theil der Grundrisscontourcurve; die Bogen bd und ce besitze®
im Grundrisse keine entsprechenden Curventheile.

Die Riickkehrpunkte P, 7/, 0,, ¢/, werden dadurch genauer b?"
stimmt, dass man an die seitliche Projection der Grundrisscontouslint®
Tangenten senkrecht zu 4, 4" legt.

Die seitliche Projection der Grundrisscontourlinie ist eine Curv,e
vierter Ordnung. Wiihlt man 4,4’y als X- und eine von 0, auf 445
gefillte Senkrechte als ¥-Axe, so gehen die Gleichungen I), IV)s
unter 2 iiber in

ye=a A=,
y=yytanh = — (a + ]/;‘T—_af) ﬁzi— tanh

r?—qg?
und

& =x,
und hieraus folgt als Gleichung der seitlichen Projection der Gyundris®
contourlinie

Sy

H O oLt

e
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e (x +y coth)® (r2—1%) = a®x2
Mit Hige dieser Gleichung lassen sich die Riickkehrpunkte durch Rech-
e Mung bhestimmen,

q Es sei ferner im Grundrisscontoursystem ein Kreis mit dem Radius »
by ! 8egeben , dessen Mittelpunkt 0, von 4, A'; um 0,U; = a entfernt ist (Fig.7),
0 ll‘nd €8 soll ermittelt werden, welche Rotationsfliche die Eigenschaft hat,
i B’:ch Im Grundriss als ein, resp, zwei Kreise zu projiciren. Zieht man
23 een bi'-liebigen Durchmesser 7, 0,0, und bestimmt im Meridiansystem zu
i L v 0, 0, die entsprechenden Punkte p, 0, ¢, so ist
1.? \ Cpo=og=r,

:_ fun_i“ ¢ bekanntlich ein Punkt der 0, entsprechenden Hyperbel und

s d'g éine Normale derselben, folglich liegen p und ¢ auf der Aequidistante
3 I alle:f‘.r _Hyperbel. Einem Kreise im Contoursystem entspricht
o mit: Im Meridiansystem die Aequidistante der dem Kreis-
2 eI]PUlete zugeordneten Hyperbel
5 % Zlfjht man in dem Kreigse einen Durchmesser £, Q,'l parallel 4, 4',,

gehoren zu Q, und &, unendlich ferne Punkte der Meridiancurve.

) v.en KI‘Eistang‘enten J, 8, und J', &', entsprechen also im Meridiansystem
5 ifr Gerade L,J,, L',J",, KyJ,, K'yJ'y, welche die Hyperbeliquidistante
28 mendlicher Ferne beriihren und mit den Asymptoten der Hyperbel
or Parallel 1ayfen.

i- Die Contourcurve im Aufrisse ist, wie man durch eine &dhnliche
b l m?:iel'legung erfihrt, die Aequidistante derjenigen Curve, die dem Kreis-
b 0 e:]P‘mkte im Aufrisse entspricht, d. h. Aequidistante einer Ellipse
s Hyperbel, oder ein dem gegebenen congruenter Kreis.
| BbenDie Grundrisscontourlinie projicirt sich auf der seitlichen Vertical-
¢ L & .318 eine Curve vierter Ordnung, welche mit J,J;, und J', J'y den
0 5 iI:;il:ch fernen Punkt gemein hat. Setzt man @,0;=1 und 030, =1,
g ¥ = 0, Ry tanh= R, U, tanh = V"——‘i:“"hg-,
With; i :
: tuuﬂ‘i‘;‘lautet die Gleichung der seitlichen Projection der Grundrisscon-
! ie
:;)3 odey r2y? = 1p2y2 4 a®y? tanh
: 2 atlan®h ;
R F
Mhnsi'ttwliih]t man statt des Kreises fzinex‘J beliebigen andern Kegel-
o Kea 8 Met:ldlanﬁgur, so ergeben mcl.x ]g n.ach der Lage und Gez:.talt
N j arabe) gelschnittes ausserordentlich mannichfaltige Contourfiguren. Einer

ein €ntspricht z. B. im Contoursystem eine geschlossene Curve, ‘oder
Urve, welche aus zwei getrennten, in der Unendlichkeit sich tref-
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fenden Theilen hbesteht. je nachdem die Parabelaxe mit 4,4’ einen Win-
kel einschliesst, der grésser ist als (90" — /%), oder nicht,

Einer Ellipse entspricht eine Contourcurve, die aus zwei gesclnlns-
senen Theilen besteht, von denen der eine innerhalb des andern liegh

Fig, 8 stellt die einer Hyperbel entsprechende Contourcurve dar
Der Meridian ist so gelegt, dass den schwiicher gezeichneten Curven”
theilen und der Asymptote p¢ kein Theil der Contourfigur enrspriﬂ])‘.t‘
Die
n

Der Asymptote mn sind die Geraden M, N, und M'; N’, zugeordnet.
Contourcurve hesteht aus zwei getrennten Aesten, die von M, N, U
M, N', in der Unendlichkeit beriihtt werden. B, B, £,, E', sind Cul-
minationspunkte der Contourcurve, #; und P, Riickkehrpunkte derselben:

In Fig. 9 ist umgekehrt zu einer Ellipse im Contoursystem die 2%
gehtrige Meridianfigur anfgesucht. Dieselbe besteht aus vier getrennté®
Theilen, von denen je zwei in Bezug auf 4, 4’y symmetrisch sind. De%
auf 4, 4’| senkrechten Ellipsentangenten J, &, und J', &', entspreche®
vier Gerade, welche die Meridiancurve asymptotisch beriihren. Die Tan-
genten in den Ellipsenpunkten 0, und E; laufen parallel 4, 4, folglich
sind d, o', e, ¢ Culminationspunkte der Meridiancurve. Die geitliche
Projection der Grundrisscontourlinie strebt dem unendlich fernen Puphte
von J, 2, und J'; & zu,

Eine Parabel als Contourfigur hesitzt immer einen, aber auch ﬂ"’"
einen Punkt &,, dessen Tangente J, &2, auf 4, 4, senkrecht steht. D
entsprechende Meridianfignr setzt sich also aus vier Theilen zusamme™
von denen je zwei in Bezug auf 4,4, symmetrisch sind. Sie besitzt
zwei symmetrisch liegende Asymptoten. Je zwei nicht symmetriﬁcue
Theile der Meridiancurve haben denjenigen Punkt gemein, welcher dem
unendlich fernen Punkte der Parabel entspricht.

Ist im Contonrsystem eine Hyperbel gegeben, welche nicht zwei auf
A, 4", senkrechte Tangenten hat, so entspricht keinem endlichen Hype™
belpunkte ein unendlich ferner Punkt der Meridiancnrve. Dieselbe pesitzt
also in diesem Falle keine Asymptoten, welche von Hyperbohau;;e“f"-“
senkrecht auf 4, 4, herrithren kénnten, wohl aber vier At-:ymptote“'
welche den beiden Hyperbelasymptoten entsprechen. Die Meridiancur¥®
besteht mithin aus vier getrennten Theilen, von denen je zwei ) i
metrisch sind und symmetrische Asymptoten besitzen. Je zwei nicht
symmetrische Theile liegen dagegen zwischen denselben, aber auch nich?
symmetrischen Asymptoten. — Wihlt man die Contourhyperhel so, dass
zwei ihrer Tangenten auf 4, A, senkrecht stehen, so erhilt man ein®
aus acht Theilen zusammengesetzte Meridiancurve mit acht Asympm“""'

9. Eine interessante Beziehung zwischen Contour- und MeridiancurV

besteht ferner beim Logarithmoid. Ist
X

y:hea
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die (1]q; s A Yo
; e Glenc]mng‘ der Meridiancurve, so erhilt man aus den Gleichungen

V) ung V) unter 2

=, s

h=be%, —e? tanh

1 a

d oder
B

h=—e® tanh.

7 a

e Hiersus folgt der Satz: Die seitliche Projection der Grundriss-

d BDtourlinie des Logarithmoids ist wieder eine logarith-

mj R 3 : A

- } (}‘Sche Linie. Die Contourcurven selbst sind., wie man aus den

¢ wlelchungen I), 1), 1II) unter 2 erfihrt, nur logarithmische Linien,

W ) i :
& ®un %, resp. » zu Null wird; andemnfalls aber nicht.

z“itlnh
Pt £ Mathematik u. Physik, XXI, 4.
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Ueber ein besonderes Liniencoordinatensystem.

Von
Dr. K. ScHWERING

in Miinster.

1.

Man kann mit Recht die Eigenschaften der Curven in metrische und
projectivische unterscheiden. Den ersteren, als den in der neueren Ge0-
metrie minder bedeutenden, ist bei Salmon, ,,Higher plane curves, 438

o

1. Capitel gewidmet. Zu Anfang desselben hebt der Verfasser hervoh
dass die Cartesischen Coordinaten sich den Dreieckscoordinaten gegen-
iiber bei Erforschung der metrischen Eigenschaften der Curven im All
gemeinen im Vortheil befinden. Es erscheint daher wiinschenswerth, fir
die Liniencoordinaten ein System zu besitzen, welches annihernd diesel-
ben Vortheile, wie bei den Punktcoordinaten das Cartesische Systemh
darbietet. Als solches kann ich dasjenige, welches als Coordinaten einer
Geraden die reciproken Werthe der auf den Axen al_xgwullnift(‘nen
Strecken nimmt, nicht gelten lassen, weil dasselbe viel zu sehr in deP
Charakter des Punktcoordinatensystems eingeht und es andererseits dureh-
aus wiinschenswerth ist, als Coordinaten nicht reciproke Werthe, sonder?
direct messbare Strecken zu definiren. Noch weniger diirfte sich der
Vorschlag Pliicker’s empfehlen, als Liniencoordinaten einen der VOP
der fraglichen Geraden auf den Axen bestimmten Abgchnitte und die
trigonometrische Tangente des Neigungswinkels derselben zu wiihlen:
Dass das von mir im Folgenden anzugehende System wirklich das an-
gestrebte Ziel errveicht, wage ich nicht zu hehaupten; einen Vortheil an
derer Art glaube ich aber durch Zugrundelegung desselben bei meinel
Vorlesungen mit Sicherheit gewonnen zu haben. Das neue Coordinaten”
system ist némlich von den dem Anfinger bekannten Pnnktcoordiﬂa‘e}’
so wesentlich verschieden, dass eine aus Verwechselung der Begrifle
resultirende Verwirrung unmiglich wird undder Lernende das Verschie”
dene und Gleichartige der beiden Systemarten leichter und klarer einsiehts

-
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Das Coordinatensystem besteht aus zwei parallelen Geraden, die
durch ein auf fhnen errichtetes Loth in den Punkten 0 und 0 geschnit-
ten werden, Die Strecke 00, die Entfernung der beiden Parallelen,
nfl“”en wir ¢, und definiren nun als Coordinaten der Geraden L, welche
die Parallelen in den Punkten 4 und B schneidet, die in derselben Rich-
tung gemessenen Strecken 04 und 0B. Wir bezeichnen dieselben durch

u=0A4 und v=0B
Und nenpen die heiden Parallelen 04 und QB mit Riicksicht darauf die
U- ung V- Axen.

-

Aus dieser Definition folgt, dass jede im Endlichen liegende Ge-
f'ade zwei endliche bestimmte Coordinaten besitzt, mit Ausnahme der-
Jehigen - welche den Axen parallel gehen. Diese letzteren haben zwei
u‘flendlich grosse Coordinaten, die zu einander in einem bestimmten Ver-
hilltnigge stehen, nimlich in demjenigen der Entfernungen der fraglichen
Z®raden von den Coordinatenaxen. Sie spielen also dieselbe Rolle, wie
M Cartesischen Coordinatensystem die Punkte der unendlich fernen Ge-
tadey

Betrachten wir nun die lineare Gleichung

1) au-+ o+ y=0.

Mﬂgu die Gerade v, derselben Geniige thun, so ist durch Subtraction

2 a(u—uy) + pv—1v) =0,
Dl.e geometrische Bedeutung von e:f ist also das mit umgekehrtem Vor-
ze].chﬂn genommene Verhiiltniss der Entfernung des Schnittpunktes der
beldon Geraden Uy Uy5 Wy Vo Welche der Gleichung 1) geniigen, von

D beiden Axen. Soll daher zu einer weiteren Coordinate u die zu-
geha[‘igu »

Up

P gefunden werden, so haben wir den auf der U-Axe gegebenen

Allnkt mit dem Schnittpunkte der Geraden w,, v;; %, ¢ zu verbinden.
\ " 5 . b e

€ Geraden, deren Coordinaten u, » die Gleichung 1) befriedigen,

.;:'ufen also durch jenen Schnittpunkt. 'Mithin ist 1) die Gleichung eines
unkies_

Biay Wenn die Coefficienten «, B in Gleichung 1) gleiche Vorzeichen
0 1a o 3 ) : 1 23 ;
e 1, 80 beweist 2), dass u—u, und »—uv, entgegengesetzte Vorzeichen
Slzen, ynq darvans leitet man ab, dass dev (ragliche Punkt innerhalb
doy : .
. beiden Axey liegt Ist das Vorzeichen von « und j§ verschieden, so
ie :
8t aus dem analogen Grunde der Punkt ausserhalb der beiden Paral-

ele :
" Insbesondere bedeutet jede Gleichung

o 3) ; Uu—v=y

iy : :

B unendlich fernen Punkt.

d;lr Unm diese Betrachtungen noch genauer zu verfolgen, ziehen wir
diecg den Pupkt 1) eine Parallele zur Geraden (uy, v;). Mége dieselbe

%0rdinateyn y+ A, v+ 4 haben. Dann findet man
19*
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(g A) 4+ fvg+4)+ y=0.
Daraus folgt o

5 et Bty

@+

Damit ist die geometrische Bedeutung der linken Seite von 1) in ana:

loger Weise erschlossen, wie es bei den Punktcoordinaten mit der Gleieh-

nng der geraden Linie zu geschehen pflegt. Auch hier kann von f‘-i"('.r

Normalform der Gleichung 1) die Rede sein. Multiplicirt man 1) mit

einem Factor, so dass e+ =1 wird, so bedeutet die linke Seite von 1)
»Die Entfernung des Punktes 1) von der Geraden u, », gemessel

in der Richtung der Axen.*
Die senkrechte Entfernung des Punktes 1) in der allgemeinen Form
von der Geraden (u, ») wird, wie man sich leicht iiberzeugt, gegeb"-n
durch

Hieraus ergiebt sich alsbald die allgemeine Gleichung des Kreises, desser
Mittelpunkt der Punkt 1) und dessen Radius R ist. Sie ist:
5) (eu= o4 y)? e =[e® + (u—v)?] (a4 B)2 R
Stellen wir mit derselben die Gleichung eines Punktes zusammen, 5°
erhiilt man zwei Werthepaare u, », die den beiden Tangenten angehorem
welche man vom Punkte aus an den Kreis ziehen kann. Diese \V(‘nrthf"'
paare fallen zusammen, wenn der fragliche Punkt der Kreisperipheri€
angehort. Dies ist nun der Fall bei den beiden imaginiiren Punkten
Uu—v=ei, u—p=—ei;
deren Gleichungen sind von R und den Coefficienten von 1) unabhingig
sie gehtren also allen Kreisen der Ebene an. Sie liegen, wie wir soebe?
sahen, unendlich fern und spielen unter dem Namen unendlich fern®
Kreispunkte in der neueren Geometrie eine hervorragende Rolle:
Suchen wir endlich den Inhalt des Dreiecks zu bestimmen, welches
von den Punkten 4=0, 8=10, (= gebildet wird. Sei
A=au+tbov+ec =0,
B=au+4byw+c,=0,
C=agu—byv+ ey =0,
Nehmen wir an, die Gleichungen seien auf die Normalform gebracht’
80 dass

1=a,+b, = ay+by = a;+ by,
ziehen wir durch 4 und € Parallele, durch B eine Senkrechte zu f}en‘
Axen; midge die durch 4 gegebene Parallele der Dreiecksseite b)(:
im Punkte D begegnen, und der Schnittpunkt der Parallelen durch L
mit der Senkrechten durch 7 mége £ heissen. Dann ist der Inhalt des
Dreiecks
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J=4BE.AD.
Msge die Seite B € die Coordinaten w’, »" haben, so ist
(agby — aghy) '+ byc, — 30y =10,
(agby— agby) v’ + ay ey — age, = 0.

e e 2 RN

W‘eIden diee Werthe «/, » in 4 fiir « und v eingesetzt, so ergiebt sich
1 Linge 4D. Ferner hat man
BE:CE=¢:v—u, CE=c,—c,.
Setat man diese Werthe von BZ und 40 ein, so findet sich
o) J=lez % a e

§ 2
S 4.
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

Wir schreiben dieselbe in der:Form
D;l} : 1y ut 4 2a,, i.t v+ gy vl"’ <+ 2(;1.3 w4 2agy0 + ag3 = f). :
S eweist man zuniichst auf mannigfache Art, dass dieselbe in das
Istem zweier Punkte zerfillt, wenn
8) i Gy Gy G4g &
=|ay @y ay|=0.
o I'@g @35 g
liervon tiberzeugt man sich vielleicht am einfachsten, indem man ver-
such.t, die Bedingung anzugeben, unter welcher die Curve zweiter Classe
flne Doppeltangente besitat.
Bei den ferneren hierher gehirigen Discussionen spielt die Betrach-
der parallelen Tangenten die Hauptrolle. Im Allgemeinen besitzt
isiruKeu‘é‘O}fzchuitt. 7) zu jeder gegcbene_u eine parallele 'I‘.angeute. Dc{m
» ¥ die gegebene Tangente, so wird u+ «, v+ « dic parallele sein,

Wen ol 3 :
3 U @ durch die Gleichung bestimmt wird
Ry 2ay5 + tyy) o + 2 [ayy 1 4 ayg (u0) + a0 + a3y + dg5) = 0

168¢ lineare Gleichung ist nur dann unerfiillbar, wenn

]0_} ay + 2a,4 a,,=0.

diesen Falle haben wir also einen Kegelschnitt, der im Endlichen
len(‘f‘lza:mllelnn"l‘augentenpartre besitzt, allso eine Parabel Tmr u-ns.
3 f]lu-ble‘ (.\h eine Curve zweiter Classe Ellipse n.der Hyper‘hel ist, W‘ll'(l
e i, ¢h die Betrachtung der Asymptoten cfntsel‘ueden. Dieselben sind

~ ®stere Curve reell, fiir die letztere imaginir.
amit die Tangente (u, ©) Asymptote der Curve werde, muss die

ihy

n :

Bendlich henachbarte Tangente derselben parallel gehen, oder um-
gekehrt :

tritg

tllllg!r

In

i

» die parallele Tangente muss mit (¢, v) zusammenfallen. Dies

3 '\Vin C - .
) beweist, ein, wenn

ttyy v+ ayy (u4-v) + a0 + g+ a3 =10

11)
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wird, denn dann resultirt fir « der Werth 0. Die Gleichung 11) hf‘t‘
fir sich die Bedeutung der Gleichung eines Punktes, und zwar, da s1@
in Verbindung mit 7) die Asymptoten liefert, ist sie die Gleichung des
Schnittpunktes der Asymptoten, d. h. des Mittelpunktes der Curv®
Fiir die Parabel kann man ihr die Form ertheilen

(a;,Fap)(u—0) + a5+ g =10
und diese Form lehrt, dass der Mittelpunkt unendlich fern liegt Setzen
wir ¥ =7, so wird fiir die Parabel
2 a5u + 2ag,u + a5, = 0,

Sie besitzt demnach nur eine Tangente, welche zu den Coordinatenaxe®
senkrecht steht, im Endlichen. Dividirt man durch #2, so lisst sich das
Resultat auch dahin aussprechen, dass die unendlich ferne Gerade, deren
Coordinaten ja gleich und unendlich gross sind, alle Parabeln der Eben¢
beriihrt.

Fiihren wir die Elimination zwischen 11) und 7) aus, so erkennel
wir, dass reelle Wurzeln u, v, also reelle Asymptoten, also die [I‘ylmrb“]
gefunden wird, wenn der Ausdruck

(H“ - 2”13 - rlz_d.‘) H
negativ ist; dass dagegen, wenn derselbe positiv ist, unsere Curve ein®
Ellipse sein wird.

Die Rechnung kann auch in der Weise gefiibrt werden, dass manl
die Entscheidung, ob die Curve Ellipse oder Hyperbel ist, durch die
Realitiit ihrer unendlich fernen Punkte fiihrt. Sei die Gleichung des
unendlich fernen Punktes

U—v=y,
so muss das Eliminationsresultat zwei gleiche Wurzeln besitzen. Dies
fithrt fiir y zu der quadratischen Gleichung

72 (6P — a1 055) + 29 {agy (ay, F ) — agg (a4 agy) b
+ (a5 4 a5)* — gy (a1, + 205 + ay) =0,

deren Discriminante die vorhin angegebene ist. Die Rechnung ist nicht
so schwierig, als sie beim ersten Anblick scheinen kénnte, wenn man
nur die durch «;; + 2ay, + a,, theilbaren Glieder gleich anfangs bel
Seite stellt.

Die Transformation fir das Coordinatensystem spielt in der
Theorie der Curven zweiter Classe natiirlich eine bedeutende Rolle:
Wenden wir zuniichst einmal die Umformung an

W=oau-4 fv, v=yu-tdo,
so bedeutet u' die Entfernung des Punktes «u -4 fv=0, von der G
raden u, » gemessen nach der Richtung der Coordinatenaxen. Nun liegt
aber dieser Punkt in der Linie 00 und somit wird durch die ;111gt’-g0b6".c
Transformation eine Verschiebung der Coordinatenaxen parallel it
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sic ! - ; Fhe s
b selbst bewirkt, ohne dass dabei das ¢ mit dem urspriinglichen e

bereinzustimmen braucht. Ersetzen wir u’ durch "+ a, v durch v+,
80 wird eine Aenderung des Systems dahin vorgenommen, dass die
Punkte 0, 0 im Allgemeinen aus ihrer zu den Axen festgesetzten bevor-
“ugten Lage treten.

Soll eine Dreh ung der Axe erfolgen, so erhiilt man Ausdriicke fiir

it 7 Rt e ;
e v’ sind und ohne Schwierigkeit abgeleitet werden

2 die linear in o,
0 5 A < ’ ’ 3
Onen, Nennen wir die Mittelpunkte O°, @ des neuen Coordinaten-
8 . ; . ;
Jstems und haben dieselben die Gleichungen
- O=aut+bv4+c=0, O=aqutbv+c=0,
a s a: S ia
00 wird die senkrechte Entfernung derselben
e = }/f\('—(‘l)ﬁ + e (a by !Jui)z
u : . ’
'nd man findet zwischen den alten Coordinaten u, » und den neuen u,
b 3 2 . . .
elner bellebigen Gleraden, wenn wir voraussetzen
adb=1, a+b=1:
c+v—a (v—u)
3 =)=+ (@ —a)¢
Nalog wird der Ausdruck fiir . Der Nenner ist derselbe.
Nebmen wir die parallelen Scheiteltangenten zu Axen unseres Co-
ordj . . Ny o :
: tlllna,tensystems, so konnen wir die Gleichung der Ellipse und Hyper-
®lIn die Form setzen

’ ’
v —=2¢ee

uw.v=G.
Lt ¢ Positiv, so haben wir eine Ellipse, ist es negativ, eine Hyperbel
YOr uns, Fiir den Kreis mit dem Radius r=+4e wird
u.v=r?
‘[1;;1:12"5118 _erha.l‘te‘n w.ir ein_e 5:(3111' elegan.tc Coustn.wti()f\ d-er Ellipse uTul
el mit Hilfe eines Kreises. Bestimmen wir niimlich am Kreise
urch eine Reihe von Tangenten Paarve u, v und tragen diese Paare
azzzr ?lmfb die Axsm (H{ und Q ¥, die eine andere En\tif('-rnung von ein-
5 ers::’l‘en, 1;11) in .glelc‘lm..m od(_x.r entgf&gung(?setztem Sinne, so erhalten
i ielcn ]ffmllcl eine Ellipse, im zweiten eine Hyperbel. Bemerkens-
st dabei die gleichscitige Hyperbel.

Da es mir durchaus fern liegt, eine Theorie der Kegelschnitte, ge-
Stiindet auf unser Coordinatensystem, zu schreiben, so breche ich die
l_lfersl“ﬂllll'lgen hier ab, um die Anwendbarkeit des Systems noch bei
lortcmugen darzulegen, die einige Curvén hoherer Ordnung betreffen.

§ 3.
Weitere Anwendungen des Systems,

: I"L\:;'ehmen wir die Asymptote der Qissoide zur Axe der », die durch
n . o
oppelpunkt derselben parallel gehende Gerade zur Axe dér u, fer-
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ner- den Doppelpunkt selbst als den Mittelpunkt 0, so wird die Gleichung
der Curve in unseren Liniencoordinaten

12) 3 4 27 r2u=10.
Dies Resultat finden wir folgendermassen. In Punktecoordinaten kann
man die Gleichung der Cissoide schreiben

13) o®=y?(2r —x).
Dieselbe ist eine Curve vom Geschlechte (Range, Defecte, Ri emann’sche
Zahl p) Null, weshalb die Coordinaten als Functionen eines Parameters
A darstellbar sind, nimlich

2r AZ 2 ris
L SR,
Demnach wird die Gleichung der Tangente im Punkte, dem der Para-
meter 4 zugehort:

o

14) A248) 2 — 2y —2rAF=0.
Andererseits ist die Gleichung der Geraden u#, » in unsgerem Punktcoordi-
natensystem

15) (v—uw)x=2r(y—u).

Indem man 14) mit 15) identificirt, folgt zunichst

=il ue=—nijd
und daraus die gesuchte Gleichung 12). Wir wollen dieselbe zur Auf-
findung der Brennpunkte unserer Curve verwenden.

Man erhiilt die Brennpunkte einer Curve n'** (lasse dadurch
dass man von den beiden unendlich fernen Kreispunkten I und J (Sﬂ]'
mon) aus die 2» Tangenten an die Curve zieht. Dieselben schneiden
sich im Allgemeinen in #® Punkten, von denen # reell sind, und diesé
Punkte heissen Brennpunkte der Curve

Um dieselben fiir unser Coordinatensystem zu ermitteln. setzen Wik

u=z+4ei, v=z—l}ei
Dann resultirt eine Gleichung #'*" Grades fiir z, deren Coefficienten i
Allgemeinen complex sein werden. Mage die Auflésung derselben ein
Werthepaar u,;, », liefern, welches im Allgemeinen complexe Grossel
sind. Nehmen wir dazu die conjugirten Werthe u
Gleichung

13 9y, .80 18k die

16) % (vy—2;) — v (Uyg— ;) = vy u, — tyv,
die eines reellen Brennpunktes, néimlich des Schnittpunktes einer /-Tan-
gente mit der entsprechenden J-Tangente. (Vergl. hierzu iibrigens
Siebeck, Crelle’s Jonrnal Bd. 64.) :
Fiir die Cissoide erhalten wir als Gleichung, welche z bestimmt,
(2472 + 2772 (2 4 ri) = 54 r2i,

Diese Gleichung besitzt die Doppelwurzel z 4 ri=3ri und die einfache
Z2+ri=—6ri. Daraus folgt, dass die Curve einen reellen Doppelbrenn
punkt und einen reellen einfachen Brennpunkt besitzt.
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Dieselben haben die Gleichungen
3u=v und 3u=4v.
Sie liegen daher auf der Linie 0Q oder der X-Axe unseres Punktcoordi-
tatensystems, und zwar in den Entfernungen ¢ =—r und # =8r. Nen-
ien wir die Entfernungen eines Curvenpunktes von den beiden Brenn-
Punkten ¢ ypg g, so findet man
17) B2 (a? + 3+2) = (a? + 15722,
Wenden wir uns zur Kardioide, so ist deren Gleichung in Punkt-
“ordinaten hekanntlich
(224522 — dra (a4 y?) — 4r2yt=0.
Da dieselbe ebenfalls p=0 hat, so findet man = und y als rationale
Unctionen eines Parameters A, nimlich

Wo e=@@A):p@R), y==e@):v(}),
p(A) = 4r(r*—1%),
F(1) =81,

(k) = (r24A2)2,
Die Gleichuug der Tangente wird
: r(BA—rH)e—13r—1)y4+4r'=0,
Mdem ¢y, Factor r*4 4% abgeschieden werden kann. Dieser Umstand
Weist, dass der Parameter A=ri, welcher wegen @ (ri):8(ri)=1 dem
Tle“dlich fernen Kreispunkte angelhort, einem Riickkehrpunkte unserer
e entspricht, Nun folgt aus den Pliicker’schen Formeln, indem
Jhsere Curve vierter Ordnung drei Riickkehrpunkte besitzt, dass sie von
der dritten Classe sein muss. Da die unendlich fernen Kreispunkte Riick-
“irpunkte sind, so werden alle neun Brennpunkte zusammenfallen.

Nehmen wir die Doppeltangente der Kardioide — es ist die Linie
8:;2“:4"" — als Axe der u, die dazu parallele @ = 47 als Axe der 2,
> Crhalten wir als Gleichung der Curve in unserem System, dessen 00
'€ reelle Riickkehrtangente ist,
18) i 24r%u
D 4u? —3r¥
ui\:: jiidem 1.t”zwei unendlich grosse Werthc .\.mn ) {;ehiirml, so ist d:lc
; der That Doppeltangente. Die Berithrungspunkte haben die

Glej =
lelchu“gcﬂ u= + L/3.r. Schreibt man 18) in der Form
4ufo —3r2 (v +8u)=0,
; ir, dass die Gerade 00 die Rolle spielt, welche bei den in
kteoording o gegebenen Curven dem Mittelpunkte zufillt.

8o gehen e

4
déur Tangente u, v findet man die parallelen Tangenten v+, v4«
er G ;

Aug X
leichun g

@ (v 2u)a+ut+ 2uv — 1. 2708 = ().
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Setzt man das von e« unabhingige Glied dieser Gleichung gleich Null,
so erhdlt man die Bedingung, unter welcher zwei parallele Tangente
zusammenfallen. Durech Combination mit der Jurvengleichung (-1-gebf‘11
sich dann die (nicht reellen) Asymptoten,

Da in unserem lalle e= §r ist, so hat man zur Ermittelung des
Brennpunktes die Supposition

u=z+4¥ri, "fﬂ:z——fi'—ri,
Dann folgt fiir z die Gleichung (z 4 #ri)?=10, also ergiebt sich, wie wir
voraussahen, ein einziger Brennpunkt. Derselbe hat die Gleichung
2utv=0.

Lir liegt aunf der X-Axe in dem Abstande x=r; er fillt also mit dem

Centrum des festen Kreises, welcher bhei Erzengung der Cardioide als

Rolleurve benutzt wird, zusammen.




Kleinere Mittheilungen.

Xvr, Ueber die geometrische Darstellung der Zustandsverinderung eines
Korpers durch die Wirme nach der mechanischen Wirmetheorie.
(Hierzu Taf. V, Fig. 10—12,)

- § I In verschiedenen Aufsiitzen, welche der konigl. Akademie der

188enschaften in Stockholm vorgelegt sind, habe ich von einigen Unter-
s_uchu“gell- betreffend die geometrische Darstellung der Zustandsverinde-
ing eineg Kérpers durch die Wirme nach der mechanischen Wérme-
t.l(iorie, Bericht erstattet. Ich erlanbe mir, einige der gefundenen Re-
Mﬂtf"t(‘- mitzutheilen, welche zeigen, dass bemerkenswerthe geometrische
‘ez'eh“ngeu stattfinden zwischen den vornehmsten der in der mechani-
schey Wirmetheorie vorkommenden Quantitiiten.
3 Wir denken uns hierbei, die Gewichtseinheit eines Korpers werde
'-;ner unendlich kleinen umkehrbaren Wirmeverinderung unterworfen,
=S Bussere Druck sei stets normal gegen die Oberfliche; dp, dv und dT

mg .
gen die Aenderungen von Druck, Volumen und absoluter Temperatur

0z ;
“Zeichnen, Dann kann man bekanntlich setzen
}‘*) dg=Ado+xdp,
b) dg=1ldv+cdl,
1c)

dg=CdT+ hdp.

I, ¢, ¢ und 2 Functionen der unabhingigen Va-

3 L]

Hiﬁ P eze] e *x (4]
5 11 b M}(‘l(‘]lll n A 3 2
laha i li - : |
: 1 .‘111 » Ill\(l . C ist (ll{-; Sp(\(ﬁ}h-’i -il(’. Wirm bei constantem I)l'tl['k(‘..{
g, i nte : :
selbc bpl it V'()]lllﬂ('-lh { die latente A ll.‘.“(l(_!]Illill]:fﬁ\\-‘{ll‘]n{!; fi

ann fi.1: = ' :
3 fiiglich latente Druckverinderungswirme genannt werden.
1r

Afllei

1

geben hier die verschiedene Wirmemenge durch die #quivalente
5 tSmeugc an; dg ist dann die elementare Arbeit. Die Zustands-
“derung

§ 2.

Uﬂters“ch

wird nach Clapeyron’s bekannter Methode bestimmt,

Wir wollen die Gleichung 1a) transformiren, damit sie fiir die

P ung eine bequemere Form erhalte. Das Bogenelement ds von
die Zyg

2)
Wiz Setzey,

tandsverinderung darstellenden Curve ist

ds= Y dv®+ dp’.
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dp : dy
3) gs = Sing, ——=cosg
und weiter
4) =1 A2 52
und
A ¥ %
5) —=sinyP, —=cosy,

Dann ist

6) dg=z(sintp cosp + cosy sing) ds =z sin(p+p) ds = zsiny ds,
wenn man annimmf

7) ?+P=y.
Man findet ohne Schwierigkeit, dass @ der Winkel ist zwischen der
Tangente an der Zustandscurve im Punkte #p und der v-Axe, und ¥
das Supplement des Winkels zwischen der Tangente im selben Punkte
an der adiabatischen Curve und der v-Axe; y ist der Winkel zwische?
beiden Tangenten.

§ 3. Einen analogen Ausdruck kann man fiir die Verinderung @
der innern Arbeit herleiten. Man hat zufolge der bekannten Gleichung

8) dg=du+pdy,
9) dudg —p (1;::(},*],) dv 4 » dp.
Setzt man hier 2
10) S=) (A—p )4
A— : % :
11) S P sin Y, 2 —cos Uy
2 : z

so erhilt man

12) du= 2 (siny'cos ¢ 4 cos w'sin Q) ds = 2'sin (@ +’) ds = 2'siny ds.
Hier ist v das Supplement zum Winkel zwischen der Tangente an der
isodynamischen Curve und der »-Axe, y° der Winkel zwischen dieser
Tangente und derjenigen an der die Zustandsveriinderung ergebende®
Curve.

§ 4. Die Gleichungen 6) und 12) kénnen eine geometrische AuS
legung erhalten, welche eine in hohem Grade anschauliche Vorstellung
der erwithnten Verinderung giebt.

Man ziehe zu diesem Zwecke zwei gegen einander winkelrechte
Linien ab und e¢d (Fig. 10) durch den Punkt o, welcher den Zustand
angiebt, worin der Korper bei Anfang der Veriinderung sich befindets
die eine ab dieser Linien wird so gezogen, dass sie die adiabatische
Curve im Punkte o tangirt. Mit einem willkiirlichen Halbmesser W€
den zwei gleiche Kreise construirt, welche durch o gehen und derc®
Mittelpunkte auf der Linie cd liegen. Man ziche noch zwei andere
gegen einander winkelrechte Linien & 0" und ¢'d, welche auch dureh ?
gehen, und lasse «'6’ die isodynamische Curve im erwiihnten Punkt®
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berﬁhl‘en. Mit einem Halbmesser, welcher sich zu dem Halbmesser der
er.sten Kreise verhiilt wie z': z, zeichnet man zwei Kreise durch o und
n&“ den Mittelpunkten auf der Linie ¢’d. Die also construirte Figur
glebt die Geschwindigkeit der Wirmevariation in verschiedenen Rich-

fungen, Man hat kimlich

dg _ . siny s 2z siny’.

ds Fo NS
Die von o gezogenen Sehnen bestimmen folglich bei einem constanten
Werthe ds die Veriinderungen, welche die totale und innere Wirme-

Benge erleidet. So z. B. giebt die Figur, dass bei Veriinderung nach®
01 die totale Wirmemenge constant ist; innere Wirme wird zur
Arbeit verwandelt.
02, Wirme wird aufgenommen von aussen und eine ebenso grosse
Vel‘é‘.ndcrung in der innern Wirmemenge findet statt.
03. Wirme wird aufgenommen und ginzlich zur Arbeit verwan-
delt; keine Veriinderung in der innern Wirme.
. %4. Die grisste Verinderung in der totalen Wirmemenge; die
mnere Wirme wird vermehrt.
05. Die grosste Verdinderung in der innern Wirme.
06. Aus der aufgenommenen Wirme wird innere Wiirme.

. 8 5. Man kann eine andere Auslegung der Gleichungen geben,
Ebhche als Ausdruck fiir die Veriinderungen, die ein Kérper durch die
4Mme erleidet, hergeleitet wird.

Sei o (Fig. 11) ein Punkt, welcher den Zustand des Korpers be-

Zele 3 % g 5
q llnet, und od die Tangente zur adiabatischen Curve durch o, o0 eine
a g S 33 . .

8%8en winkelrechte Linie, deren Linge z ist. Wir betrachten z als

eing Ky s : : : :
L) Klaf’t, welche auf einen materiellen Punkt in o wirkt, der sich nach

re:af.?ie Zustandsverﬁuderuug ergebenden Curve bewegt, wihrend die
3 b“StﬁDdig normal gegen die adiabatische Curve durch den Punkt
";Ch‘::i _del‘ bewegliche materielle Punkt sich.gclegentlich. he’ﬁndet, ge-
riehte.t !St'.. Man _ﬁndet aus 6), dass die Arbeit, welche die Ixfaf't z ver-
ot I, Wihrend ihr Angriffspunkt das Bogenelement ds durcl_lla.uft, =dq
D der That ist der Winkel zwischen der Richtungslinie der Kraft

0

un 5
d der Rlehtung des Wegelements %-—x, also die erwihnte Arbeit

z €0§ (;— )cis:zse’nxds:dq.

0b in zwei Componenten oe und oc zerlegt parallel mit den
T un - i .
d P-Axen, so ist, wenn der Winkel oba=1 gesetat wird,

Wil‘d z =

®
D
Schigl,

le Darstellung ist analog mit Zeuner’s bekanntem Diagramm fiir die
el‘be“’&guna-_
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13) oa=2zSMP=JL, 0C=2ZCOSY = K.

Man findet hieraus, dass die beiden Componenten zu z gerade 4 oder *
sind. Dieses zeigt auch die Gleichung 1a), indem, wiihrend das Weg:
element ds beschrieben wird, de und dp die Projectionen dieses Ele-
mentes nach den Richtungen oa und oc sind.

Sei oe die Tangente zu der isodynamischen Curve durch den Punk’t
o und sei of dagegen winkelrecht gezogen. Der Winkel ofy ist dann %
Aus der Gleichung 11) erhilt man

® o

i g e Gl

cos Y cosofqg

Die Linie o/ stellt also eine Kraft z” vor, welche hei der Bewegung d‘js
Punktes o lings der Zustandscurve die innere Arbeit verrichtet. Die mit
den p- und v-Axen parallelen Componentien zu 2’ gind oc==x ub
0g=4~—p.

Wenn man sich die Kraft z in zwei Componenten u[::' and 0h=P
zerlegt denkt, so verrichtet bei der Bewegung des Punktes o die K"“f‘t
z eine Arbeit gleich der innern Arbeit und die Kraft p eine Arbeit
gleich der #ussern Arbeit wiihrend der Zustandsveréinderung.

§ 6. Bezeichnet man die Tangente und die Normale der adiabat!®
schen Curve mit 7, und N, so ist

ds pds
15 To=—p— N, =——,
) I s ,'f'.‘) ] a f[’_
Hieraus folgt
No:Tog=—dp:dv,

Aber fiir die erwiihnte Curve hat man zufolge der Gleichung 1a)

Ado+xdp= ()
(]ll(’.l’
rl']l 0
d i"_. % L
also ist fiir die adiabatische Curve

16) Ne:Tg=1h:%.

. s . . . 1
Die beiden Functionen A und x sind daher proportional den Normale!
und den Tangenten an der adiabatischen Curve durch den Punkt, W&
cher den Zustand des Korpers angiebt.

Denkt man sich i als Normale, # als Tangente, so findet man nochy
dass die Summe der Subnormale und der Subtangente die Functio?
darstellt.

L7 g - - - -
7. Wenn man in den Gleichungen 1a) und 1e¢) p constant 8%

nimmt, so erhilt man

o

dg=idv=0CdT,
woraus f{olgt
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17) Ez(‘iﬂ)
A dT/),

Ebenso folgt aus den Gleichungen 1a) und 1b), wenn man » con-
Stant oty

Oder d{[:u(fp:ﬂ dT

18) % _(ff'l'
el

Endlich erhdlt man aus den Gleichungen 1b) und 1c¢), wenn in
1]n m .
€0 7 constant angenommen wird,

biley dg:—ldv:lcdp

19) i (i”)
kR \dv/p

Aber nun ist*

20) "_P) (ﬁ) (”_f) b
dv b aT P dp v

a Dadurch, dass man die Gleichungen 17), 18), 19) und 20) mit ein-
Ndey vergleicht, findet man
a1 ey
% P e ;
us dep Gleichungen 5) folgt
22) i = lang .
ki1
Weiter hat man, wenn @ das Supplement des Winkels bedeutet,
len die Tangente an der isothermischen Curve mit der v-Axe bildet,

)
23} tang@:—(g) =S
%

Durel Vergleichung zwischen den Gleichungen 21), 22) und 23)
mmt map
24) C tangy

¢ lang @'

Wele]

hekq

Dig s
88 Qles . . w m aml
lmchung hat eine geometrische Bedeutung. enn man nidmlich

L7 3 .

Iig Tnd 07 (Fig. 12) die Tangenten zu den adiabatischen und isother-
A R %
0 Curven in einem Punkte o vorstellen lisst, entsprechend dem

0]111-1 y .
0 0n und dem Drucke on, so ist

on i on
iy gy s
16y
maus fOIgt
Cloni
. AT

S SR

%*
Clﬂ-usius, Abhandlungen tiber die mechanische Wirmetheorie, II, S. 15.
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Die specifische Wirme bei constantem Druck verhiilt sich also zu der
specifischen Wirme bei constantem Volumen wie die Subtangenten fiir

die isothermische und die adiabatische Curve.

v 3 . e . . hier
§ 8. Man hat ferner nach Clausius* mit Anwendung der hie
angenommenen Bezeichnungen

i gt (dv dp
25) C—c=T (I”)p (&T) )

wie auch

£ 3t .ft'p) _rdo
=TI\ - _ — —_
25) el (d'l‘ R £ (:11‘)3,'

Durch Multiplication der beiden Gleichungen 26) erhiilt man

dv dp

n=—12( ) (_)
: (a7 sNAT)s

und mit Benutzung der Gleichung 25)

27) hli=— T(C—c).

§ 9. Zieht man (Fig. 12) eine Linie bs durch den Punkt b wiuke'l‘
recht gegen die Tangente oi der isothermischen Curve, so giebt die Linié
ou die latente Ausdehnungswiirme / an und die Linie os die latent®
Druckverinderungswiirme 2. Man hat néimlich Loba=1 und Luba = 0,
also Lobu=1p—@, wie auch

ob:ou=sinbua:sinobu=cos®: sin(1p— @),
woraus folgt
z sin (1p— @)
cos®

U =

Setzt man in den Gleichungen 1b) und 6) 7 constant, so ist
1=%—a
und

dg=1ldv=zsin(p—0)ds
) 2 sin (v— )

(du
dS)T
%Y =cos®
(ds)'p_ cos

o % sin (9 — @)
. cos@®

oder

Aber nun ist

und folglich

= 0U

In dem rechtwinkligen Dreieck ous ist
0S=ou.colosu=1[col®.

Mit Benutzung der Gleichung 23) findet man hieraus

#* Abhandlungen tiber die mechanische W-;Lrﬁletheorie, 1B R b
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L
e

0S=—h.
Aus den zwei dhmlichen Dreiecken ous und aub erhdlt man

busus=uaz:uo,
Rlso

bu USIUS=UA-T U0 :UO
od(“.l‘ + +

Al bssus—ao:uo—k:L
e ausserdem ist

H; us:bu=os:ab=—nh:%.
lerans f'(,]gt

hs:bu=—2Ah:xl

oder it Benutzung der Gleichung 21)

bsiinit

: Ay
3:&2?‘19[0 gegen die Tangente (101: isot]m]:miscle Curve winkelrechten
Wﬁl‘denn s 1:111(1 bu geben als.m die relative Grisse v.nn C und ¢ an;

S1e mit €, und ¢; bezeichnet, so hat man folglich
2) 6. ¢
GIEmie

scl Die Line of, welche einen Theil der Tangente an der isothermi-
Che

1 Curve ausmacht, steht in einer bemerkenswerthen Beziehung zu

e
er absoluten Temperatur, dem durch den Punkt o angegebenen Zustande
> “s Korpers entsprechend. Man hat ndmlich aus den #hnlichen Dreiecken
*> 018, wab und bes
gtiou—abubs olzos=be:bs.
Wird o4 mit 7, bezeichnet, so findet man hieraus
29) P /‘i‘
Ab 1 cl (‘11
[ " . 0 . g
% ¥ durch Vergleichung zwischen den Gleichungen 18), 26), 17) und
) erhig man
30 ol ok
a.]go iSt C !
31)

Te=Tc,, TC=T,C,.
ecke Ausg diesen Glcichungen folgt, dass die doppelten Flichen der Drei-

obu ung abs die Producte T¢ und 7'C darstellen,

m(‘hr§ L S angegebene geometrische Darstellung macht es leicht,
1el‘zueile-! I{elationen zwischen verschiedenen Arten der Wirmecapacitiit
lten,

Weil in dor Fig. 12 die Flichen
Ung obs=obu-4 osu

'lﬂitgen
Tift f, Mathematik Pliysik, XXI, 4.
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0s.be A
oligi=— on :—?,
uim:ll{'m']= i}:
2 ot
ou.0s lh
0suU = ——2-7 = — E—,
so folgt hieraus L e i
Bt
eine Gleichung, welche auch in die Form gebracht werden kann
32a) e hd=1h
oder
% A
32h) ‘/’—{-7:1.

Die Fliche des Dreiecks osu kanun auch durch

ot.su  T,(C,—e¢)

ausgedriickt werden. Man erhiilt daher mit Benutzung der Gleichung 31)
T(C—c)=—hl,
eine Gleichung, welche wir in § 8 als Gleichung 27) auf anderem Weg®
hergeleitet haben. :
Aus den idhnlichen Dreiecken osu und c¢s# findet man

bs:su=sc:so0

oder
bs —su:su=sc—so:so,
also
ot Cl—('1=x:—h
oder
33) it e
W t?1 (
In derselben Weise findet man
A C=—c¢c
34 e g
) 7 C

G. R. DAHLANDER-

XVII. Ueber Bertrand’'s Beweis des Parallelenaxioms.

In dem 6., Hefte vorigen Jahrgangs (8. 454) dieser Zeitschrift hat
Herr Becker zum Beweise der Parallelentheorie die Beptrand’sch®
Methode beniitzt, in welcher der Winkel definirt ist als der wvon de?
beiden Schenkeln begrenzte Ausschnitt der Ebene, und die Anhiinge”

der nichteuklidischen Geometrie, die jenen Beweis nicht als richtig erken”
5 3 .. - der
nen, aufgefordert, anzugeben, wo der Fehler liege. Als Anhiinger d
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Augegriffenen Theorie erlaube ich mir, den Punkt zu bezeichnen, der

Bach meipey Meinung fehlerhaft ist, besonders auch deshalb, weil er in
%2ug auf das formale Rechnen interessant ist.

Nennt man Streifen den Theil der Ebene, der eingeschlossen ist
YOn einer Gleraden A4, und den beiden auf ibr nach derselben Seite
errichtetay Senkrechten 4B, 4, B;, so beruht der Bertrand’sche Be-
Weis auf der Unméglichkeit, dass ein Winkel B4C, ganz in dem Strei-
‘D B44 B, liegen konne. Nach Bertrand wird sie folgendermassen
erkany, Gesetzt, der Winkel BAC, sei grosser als der n'° Theil eines
Techten , go lege man die n—1 dem Winkel B4 C; gleichen Winkel
ClACsn (1'2:403, .. Ch—1 4C, neben einander, so erhilt man einen Winkel
Bdcﬂ’ der grosser ist als ein rechter, und folglich die Linie 44, ganz
enthlt, Legt man aber neben den Streifen B4 4, B, die n—1 ihm con-
8luenten B\ A 4, B,, ByA, 4B, ... B,_14y=14nBn, 8o entsteht ein
breifen p 4 An By, der ganz in dem Winkel B4C, enthalten und folglich
B it ke dicser.  Somit ist derin fache Winkel BA4C, = a grosser
als dey nfache Streifen B4 A, B, ="h oder na>nb, Daher ist auch,
Schliesst Bertrand, >0, was mit der Annahme, der Winkel liege
8anz im Streifen, im Widerspruch steht. Der Schluss: weil na>>nb,
I8t auch a>b, ist aber nicht richtig, oder doch wenigstens muss
CWiesen werden, dass man- so schliessen darf. Wiiren « und & Zahlen,
3{" Wire der Schliss richtig; aber auch in diesem Falle versteht er sich
Rieht ohne Beweis von selbst, sondern er wird ans den Definitionen der

dition und des ,,grosser hergeleitet. Wieviel mehr ist es nothig, hier, -
Y0 a ung 4 geometrische Grossen sind, bhei welchen die durch na, resp.

nh = ; : : : . 5 o

Ausgedriickte Operation eine rein geometrische ist, zu beweisen, dass
In . - : 5 0 .
_31111 80 schliessen darf, wie Bertrand thut. Denn dass jene Folgerung
g t

el 8ezogen werden darf, wenn a und b Olajo,cte. lwli(rbige.r Art, mit
“liebig definirten Verkniipfungsgesetzen sind, ist leicht zu zeigen. Ope-
z. B. statt mit Zahlen, mit Zahlengruppen von je zwei reellen
Unter («, §) und (y, §) zwei solche Gruppen (aus den reellen
Wen ' B, 9, 0 gebildet) verstanden, sei festgesetat: es ist («, f) > (7, 9),

o> y+ 0, und es ist 2(e, ) = (¢? 7). Ist dann e gleich der
Mppe (4, —3), und & gleich der (2, 1), so ist :

2p=(16;:9),  2b="{41),

>2h, weil 1649 >4 +1. Dagegen ist a <b, weil 44 (—3)
* Also bestehen hier die Ungleichungen 2a> 206 und ¢ < b zu-

alsg 2q

lie Ein directer Beweis der Richtigkeit jenes Schlusses fillt nun ersicht-
bt mit demy Beweise des Parallelenaxioms zusammen; man kénnte einen
e

™ zy liefern guchen, indem man constatirte, dass im vorliegenden
alle alle

iick

'@ jene Primissen erfiillt sind, aus welchen rein formell, ohne
Sicht aup g verkniipften Objecte und die Verkniipfungsgesetze,
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jene Pridmissen noch nicht aufgestellt; man kann aber behaupten, d
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folgt, dass na>nl auch «>0b nach sich zieht. DMeines Wissens sind
ass
die Eigenschaften der Geraden und des Winkels, mit welchen man das
Parallelenaxiom beweisen will, jene Priimissen nicht erfiillen konnel:
Denn diese Eigenschaften gelten wontlich auch fiir die geoditische?
Linien und deren Winkel auf der pseudosphiirischen Fliche von €02
stantem negativem Kriimmungsmasse, und wenn also fiir die Ehent
die Priimissen erfiillt wiren, miissten sie es auch fiir die Pseudosphdr®
sein. Dass aber fiir diese der oben bestrittene Satz nicht gilt, ist leicht
zu zeigen. Nach Beltrami (Saggio di interprelatione della geomelria non
Euclidea, Giorn. Mat. Nap. 1868) kann man die Punkte einer solche?
Fliche so auf die Punkte im Innern eines Kreises beziehen, dass sie sich
gegenseitig eindeutig entsprechen und jede geoditische Linie der Fliche
durch eine gerade Linie in der Ebene des Kreises dargestellt wird. In
dem Kreise seien nun zwei aufeinander senkrechte Durchmesser gﬂzﬁge“
MP, MQ und ein dritter MR, der den rechten Winkel PM( halbirk
Wie Beltrami gezeigt, entsprechen diesen drei geodiitische Linien, welch®
sich in dem durch # dargestellten Punkte schneiden und zwei Winkf"]
=459 bilden. Sie begrenzen zwei Flichenausschnitte, die durch 41
Kreissectoren PMR und RMQ abgebildet werden, und miteinander 2%
Deckung gebracht werden kénnen, weil sie bei M gleiche Winkel habe?
Nennen wir einen von ihnen a, so ist der Ausschnitt der Pseudosphir®
der aus beiden gebildet ist, durch 2a zu bezeichnen. Dieser wird dureh
den rechten Winkel P M0 abgebildet. Nun sei BS_| M0, so ist S
das Bild einer geodiitischen Linie, die auf der durch ¥ 0 vurgcstelltml
senkrecht steht, und folglich ist P M SR das Bild eines Streifens C der
Pseudosphiire, der den Winkel ¢ ganz enthiilt und daher grosser ist als,
dieser. Bestimmt man nun anf M ( die Linge M T=u so, dass der
ihr entsprechende geodiitische Bogen doppelt so gross ist als der dureb
MS dargestellte, so muss nach den von Beltrami gegebenen I‘urlﬂ"‘u
u der Gleichung geniigen

a
Byatu_o &P
DA A s S

wo a der Kreisradius-ist. Hieraus folgt u=0,95.a. Also fillt der punkt
T noch in den Kreis, Errichtet man in 7' die Senkrvechte TV, so ent”
spricht der Figur RSTF auf der Fliche ein Streifen, der mit dem dureh
PMSR abgebildeten zur Deckung gebracht werden kann, weil die Strecke®
MS, ST gleichen Bogen angehoren. Der durch PM 7'V dargestellte Flichen:
streifen ist also 24, und es ist ersichtlich, dass er nicht ganz mit dent
Winkel 2¢ zusammenfillt, sondern um das durch ¥ 70 abgebildete Stiic

kleiner ist. Folglich ist 24> 24, obgleich « < b ist. Also ist in diese®
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| alle fiiy qje Pseudosphiire jener Bertrand’sche Schluss nicht zulissig,
; u e s : 3w .
J nd damit ist, wie ich glaube, gezeigt, dass er auch fiir die Ebene nicht
2 7 5 2 :
5 “m Beweise des Parallelenaxioms dienen kann.

Cal'lsruhe, Januar 1876. J. LUuroru.
1
: XVIII. Die Malfatti'sche Aufgabe fiir das geradlinige Dreieck.
t } : In ein gegebenes Dreieck sollen drei Kreise so beschrieben werden,
h 458 jeder derselben die beiden anderen und zwei Seiten des Dreiecks

1 b“rﬁ}.ll‘t,

1 Bezeichnen a, 0, ¢, 4, B, ¢ die Seiten und Ecken des gegebenen

g Dl‘eiecks, &, ¥, z beziiglich die Abstinde der Ecken 4, 5, C von den

J Bcrmlrmlgspunkten der die Seiten & und ¢, ¢ und @, @ und b beriihren-

1 3:"1 Kreise und setzt man zur Abkiirzung — alle Wurzeln positiv ge-
eng.

$lad-b4c)=s,

B 3
1 l 1/.5'—(& }/s—h 8 3/ 8—¢€
¥ — = — —_—
o s 1 ) % V ks

S
3 e e b . ’/ ¢ ;
: ] ——=d, 1/7,;\.,-—:(3‘ — =7,
] b i1 H - . .
2 ? siud die nothwendigen und hinreichenden Gleichungen der Aufgabe
h 1 R EL
- e L=

: 2) y+z 42y yz=u,
1 ) c++ 28z ) =0,

3 2
. e o+y+2 VTV =c,

Wo “ s i : .

5, Ve, ¥y, ¥z mit demselben Zeichen zu nehmen sind. :
r & Die erste dieser Gleichungen ergiebt sich, wenn man ausdriickt, dass

le l' ] 1 o . an " G
h Seite ¢ aus den Strecken y, = und dem zwischen den Beriihrungs-

un : 7 5 g : ;
3 Punkten ey diese Seite beriihrenden Kreise enthaltenen Stiicke besteht.
. letatere wird, wenn die Halbmesser dieser Kreise mit 7y und 7, be-
Cichnet werden,

od =Y a7 — (=1, =2V 737
er, den Gleichungen

e g /(Fa)(s_,_.) c ]/(s;';,') 5=0)
: T yl' a = — ro—=zlg=—=12 — =
t 93 y] TR 1)

Zuf'n]gc,
L s ol
; —2p/ B ey
Aehuli 1 :
- .‘ 1 ergeben sich 2) und 3).
1 BEtrachtet man die Gleichung 1) uil}mal in Bezug auf die Un-

bt-,k — =
l‘mc'?nntc Vy, das andere Mal in Bezug auf die Unbekannte }/z als qua-
ks Gleichung, so ergiebt sich durch Auflssung derselben
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4) ]/; + « ]/;: o ;/.;;_:_,
9) I/;Jrff]/!fu:ff' Vs—y,
und wenn von dem Producte dieser beiden Gleichungen die mit @ mul-

tiplicirte Gleichung 1) abgezogen wird,

(1—e?) [/;,'- ]/;: o] ::_f/ Vs—z—aa

oder 7
6) VJ I/—:“_ V §— :"' I';;"‘i:-' — Se.
Multiplicirt man andererseits die ans 4) und 5) folgenden GHeich-
ungen

l/;:—ﬁ’!/.‘.'_*f"ﬂ”/ﬁ——..’

Vz=— «Vy+o f/.\'—y
miteinander, so wird
Vyyz=ad [/q—[/: — oo (V;]/\ —z4Y 2 s—y) + a2 Vs—y ]/;-— 2
und mit Hilfe von 6)
) ]/:r,'“l/s_ 24V s—y=sd.
Die Gleichungen 6) und 7) sind am leichtesten in der Verbindung
8) Vo +iVs—y) V2 +iys—2)=s(—a+ic)
zu behandeln.
Ebenso leitet man aus 2) und 3)

9) (V2 +iys—z) (Yot iys—0)=s(— p+iff),
b]l)) U/.’L‘ -{—1]/«—4) (_]/_f; +i)s —y)=s(—yp+ iy’)
ap.

Die Isolirung der Unbekannten geschieht nun ohne Schwierigleit:
Das Product von 9) und 10) durch 8) dividirt, giebt

e T8 00 e SR b 0 o B 3 10
(Va+iys—x) : (—a4ia)

(—ct-l-ia’)(—a—ic{')zlz
]/ac—]— l/\-——t“‘:b ---(c-—aa)(ﬁ + i ﬁ ( }-+1};)
l/.l)-}-i‘]/s—«-'r__

sty o TN e T Ty

Setzt man also zur Abkiirzung

75 ( ]/_ﬁ_,l/“r.“ (V“ I/l+ﬁ Vlﬁy ]/1+y)

oder, wegen

=u 4 i,
Y F B S P T B
=+ i?
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N N N 2
=i,
alle

Wurzeln positiv gedacht und unter u, v, » die reellen Theile dieser
usdriicke verstanden, so findet man

D“) VE:;:, ]/;:v, ’/::m.
2 iibe di
Sl (u4id) (u—iw)=uw4+u?=s

s ST

"md demgemiiss
; s (udiv)=u—u?42iuu =21 —s 4 2iud
8%, 80 wird
22 — s+ i =s (—a—id)(— B+ i) (—y+iy),
wW=1L(s—safy+safy —sefy),
12) r=wt=3(s—r+f—g—h)
ind ehengg
E 13) y=v*=%(s—r—f+g—~h),
\ 14) 2:?02:%{8—?‘—‘(‘—[;-}—.&),

W? 7 den Halbmesser des eingeschriebenen Kreises und f, g, % die Ab-

Stinde ges Mittelpunktes desselben von den KEcken 4, B, C vorstellen.
= Es ist nun umgekehrt noch zu zeigen, dass die Werthe u, », » fiir

V'?v Vy, V; gesetzt den Gleichungen 1), 2), 3) geniigen und dasselbe

Zeichen besitzen.

E Zuniichst folgt aus der Gleichung

(v 4 i) (w4 in) =s(—a+id):

O=vw—vw+se,

4 wenn mit ow +o'n+ so multiplicirt wird, :
0= (vw+sa)®— w2 =(@w+ sa) — (s—0v?) (s —n?)
d, h =S(vg+;y2)+23I¥U7&F'—82(1—a2)’

4 2avw=uq,
Ebenso bestiitigt man die Gleichungen
w2+ 2Bwu=0>, w4 42yuv=c.
Da nun hiernach und nach 13), 14)

Qavw=a—v:—ni=r4f—(s—a),

28wu="b—n?— =r+g—(s—0),

Qyur = ¢ —wt—v=r4+h—(s—¢)
nd gy geometrischen Griinden

r4+f>s—a, r+g9g>s—0b, r+h>s—c¢

' 80 miigsen vm, wu, uv positiv sein.

H gehdM"m kann zur Auflosung der Gleichungen 1), 2), 3) auch in fol-
: r Weise gelangen.

ist
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Lost man 2) und 3) beziiglich nach 3’z und ]/; auf, so wird
]/: =—f ]/; +p ]/:;, ]/r; =_—y ]/.:a‘ + 4 [/\::L
und hieraus S s
By—=1B)VVe=BVy—v V= BF—yB)Vs—a=BVy—yV/
Aus diesen Gleichungen beseitige man @, was einfach durch Qua
drirang und Addition erreicht wird. Wird hierauf das Resultat

y+z2—2By+BY)VyVz=5By—yp)?

mit der Gleichung 1) zur Bestimmung von y 4z verbunden, so ergiebt sieh

(467 +B7) (2 =5 («(Br— 187 + < (87 +B7) ).
Da nun

a 19 5
-—'=[‘tz_—_.1—a‘)
S

und identisch
Br—vBP+ By +BY )=+ +y2) =1
ist, so wird
«BY— 78+ 5 (B +B67) = a—a(By + By
+ By + 8Y'— o (By+6Y) ,
=(@tPr + )T =efy—apy]

und demzufolge

15) ;-'j-l—z::.s‘-—.\‘rf{fy-.\'wfi’y‘: §—r—f
Ebenso findet man '

16) ttarx=s5—r—g,

17) X4Yy=8—r—nh

und aus 15), 16), 17)

p=4 (c—rfmg— ),
y=%(s—r—f4g—n),
s=f(s—r—f—g+1)

Krakau. Dr, F. MERTENS.
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h'l-‘“s(lh:ulf, Dr. J., Professor an der Universitiit zu Graz, Elemente
der absoluten Geometrie. [XI u. 142 8] gr. 8. "geh. n.

3,40,

Unther, Dr. Siegmund, vermischte Untersuchungen zur Ge-
f‘('hichte der mathematischen Wissenschaften., Mit in den
Text gedruckten Holzschnitten und 4 lithographirten Tafeln.
gr. 8. [VIII u. 352 S.] Geh.n, .# 9. —

sse, Otto, Vorlesungen iiber analytische Geometrie des
Raumes inshesondere iiber Oberflichen zweiter Ordnung. Re-
vidirt und mit Zusiitzen versehen von Dr. 0. Gundelfinger, a. o.
Professor an der Universitiit zu Tiithingen. Dritte Auflage. [XVI
u. 546 S.] gr. 8. geh. n. # 13. —

Jeep, W., Ingenieur und Director der stiidtischen Baugewerke- und
Maschinenbau-Schule der Stadt Sulza, die Verwendung des
Fisens beim Hochbau. Mit iiber 800 Holzschnitten und 14
lithc‘agraphirten Tafeln. 1.—4. Lieferung. gr. 8. Jede Lieferung
n, . 2, 80. Erscheint in 6 Lieferungen & .# 2. 80.

Kll‘(!hh()ﬁ", Dr. Gustav, Professor in Berlin, Vorlesungen iiber
mathematische Physik. Mechanik. Dritte Lieferung (Schluss
der Mechanik). gr. 8. [X u 8. 309—466,] Geh. n. .# 4. —

R"Del‘torium der literarischen Arbeiten aus dem Gebiete
der reinen und angewandten Mathematik. ,Originalberichte
der Verfasser, gesammelt und herausgegeben von Dr. Leo
Koenigsherger und Dr. Gustav Zeuner. 1. Band 1. Heft [S.

R 1—125.| gr. 8. geh. n. # 2. 40.

“Cmann’s, Bernhard, gesammelte mathematische Werke und
wissenschaftlicher Nachlass. Herausgegeben unter Mit-
Wwirkung von R. Dedekind und H. Weber. [VIII u. 526 S.]

Ri ex.-8. geh. n. 4 16. —

{m‘]‘i?{ » Dr. Oskar, Oberlehrer an der Friedrichs- Werder'schen Ge-
Werbeschule in Berlin, die Probleme der Brechung und Re-
flexion, [VIII u 112 8.] gr. 8. geh. n. M. 2. 80.

b(']""""11;;, Ch., Professor am Catharineum i Liibeck, Grundziige
d‘gr axonometrischen und schiefen Parallel-Projection.
Lin Erginzungsheft zu jedem Lehrbuch der gewdhnlichen ortho-
Zonalen Projection fiir Realschulen. Mit 5 lithograph. Figuren-

St .tal'clu, [24 8] 4. geh.n. J# 1, —

Ull,lf‘}r’f‘. s Jacob, Vorlesungen iiber synthetische Geometrie. Zweiter
heil. Auch unter dem Titel: Die Theorie der Kegelschnitte,
gOStjitzt auf projectivische Higenschaften. Auf Grund von Uni-
Versitiitsvortrigen und mit Benutzung hinterlassener Manuseripte
'acob Steiner’s bearbeitet von Dr. Heinrich Schroter, Pro-
fessor der Mathematik an der Universitit zu Breslau. Zweite
uflage. Mit 106 Holzschnitten im Text. [XVI u. 53518.] gr. 8.
geh. n, ¥ 14,




INHALT

XI. Ueber €Curven auf Rotationsflichen. Von Dr, Bienriyeer, Professor an
der konigl. Industrieschule zu Niirnberg. (Fortsetzung.) . :

XII. Beziehungen zwischen Meridian- und Contoureurve orthogonal da.rge-
stellter Rotationsflichen. Von R. Minner, Studirender der Mathe-
matik am konigl. Polytechnikum Dresden. (Hierzu Taf, V, Fig.1—9)

XIII, Ueber ein besonderes Liniencoordinatensystem, Von Dr. K, Scuwerine
in Miinster

Kleinere Mittheilungen.
XVI. Ueber die geometrische Darstellung der Zustandsverfinderung eines Kor-
pers durch die Wiirme nach der mechanischen Wiirmetheorie. Von

G. R. Danraxoer. (Hierzu Taf, V, Fig. 10-12) . . . S5
XVII, Ueber Bertrand’s Beweis des Parallelenaxioms, Von J Luno*m in (d.rlb-
ruhe .

XVIIL. Die Malfatti’ aehc Aula{.i.br’ fur dds ger:tdlmlge D1tlcck Vou Dr F
Merrexs in Krakau : : T R

Historisch-literariseche Abtheilung (besonders paginirt).
Recensionen: .

Berrr, Dosesico, Copernico e le vicende del sistema copernicano in
Italia nella seconda meta del secolo XVI e nella prima
del XVII con documenti inediti intorno a Giordano Bruno
e Galileo Galiler. Yon Dr. Favaro, Professor an der konigl
Universitiit zu Padua LA

Gunrer, Kanu von, Galileo Galilei uud (he Rom;sche Cune Von
Canror :

Guxrner, Dr. Sieeyuonp, Velmlschte Untbrbuchungen zur Geschlchte
der mathematischen Wissenschaften. Von Canror

Haxgen, Dr, Hermaxx, Die Elemente der projectivischen Geometrie
in synthetischer Behandlung, Von Minmwowskr . .

Brivn, Prof. Dr. A,, Modelle von Fliichen zweiter Ordnung. Von
ScunéMincH . 4

Berichtigung einiger Stellm in dLm uaten '1he1le der von Herrn
Dr. Lindemann herausgegebenen Vorlesungen iiber Geo-
metrie von Clebsch. Von H. Durkce in Prag .

Bibliographie vom 1. April bis 31. Mai 1876:

Porioditehe Sehrtfban i o S S TS v e
Reine Mathematik . YT 3 EEaperiC ot SOl
Angowanate Mathematiic s - & i Einade et oy o e Ve Ui

Physik vnd Meteorologie . . .

Mathematisches Abhandlungmcgnter 1875. Zweite Hiilfte: 1. Juli bis 81. De-

cember |

Druck von B.@. Teubner in Dresdon,
‘
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