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Beziehungen zwischen Meridian- und Contourcurve
orthogonal dargestellter Rotationsflichen.

Von
R. MULLER,

Studirender der Mathematik am kénigl. Polytechnikum Dresden.

(Hierzu Taf. V, Fig. 1—9.)

: In den Sitzungsberichten der kaiserl. Akademie der Wissenschaften
N Wien vom Jahre 1866 giebt Hert Niemtschik folgende Construction
der Contouren orthogonal dargestellter Rotationsflichen an: Sind von der
Rotationsfliiche die Axe 4 4" und der Meridian M gegeben (Fig. 1), so projicire
Man die Fliche auf eine zu 4 4" parallele Verticalebene £ und lege diese
Projection um die Horizontalspur E' von £ in den Grundriss nieder, s0
dass 4y 4’y die Projection der Axe und der Meridian #/ die Contour der
IOtﬁtionsﬂb;clm auf der umgelegten Ebene darstellt, Hierauf ziehe man
€inen beliebigen Parallelkreis pymyqy | 454", sowie die Tangente pys,
nd die Normale pyng der Curve M, bestimme die Punkte s,, $5, ), 7y
auf 4, £ resp. 4, 4’5, und beschreibe eine Kugel, welche die darzustel-
lende Fliche in dem genannten Parallelkreise beriihrt, also n zum Mit-
telll)“l'lkte hat, Legt man an die als Grundriss- und Aufrissprojection
dlef:'EI‘ Kugel auftretenden Kreise von s,, resp. s, aus die Tangenten s, ¢,,
19y, S5Wy, $,31,, so sind @, und ¢’; Punkte der Grundrisscontour, v,
"0d 9'; Punkte der Aufrisscontour.

42, Diese Construction kann noch folgendermassen abgedndert werden,
218 Punkte ¢ und ¢’ sind die Schnittpunkte des grissten horizontalen
Kugelkreiges mit dem Parallelkreise der Rotationsfliche. Zieht man n,p,
Paralle] 4,4, so ist nyp, die seitliche Projection dieses  Kugelkreises
:nd Py die:jenige von ¢ und @} mithin erhilt Tnau @, und @, i'ndem
{,031‘?;1-1-»’1.1.11 und n, @, = n, ¢'; = 1y p; macht. Die Punkte ¥ und " sind
“‘ner die Schnittpunkte des Parallelkreises mit demjenigen grissten
m;‘ng"-”.{mism dessen Ebene parallel zum Aufriss ist. Denkt man siclh
die Grundrissebene parallel zu sich selbst so verschoben, dass @, @
1'1']m1"i58t31)11r der Ebene des Parallelkreises wird, so ergiebt sich die
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Durchschnittslinie der Ebene des Parallelkreises mit der des Kugelkreises,
indem man 7;# und 7yl parallel zur Projectionsaxe zieht und von f auf
Ay 4’y die Senkrechte £, fillt. Schligt man alsdann von n, aus mit
dem Radius nyp, einen Kreis, welcher 4%, in , und v, trifft, so sind
9, und 7, die gesuchten Contourpunkte*,

Aus dieser Construction folgt, dass ¢, ein Punkt der seitlichen Pro-
jection der auf der Rotationsfliche liegenden Grundrisscontourlinie ist.
Es soll iiberhaupt in den folgenden Betrachtungen diejenige Linie, in
welcher die verticalen Projectionsstrahlen die Fliche beriihren, Grund-
risscontounrlinie, die Grundrissprojection derselben aber Grundriss-
contourcurve oder Grundrisscontour genannt werden.

Denkt man sich zu allen Punkten n; der seitlichen Projectionsebene
nach einer der angefiihrten Methoden alle Punkte ¢, resp. y, der Grund-
riss - resp. Aufrissebene bestimmt, so werde in Zukunft unter Meridian-
system die Gesammtheit aller Punkte der seitlichen Projectionsebene,
unter Grundriss- resp. Aufrisscontoursystem die Gesammtheit aller Punkte
der Grundriss- resp. Aufrissebene verstanden,

Aus der zuerst angegebenen Construction geht hervor, dass n, @
n @'y Ny, ny1p’y Normalen der beziiglichen Contourcurven sind. Be-
trachtet man also die Punkte py, g5, @, ¢';, ¥;, ¥, als entsprechende
Punkte, so ergiebt sich der Satz: E ntsprechende Punkte im Meri-
dian- und Contoursystem besitzen in Bezug auf die Projec-
tionen der Rotationsaxe gleichlange Normalen.

_Wie man sofort erkennt, entsprechen nicht allen Punkten der Me-
ridiancurve Punkte der Contourcurven, da s, oder s,, von denen maD
Tangenten an die betreffenden Kreise zu ziehen hat, innerhalb der letz
teren liegen konnen. Dann werden auch P3 @y, resp. I, von den
Kreisen nicht mehr geschnitten. — Bezeichnet man den von A:A'l und
‘A, 4’y gebildeten spitzen Winkel, d. h. den Neigungswinkel der Rotationg-
axe gegen die Grundrissebene, mit /%, so besitzen alle Punkte der Meri-
diancurve, deren Normalen mit 4, 4, einen Winkel, kleiner als %, ein-
schliessen, im Grundrisscontoursystem keine entsprechenden Punkte, Die-
jenigen Punkte der Meridiancurve, deren Normalen mit A, A’y den Winkel
h bilden, liefern im Grundrisscontoursystem Punkte auf A A

Eine analoge Beziehung besteht zwischen der Meridian- und Auf
risscontourcurve.

Der Umstand, dass miglicherweise einemi Punkte im Meridjansystem
gar kein Punkt im Contoursystem entspricht, wird bei den meisten noch
zu entwickelnden Siitzen zu beriicksichtigen sein, auch wenn derselbe
nicht in jedem Falle von Neuem erwiihnt werden wird.

* Burmester, Theorie und Darstellung der Beleuchtung etc., Leipzig 1879
'S, 114,
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Man kann nun auch, wie bisher die Meridiancurve, eine der Con-
tourcurven, z B. die im Grundrisse, als gegeben betrachten und hierzu
die Meridian- und Aufrisscontonrcurve bestimmen.

Un z B. zu dem Punkte g, den entsprechenden py im Meridian-
S8ystem zu finden, construire man zunichst die Normale ¢, der Grund-
l’isscontom-curv.re, ziehe n,n, und @, @y L 4, A, ng @y parallel 4, AT
P3P | 4,4’ und mache pyny= @, 7. Hierbei entspricht jedem Punkte
der Grundrisscontour ein Punkt des Meridians, denn es ist stets n3qy
<”1€01. folglich um so mehr myn, < ny@;. ~— Ist n, @, parallel AlA'l,
80 entspricht dem Punkte ¢, ein unendlich ferner Punkt im Meridian-
System,

Soll sich ferner zu g, ein Punkt v, im Aufrisscontoursystem ergeben,
50 muss n,u, < n @, sein. Bezeichnet man also die von 4, 4", und 4, 4’5
Wit der Projectionsaxe gebildeten spitzen Winkel beziiglich mit @ und f
uf]d Lg,n s, mit y, so erhiilt man fiir das Vorbandensein des Punktes 1,
die Bedingung

cos o
cos B’
Hieraysg folgt: So lange « kleiner -als f ist, entspricht jedem Punkte im
Grundrisscnntom'systcm ein Punkt im Aufrisscontoursystem. Ist dagegen
% grisser als B, so entsprechen nicht allen Punkten der Grundrisscontour

Punkte der Aufrisscontour; bei

cos
n, @ P cosy < nyp, oder cosy<
cos o 3%

coS
(.'OS')J —_ —

(.‘_Uslfi
®thilt man alsdann einen auf 4,4, gelegenen Punkt.

Die eben angefiihrte Gleichung liefert eine einfache Bestimmung des
suf 4, 4, liegenden Punktes der Aufrisscontour, wenn die Grundriss-
c?ntnul‘ gegeben ist und man sich der seitlichen Projection nicht be-
dienen i),

Ist « kleiner als f und nur die Grundrisscontour der Rotationsfliche,
ther nich ihr Meridian bekannt, so hat die aus der Grundrisscontour
ent_wickeke Aufrisscontour mit 4, A'z keinen Punkt gemein. — DBei «
gleich B sind Aufriss-.- und Grundrisscontour congruent,

In den folgenden Betrachtungen wird es unsere Aufgabe sein, zun
8egebenen Meridian - oder Contourcurven die entsprechenden Curven in
“en beiden anderen Systemen zu bestimmen.

1. Im Meridiansystem sei ein Punkt P, im Abstande a von 4,4,
gegf’b‘m. (Fig. 2.) Da man jeden Punkt als einen unendlich kleinen

Te18,; als einen sogenanuten Punktkreis, auffassen kann, so folgt hier-
aus, dags P; eine unendlich diinne Ringfliche erzeugen muss. Wie aus
Or darstellenden (Geometrie bekannt ist, projicirt sich aber jede schief-
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gestellte Ringfliiche als Aequidistante einer Ellipse. Diese Curve muss
also in dem vorliegenden Falle fiir einen Punktkreis in eine Ellipse iiber
gehen. Man gelangt mithin zu dem Satze: Jedem als Punktkreis
aufgefagsten Punkte im Meridiansystem entspricht eine El-
lipse im Contoursystem. Die Halbaxen dieser Ellipse sind « und
asinh im Grundriss, ¢ und «sinv im Aufriss, wobei » den Neignngs
winkel der Rotationsaxe gegen die Aufrissebene bezeichnet.

Liegt Py auf 4,4, so degenerirt anch die Contourellipse in eined
auf der betreffenden Projection der Rotationsaxe liegenden Punkt. —
Die seitliche Projection der Grundrisscontourlinie fillt mit der durch s
gehenden Senkrechten P,0, zusammen.

Einem zu P; symmetrisch liegenden Punkte P’ entspricht dieselbe
Ellipse im Contoursystem.

Da iiberhaupt Meridian- und Contourcurve in Bezug auf die Pro-
jectionen der Rotationsaxe symmetrisch sind, so wird es in Zukunft
geniigen, nur eine Hilfte der hetreffenden Curven zu betrachten,

In Fig. 2, wie in den folgenden Figuren ist der Einfachheit wegen
die Aufrisscontour weggelassen, die Grundrisseontour dagegen in ein®
bequemere Lage gebracht worden.

Nimmt man umgekehrt im Grundrisscontoursystem einen Punktkreis
Py in der Entfernung a von 4, 4| an (Fig. 3), so erhilt man Punkte der
Meridiancurve, indem man durch P alle méglichen Normalen zieht und
dann die bekannte Construction anwendet. Entspricht der Normale 0y
die Normale R0, der Meridiancurve, und bezeichnet man R, M, mit &
und 0y My mit y, so ist

My Py = (), P, sink

mithin
Y =04 Py sinhlanh
oder
0.P,= ‘-y— -
ek sinh tan h
und
1/
O M, =2 .
Y lan® h

Dann ergiebt sich aus A B, M, 0,
2
L/

a4 A - 2

tan*h sin®h tan? J;

NG L T T
= Sy e S - !
a / alan h

oder

Hieraus folgt der Satz: Jedem als Punktkreis aufgefassten
Punkte im Contoursystem entspricht eine Hyperbel im Me"
ridiansystem. Der Asymptotenwinkel der vorliegenden Hyperbel be-
tridigt 2/4; P 0, ist die eine Asymptote; die Hauptaxe der Hyperbel steht
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Senkrecht ayuf 4, 4y, — Das gewonnene Resultat wird auch durch die
schanung bestiitigt. Bringt man niimlich ein einfaches Rotationshyper-
oloid in eine solche Lage, dass eine Mantellinie senkrecht auf der Grund-

Tissehen steht, so degenerirt seine Grundrisscontour in zwei Punkte P

g P, denn die Projection jeder Mantellinienschaar umhiillt einen

Punki, _ Da die vorliegende Fliche ein Rotationshyperboloid ist, so

Srgiebt  sich aus einem spiiter noch zu beweisenden Satze, dass die

dem Punkte P, entsprechende Aufrisscontourcurve bei v > h

Oder €>f eine Ellipse mit den Halbaxen

)/;in (v 4 &) sin(i:-fa]

cosh

a und @

bei y— 4, ein Punkt und bei <<% eine Hyperbel sein muss.

Die Gerade 0, P, ist zugleich die seitliche Projection der Grundriss-
comﬁur]inie, d. h. der beiden verticalen Mantellinien.

25 Hat man im Meridiansystem eine beliebige Curve o, so ent-
SPricht derselben in einem der Contoursysteme eine Curve &, und dann
Stehen g und X in einer interessanten Beziehung, welche jedoch nicht
‘0 den bigher cingehender behandelten geometrischen Beziehungen ge-
G, Diesclbe ist ein specicller Fall der von Herrn Lie aufgestellten
Yumlichen Reciprocitit. (Siche die Abhandlung dieses Autors ,,Ueber
“®Mplexe, ingbesondere Linien- und Kugelcomplexe, mit Anwendung aunf
&1 Thegyie partieller Differentialgleichungen, im V. Bande der Math.
A“"-) Es wird daher nithig sein, vorerst einige Hauptsitze aus dieser

8€0metrigchep Beziehung anzufiibren, Herr Lie geht von den Gleich-
Mgen gy

ung F(zyz X¥YZ)=0

: Fy(zyz X¥2) =0,
Wobei o
deutﬁn_

80 aufein

Cines - Co

Y2 und X¥VZ die Punktcoordinaten zweier Riiume » und B be-
Durch diese beiden Gleichungen werden die Réume r und R
andey bezogen, dass den Punkten des einen Raumes die Curven
mplexes im zweiten Raume entsprechen. Complexcurven, die
reh eingy gegebenen Punkt gehen, entsprechen den Punkten derjenigen

Ve, die’ dem gegebenen Punkte zugeordnet ist. Zwei von Complex-
tn 1 . 3

-I‘Ven umhiillte Curven € und ¢ in R und r stehen in solcher gegen-
““"hger

3 Beziehung, dass den Punkten der einen diejenigen Complexcur-
3 entspl'echen, welche die zweite umbhiillen.

’ Einen speciellen Fall dieser Reciprocitiit grindet Pliicker auf die
tey 5 _

“TPretation der Gleichung
Play X¥)=0

Anglys: .
( na])tISch-geometrischn Tintwickelungen Bd. 1T, S. 251).
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Hierbei bilden die einem Punkte xy in dem einen von zwei ebt’-ﬂf’:“
Systemen conjugirte Punkte X' ¥ im andern System eine Curve ¢, die
durch die Gleichung

Flzy X¥)==0
dargestellt wird, wenn xy als Parameter, XF hingegen als laufende Co-
ordinaten aufgefasst werden. Zu dieser von Pliicker behandelten
an-

Reciprocitit gehort nun auch die Beziehung, welche zwischen Meridi

und Contourenrve orthogonal dargestellter Rotationsflichen stattfindet, and
zwar gelten analog den von Herrn Lie aufgestellten folgende Siitze: Des
Punkten des Meridiansystems entspricht ein Complex hom?°
thetischer Ellipsen im Contoursystem, und den Punkten des
Contoursystems ein Hyperbelcomplex im Meridiansysten.

Complexellipsen, die durch einen gegebenen Punk?
gehen, entsprechen den Punkten derjenigen Complexhype’”
bel, welche dem gegebenen Punkte zugeordnet ist, und o’
gekehrt. Hat man im Meridian- und Contoursystem zwel
einander zugeordnete Curven ¢ und 2, so entspricht de?
Punkten von ¢ ein Ellipsencomplex, welcher 2 einhiillt, ud
den Punkten von X ein Hyperbelcomplex, von dem ¢ uf"
hiillt wird.

Aus fritheren Betrachtungen ergiebt sich ferner: Dem Beriithrung®
punkte mehrerer Meridiancurven ist der Beriihrnngsl)uukt
der entsprechenden Contourcurven zugeordnet; dagege”
entsprechen dem Schnittpunkte mehrerer Meridiancurve®
auf den betreffenden Contourcurven verschiedene Punkt®
der dem Schnittpunkte zugeordneten Complexellipse, and
umgekehrt.

Eine analoge Beziehung besteht zwischen dem Grundriss- und Axf
risscontoursystem. ;

Ist die Meridiancurve bekannt, so lisst sich in folgender Weise die
Jontourcurve analytisch bestimmen. Die Gleichung der Meridiancur¥e
sei in Bezug auf einen auf 4;4'; liegenden Punkt M, als Coordinate®
anfang und 4,4 als Abscissenaxe (Fig. 5)

I) y=f(x).

Zu einem beliebigen Punkte p; dieser Curve mit den (loordinate?
z und y werde der entsprechende Punkt ¢, im Grundrisscontoursyster
bestimmt. Die Coordinaten von ¢, seien fiir M, als Anfangspunkt un¢
4, 4 als Abscissenaxe & und 7. Dann ist wegen der Gleichheit der
Normalen pyn, und ¢,n, S hadss

1) yrity=npy1+n>
Ferner ist
Ng My = Ny by COS R
oder

r — prm——————— ey |

—
]

oy -

S LR A Y T
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2) yy': 7317’ cosh.

Aus dop Gleichungen 1) und 2) folgt durch Elimination von %’
1) y? (cos®h — y'® sin®h) = n® cos®h.

Da

( E=rmg 4 mgs

*™3S parallel A, 4)) ist, so ergiebt sich, weil Lngpym; als negativ in
echn‘mg gebracht werden muss,

1)

x cos’h — yy sin*h=E§ cosh.

Man erhiilt nun die Gleichung der Contourcurve, indem man & und
Y zwischen den Gleichungen I), II) und IFI) eliminirt. KEin dhuliches
Erfahiren gt anzuwenden, wenn die Gleichung der Meridiancurve in
°r unentwickelten Form

=i
gegebe!] istl f(mi y)

Bezeichnet man @ymg mit ) und Mymg wit 1, so ist

v
ung
V)

y=yy tanh

r=x.
Aus 1), IV) und V) kann die Gleichung der seitlichen Projection
*r Grundrisscontourlinie gefunden werden.

tatiofik Eiﬂe‘ Gerade im Meridiansystem k.ann als Mantellinie .einer Ro-
“adcs egelﬂache \au-fgefasst werdcn‘, und hieraus f:cﬂgt, ‘dass einer Ge-
“ntsn i Meridiansystem eine Gera(].e nTl (,?nt‘nursysti&m
o Pricht. Aus naheliegenden Griinden ’ga[t lner't}ell die I?eschr-an-u
Beng,]dass alle Meridiangeraden, die mit 4,4’y einen Winkel einschlies-
o ‘G‘r(er g.rﬁssm- ist als (90°—2), keine entsprechende C?ntom'gm'ade
. Mundrisse besitzen. Schneidet eine Meridiangerade 4,4 unter dem
nke] (90°— 1), so degenerirt die entsprechende Contourgerade im
1"1111(1.»1350 in einen auf 4, 4 liegenden Punkt. — Bezeichnet man den
s :‘k‘;l-, den die Meridiangerade mit 4, 4', bildet, mit w, }md den., wel-
18 Grundrisscontourgerade mit 4, 4, einschliesst, mit », so ist

sin
siny = M.
Pa cosh
r gl
3 alleley Meridiangeraden entsprechen also parallele Con-
u . ¥ g v
Yo '8erade. — Gehen mehrere Meridiangerade durch denselben [Punkt

n g Fas :
Yo 444y, 50 treffen dio entsprechenden Contourgeraden in einem Punkte
n

1.41, resp. 4,4’ zusammen. :
It Riicksicht auf den letzten der unter 2 angefiihrten Sitze ergiebt

ermer: Einem Strahlenbiischel im Meridiansystem ent-

Hich £

SPrichy
WQ]che

im Contoursystem eine Schaar von Tangerten,
die dem Biischelmittelpunkte zugeordnete Ellipse
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umhiillen. Als Umkehrung dieses Satzes erhilt man: Einem Stff‘h'
lenbiischel in dem einen Contoursystem entspricht ein®
Schaar von Hyperbeltangenten im Meridiansystem und ein®
Schaar von Ellipsen- oder Hyperbeltangenten, oder wiede!
ein Strahlenbiischel im andern Contoursystem, Die beide®
zuletzt angegebenen Siitze lassen sich in folgenden vereinigen:
Strahlenbiischel erster Ordnung in dem einen System ents
sprechen im Allgemeinen Strahlenbiischel zweiter Ordnuné
in den beiden anderen Systemen,

J

4. Wiahlt man als Meridian eine Parabel, deren Axe mit 443’{9
zusammenfillt (Fig. 4), so wird ein Rotationsparaboloid erzeungt, und di€
Contouren dieser Fliche sind bekanntlich im Allgemeinen wieder Pard”
beln., Der Scheitel 7; der Grundrisscontourparabel wird gefunden, inde™
man an den Meridian eine zu A4, 4’ senkrechte Tangente 7,7, legt =
Bezeichnet man den Halbparameter des Paraboloids, also auch des Merl
dians, ‘'mit p, so ergiebt sich auns der Construction, dass die Subnnrmak’:
also auch der Halbparameter der Contourparabeln, in Grundriss und Aul*
riss p sech, vesp. p secv sein muss. Diese Beziehung liefert ein Mitteh
um ein Rotationsparaboloid ohne Benutzung seitlicher Projection orthog?”
nal darzustellen, wenn gegeben sind die Axe A4.4', der Scheitel £ U2
der Halbparameter p. Man wiirde nimlich 7, finden kiénnen, wenn By%s

hekannt wiire. Zieht man nun B, (, parallel und gleich 5, 7,, so 18t

By, Co= B, Ti = % tan h sin h.

Hiernach ist B; 7| zu construiren. Bequemer ist es jedoch, zuniichst de

3 ; ; 1 en gl
Brennpunkt £, der Grundrisscontourparabel zu ermitteln. Dann erhilt m&

Bf,=T,f — B T = ’5’ sech — ’—2’ sech sin®h = -’21 cosh.

Es ergiebt sich also folgende Construction: Man mache L 4, fflﬂﬁﬁ’
ffaf)-—"%. Df, LA Ay, DE1 B, D und f,7,= kB Im Aufriss hat m8®
analog zu verfahren.

Es kann nun noch erwiinscht sein, die dargestellte Fliche dueh
einen Parallelkreis zu begrenzen, und zwar wiedernm ohne Benutzung
seitlicher Projection. Soll die als Horizontalprojection des l’:ll‘nllt‘]’kfcis?s
auftretende Ellipse die Grundrissparabel in dem Punkte P, beriihren, 80
ziehe man in P, die Normale P 0 und fille auf .4!./1'1 das Loth P R.
Macht man dann LSQR=/%, SR L SO und SO, | 4,4, so ist, wen?
wir auf Fig. 1 zuriickblicken, 0, Ellipsenmittelpunkt und S0, Ric}mfﬂg
der grossen Axe. Legt man hieranf in ./, an die Contourcurve ein®

Tangente, welche SO, in U trifft, und fiillt von P, auf S0, ein Lot

Einem

R s

e

al

-1
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2 ' 80 ist UV Subtangente des Punktes P, in Bezug auf die Ellipse,
*e0 grosse Halbaxe mit a-bezeichnet werde. Dann ist
g
a
UV =—,
also VOI
a=VTV.7VO0,.

Hie .
; "ach kann « construirt werden. Die kleine Halbaxe ist a sinh. —
1e . e 5 Pl e
dngegebene (onstruction lisst sich fiir jede beliebige Curve anwen-

en. TP . 5 . ST
. Fiir den speciellen Fall der Parabel kann man sie natiirlich noch
reinfachey,

= il .ISt als Meridianfigur eine Ellipse 11‘1it der grossen Halbaxe ¢ und

53 e-lnen b gegeben, wobei @ mit 4, 4'; zusammenfillt, so sind die

i, 112lcm‘ven bekanntlich wieder Ellipsen. Fiir diesen Fall gehen die
angefiihrten Gleichungen I), II) und III) iiber in

b
Ly = 71/‘12'—‘52:
T

bs b2 — g2
¥ (casgh — _L.Fg;gi) sin? h) = n® cos®h,
9 b ——— b €T g
Teos*h++ — Ya—a® . — . ———sinh= Ecosh,
a a

< Vo —a?
n = :
4 hierans folgt als Gleichung der Grundrisscontourellipse
g2 2
T apel % cin? +’T_2:
; a? cos®h 4 b2 sin*h ~ b
g 1]
tatise Gleichung liefert wiederum ein Mittel, um die Contouren des Ro-
we:nse}hpsoids ohne Benutzung seitlicher Projection zu construiren,
n'&m?' der Mitte]punkt M, a und b gegeben sind. (Fig.5.) Man mache
‘h LDy E—h DM —=a, F,M;=b, DEL EM,, F,G1 EM,

Ax::GMn HM,= B, M,. B, ist dann der eine Endpunkt der grossen
Auf.der darzustellenden Ellipse. — Eine analoge Construction ist im
rig

8¢ anzuwenden, wobei natiirlich 2 mit » vertauscht werden muss.

9 'ﬂit l;[at’ man im Meridiansystem eine Hyperbel,_ deren Ha.upt’a}?e
Gleichu 434, zusammenfillt und deren Nebenaxe 2b ist, so lautet die
0g der Grundrisscontourcurve

Gy : % 12 '_%7; =1

Hiel‘aus : : a. cos*h - b® sin*h ‘

Mtz er{;u}bt sich _wtc_der (31-11.0 Construction der -Contnuren.olme Be-

]Jaloidsgkselﬂlcher Projection. Die Contour des get.hclltcrf Rot‘atmnshyper-
Fig amn, wie die Gleichung lehrt, unter Umstéinden imaginiir werden.

&us:hdeu Fall eines einfachen Rotationshyperboloids erhiilt man durch
Ung von ¢ und 4 fiir die Grundrisscontour die Gleichung

ert
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2 £2
il 5
a @ a®sin®h — b®cos?h

Die Contouren dieser Fliche konnen also sowohl Ellipsen, als ‘auch Hy~
perbeln sein.

Aus den unter 2 angegebenen Gleichungen I), 1V), V) ergiebt Sic_l"
dass die seitliche Projection der Grundrisscontourlini®
jeder Rotationsfliche zweiter Ordnung ein Durchmesser des

der
Da

2 ] 3 i . i ade
gich die Grundrisscontourlinie auf der verticalen Hilfsebene als Gerd

Meridiancurve ist. Derselbe geht durch die Beriihrungspunkte
jenigen Tangenten des Meridians, die auf ,-11;1'1 senkrecht stehen.

projicirt, so folgt hieraus, dass die Ebene der Grun drisscontotl’”
linie jeder Rotationsflidche zweiter Ordnung aufjener Hilfs
ebene senkrecht steht. KEin analoger Satz gilt fiir den Aufriss

Betrachtet man einen Kegelschnitt, dessen Abscissenaxe mit der Re-
tationsaxe zusammenfillt, als gegebene Contourcurve und construirt hierz®
die Meridiancurve und die zweite Coutom-cnr\(o, so erhéilt man in viele®
Fillen nur einzelne Theile dieser Curven und nicht den vollstindige™
durch Rechnung sich ergebenden Kegelschnitt.

7. Ist im Meridiansystem ein Kreis mit dem Radius r gegeben, 4
sen Mittelpunkt 0y von 4,4’ nm @ entfernt ist, so entsteht ein c',yklis"hes
Annuloid, und die Contouren dieser Rotationsfliche sind, wie aus$ de.l'
darstellenden Geometrie bekannt ist, bei schiefer Stellung Ellipsendq®"
distanten. Einem gegen 4,4, allgemein liegenden Kreise ents
sprechen also als Contourcurven die Aequidistanten dess
jenigen Ellipsen, welche dem Mittelpunkte des Kreises BV
geordnet sind.

Dem Kreisbogen ed (Fig. 6) entspricht der fussere, dem Bogen bo
der innere Theil der Grundrisscontourcurve; die Bogen bd und ce besitze®
im Grundrisse keine entsprechenden Curventheile.

Die Riickkehrpunkte P, 7/, 0,, ¢/, werden dadurch genauer b?"
stimmt, dass man an die seitliche Projection der Grundrisscontouslint®
Tangenten senkrecht zu 4, 4" legt.

Die seitliche Projection der Grundrisscontourlinie ist eine Curv,e
vierter Ordnung. Wiihlt man 4,4’y als X- und eine von 0, auf 445
gefillte Senkrechte als ¥-Axe, so gehen die Gleichungen I), IV)s
unter 2 iiber in

ye=a A=,
y=yytanh = — (a + ]/;‘T—_af) ﬁzi— tanh

r?—qg?
und

& =x,
und hieraus folgt als Gleichung der seitlichen Projection der Gyundris®
contourlinie

Sy

H O oLt

e
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e (x +y coth)® (r2—1%) = a®x2
Mit Hige dieser Gleichung lassen sich die Riickkehrpunkte durch Rech-
e Mung bhestimmen,

q Es sei ferner im Grundrisscontoursystem ein Kreis mit dem Radius »
by ! 8egeben , dessen Mittelpunkt 0, von 4, A'; um 0,U; = a entfernt ist (Fig.7),
0 ll‘nd €8 soll ermittelt werden, welche Rotationsfliche die Eigenschaft hat,
i B’:ch Im Grundriss als ein, resp, zwei Kreise zu projiciren. Zieht man
23 een bi'-liebigen Durchmesser 7, 0,0, und bestimmt im Meridiansystem zu
i L v 0, 0, die entsprechenden Punkte p, 0, ¢, so ist
1.? \ Cpo=og=r,

:_ fun_i“ ¢ bekanntlich ein Punkt der 0, entsprechenden Hyperbel und

s d'g éine Normale derselben, folglich liegen p und ¢ auf der Aequidistante
3 I alle:f‘.r _Hyperbel. Einem Kreise im Contoursystem entspricht
o mit: Im Meridiansystem die Aequidistante der dem Kreis-
2 eI]PUlete zugeordneten Hyperbel
5 % Zlfjht man in dem Kreigse einen Durchmesser £, Q,'l parallel 4, 4',,

gehoren zu Q, und &, unendlich ferne Punkte der Meridiancurve.

) v.en KI‘Eistang‘enten J, 8, und J', &', entsprechen also im Meridiansystem
5 ifr Gerade L,J,, L',J",, KyJ,, K'yJ'y, welche die Hyperbeliquidistante
28 mendlicher Ferne beriihren und mit den Asymptoten der Hyperbel
or Parallel 1ayfen.

i- Die Contourcurve im Aufrisse ist, wie man durch eine &dhnliche
b l m?:iel'legung erfihrt, die Aequidistante derjenigen Curve, die dem Kreis-
b 0 e:]P‘mkte im Aufrisse entspricht, d. h. Aequidistante einer Ellipse
s Hyperbel, oder ein dem gegebenen congruenter Kreis.
| BbenDie Grundrisscontourlinie projicirt sich auf der seitlichen Vertical-
¢ L & .318 eine Curve vierter Ordnung, welche mit J,J;, und J', J'y den
0 5 iI:;il:ch fernen Punkt gemein hat. Setzt man @,0;=1 und 030, =1,
g ¥ = 0, Ry tanh= R, U, tanh = V"——‘i:“"hg-,
With; i :
: tuuﬂ‘i‘;‘lautet die Gleichung der seitlichen Projection der Grundrisscon-
! ie
:;)3 odey r2y? = 1p2y2 4 a®y? tanh
: 2 atlan®h ;
R F
Mhnsi'ttwliih]t man statt des Kreises fzinex‘J beliebigen andern Kegel-
o Kea 8 Met:ldlanﬁgur, so ergeben mcl.x ]g n.ach der Lage und Gez:.talt
N j arabe) gelschnittes ausserordentlich mannichfaltige Contourfiguren. Einer

ein €ntspricht z. B. im Contoursystem eine geschlossene Curve, ‘oder
Urve, welche aus zwei getrennten, in der Unendlichkeit sich tref-
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fenden Theilen hbesteht. je nachdem die Parabelaxe mit 4,4’ einen Win-
kel einschliesst, der grésser ist als (90" — /%), oder nicht,

Einer Ellipse entspricht eine Contourcurve, die aus zwei gesclnlns-
senen Theilen besteht, von denen der eine innerhalb des andern liegh

Fig, 8 stellt die einer Hyperbel entsprechende Contourcurve dar
Der Meridian ist so gelegt, dass den schwiicher gezeichneten Curven”
theilen und der Asymptote p¢ kein Theil der Contourfigur enrspriﬂ])‘.t‘
Die
n

Der Asymptote mn sind die Geraden M, N, und M'; N’, zugeordnet.
Contourcurve hesteht aus zwei getrennten Aesten, die von M, N, U
M, N', in der Unendlichkeit beriihtt werden. B, B, £,, E', sind Cul-
minationspunkte der Contourcurve, #; und P, Riickkehrpunkte derselben:

In Fig. 9 ist umgekehrt zu einer Ellipse im Contoursystem die 2%
gehtrige Meridianfigur anfgesucht. Dieselbe besteht aus vier getrennté®
Theilen, von denen je zwei in Bezug auf 4, 4’y symmetrisch sind. De%
auf 4, 4’| senkrechten Ellipsentangenten J, &, und J', &', entspreche®
vier Gerade, welche die Meridiancurve asymptotisch beriihren. Die Tan-
genten in den Ellipsenpunkten 0, und E; laufen parallel 4, 4, folglich
sind d, o', e, ¢ Culminationspunkte der Meridiancurve. Die geitliche
Projection der Grundrisscontourlinie strebt dem unendlich fernen Puphte
von J, 2, und J'; & zu,

Eine Parabel als Contourfigur hesitzt immer einen, aber auch ﬂ"’"
einen Punkt &,, dessen Tangente J, &2, auf 4, 4, senkrecht steht. D
entsprechende Meridianfignr setzt sich also aus vier Theilen zusamme™
von denen je zwei in Bezug auf 4,4, symmetrisch sind. Sie besitzt
zwei symmetrisch liegende Asymptoten. Je zwei nicht symmetriﬁcue
Theile der Meridiancurve haben denjenigen Punkt gemein, welcher dem
unendlich fernen Punkte der Parabel entspricht.

Ist im Contonrsystem eine Hyperbel gegeben, welche nicht zwei auf
A, 4", senkrechte Tangenten hat, so entspricht keinem endlichen Hype™
belpunkte ein unendlich ferner Punkt der Meridiancnrve. Dieselbe pesitzt
also in diesem Falle keine Asymptoten, welche von Hyperbohau;;e“f"-“
senkrecht auf 4, 4, herrithren kénnten, wohl aber vier At-:ymptote“'
welche den beiden Hyperbelasymptoten entsprechen. Die Meridiancur¥®
besteht mithin aus vier getrennten Theilen, von denen je zwei ) i
metrisch sind und symmetrische Asymptoten besitzen. Je zwei nicht
symmetrische Theile liegen dagegen zwischen denselben, aber auch nich?
symmetrischen Asymptoten. — Wihlt man die Contourhyperhel so, dass
zwei ihrer Tangenten auf 4, A, senkrecht stehen, so erhilt man ein®
aus acht Theilen zusammengesetzte Meridiancurve mit acht Asympm“""'

9. Eine interessante Beziehung zwischen Contour- und MeridiancurV

besteht ferner beim Logarithmoid. Ist
X

y:hea
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die (1]q; s A Yo
; e Glenc]mng‘ der Meridiancurve, so erhilt man aus den Gleichungen

V) ung V) unter 2

=, s

h=be%, —e? tanh

1 a

d oder
B

h=—e® tanh.

7 a

e Hiersus folgt der Satz: Die seitliche Projection der Grundriss-

d BDtourlinie des Logarithmoids ist wieder eine logarith-

mj R 3 : A

- } (}‘Sche Linie. Die Contourcurven selbst sind., wie man aus den

¢ wlelchungen I), 1), 1II) unter 2 erfihrt, nur logarithmische Linien,

W ) i :
& ®un %, resp. » zu Null wird; andemnfalls aber nicht.

z“itlnh
Pt £ Mathematik u. Physik, XXI, 4.



