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Ueber ein besonderes Liniencoordinatensystem.

Von
Dr. K. ScHWERING

in Miinster.

1.

Man kann mit Recht die Eigenschaften der Curven in metrische und
projectivische unterscheiden. Den ersteren, als den in der neueren Ge0-
metrie minder bedeutenden, ist bei Salmon, ,,Higher plane curves, 438

o

1. Capitel gewidmet. Zu Anfang desselben hebt der Verfasser hervoh
dass die Cartesischen Coordinaten sich den Dreieckscoordinaten gegen-
iiber bei Erforschung der metrischen Eigenschaften der Curven im All
gemeinen im Vortheil befinden. Es erscheint daher wiinschenswerth, fir
die Liniencoordinaten ein System zu besitzen, welches annihernd diesel-
ben Vortheile, wie bei den Punktcoordinaten das Cartesische Systemh
darbietet. Als solches kann ich dasjenige, welches als Coordinaten einer
Geraden die reciproken Werthe der auf den Axen al_xgwullnift(‘nen
Strecken nimmt, nicht gelten lassen, weil dasselbe viel zu sehr in deP
Charakter des Punktcoordinatensystems eingeht und es andererseits dureh-
aus wiinschenswerth ist, als Coordinaten nicht reciproke Werthe, sonder?
direct messbare Strecken zu definiren. Noch weniger diirfte sich der
Vorschlag Pliicker’s empfehlen, als Liniencoordinaten einen der VOP
der fraglichen Geraden auf den Axen bestimmten Abgchnitte und die
trigonometrische Tangente des Neigungswinkels derselben zu wiihlen:
Dass das von mir im Folgenden anzugehende System wirklich das an-
gestrebte Ziel errveicht, wage ich nicht zu hehaupten; einen Vortheil an
derer Art glaube ich aber durch Zugrundelegung desselben bei meinel
Vorlesungen mit Sicherheit gewonnen zu haben. Das neue Coordinaten”
system ist némlich von den dem Anfinger bekannten Pnnktcoordiﬂa‘e}’
so wesentlich verschieden, dass eine aus Verwechselung der Begrifle
resultirende Verwirrung unmiglich wird undder Lernende das Verschie”
dene und Gleichartige der beiden Systemarten leichter und klarer einsiehts
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Das Coordinatensystem besteht aus zwei parallelen Geraden, die
durch ein auf fhnen errichtetes Loth in den Punkten 0 und 0 geschnit-
ten werden, Die Strecke 00, die Entfernung der beiden Parallelen,
nfl“”en wir ¢, und definiren nun als Coordinaten der Geraden L, welche
die Parallelen in den Punkten 4 und B schneidet, die in derselben Rich-
tung gemessenen Strecken 04 und 0B. Wir bezeichnen dieselben durch

u=0A4 und v=0B
Und nenpen die heiden Parallelen 04 und QB mit Riicksicht darauf die
U- ung V- Axen.

-

Aus dieser Definition folgt, dass jede im Endlichen liegende Ge-
f'ade zwei endliche bestimmte Coordinaten besitzt, mit Ausnahme der-
Jehigen - welche den Axen parallel gehen. Diese letzteren haben zwei
u‘flendlich grosse Coordinaten, die zu einander in einem bestimmten Ver-
hilltnigge stehen, nimlich in demjenigen der Entfernungen der fraglichen
Z®raden von den Coordinatenaxen. Sie spielen also dieselbe Rolle, wie
M Cartesischen Coordinatensystem die Punkte der unendlich fernen Ge-
tadey

Betrachten wir nun die lineare Gleichung

1) au-+ o+ y=0.

Mﬂgu die Gerade v, derselben Geniige thun, so ist durch Subtraction

2 a(u—uy) + pv—1v) =0,
Dl.e geometrische Bedeutung von e:f ist also das mit umgekehrtem Vor-
ze].chﬂn genommene Verhiiltniss der Entfernung des Schnittpunktes der
beldon Geraden Uy Uy5 Wy Vo Welche der Gleichung 1) geniigen, von

D beiden Axen. Soll daher zu einer weiteren Coordinate u die zu-
geha[‘igu »

Up

P gefunden werden, so haben wir den auf der U-Axe gegebenen

Allnkt mit dem Schnittpunkte der Geraden w,, v;; %, ¢ zu verbinden.
\ " 5 . b e

€ Geraden, deren Coordinaten u, » die Gleichung 1) befriedigen,

.;:'ufen also durch jenen Schnittpunkt. 'Mithin ist 1) die Gleichung eines
unkies_

Biay Wenn die Coefficienten «, B in Gleichung 1) gleiche Vorzeichen
0 1a o 3 ) : 1 23 ;
e 1, 80 beweist 2), dass u—u, und »—uv, entgegengesetzte Vorzeichen
Slzen, ynq darvans leitet man ab, dass dev (ragliche Punkt innerhalb
doy : .
. beiden Axey liegt Ist das Vorzeichen von « und j§ verschieden, so
ie :
8t aus dem analogen Grunde der Punkt ausserhalb der beiden Paral-

ele :
" Insbesondere bedeutet jede Gleichung

o 3) ; Uu—v=y

iy : :

B unendlich fernen Punkt.

d;lr Unm diese Betrachtungen noch genauer zu verfolgen, ziehen wir
diecg den Pupkt 1) eine Parallele zur Geraden (uy, v;). Mége dieselbe

%0rdinateyn y+ A, v+ 4 haben. Dann findet man
19*
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280 Ueber ein besonderes Liniencoordinatensystem.

(g A) 4+ fvg+4)+ y=0.
Daraus folgt o

5 et Bty

@+

Damit ist die geometrische Bedeutung der linken Seite von 1) in ana:

loger Weise erschlossen, wie es bei den Punktcoordinaten mit der Gleieh-

nng der geraden Linie zu geschehen pflegt. Auch hier kann von f‘-i"('.r

Normalform der Gleichung 1) die Rede sein. Multiplicirt man 1) mit

einem Factor, so dass e+ =1 wird, so bedeutet die linke Seite von 1)
»Die Entfernung des Punktes 1) von der Geraden u, », gemessel

in der Richtung der Axen.*
Die senkrechte Entfernung des Punktes 1) in der allgemeinen Form
von der Geraden (u, ») wird, wie man sich leicht iiberzeugt, gegeb"-n
durch

Hieraus ergiebt sich alsbald die allgemeine Gleichung des Kreises, desser
Mittelpunkt der Punkt 1) und dessen Radius R ist. Sie ist:
5) (eu= o4 y)? e =[e® + (u—v)?] (a4 B)2 R
Stellen wir mit derselben die Gleichung eines Punktes zusammen, 5°
erhiilt man zwei Werthepaare u, », die den beiden Tangenten angehorem
welche man vom Punkte aus an den Kreis ziehen kann. Diese \V(‘nrthf"'
paare fallen zusammen, wenn der fragliche Punkt der Kreisperipheri€
angehort. Dies ist nun der Fall bei den beiden imaginiiren Punkten
Uu—v=ei, u—p=—ei;
deren Gleichungen sind von R und den Coefficienten von 1) unabhingig
sie gehtren also allen Kreisen der Ebene an. Sie liegen, wie wir soebe?
sahen, unendlich fern und spielen unter dem Namen unendlich fern®
Kreispunkte in der neueren Geometrie eine hervorragende Rolle:
Suchen wir endlich den Inhalt des Dreiecks zu bestimmen, welches
von den Punkten 4=0, 8=10, (= gebildet wird. Sei
A=au+tbov+ec =0,
B=au+4byw+c,=0,
C=agu—byv+ ey =0,
Nehmen wir an, die Gleichungen seien auf die Normalform gebracht’
80 dass

1=a,+b, = ay+by = a;+ by,
ziehen wir durch 4 und € Parallele, durch B eine Senkrechte zu f}en‘
Axen; midge die durch 4 gegebene Parallele der Dreiecksseite b)(:
im Punkte D begegnen, und der Schnittpunkt der Parallelen durch L
mit der Senkrechten durch 7 mége £ heissen. Dann ist der Inhalt des
Dreiecks
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J=4BE.AD.
Msge die Seite B € die Coordinaten w’, »" haben, so ist
(agby — aghy) '+ byc, — 30y =10,
(agby— agby) v’ + ay ey — age, = 0.

e e 2 RN

W‘eIden diee Werthe «/, » in 4 fiir « und v eingesetzt, so ergiebt sich
1 Linge 4D. Ferner hat man
BE:CE=¢:v—u, CE=c,—c,.
Setat man diese Werthe von BZ und 40 ein, so findet sich
o) J=lez % a e

§ 2
S 4.
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

Wir schreiben dieselbe in der:Form
D;l} : 1y ut 4 2a,, i.t v+ gy vl"’ <+ 2(;1.3 w4 2agy0 + ag3 = f). :
S eweist man zuniichst auf mannigfache Art, dass dieselbe in das
Istem zweier Punkte zerfillt, wenn
8) i Gy Gy G4g &
=|ay @y ay|=0.
o I'@g @35 g
liervon tiberzeugt man sich vielleicht am einfachsten, indem man ver-
such.t, die Bedingung anzugeben, unter welcher die Curve zweiter Classe
flne Doppeltangente besitat.
Bei den ferneren hierher gehirigen Discussionen spielt die Betrach-
der parallelen Tangenten die Hauptrolle. Im Allgemeinen besitzt
isiruKeu‘é‘O}fzchuitt. 7) zu jeder gegcbene_u eine parallele 'I‘.angeute. Dc{m
» ¥ die gegebene Tangente, so wird u+ «, v+ « dic parallele sein,

Wen ol 3 :
3 U @ durch die Gleichung bestimmt wird
Ry 2ay5 + tyy) o + 2 [ayy 1 4 ayg (u0) + a0 + a3y + dg5) = 0

168¢ lineare Gleichung ist nur dann unerfiillbar, wenn

]0_} ay + 2a,4 a,,=0.

diesen Falle haben wir also einen Kegelschnitt, der im Endlichen
len(‘f‘lza:mllelnn"l‘augentenpartre besitzt, allso eine Parabel Tmr u-ns.
3 f]lu-ble‘ (.\h eine Curve zweiter Classe Ellipse n.der Hyper‘hel ist, W‘ll'(l
e i, ¢h die Betrachtung der Asymptoten cfntsel‘ueden. Dieselben sind

~ ®stere Curve reell, fiir die letztere imaginir.
amit die Tangente (u, ©) Asymptote der Curve werde, muss die

ihy

n :

Bendlich henachbarte Tangente derselben parallel gehen, oder um-
gekehrt :

tritg

tllllg!r

In

i

» die parallele Tangente muss mit (¢, v) zusammenfallen. Dies

3 '\Vin C - .
) beweist, ein, wenn

ttyy v+ ayy (u4-v) + a0 + g+ a3 =10

11)
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wird, denn dann resultirt fir « der Werth 0. Die Gleichung 11) hf‘t‘
fir sich die Bedeutung der Gleichung eines Punktes, und zwar, da s1@
in Verbindung mit 7) die Asymptoten liefert, ist sie die Gleichung des
Schnittpunktes der Asymptoten, d. h. des Mittelpunktes der Curv®
Fiir die Parabel kann man ihr die Form ertheilen

(a;,Fap)(u—0) + a5+ g =10
und diese Form lehrt, dass der Mittelpunkt unendlich fern liegt Setzen
wir ¥ =7, so wird fiir die Parabel
2 a5u + 2ag,u + a5, = 0,

Sie besitzt demnach nur eine Tangente, welche zu den Coordinatenaxe®
senkrecht steht, im Endlichen. Dividirt man durch #2, so lisst sich das
Resultat auch dahin aussprechen, dass die unendlich ferne Gerade, deren
Coordinaten ja gleich und unendlich gross sind, alle Parabeln der Eben¢
beriihrt.

Fiihren wir die Elimination zwischen 11) und 7) aus, so erkennel
wir, dass reelle Wurzeln u, v, also reelle Asymptoten, also die [I‘ylmrb“]
gefunden wird, wenn der Ausdruck

(H“ - 2”13 - rlz_d.‘) H
negativ ist; dass dagegen, wenn derselbe positiv ist, unsere Curve ein®
Ellipse sein wird.

Die Rechnung kann auch in der Weise gefiibrt werden, dass manl
die Entscheidung, ob die Curve Ellipse oder Hyperbel ist, durch die
Realitiit ihrer unendlich fernen Punkte fiihrt. Sei die Gleichung des
unendlich fernen Punktes

U—v=y,
so muss das Eliminationsresultat zwei gleiche Wurzeln besitzen. Dies
fithrt fiir y zu der quadratischen Gleichung

72 (6P — a1 055) + 29 {agy (ay, F ) — agg (a4 agy) b
+ (a5 4 a5)* — gy (a1, + 205 + ay) =0,

deren Discriminante die vorhin angegebene ist. Die Rechnung ist nicht
so schwierig, als sie beim ersten Anblick scheinen kénnte, wenn man
nur die durch «;; + 2ay, + a,, theilbaren Glieder gleich anfangs bel
Seite stellt.

Die Transformation fir das Coordinatensystem spielt in der
Theorie der Curven zweiter Classe natiirlich eine bedeutende Rolle:
Wenden wir zuniichst einmal die Umformung an

W=oau-4 fv, v=yu-tdo,
so bedeutet u' die Entfernung des Punktes «u -4 fv=0, von der G
raden u, » gemessen nach der Richtung der Coordinatenaxen. Nun liegt
aber dieser Punkt in der Linie 00 und somit wird durch die ;111gt’-g0b6".c
Transformation eine Verschiebung der Coordinatenaxen parallel it
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sic ! - ; Fhe s
b selbst bewirkt, ohne dass dabei das ¢ mit dem urspriinglichen e

bereinzustimmen braucht. Ersetzen wir u’ durch "+ a, v durch v+,
80 wird eine Aenderung des Systems dahin vorgenommen, dass die
Punkte 0, 0 im Allgemeinen aus ihrer zu den Axen festgesetzten bevor-
“ugten Lage treten.

Soll eine Dreh ung der Axe erfolgen, so erhiilt man Ausdriicke fiir

it 7 Rt e ;
e v’ sind und ohne Schwierigkeit abgeleitet werden

2 die linear in o,
0 5 A < ’ ’ 3
Onen, Nennen wir die Mittelpunkte O°, @ des neuen Coordinaten-
8 . ; . ;
Jstems und haben dieselben die Gleichungen
- O=aut+bv4+c=0, O=aqutbv+c=0,
a s a: S ia
00 wird die senkrechte Entfernung derselben
e = }/f\('—(‘l)ﬁ + e (a by !Jui)z
u : . ’
'nd man findet zwischen den alten Coordinaten u, » und den neuen u,
b 3 2 . . .
elner bellebigen Gleraden, wenn wir voraussetzen
adb=1, a+b=1:
c+v—a (v—u)
3 =)=+ (@ —a)¢
Nalog wird der Ausdruck fiir . Der Nenner ist derselbe.
Nebmen wir die parallelen Scheiteltangenten zu Axen unseres Co-
ordj . . Ny o :
: tlllna,tensystems, so konnen wir die Gleichung der Ellipse und Hyper-
®lIn die Form setzen

’ ’
v —=2¢ee

uw.v=G.
Lt ¢ Positiv, so haben wir eine Ellipse, ist es negativ, eine Hyperbel
YOr uns, Fiir den Kreis mit dem Radius r=+4e wird
u.v=r?
‘[1;;1:12"5118 _erha.l‘te‘n w.ir ein_e 5:(3111' elegan.tc Coustn.wti()f\ d-er Ellipse uTul
el mit Hilfe eines Kreises. Bestimmen wir niimlich am Kreise
urch eine Reihe von Tangenten Paarve u, v und tragen diese Paare
azzzr ?lmfb die Axsm (H{ und Q ¥, die eine andere En\tif('-rnung von ein-
5 ers::’l‘en, 1;11) in .glelc‘lm..m od(_x.r entgf&gung(?setztem Sinne, so erhalten
i ielcn ]ffmllcl eine Ellipse, im zweiten eine Hyperbel. Bemerkens-
st dabei die gleichscitige Hyperbel.

Da es mir durchaus fern liegt, eine Theorie der Kegelschnitte, ge-
Stiindet auf unser Coordinatensystem, zu schreiben, so breche ich die
l_lfersl“ﬂllll'lgen hier ab, um die Anwendbarkeit des Systems noch bei
lortcmugen darzulegen, die einige Curvén hoherer Ordnung betreffen.

§ 3.
Weitere Anwendungen des Systems,

: I"L\:;'ehmen wir die Asymptote der Qissoide zur Axe der », die durch
n . o
oppelpunkt derselben parallel gehende Gerade zur Axe dér u, fer-
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ner- den Doppelpunkt selbst als den Mittelpunkt 0, so wird die Gleichung
der Curve in unseren Liniencoordinaten

12) 3 4 27 r2u=10.
Dies Resultat finden wir folgendermassen. In Punktecoordinaten kann
man die Gleichung der Cissoide schreiben

13) o®=y?(2r —x).
Dieselbe ist eine Curve vom Geschlechte (Range, Defecte, Ri emann’sche
Zahl p) Null, weshalb die Coordinaten als Functionen eines Parameters
A darstellbar sind, nimlich

2r AZ 2 ris
L SR,
Demnach wird die Gleichung der Tangente im Punkte, dem der Para-
meter 4 zugehort:

o

14) A248) 2 — 2y —2rAF=0.
Andererseits ist die Gleichung der Geraden u#, » in unsgerem Punktcoordi-
natensystem

15) (v—uw)x=2r(y—u).

Indem man 14) mit 15) identificirt, folgt zunichst

=il ue=—nijd
und daraus die gesuchte Gleichung 12). Wir wollen dieselbe zur Auf-
findung der Brennpunkte unserer Curve verwenden.

Man erhiilt die Brennpunkte einer Curve n'** (lasse dadurch
dass man von den beiden unendlich fernen Kreispunkten I und J (Sﬂ]'
mon) aus die 2» Tangenten an die Curve zieht. Dieselben schneiden
sich im Allgemeinen in #® Punkten, von denen # reell sind, und diesé
Punkte heissen Brennpunkte der Curve

Um dieselben fiir unser Coordinatensystem zu ermitteln. setzen Wik

u=z+4ei, v=z—l}ei
Dann resultirt eine Gleichung #'*" Grades fiir z, deren Coefficienten i
Allgemeinen complex sein werden. Mage die Auflésung derselben ein
Werthepaar u,;, », liefern, welches im Allgemeinen complexe Grossel
sind. Nehmen wir dazu die conjugirten Werthe u
Gleichung

13 9y, .80 18k die

16) % (vy—2;) — v (Uyg— ;) = vy u, — tyv,
die eines reellen Brennpunktes, néimlich des Schnittpunktes einer /-Tan-
gente mit der entsprechenden J-Tangente. (Vergl. hierzu iibrigens
Siebeck, Crelle’s Jonrnal Bd. 64.) :
Fiir die Cissoide erhalten wir als Gleichung, welche z bestimmt,
(2472 + 2772 (2 4 ri) = 54 r2i,

Diese Gleichung besitzt die Doppelwurzel z 4 ri=3ri und die einfache
Z2+ri=—6ri. Daraus folgt, dass die Curve einen reellen Doppelbrenn
punkt und einen reellen einfachen Brennpunkt besitzt.
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Dieselben haben die Gleichungen
3u=v und 3u=4v.
Sie liegen daher auf der Linie 0Q oder der X-Axe unseres Punktcoordi-
tatensystems, und zwar in den Entfernungen ¢ =—r und # =8r. Nen-
ien wir die Entfernungen eines Curvenpunktes von den beiden Brenn-
Punkten ¢ ypg g, so findet man
17) B2 (a? + 3+2) = (a? + 15722,
Wenden wir uns zur Kardioide, so ist deren Gleichung in Punkt-
“ordinaten hekanntlich
(224522 — dra (a4 y?) — 4r2yt=0.
Da dieselbe ebenfalls p=0 hat, so findet man = und y als rationale
Unctionen eines Parameters A, nimlich

Wo e=@@A):p@R), y==e@):v(}),
p(A) = 4r(r*—1%),
F(1) =81,

(k) = (r24A2)2,
Die Gleichuug der Tangente wird
: r(BA—rH)e—13r—1)y4+4r'=0,
Mdem ¢y, Factor r*4 4% abgeschieden werden kann. Dieser Umstand
Weist, dass der Parameter A=ri, welcher wegen @ (ri):8(ri)=1 dem
Tle“dlich fernen Kreispunkte angelhort, einem Riickkehrpunkte unserer
e entspricht, Nun folgt aus den Pliicker’schen Formeln, indem
Jhsere Curve vierter Ordnung drei Riickkehrpunkte besitzt, dass sie von
der dritten Classe sein muss. Da die unendlich fernen Kreispunkte Riick-
“irpunkte sind, so werden alle neun Brennpunkte zusammenfallen.

Nehmen wir die Doppeltangente der Kardioide — es ist die Linie
8:;2“:4"" — als Axe der u, die dazu parallele @ = 47 als Axe der 2,
> Crhalten wir als Gleichung der Curve in unserem System, dessen 00
'€ reelle Riickkehrtangente ist,
18) i 24r%u
D 4u? —3r¥
ui\:: jiidem 1.t”zwei unendlich grosse Werthc .\.mn ) {;ehiirml, so ist d:lc
; der That Doppeltangente. Die Berithrungspunkte haben die

Glej =
lelchu“gcﬂ u= + L/3.r. Schreibt man 18) in der Form
4ufo —3r2 (v +8u)=0,
; ir, dass die Gerade 00 die Rolle spielt, welche bei den in
kteoording o gegebenen Curven dem Mittelpunkte zufillt.

8o gehen e

4
déur Tangente u, v findet man die parallelen Tangenten v+, v4«
er G ;

Aug X
leichun g

@ (v 2u)a+ut+ 2uv — 1. 2708 = ().
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Setzt man das von e« unabhingige Glied dieser Gleichung gleich Null,
so erhdlt man die Bedingung, unter welcher zwei parallele Tangente
zusammenfallen. Durech Combination mit der Jurvengleichung (-1-gebf‘11
sich dann die (nicht reellen) Asymptoten,

Da in unserem lalle e= §r ist, so hat man zur Ermittelung des
Brennpunktes die Supposition

u=z+4¥ri, "fﬂ:z——fi'—ri,
Dann folgt fiir z die Gleichung (z 4 #ri)?=10, also ergiebt sich, wie wir
voraussahen, ein einziger Brennpunkt. Derselbe hat die Gleichung
2utv=0.

Lir liegt aunf der X-Axe in dem Abstande x=r; er fillt also mit dem

Centrum des festen Kreises, welcher bhei Erzengung der Cardioide als

Rolleurve benutzt wird, zusammen.




