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Kleinere Mittheilungen.

Xvr, Ueber die geometrische Darstellung der Zustandsverinderung eines
Korpers durch die Wirme nach der mechanischen Wirmetheorie.
(Hierzu Taf. V, Fig. 10—12,)

- § I In verschiedenen Aufsiitzen, welche der konigl. Akademie der

188enschaften in Stockholm vorgelegt sind, habe ich von einigen Unter-
s_uchu“gell- betreffend die geometrische Darstellung der Zustandsverinde-
ing eineg Kérpers durch die Wirme nach der mechanischen Wérme-
t.l(iorie, Bericht erstattet. Ich erlanbe mir, einige der gefundenen Re-
Mﬂtf"t(‘- mitzutheilen, welche zeigen, dass bemerkenswerthe geometrische
‘ez'eh“ngeu stattfinden zwischen den vornehmsten der in der mechani-
schey Wirmetheorie vorkommenden Quantitiiten.
3 Wir denken uns hierbei, die Gewichtseinheit eines Korpers werde
'-;ner unendlich kleinen umkehrbaren Wirmeverinderung unterworfen,
=S Bussere Druck sei stets normal gegen die Oberfliche; dp, dv und dT

mg .
gen die Aenderungen von Druck, Volumen und absoluter Temperatur

0z ;
“Zeichnen, Dann kann man bekanntlich setzen
}‘*) dg=Ado+xdp,
b) dg=1ldv+cdl,
1c)

dg=CdT+ hdp.

I, ¢, ¢ und 2 Functionen der unabhingigen Va-

3 L]

Hiﬁ P eze] e *x (4]
5 11 b M}(‘l(‘]lll n A 3 2
laha i li - : |
: 1 .‘111 » Ill\(l . C ist (ll{-; Sp(\(ﬁ}h-’i -il(’. Wirm bei constantem I)l'tl['k(‘..{
g, i nte : :
selbc bpl it V'()]lllﬂ('-lh { die latente A ll.‘.“(l(_!]Illill]:fﬁ\\-‘{ll‘]n{!; fi

ann fi.1: = ' :
3 fiiglich latente Druckverinderungswirme genannt werden.
1r

Afllei

1

geben hier die verschiedene Wirmemenge durch die #quivalente
5 tSmeugc an; dg ist dann die elementare Arbeit. Die Zustands-
“derung

§ 2.

Uﬂters“ch

wird nach Clapeyron’s bekannter Methode bestimmt,

Wir wollen die Gleichung 1a) transformiren, damit sie fiir die

P ung eine bequemere Form erhalte. Das Bogenelement ds von
die Zyg

2)
Wiz Setzey,

tandsverinderung darstellenden Curve ist

ds= Y dv®+ dp’.
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dp : dy
3) gs = Sing, ——=cosg
und weiter
4) =1 A2 52
und
A ¥ %
5) —=sinyP, —=cosy,

Dann ist

6) dg=z(sintp cosp + cosy sing) ds =z sin(p+p) ds = zsiny ds,
wenn man annimmf

7) ?+P=y.
Man findet ohne Schwierigkeit, dass @ der Winkel ist zwischen der
Tangente an der Zustandscurve im Punkte #p und der v-Axe, und ¥
das Supplement des Winkels zwischen der Tangente im selben Punkte
an der adiabatischen Curve und der v-Axe; y ist der Winkel zwische?
beiden Tangenten.

§ 3. Einen analogen Ausdruck kann man fiir die Verinderung @
der innern Arbeit herleiten. Man hat zufolge der bekannten Gleichung

8) dg=du+pdy,
9) dudg —p (1;::(},*],) dv 4 » dp.
Setzt man hier 2
10) S=) (A—p )4
A— : % :
11) S P sin Y, 2 —cos Uy
2 : z

so erhilt man

12) du= 2 (siny'cos ¢ 4 cos w'sin Q) ds = 2'sin (@ +’) ds = 2'siny ds.
Hier ist v das Supplement zum Winkel zwischen der Tangente an der
isodynamischen Curve und der »-Axe, y° der Winkel zwischen dieser
Tangente und derjenigen an der die Zustandsveriinderung ergebende®
Curve.

§ 4. Die Gleichungen 6) und 12) kénnen eine geometrische AuS
legung erhalten, welche eine in hohem Grade anschauliche Vorstellung
der erwithnten Verinderung giebt.

Man ziehe zu diesem Zwecke zwei gegen einander winkelrechte
Linien ab und e¢d (Fig. 10) durch den Punkt o, welcher den Zustand
angiebt, worin der Korper bei Anfang der Veriinderung sich befindets
die eine ab dieser Linien wird so gezogen, dass sie die adiabatische
Curve im Punkte o tangirt. Mit einem willkiirlichen Halbmesser W€
den zwei gleiche Kreise construirt, welche durch o gehen und derc®
Mittelpunkte auf der Linie cd liegen. Man ziche noch zwei andere
gegen einander winkelrechte Linien & 0" und ¢'d, welche auch dureh ?
gehen, und lasse «'6’ die isodynamische Curve im erwiihnten Punkt®
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berﬁhl‘en. Mit einem Halbmesser, welcher sich zu dem Halbmesser der
er.sten Kreise verhiilt wie z': z, zeichnet man zwei Kreise durch o und
n&“ den Mittelpunkten auf der Linie ¢’d. Die also construirte Figur
glebt die Geschwindigkeit der Wirmevariation in verschiedenen Rich-

fungen, Man hat kimlich

dg _ . siny s 2z siny’.

ds Fo NS
Die von o gezogenen Sehnen bestimmen folglich bei einem constanten
Werthe ds die Veriinderungen, welche die totale und innere Wirme-

Benge erleidet. So z. B. giebt die Figur, dass bei Veriinderung nach®
01 die totale Wirmemenge constant ist; innere Wirme wird zur
Arbeit verwandelt.
02, Wirme wird aufgenommen von aussen und eine ebenso grosse
Vel‘é‘.ndcrung in der innern Wirmemenge findet statt.
03. Wirme wird aufgenommen und ginzlich zur Arbeit verwan-
delt; keine Veriinderung in der innern Wirme.
. %4. Die grisste Verinderung in der totalen Wirmemenge; die
mnere Wirme wird vermehrt.
05. Die grosste Verdinderung in der innern Wirme.
06. Aus der aufgenommenen Wirme wird innere Wiirme.

. 8 5. Man kann eine andere Auslegung der Gleichungen geben,
Ebhche als Ausdruck fiir die Veriinderungen, die ein Kérper durch die
4Mme erleidet, hergeleitet wird.

Sei o (Fig. 11) ein Punkt, welcher den Zustand des Korpers be-

Zele 3 % g 5
q llnet, und od die Tangente zur adiabatischen Curve durch o, o0 eine
a g S 33 . .

8%8en winkelrechte Linie, deren Linge z ist. Wir betrachten z als

eing Ky s : : : :
L) Klaf’t, welche auf einen materiellen Punkt in o wirkt, der sich nach

re:af.?ie Zustandsverﬁuderuug ergebenden Curve bewegt, wihrend die
3 b“StﬁDdig normal gegen die adiabatische Curve durch den Punkt
";Ch‘::i _del‘ bewegliche materielle Punkt sich.gclegentlich. he’ﬁndet, ge-
riehte.t !St'.. Man _ﬁndet aus 6), dass die Arbeit, welche die Ixfaf't z ver-
ot I, Wihrend ihr Angriffspunkt das Bogenelement ds durcl_lla.uft, =dq
D der That ist der Winkel zwischen der Richtungslinie der Kraft

0

un 5
d der Rlehtung des Wegelements %-—x, also die erwihnte Arbeit

z €0§ (;— )cis:zse’nxds:dq.

0b in zwei Componenten oe und oc zerlegt parallel mit den
T un - i .
d P-Axen, so ist, wenn der Winkel oba=1 gesetat wird,

Wil‘d z =

®
D
Schigl,

le Darstellung ist analog mit Zeuner’s bekanntem Diagramm fiir die
el‘be“’&guna-_
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13) oa=2zSMP=JL, 0C=2ZCOSY = K.

Man findet hieraus, dass die beiden Componenten zu z gerade 4 oder *
sind. Dieses zeigt auch die Gleichung 1a), indem, wiihrend das Weg:
element ds beschrieben wird, de und dp die Projectionen dieses Ele-
mentes nach den Richtungen oa und oc sind.

Sei oe die Tangente zu der isodynamischen Curve durch den Punk’t
o und sei of dagegen winkelrecht gezogen. Der Winkel ofy ist dann %
Aus der Gleichung 11) erhilt man

® o

i g e Gl

cos Y cosofqg

Die Linie o/ stellt also eine Kraft z” vor, welche hei der Bewegung d‘js
Punktes o lings der Zustandscurve die innere Arbeit verrichtet. Die mit
den p- und v-Axen parallelen Componentien zu 2’ gind oc==x ub
0g=4~—p.

Wenn man sich die Kraft z in zwei Componenten u[::' and 0h=P
zerlegt denkt, so verrichtet bei der Bewegung des Punktes o die K"“f‘t
z eine Arbeit gleich der innern Arbeit und die Kraft p eine Arbeit
gleich der #ussern Arbeit wiihrend der Zustandsveréinderung.

§ 6. Bezeichnet man die Tangente und die Normale der adiabat!®
schen Curve mit 7, und N, so ist

ds pds
15 To=—p— N, =——,
) I s ,'f'.‘) ] a f[’_
Hieraus folgt
No:Tog=—dp:dv,

Aber fiir die erwiihnte Curve hat man zufolge der Gleichung 1a)

Ado+xdp= ()
(]ll(’.l’
rl']l 0
d i"_. % L
also ist fiir die adiabatische Curve

16) Ne:Tg=1h:%.

. s . . . 1
Die beiden Functionen A und x sind daher proportional den Normale!
und den Tangenten an der adiabatischen Curve durch den Punkt, W&
cher den Zustand des Korpers angiebt.

Denkt man sich i als Normale, # als Tangente, so findet man nochy
dass die Summe der Subnormale und der Subtangente die Functio?
darstellt.

L7 g - - - -
7. Wenn man in den Gleichungen 1a) und 1e¢) p constant 8%

nimmt, so erhilt man

o

dg=idv=0CdT,
woraus f{olgt
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17) Ez(‘iﬂ)
A dT/),

Ebenso folgt aus den Gleichungen 1a) und 1b), wenn man » con-
Stant oty

Oder d{[:u(fp:ﬂ dT

18) % _(ff'l'
el

Endlich erhdlt man aus den Gleichungen 1b) und 1c¢), wenn in
1]n m .
€0 7 constant angenommen wird,

biley dg:—ldv:lcdp

19) i (i”)
kR \dv/p

Aber nun ist*

20) "_P) (ﬁ) (”_f) b
dv b aT P dp v

a Dadurch, dass man die Gleichungen 17), 18), 19) und 20) mit ein-
Ndey vergleicht, findet man
a1 ey
% P e ;
us dep Gleichungen 5) folgt
22) i = lang .
ki1
Weiter hat man, wenn @ das Supplement des Winkels bedeutet,
len die Tangente an der isothermischen Curve mit der v-Axe bildet,

)
23} tang@:—(g) =S
%

Durel Vergleichung zwischen den Gleichungen 21), 22) und 23)
mmt map
24) C tangy

¢ lang @'

Wele]

hekq

Dig s
88 Qles . . w m aml
lmchung hat eine geometrische Bedeutung. enn man nidmlich

L7 3 .

Iig Tnd 07 (Fig. 12) die Tangenten zu den adiabatischen und isother-
A R %
0 Curven in einem Punkte o vorstellen lisst, entsprechend dem

0]111-1 y .
0 0n und dem Drucke on, so ist

on i on
iy gy s
16y
maus fOIgt
Cloni
. AT

S SR

%*
Clﬂ-usius, Abhandlungen tiber die mechanische Wirmetheorie, II, S. 15.
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Die specifische Wirme bei constantem Druck verhiilt sich also zu der
specifischen Wirme bei constantem Volumen wie die Subtangenten fiir

die isothermische und die adiabatische Curve.

v 3 . e . . hier
§ 8. Man hat ferner nach Clausius* mit Anwendung der hie
angenommenen Bezeichnungen

i gt (dv dp
25) C—c=T (I”)p (&T) )

wie auch

£ 3t .ft'p) _rdo
=TI\ - _ — —_
25) el (d'l‘ R £ (:11‘)3,'

Durch Multiplication der beiden Gleichungen 26) erhiilt man

dv dp

n=—12( ) (_)
: (a7 sNAT)s

und mit Benutzung der Gleichung 25)

27) hli=— T(C—c).

§ 9. Zieht man (Fig. 12) eine Linie bs durch den Punkt b wiuke'l‘
recht gegen die Tangente oi der isothermischen Curve, so giebt die Linié
ou die latente Ausdehnungswiirme / an und die Linie os die latent®
Druckverinderungswiirme 2. Man hat néimlich Loba=1 und Luba = 0,
also Lobu=1p—@, wie auch

ob:ou=sinbua:sinobu=cos®: sin(1p— @),
woraus folgt
z sin (1p— @)
cos®

U =

Setzt man in den Gleichungen 1b) und 6) 7 constant, so ist
1=%—a
und

dg=1ldv=zsin(p—0)ds
) 2 sin (v— )

(du
dS)T
%Y =cos®
(ds)'p_ cos

o % sin (9 — @)
. cos@®

oder

Aber nun ist

und folglich

= 0U

In dem rechtwinkligen Dreieck ous ist
0S=ou.colosu=1[col®.

Mit Benutzung der Gleichung 23) findet man hieraus

#* Abhandlungen tiber die mechanische W-;Lrﬁletheorie, 1B R b
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0S=—h.
Aus den zwei dhmlichen Dreiecken ous und aub erhdlt man

busus=uaz:uo,
Rlso

bu USIUS=UA-T U0 :UO
od(“.l‘ + +

Al bssus—ao:uo—k:L
e ausserdem ist

H; us:bu=os:ab=—nh:%.
lerans f'(,]gt

hs:bu=—2Ah:xl

oder it Benutzung der Gleichung 21)

bsiinit

: Ay
3:&2?‘19[0 gegen die Tangente (101: isot]m]:miscle Curve winkelrechten
Wﬁl‘denn s 1:111(1 bu geben als.m die relative Grisse v.nn C und ¢ an;

S1e mit €, und ¢; bezeichnet, so hat man folglich
2) 6. ¢
GIEmie

scl Die Line of, welche einen Theil der Tangente an der isothermi-
Che

1 Curve ausmacht, steht in einer bemerkenswerthen Beziehung zu

e
er absoluten Temperatur, dem durch den Punkt o angegebenen Zustande
> “s Korpers entsprechend. Man hat ndmlich aus den #hnlichen Dreiecken
*> 018, wab und bes
gtiou—abubs olzos=be:bs.
Wird o4 mit 7, bezeichnet, so findet man hieraus
29) P /‘i‘
Ab 1 cl (‘11
[ " . 0 . g
% ¥ durch Vergleichung zwischen den Gleichungen 18), 26), 17) und
) erhig man
30 ol ok
a.]go iSt C !
31)

Te=Tc,, TC=T,C,.
ecke Ausg diesen Glcichungen folgt, dass die doppelten Flichen der Drei-

obu ung abs die Producte T¢ und 7'C darstellen,

m(‘hr§ L S angegebene geometrische Darstellung macht es leicht,
1el‘zueile-! I{elationen zwischen verschiedenen Arten der Wirmecapacitiit
lten,

Weil in dor Fig. 12 die Flichen
Ung obs=obu-4 osu

'lﬂitgen
Tift f, Mathematik Pliysik, XXI, 4.
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0s.be A
oligi=— on :—?,
uim:ll{'m']= i}:
2 ot
ou.0s lh
0suU = ——2-7 = — E—,
so folgt hieraus L e i
Bt
eine Gleichung, welche auch in die Form gebracht werden kann
32a) e hd=1h
oder
% A
32h) ‘/’—{-7:1.

Die Fliche des Dreiecks osu kanun auch durch

ot.su  T,(C,—e¢)

ausgedriickt werden. Man erhiilt daher mit Benutzung der Gleichung 31)
T(C—c)=—hl,
eine Gleichung, welche wir in § 8 als Gleichung 27) auf anderem Weg®
hergeleitet haben. :
Aus den idhnlichen Dreiecken osu und c¢s# findet man

bs:su=sc:so0

oder
bs —su:su=sc—so:so,
also
ot Cl—('1=x:—h
oder
33) it e
W t?1 (
In derselben Weise findet man
A C=—c¢c
34 e g
) 7 C

G. R. DAHLANDER-

XVII. Ueber Bertrand’'s Beweis des Parallelenaxioms.

In dem 6., Hefte vorigen Jahrgangs (8. 454) dieser Zeitschrift hat
Herr Becker zum Beweise der Parallelentheorie die Beptrand’sch®
Methode beniitzt, in welcher der Winkel definirt ist als der wvon de?
beiden Schenkeln begrenzte Ausschnitt der Ebene, und die Anhiinge”

der nichteuklidischen Geometrie, die jenen Beweis nicht als richtig erken”
5 3 .. - der
nen, aufgefordert, anzugeben, wo der Fehler liege. Als Anhiinger d
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Augegriffenen Theorie erlaube ich mir, den Punkt zu bezeichnen, der

Bach meipey Meinung fehlerhaft ist, besonders auch deshalb, weil er in
%2ug auf das formale Rechnen interessant ist.

Nennt man Streifen den Theil der Ebene, der eingeschlossen ist
YOn einer Gleraden A4, und den beiden auf ibr nach derselben Seite
errichtetay Senkrechten 4B, 4, B;, so beruht der Bertrand’sche Be-
Weis auf der Unméglichkeit, dass ein Winkel B4C, ganz in dem Strei-
‘D B44 B, liegen konne. Nach Bertrand wird sie folgendermassen
erkany, Gesetzt, der Winkel BAC, sei grosser als der n'° Theil eines
Techten , go lege man die n—1 dem Winkel B4 C; gleichen Winkel
ClACsn (1'2:403, .. Ch—1 4C, neben einander, so erhilt man einen Winkel
Bdcﬂ’ der grosser ist als ein rechter, und folglich die Linie 44, ganz
enthlt, Legt man aber neben den Streifen B4 4, B, die n—1 ihm con-
8luenten B\ A 4, B,, ByA, 4B, ... B,_14y=14nBn, 8o entsteht ein
breifen p 4 An By, der ganz in dem Winkel B4C, enthalten und folglich
B it ke dicser.  Somit ist derin fache Winkel BA4C, = a grosser
als dey nfache Streifen B4 A, B, ="h oder na>nb, Daher ist auch,
Schliesst Bertrand, >0, was mit der Annahme, der Winkel liege
8anz im Streifen, im Widerspruch steht. Der Schluss: weil na>>nb,
I8t auch a>b, ist aber nicht richtig, oder doch wenigstens muss
CWiesen werden, dass man- so schliessen darf. Wiiren « und & Zahlen,
3{" Wire der Schliss richtig; aber auch in diesem Falle versteht er sich
Rieht ohne Beweis von selbst, sondern er wird ans den Definitionen der

dition und des ,,grosser hergeleitet. Wieviel mehr ist es nothig, hier, -
Y0 a ung 4 geometrische Grossen sind, bhei welchen die durch na, resp.

nh = ; : : : . 5 o

Ausgedriickte Operation eine rein geometrische ist, zu beweisen, dass
In . - : 5 0 .
_31111 80 schliessen darf, wie Bertrand thut. Denn dass jene Folgerung
g t

el 8ezogen werden darf, wenn a und b Olajo,cte. lwli(rbige.r Art, mit
“liebig definirten Verkniipfungsgesetzen sind, ist leicht zu zeigen. Ope-
z. B. statt mit Zahlen, mit Zahlengruppen von je zwei reellen
Unter («, §) und (y, §) zwei solche Gruppen (aus den reellen
Wen ' B, 9, 0 gebildet) verstanden, sei festgesetat: es ist («, f) > (7, 9),

o> y+ 0, und es ist 2(e, ) = (¢? 7). Ist dann e gleich der
Mppe (4, —3), und & gleich der (2, 1), so ist :

2p=(16;:9),  2b="{41),

>2h, weil 1649 >4 +1. Dagegen ist a <b, weil 44 (—3)
* Also bestehen hier die Ungleichungen 2a> 206 und ¢ < b zu-

alsg 2q

lie Ein directer Beweis der Richtigkeit jenes Schlusses fillt nun ersicht-
bt mit demy Beweise des Parallelenaxioms zusammen; man kénnte einen
e

™ zy liefern guchen, indem man constatirte, dass im vorliegenden
alle alle

iick

'@ jene Primissen erfiillt sind, aus welchen rein formell, ohne
Sicht aup g verkniipften Objecte und die Verkniipfungsgesetze,
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folgt, dass na>nl auch «>0b nach sich zieht. DMeines Wissens sind
ass
die Eigenschaften der Geraden und des Winkels, mit welchen man das
Parallelenaxiom beweisen will, jene Priimissen nicht erfiillen konnel:
Denn diese Eigenschaften gelten wontlich auch fiir die geoditische?
Linien und deren Winkel auf der pseudosphiirischen Fliche von €02
stantem negativem Kriimmungsmasse, und wenn also fiir die Ehent
die Priimissen erfiillt wiren, miissten sie es auch fiir die Pseudosphdr®
sein. Dass aber fiir diese der oben bestrittene Satz nicht gilt, ist leicht
zu zeigen. Nach Beltrami (Saggio di interprelatione della geomelria non
Euclidea, Giorn. Mat. Nap. 1868) kann man die Punkte einer solche?
Fliche so auf die Punkte im Innern eines Kreises beziehen, dass sie sich
gegenseitig eindeutig entsprechen und jede geoditische Linie der Fliche
durch eine gerade Linie in der Ebene des Kreises dargestellt wird. In
dem Kreise seien nun zwei aufeinander senkrechte Durchmesser gﬂzﬁge“
MP, MQ und ein dritter MR, der den rechten Winkel PM( halbirk
Wie Beltrami gezeigt, entsprechen diesen drei geodiitische Linien, welch®
sich in dem durch # dargestellten Punkte schneiden und zwei Winkf"]
=459 bilden. Sie begrenzen zwei Flichenausschnitte, die durch 41
Kreissectoren PMR und RMQ abgebildet werden, und miteinander 2%
Deckung gebracht werden kénnen, weil sie bei M gleiche Winkel habe?
Nennen wir einen von ihnen a, so ist der Ausschnitt der Pseudosphir®
der aus beiden gebildet ist, durch 2a zu bezeichnen. Dieser wird dureh
den rechten Winkel P M0 abgebildet. Nun sei BS_| M0, so ist S
das Bild einer geodiitischen Linie, die auf der durch ¥ 0 vurgcstelltml
senkrecht steht, und folglich ist P M SR das Bild eines Streifens C der
Pseudosphiire, der den Winkel ¢ ganz enthiilt und daher grosser ist als,
dieser. Bestimmt man nun anf M ( die Linge M T=u so, dass der
ihr entsprechende geodiitische Bogen doppelt so gross ist als der dureb
MS dargestellte, so muss nach den von Beltrami gegebenen I‘urlﬂ"‘u
u der Gleichung geniigen

a
Byatu_o &P
DA A s S

wo a der Kreisradius-ist. Hieraus folgt u=0,95.a. Also fillt der punkt
T noch in den Kreis, Errichtet man in 7' die Senkrvechte TV, so ent”
spricht der Figur RSTF auf der Fliche ein Streifen, der mit dem dureh
PMSR abgebildeten zur Deckung gebracht werden kann, weil die Strecke®
MS, ST gleichen Bogen angehoren. Der durch PM 7'V dargestellte Flichen:
streifen ist also 24, und es ist ersichtlich, dass er nicht ganz mit dent
Winkel 2¢ zusammenfillt, sondern um das durch ¥ 70 abgebildete Stiic

kleiner ist. Folglich ist 24> 24, obgleich « < b ist. Also ist in diese®
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| alle fiiy qje Pseudosphiire jener Bertrand’sche Schluss nicht zulissig,
; u e s : 3w .
J nd damit ist, wie ich glaube, gezeigt, dass er auch fiir die Ebene nicht
2 7 5 2 :
5 “m Beweise des Parallelenaxioms dienen kann.

Cal'lsruhe, Januar 1876. J. LUuroru.
1
: XVIII. Die Malfatti'sche Aufgabe fiir das geradlinige Dreieck.
t } : In ein gegebenes Dreieck sollen drei Kreise so beschrieben werden,
h 458 jeder derselben die beiden anderen und zwei Seiten des Dreiecks

1 b“rﬁ}.ll‘t,

1 Bezeichnen a, 0, ¢, 4, B, ¢ die Seiten und Ecken des gegebenen

g Dl‘eiecks, &, ¥, z beziiglich die Abstinde der Ecken 4, 5, C von den

J Bcrmlrmlgspunkten der die Seiten & und ¢, ¢ und @, @ und b beriihren-

1 3:"1 Kreise und setzt man zur Abkiirzung — alle Wurzeln positiv ge-
eng.

$lad-b4c)=s,

B 3
1 l 1/.5'—(& }/s—h 8 3/ 8—¢€
¥ — = — —_—
o s 1 ) % V ks

S
3 e e b . ’/ ¢ ;
: ] ——=d, 1/7,;\.,-—:(3‘ — =7,
] b i1 H - . .
2 ? siud die nothwendigen und hinreichenden Gleichungen der Aufgabe
h 1 R EL
- e L=

: 2) y+z 42y yz=u,
1 ) c++ 28z ) =0,

3 2
. e o+y+2 VTV =c,

Wo “ s i : .

5, Ve, ¥y, ¥z mit demselben Zeichen zu nehmen sind. :
r & Die erste dieser Gleichungen ergiebt sich, wenn man ausdriickt, dass

le l' ] 1 o . an " G
h Seite ¢ aus den Strecken y, = und dem zwischen den Beriihrungs-

un : 7 5 g : ;
3 Punkten ey diese Seite beriihrenden Kreise enthaltenen Stiicke besteht.
. letatere wird, wenn die Halbmesser dieser Kreise mit 7y und 7, be-
Cichnet werden,

od =Y a7 — (=1, =2V 737
er, den Gleichungen

e g /(Fa)(s_,_.) c ]/(s;';,') 5=0)
: T yl' a = — ro—=zlg=—=12 — =
t 93 y] TR 1)

Zuf'n]gc,
L s ol
; —2p/ B ey
Aehuli 1 :
- .‘ 1 ergeben sich 2) und 3).
1 BEtrachtet man die Gleichung 1) uil}mal in Bezug auf die Un-

bt-,k — =
l‘mc'?nntc Vy, das andere Mal in Bezug auf die Unbekannte }/z als qua-
ks Gleichung, so ergiebt sich durch Auflssung derselben
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4) ]/; + « ]/;: o ;/.;;_:_,
9) I/;Jrff]/!fu:ff' Vs—y,
und wenn von dem Producte dieser beiden Gleichungen die mit @ mul-

tiplicirte Gleichung 1) abgezogen wird,

(1—e?) [/;,'- ]/;: o] ::_f/ Vs—z—aa

oder 7
6) VJ I/—:“_ V §— :"' I';;"‘i:-' — Se.
Multiplicirt man andererseits die ans 4) und 5) folgenden GHeich-
ungen

l/;:—ﬁ’!/.‘.'_*f"ﬂ”/ﬁ——..’

Vz=— «Vy+o f/.\'—y
miteinander, so wird
Vyyz=ad [/q—[/: — oo (V;]/\ —z4Y 2 s—y) + a2 Vs—y ]/;-— 2
und mit Hilfe von 6)
) ]/:r,'“l/s_ 24V s—y=sd.
Die Gleichungen 6) und 7) sind am leichtesten in der Verbindung
8) Vo +iVs—y) V2 +iys—2)=s(—a+ic)
zu behandeln.
Ebenso leitet man aus 2) und 3)

9) (V2 +iys—z) (Yot iys—0)=s(— p+iff),
b]l)) U/.’L‘ -{—1]/«—4) (_]/_f; +i)s —y)=s(—yp+ iy’)
ap.

Die Isolirung der Unbekannten geschieht nun ohne Schwierigleit:
Das Product von 9) und 10) durch 8) dividirt, giebt

e T8 00 e SR b 0 o B 3 10
(Va+iys—x) : (—a4ia)

(—ct-l-ia’)(—a—ic{')zlz
]/ac—]— l/\-——t“‘:b ---(c-—aa)(ﬁ + i ﬁ ( }-+1};)
l/.l)-}-i‘]/s—«-'r__

sty o TN e T Ty

Setzt man also zur Abkiirzung

75 ( ]/_ﬁ_,l/“r.“ (V“ I/l+ﬁ Vlﬁy ]/1+y)

oder, wegen

=u 4 i,
Y F B S P T B
=+ i?




Kleinere Mittheilungen. 299

N o P o PP PG PSS IS s (PP PP S S P ]

N N N 2
=i,
alle

Wurzeln positiv gedacht und unter u, v, » die reellen Theile dieser
usdriicke verstanden, so findet man

D“) VE:;:, ]/;:v, ’/::m.
2 iibe di
Sl (u4id) (u—iw)=uw4+u?=s

s ST

"md demgemiiss
; s (udiv)=u—u?42iuu =21 —s 4 2iud
8%, 80 wird
22 — s+ i =s (—a—id)(— B+ i) (—y+iy),
wW=1L(s—safy+safy —sefy),
12) r=wt=3(s—r+f—g—h)
ind ehengg
E 13) y=v*=%(s—r—f+g—~h),
\ 14) 2:?02:%{8—?‘—‘(‘—[;-}—.&),

W? 7 den Halbmesser des eingeschriebenen Kreises und f, g, % die Ab-

Stinde ges Mittelpunktes desselben von den KEcken 4, B, C vorstellen.
= Es ist nun umgekehrt noch zu zeigen, dass die Werthe u, », » fiir

V'?v Vy, V; gesetzt den Gleichungen 1), 2), 3) geniigen und dasselbe

Zeichen besitzen.

E Zuniichst folgt aus der Gleichung

(v 4 i) (w4 in) =s(—a+id):

O=vw—vw+se,

4 wenn mit ow +o'n+ so multiplicirt wird, :
0= (vw+sa)®— w2 =(@w+ sa) — (s—0v?) (s —n?)
d, h =S(vg+;y2)+23I¥U7&F'—82(1—a2)’

4 2avw=uq,
Ebenso bestiitigt man die Gleichungen
w2+ 2Bwu=0>, w4 42yuv=c.
Da nun hiernach und nach 13), 14)

Qavw=a—v:—ni=r4f—(s—a),

28wu="b—n?— =r+g—(s—0),

Qyur = ¢ —wt—v=r4+h—(s—¢)
nd gy geometrischen Griinden

r4+f>s—a, r+g9g>s—0b, r+h>s—c¢

' 80 miigsen vm, wu, uv positiv sein.

H gehdM"m kann zur Auflosung der Gleichungen 1), 2), 3) auch in fol-
: r Weise gelangen.

ist
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Lost man 2) und 3) beziiglich nach 3’z und ]/; auf, so wird
]/: =—f ]/; +p ]/:;, ]/r; =_—y ]/.:a‘ + 4 [/\::L
und hieraus S s
By—=1B)VVe=BVy—v V= BF—yB)Vs—a=BVy—yV/
Aus diesen Gleichungen beseitige man @, was einfach durch Qua
drirang und Addition erreicht wird. Wird hierauf das Resultat

y+z2—2By+BY)VyVz=5By—yp)?

mit der Gleichung 1) zur Bestimmung von y 4z verbunden, so ergiebt sieh

(467 +B7) (2 =5 («(Br— 187 + < (87 +B7) ).
Da nun

a 19 5
-—'=[‘tz_—_.1—a‘)
S

und identisch
Br—vBP+ By +BY )=+ +y2) =1
ist, so wird
«BY— 78+ 5 (B +B67) = a—a(By + By
+ By + 8Y'— o (By+6Y) ,
=(@tPr + )T =efy—apy]

und demzufolge

15) ;-'j-l—z::.s‘-—.\‘rf{fy-.\'wfi’y‘: §—r—f
Ebenso findet man '

16) ttarx=s5—r—g,

17) X4Yy=8—r—nh

und aus 15), 16), 17)

p=4 (c—rfmg— ),
y=%(s—r—f4g—n),
s=f(s—r—f—g+1)

Krakau. Dr, F. MERTENS.
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