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XIV.

Das System der polaren Liniencoordinaten in der Ebene.

Von

Dr. JomanN PriLipr WEINMEISTER,
Oberlehrer an der Realschule I Ordnung in Leipzig.

§ 1.

In der analytischen Geometrie der Ebene iét bekanntlich die

Glﬁchung
; zétyn+1=0
Siner doppelten Deutung fihig. Betrachtet man @, y als veriinderliche
l"?-(ﬂlt\ririnklige Punktcoordinaten, so repriisentirt sie eine gerade Linie,
1
rie
b?tr“hmt man dagegen &, n als veriinderliche Linien- Coordinaten, denen
'Ple eben erwihnte Bedeutung beizulegen ist, so reprisentirt sie einen
wnnkt, Welcher- von den Coordinatenaxen die beziiglichen Entfernungen
Y besitzt.  Jene Gleichung ist deswegen das unentbehrliche Mittel-
E;t"d zwischen Punkt- und Liniencom‘dinateP. Ausser den Punktcoordi-
teneaw‘ ¥ macht die analytische Geometrie der Ebene einen s.us-gedellm—
b ebra‘.iflch von polaren l’unk-tcoordinat(::n z, B’. dagegen scheint eine
gewﬁfe .I‘Jlnf'iihmng polarer Linien-Coordinaten im Gegensatze zu den
nlichen Liniencoordinaten noch wenig Beachtung gefunden zu
Wz’t]i::]' Wir haben in Absicht, im Folgenden eine _systm.natische Ent:
2 Ung der aunf ein solches Coordinatensystem beziiglichen Lehren
‘ engEben und schreiten zuniichst zur Definition desselben. Statt der
bin ?ngegebenen Gleichung fithren wir eine andere als Normalform
» Mdmlich die folgende:
) o— xecosl — ysinfl = 0.

Welche von den Coordinatenaxen die Strecken

1
— — abschneidet;
2y

it Die wohl auch unter dem Namen Normalform hekannte Gleichung
den Punkteoordinaten w, y:

xcosl 4 ysinf —o=0
Stellt et Y

tenq g Gerade dar, welche vom Anfang den Abstand ¢ besitat, wiih-

e G]tl‘er Winkel ist, welchen dieser f&b;stand.mit der x-Axe bildet.
Stitngj, eichung st deswegen wichtig, weil ihre linke Seite bei 'der Sub-
Stanq : der Coordinaten eines fremden Punktes dessen negativen Ab-

o0 der (eraden ausdriickt, falls jener Punkt mit dem Coordi-

Zoitg :
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302  Das System der polaren Liniencoordinaten in der Ebene.

naten- Anfang auf derselben Seite der Geraden gelegen ist. Die linke
Seite der in 1) aufgestellten Gleichung wird daher diesen Abstand selbst
angeben,

Indem wir uns an das Obige anschliessen, setzen wir nun fest:

2) Dem System der polaren Liniencoordinaten liege®?
eine unbegrenzte Gerade — die Coordinatenaxe — und
ein Punkt auf derselben — der Coordinatenanfang — %1
Grunde. Die polaren Liniencoordinaten bestehen aus einer
Lingencoordinate ¢, welche die Grésse der Senkrechten
angiebt, die man vom Anfang auf die Gerade fdllen kann,
und aus einer Winkelcoordinate 6, welche den Winkel
ausdriickt, den jene Senkrechte mit der CoordinatenaXe®
bildet.

Wir wollen der Grisse o kein Vorzeichen geben und die verschie
denen Lagen der Geraden dadurch kennzeichnen, dass wir 0 die Werthe
von — 1809 bis 4+ 180° zukommen lassen. Aus 2) geht hervor, dass di€
polaren Liniencoordinaten identisch sind mit den polaren Punkteoor
dinaten des Fusspuuktes des vom Anfang auf die Gerade gefiillten Per
pendikels.

Stellen wir die Polarcoordinaten ¢, 6 mit den rechtwinkligen &, 7
zusammen, so haben wir

Die Coordinatenaxe hat die Coordinaten a=10" ﬂ::?l()”; eine die
Coordinatenaxe im Anfang unter dem Winkel = schneidende Gerade:
=0, 0=1490% eine der Coordinatenaxe unter dem Abstande @
parallele Gerade: 9 =a, 0 =90° Bei auf der Coordinatenaxe senk-
rechten Geraden ist 0 =0. Die Geraden 9191 und 926: schneiden sicll
unter dem Winkel (6, —0,). Sie sind parallel, wenn 6, =6,. Ihr Ab-
stand ist dann (g, 4 0,).

Findet zwischen den Polarcoordinaten 0, f) einer bestimmten Ge-
raden und den rechtwinkligen Coordinaten a', y eines bestimmten Punk-
tes die Gleichung 1) identisch statt, so ist das ein Zeichen dafiir, dass
der Punkt @, y auf der Geraden o, 0 liegt, oder, was dasselbe sagh
dass die Gerade o, 0 durch den Punkt =, y hindurchgeht. Lassen wir
nun ¢ und 6 variiren, aber so, dass sie der Gleichung 1) stets Geniig®
leisten, so erhalten wir unziihlig viele Gerade, welche simmtlich dureh

den Punkt x, y hindurchgehen. Wir kiénnen sagen: die Gleichung 1)
ist die Bedingung fiir die Coordinaten g, f), unter welcher die durch
repriisentirte Gerade durch den Punkt a, y geht. Setzen wir zur Ab-
kiirzung

3) P=g—x cosO — y sin ),
so gilt
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A

4) P=0
Mit den Verinderlichen ¢, 0 und den Constanten z, y ist die
]"iChImg des Punktes z, y, und zwar in der Normalform.
So ist z. B. die Gleichung des Coordinatenanfanges
o =10.
Ist der Punkt durch seine Polarcoordinaten r, t ausgedriickt, so
seine Gleichung in Liniencoordinaten
o—r.cos(0—1)=0.
Wir haben daher als charakteristisches Kennzeichen der Punkt-
g;leidlung drei Glieder, eins mit g, eins mit cosf und eins mit sin 6.
Fehlt ging der beiden letzteren Glieder, so liegt der Punkt auf einer der
ﬂordinatenaxen; fehlt das erstere, so liegt er im Unendlichen. Rin
a‘hsolutos Glied besitzt die Punktgleichung nicht. In der allgemeinen
‘orm kann die Punktgleichung verschieden auftreten. So sind
A9+ Bcost 4 Csinf =0,
Ao+ B f‘(la‘(ﬂ—l—m) =0,
Ao+ Bsin(0+w)+ C cos (04 w) =0
lauter Punktgieichungﬂn. Wir erhalten ans der allgemeinen Form die
fmalform, sobald wir erstere durch den Coefficienten von ¢ dividiren,

w i-l'd

Die drei Geraden 0.0,, 0.0;, 0,0, gehen durch denselben Punkt
% ¥ wenn folgende Gleichungen erfiillt sind:
0, — acost, —y sinfl, =0,
0y — a cosb, — y smf, =0,

0y — @ cosfly, — ysinbl, =0,
h, Wenn

9, cos 01 sin 61
| o9 r_'n.\‘ﬂ2 sin 02 fi==i0j
05 cosBy sinf, |

Neok erfolgter Multiplication mit ¢~ 1) kann die Gleichung auch
8¢Schrieben werden

oy sin(0,—0,) + o, sin (0,—0,) + og sin(0, —0,) = 0.

Nehmen wir eins dieser drei Coordinatenpaare als variabel an, so
€0 Wir sagen:

l{iin“
- 9) Die @

leichung
0 nras 0 s
0, Co$ ﬂl sin !{’)! T=1()
0y ' COS ﬂz sin 02

Ode,

; esin(f,—0,)+ o, sin (0, — 0) + g, sin (ﬂ—ﬂl] =4}

8 .

u:ddl% Gleichung des Schnittpunktes der Geraden 0 0,
92 2+

218
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Bereits oben haben wir erwihnt, dass, wenn o, 0 die Coordinaten
einer beliebigen Geraden und z. y die eines beliebigen Punktes sind,
die Function p— @ cos@ — y sinf den Abstand jenes Punktes von der
Geraden ausdriickt. Wir kénnen das jetzt verwerthen, indem wir sagen*

6) Setzt man in die linke Seite einer Punktgleichung in
der Normalform P=0 die Coordinaten einer beliebigen Ge-
raden ein, so erhilt man den Abstand des Punktes von der
Geraden, und zwar mit negativem Vorzeichen, wenn deér
Punkt und der Coordinatenanfang auf derselben Seite der
Geraden liegen.

Sind zwei Punkte gegeben mit ihren Gleichungen in der Normal-
form

Py=g9— @, cos0 —y,sinf =0,
go ist die Gleichung

X=P +iP,=0, 1>0

ihrem Bau nach wieder die eines Punktes. Da die Coordinaten der
Verbindungslinie der Punkte P, =0, P,=0 die Gleichung X =0 iden-
tisch befriedigen, so geht daraus hervor, dass der Punkt X =( auf der
selben gelegen ist. Schreibt man letztere Gleichung in der Form
i
so sieht man, dass jede andere durch den Punkt X =0 gezogene Ge-
rade die Punkte 7, =0 und P, =0 auf verschiedenen Seiten liegen hah
und zwar so, dass das Verhiiltniss der Abstinde dem absoluten Werthe
nach durch A angegeben wird.

7) Die Gleichung

P 4+ AP,=10
reprisentirt. einen Punkt, welcher die Verbindungslinie von
P =0 und P,=0 innerlich im Verhéltniss A:1 theilt.
[st A <0, so wird die Gleichung

P
it
Jede durch & = 0 gehende Gerade hat dann P,= 0 und P,=0 auf der-
selben Seite liegen und wird #usserlich im Verhiiltniss 4 : 1 getheilt.

Im speciellen Falle A= —1 wird

P —P,=10
die Gleichung des unendlich entfernten Punktes der Geraden 2 Pe
Dies geht daraus hervor, dass diese Gleichung frei von der Coordinate
o ist. Der dann resultirende Winkel

a

— &,
arcly 0=— -

1
Y1=¥Y:

Q
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ist das Complement des Winkels, welchen die Verbindungslinie mit der
Coordinatenaxe bildet.

~ Ebenso ergiebt sich die Gleichung fiir die Mitte der Verbindungs-
linie ga]g

P4+ P,=0

oder in der Normalform
5';!;[_)3 ==
e s

_ Verbinden wir diesen Punkt mit einem dritten, dessen Gleichung
8t L. =(, und theilen die letztgezogene Gerade im Verhiltniss 1:2,
50 ist wegen A=4 die Gleichung des Theilungspunktes

p].!).P2 +4P,=0

oder auch i
: P+ P, +P,=0.

Dieses ist mithin dic Gleichung des Schwerpunktes der drei gegebe-
ben Punkte. Die Symmetrie lisst erkennen, dass derselbe auch noch
‘}“r zwel andere Arten hiitte gefunden werden konnen. In der Normal-
form heisst seine Gleichung

e
3

Wiihlen wir einen vierten Punkt P,= 0, verbinden den eben gefun
denen Schwerpunkt mit demselben und theilen die Verbindungslinie im
Verhiltniss 1:3, so hat der neue Schwerpunkt die Gleichung

P',J"i[;i:{"lf + '; [)4 =0
oder aueh
P+ P4 P+ P =0.
Wir kinnen also im Allgemeinen sagen:
8) Sind :
. P=0, Py=0,P,=0,7.. P, =0
eichungen in der Normalform von » Punkten, so ist die
]P‘ichuhg ihres Schwerpunktes '
O(Ier in d ¥ ZP,,EO
er Normalform

1
=3P, =0.
b

Fallen mehrere Punkte mehrfach je in einen zusammen,,k oder —
“-’“-5 dasselhe sagt — sind die n Punkte materiell und mit den beziig-
'ldzen Gewichten ¢,, gy, 0y, .. gn versehen, so wird die Schwerpunkt-
Bleichung in der Normalform

=
e -ijn Pp= 0.
n
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A e A T P i o e e A A P A P A A A P R e o e i o

Ihre Symmetrie beweist, dass ein System materieller Punkte in einer
Ebene immer nur einen einzigen Schwerpunkt besitzt.

Wir wenden uns nun zur Transformation der gewdhlten
Coordinaten. Es seien g, f die urspriinglichen, ¢/, & die neuen Co-
ordinaten. Bleibt der Coordinatenanfang derselbe, wird aber die AXe
um den Winkel  positiv gedreht — wir denken entgegengesetzt dem
Lauf der Zeiger der Uhr —, so ist

o=, I=0—on.
F(g,0)=0 zu F(¢, 0+ w)=0.
Bleibt alsdann die Coordinaten-
Axe ruhen, wird aber der Anfang
auf derselben um » von O nach 4

: verschoben (s. Fig. 1), so ist
/>\ e=p—r.cosf, 0=0.
: : \ Nehmen wir ferner an, dass der
' neue Coordinatenanfang A ein®
~ beliebige Lage habe, dass z. B.
seine Polarcoordinaten g, o seiel
so konnen wir zuniichst die Coor
dinatenaxe um 0 so lange drehen, bis sie durch A hindurchgeht. Be-
zeichnen wir die Coordinaten dieses Hilfs- Coordinatensystems mit gp, B9
80 1st e =0l
Verlegen wir jetzt das Cordinatensystem nach dem neuen Anfangé
lassen aber dabei der Coordinatenaxe ihre eben erhaltene Lage, so ist)

wenn wir die jetzigen Coordinaten mit o'n, 0 bezeichnen, nach dem
eben erhaltenen Resultat

Es wird also

9’,,:9;,—rc‘nsﬂ,-,:g—rr.‘as{ﬂ—m), 0h=0,=0~="0.

Geben wir nun der Coordinatenaxe wieder ihre alte Richtung
drehen sie also um o negativ, so ist

e=on=g—rcos(0—ow), 0'=0;4+0=0.

Da nun aber o= ¢'+r.cos (0 —w) =0 nichts Anderes ist, als die
Gleichung des - urspriinglichen Coordinatenanfanges in der Normalform
im neuen System, so kinnen wir sagen:

9) Hat bei der Coordinatentransformation der urspring-
liche Anfang im neuen System die Gleichung in der NorI~
malform U=0

und bleibt die Richtung der Coordinatenaxe dieselbe, B°
geht die Curvengleichung

Flg,0)=0

iiber in die Gleichung
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s e e R PP R M P PSRRI W L s

: F(U, B) — i
B_l"“)t dagegen der Coordinatenanfang derselbe, und wird
d"‘: Axe in positiver Richtung um den Winkel o gedreht, so
€155t die neue Gleichung
F(o, 0 —w) =0.

Hat also der neune Coordinatenanfang die rechtwinkligen Coordi-
n’_lten %, y, und wird gleichzeitig die Axe um  positiv gedreht, so heisst
die neye Gleichung

Flo—acos(0+w)—y sin(0+ ), 6 —w] =0.

§ 2.
Kreis und Kegelschnitt.

Da die Kreistangente die Eigenschaft besitzt, dass sie immer vom
Mittelpunkte um die Linge des Radius entfernt ist, so schliessen wir
Unmittelhay :

10) Ist M=0 die Gleichung des Kreismittelpunktes in
der Normalform und r der Kreisradius, so ist die Kreis-
gleichung

7 M= r

; Das doppelte Vorzeichen ist nothwendig, da Plus oder Minus ein-
britt, je nachdem der Kreismittelpunkt und der Coordinatenanfang auf
derselhey oder auf verschiedener Seite der sich bewegenden Kreistan-
sente gelegen sind. Wollen wir es vermeiden, so schreiben wir die
Glei“hung in der Form

M2 —=r2

; Wir sehen daraus, dass, wenn zu den drei Gliedern der Punkt-
g_leml‘lmg mit g, cosf, sinfl noch ein Absolutglied hinzutritt, dieselbe
‘e Kreislinie vertritt, welche jenen Punkt zum Mittelpunkte und nach
8eschehener Reduction- anf die Normalform das Absolutglied zum Radius

hat, Umgekehrt ist der Punkt ein Kreis mit dem Radius Null.
Suchen wir die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kreise
M M.
._.1 = + ] 3 '72 = _t 1’
r e Ty
80 sehep wir, dass dieselben nothwendig die Gleichung befriedigen
[ M, '
CRIC R
1 2 X
oder ayeh die Gleichung
M, M,

2 4 b M2 M=0.
Wi L4 fig Ty

S.“' haben in diesen Gleichungen die Aehnlichkeitspunkte beider Kreise.
¢ liegen hiernach auf der Centrale und theilen sie im Verhiltniss 7;:7y.
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Die obere Gleichung giebt den #ussern, die untere den innern Aehn-
lichkeitspunkt an.

Bewegt sich ein Punkt so, dass die Summe oder Differenz séi-
ner Entfernungen von zwei festen Punkten eine constante ist, so bes
schreibt er eine Ellipse, resp. Hyperbel. Ist das Product der Entfer
nungen constant, so entsteht eine Curve vierten Grades, im speciellen
Falle eine Lemniscate, bei constantem Quotienten heschreibt er einen
Kreis. Wir sind jetzt in der Lage, dieselben vier Fille zu untersuchen
bei Bewegung einer Geraden, und werden wir da bedeutend einfachere
Resultate erhalten. Bewegt sich zuniichst eine Gerade so, dass di€
Summe ihrer Entfernungen von zwei festen Punkten Py =10 und f‘zf‘"
immer gleich ¢ ist, so hiillt sie eine Curve ein mit der Gleichung

Bi=Po =,
P+
Sie umhiillt mithin einen Kreis, dessen Mittelpunkt, wegen # = -L_z—"’

¢
die Mitte der Verbindungslinie beider Punkte, und dessen Radius r= 3
der Hilfte der gegebenen Constanten, gleich ist.

Wir kinnen diesen Satz auf n Punkte erweitern, dann ist
1 ¢
M= = ZP, [5.8)] und r=—,
n

11) Bewegt sich eine Gerade um ein System von n festen
Punkten, ohne dieses zu durchdringen, so, dass die Summe
ihrer Entfernungen von simmtlichen Punkten eine conb-
stante igt, so hiillt sie einen Kreis ein, welcher den Sch\\'("‘:'
punkt jenes Systems zum Mittelpunkt und den aten Theil
der Constanten als Radius hat,

Wir haben auch dann noch einen Kreis, wiewohl mit anderem Mit
telpunkte, wenn jene Summe eine algebraische ist und weun zu einer
jeden Entfernung ein beliebiger, sich immer gleich bleibender Facto?
hinzutritt. Ausnahmefille liegen vor, wenn dje gegebene Constante Null
ist., Alsdann dreht sich die Gerade um einen festen Punkt herum. Fer
ner ist noch zu beachten, dass bei der Summation das Glied mit o her
ansfallen kann. Die Gerade bleibt dann sich stets parallel. Im speci(’l'
len Falle tritt dies ein bei

Pi—Py=cg,

d. h. wenn sich die Gerade so bewegt, dass die Differenz ihrer Entfer-
nungen von zwei festen Punkten immer dieselbe ist.
[st der Quotient der Entfernungen =4 gegeben, so ist die Gleichung
P —1P,=0.
Wie wir schon oben sahen, dreht sich die Gerade dann um einen festen Punkt:
Es fehlt uns hiernach noch der Fall, dass das Product der Entfer-
nungen ein gegehenes ist. Hier rufen wir nun einen bekannten Sat?
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der Kegelschnittslehre zu Hilfe, niimlich: F#llt man von den Brennpunk-
0 eines Kegelschnittes Perpendikel aunf beliebige Tangenten, so ist
8 Product dersclben constant, nimlich =5 dem Quadrat der kleinen
albaxe, Hieraus schliessen wir unmittelbar:
.12) Sind F, =0, F,=0 die Gleichungen der Brennpunkte
E‘ln_@s Kegelschnittes in der Normalform, und ist dessen
“Ine Halbaxe 6, so ist seine Gleichung
F1 Fz =+ "‘Ea
Yo Plus oder Minus zu wihlen ist, je nachdem der Kegel-
Schnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist.
~ Das
die Brennpunktc immer auf derselben Seite der Tangente, bei der Hy-
PErhel immel.
?“Sammen ;

(10ppc]te Vorzeichen erklirt sich daraus, dass bei der Ellipse

auf der entgegengesetzten liegen. IFallen die Brennpunkte
so entsteht ein Kreis mit reellem oder imaginirem Radius,

y

je s ; ; : :

o Dachdem die Curve eine Ellipse oder eine Hyperbel war, Durch Va-

1y ’ = . v ] .
eI von b ‘erhiilt man ein System confocaler Kegelschnitte.

Wir gehen nun zur Ableitung der Centralgleichung des Kegel-

BChnittae s : : Sew z -
Mittes iiher. Ist die Mittelpunkt- Gleichung in der Normalform

.13) M= o — T cosf) — Ym Sin =0
u s .
B sind gje Brennpunkt - Gleichungen
14) Fy=¢—a,cosb) —y, sinfl =0,
80 st Fo=po—u, cost) — Y Sin 0=0,
F—Fy = (xy—a,) cosO 4 (y, — y,) sin .
i Ist 2. die Entfern ung beider Brennpunkte und o der Winkel, wel-
en J; : : : ;
n die Curvenaxe 24 mit der Coordinatenaxe bildet, so ist
also Xy—ax, =2e.c08w, Y,—Y,=2c¢.sino,

8 Fy—F,=2c.cos(0 — o).
Chrej . v : - . o Pt
reiben wir hierzn die gemiiss 7) zu bildende Gleichung

Fi4Fy=2M,

80 finde . : : : 5 e
SR ;‘;)(“ wir durch Quadriren und Subtrahiren mit Beriicksichtigung
W M2—c2, cos® (00— ) =+ b2

egen (,‘2 —

a® F b* ist auch
M2 == (a® F b?) cos? (0 —w) + b2
: schliessen:
; Sind « und b die Halbaxen eines Centralkegelschnit-
tﬁn‘a;s: ]‘:J der Winkel, welchen :‘:einc z.\.\‘u mit der Unm-flina-
P“nkt(‘,q ‘1ldet, und ist M =0 d_m Gl.elﬂlllll'lg" seines Mittel-
S1n der Normalform, so ist seine Gleichung

M2 =q2. (‘OSSQH—" w) + b2, sin® (ﬂ — ).

LT, (RS
i kinnen
15

teg
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v A - PP AP ¥-\-_‘-v‘-\-’-’f""w

Die . Gleiechung
AM2 = a2, cos®(f) — w) + b2, sin (0 — o)

giebt uns durch Variiren von A eine Schaar concentrischer, #hnlichef
und #hnlich gelegener Kegelschnitte an. . ;

Wihlt man den Mittelpunkt zum Coordinatenanfang und lisst die
Axe mit der Coordinatenaxe zusammenfallen, so wird die Kegelschnitt™
Gleichung

o> = a? cos 0 + b2 sin2f)
oder in rechtwinkligen Liniencoordinaten
a?g® 4 P =1.

Wiihlen wir statt des Mittelpunktes den einen Brennpunkt zum Cor

ordinatenanfang, so wird die Gleichung
0. F=+ 02
Ist hierbei
F=9—mcost —nsinf,
s0 komnen wir auch schreiben
o*—mocosh —ngsinf = + b2

Wir wollen uns nun daran erinnern, dass die polaren Linienco0™
dinaten der Tangente identisch sind mit den polaren Punktcoordinate®
des Fusspunktes des vom Anfang anf sie gefiillten Perpendikels. Fassel
wir also in der eben entwickelten Gleichung ¢, € als Punktcoordinate®
auf, so lesen wir sofort den Satz ab: Die Fusspunkte der Senkrechte
welche vom einen Brennpunkte auf die Tangente gefiillt werden konnen
liegen sidmmtlich anf der Feripherie eines Kreises. Aehnlich kénnen wir
auch mit der Punktgleichung verfahren. Multipliciren wir eine goleh®
mit ¢, so erhalten wir

o®—meo'cos) — no sinf) =0,

WClChB

d. h.: Fillt man von einem Punkte Senkrechte auf alle Geraden, 3y
1€

sich durch einen zweiten Punkt hindurchlegen lassen, so liegen
Fusspunkte auf der Peripherie eines Kreises.

Allgemein ldsst sich sagen:

16) Liegt eine Gleichung mit einer variabelen Linge™
coordinate und mit einer variabelen Winkelcoordinate VO
s0 kiinnen diese beiden Griossen sowohl als Punkt-, als auch
als Liniencoordinaten aufgefasst werden. Von den beide®
so entstandenen Curven bildet die zweite die l*ubbpll"kt
Curve der ersteren in Beziehungaufden Coordinatenanfads
als Ausgangspunkt.

Dieses Verfahren wollen wir nun umgekehrt zur Anwendung bringe™
um die Gleichung der Parabel zu finden. Bekanntlich ist die F SSPunk :
Curve einer Parabel mit deren Brennpunkt als Ausgangspunkt die Sehei-
teltangente, Wiihlen wir den Brennpunkt zum Coordinatenanfang e
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die ]‘?ﬂrabelaxe zur Coordinatenaxe, so ist, wenn ¢ die Focaldistanz des
cheitels bezeichnet, die Gleichung der Scheiteltangente in polaren
Unkteoordinaten ;
: o cosf) = g.

(‘.'I:E]idl heisst die Gleichung der Parabel in polaren Liniencoordinaten
180, Auf Grund der Coordinatentransformation 9) schliessen wir:
lnlz) Ist F=0 die Gleichung des Brennpunktes der Parabel
, “er Normalform, @ der Winkel, welchen ihre Axe mit der
te‘)](;rdin?,mnaxe bildet, und ¢ die Focaldistanz des Schei-

» 80 18t ihre Gleichung
F.cos(0—w)=q.
e ?ﬁhlen wir den Scheitel als Coordinatenanfang und nehmen o = 180°,
¢ gewohnliche Lage der Parabel, so ist :
F=g9—gqcosh
und djq Parabelgleichung wird
ecosl—qgeos? 0+ g=0
o cotfl 4 g sinf) = 0.
Egel::hn ‘[ntere.sse ist noch der Uebergang der Gleichung des Central-
e Bl‘uttes in die der Parabel. Nehmen wir in der ersteren ‘deu
rennpunkt zum Coordinatenanfang an und o= 180°% so wird
=9, Fy,—o++ 2e¢.cosf,

Algq :
Ann kann die Gleichung des Centralkegelschnittes geschrieben werden

odep

0 (%Lc -+ cos ﬂ): ;;

Bei
& Uebe"gang zur Parabel wird ¢ =00, und die Gleichung lautet

0 —u b2
LC0SU = ham — ,
a'ls() iSt ¢ 2C
i b2 i
fim o~ = q.

:]Vir kénnen auch leicht durch Liniencoordinaten eine Punktgleich-
Del' Ellipse herstellen.
er El]ipsengleichung in Punktcoordinaten

(5)+(2)-

x=acosp, y=>bsing.

llug

Wird o,
auch gentigt durch

Set
Zen w; . $ ; : ; :
Wir diese Werthe in die Punktgleichung ein, so erhalten wir
Q=a.cosg cosB <+ b. sing sin f.

Durey, " . 2 : :
gendey Sathma"ge‘“e'“emng des Coordinatensystems ergiebt sich fol-
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Variirt in der Punktgleichung

M= a.cosqp cos (0 —w) + b sin g sin (0 — o)
oder auch

11]:1:5_..9('05'( ——“-{—m)-—}— — rm(rp—}-ﬂ—m)

der Winkel ¢, so beschreibt der Punkt eine Ellipse, deren Mittclp““kt
die Gleichung M = 0 befriedigt, deren Halbaxen @ und & sind und dere?
Hauptaxe mit der Coordinatenaxe den Winkel o bildet.

Aehnliches lidsst sich von der Hyperbel nachweisen,
Wir gehen nun dazu iiber, die Gleichung des Beriihrun 0’5}”””‘
el
tes bei dem Centralkegelschnitt zu entwickeln. Wir stiitzen uns dab

auf den Satz, dass die Ra-

-
dien vectoren des Berill
Tan:

Fig. 2.

rungspunktes mit der
gente gleiche Winkel hilden:
In ¥'ig. 2 sind von den Bren?”
punkten F, und F, auf die
Tangente mit den (nmfllnﬂ'
ten g, 6" und dem Beriil"
rungspunkte 2 die Scnlﬂ?ch
ten F,S; und £, "’"ﬁﬂlt
worden, Ferner ist dmt‘h
eine beliebige Gerade mit de?
Coordinaten ¢, f gelegt WO
den, und sind die Sellkfech—
\ ten bis zu ihren Schnit‘tilunk'
p0 ten L, L, mit dieser vels
lingert worden. Dann ist nach jenem Satze

L F, BS,=L F,BS,, also A F,BS, ~ A F,BS,,

und verhilt sich sonach
F,S,: F,S,=BS,: BS,=L5,: LS,
Hieraus geht hervor
R e L, F, LF

o dhnh PSS et | 1 1_j= 1; b L e o
)Y g L T (b F, S, (5 P

o1

Ist nun die Gleichung des einen Brennpunktes in der \mnmlf
g I 65

c

.

Fy==0, so ist nach 6) /, die Linge desjenigen Perpendikels, wel
von diesem Brennpunkte auf die Gerade g0 gefillt werden kann. )
beiden von F| ausgehenden Perpendikel bilden nun denselben Winkey
als die sich in B kreuzenden Geraden, niimlich L(0 —@), also ist

F,=F, L cos(0—8).
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Ferner erhalten wir die Linge des Perpendikels 7,8, dadurch, dass
. die Gleichung 7, = 0 die Coordinaten o', 0 einsetzen. Wir wol-
*I den 5o erhaltenen Werth mit F’, bezeichnen; dann ist

St 4

BiEST e R s (9__{}') ;

Wip

Analﬂg ist
L, F, 4 F3, i
F,8,  F'ycos(8—0Y

Somit wird die Gleichung des Beriihrungspunktes

D By By g ot

— - —= =2 cos(U—0").
:u_lhpliciren wir die Gleichung mit F’, F’; und beriicksichtigen, dass
eil o0 Tangente ist, die Gleichung existiren muss

- F .Fy=+ b
80 oy
2 ?‘halten wir fiir die Gleichung des Beriihrungspunktes
19) FF'y4 F, F' = + 202, cos (0 —0).

In‘ dieser Form wird uns die Gleichung ihrer Symmetrie wegen noch

l_o‘nsm leisten., Ausserdem sei noch bemerkt, dass die Entwickelung

::;]sftlf;r _H)"pf’.rbel im Wesentlichen die-selb.e ist und dass das Resultat
4ndig mit dem angegebenen iibereinstimmt.

rii],,.urm speciellen Falle F,= F, erhalten wir die Gleichung des Be-
Ngspunktes beim Kreise, dessen Mittelpunkt # =0 und dessen

PR 5
M8 » ist, in den beiden Formen

20) ﬁl-}, = C0S (““0), M=+ r. f.‘ﬁ._\‘((‘)— 0’)
anf ({‘:9 slemlung ‘1_(’“ B(‘-l'ﬁhrlmg-‘ﬂ?llnktes bei der Pm-abelr'stiitzm? dwir
alg mit]] atz, dz-lss die 'l‘:tng(-nte mit der Axe de?;selhon Winkel bildet,
— dem Radius vector 1|}ms Fig. 3.
ngspunktes, s sei £
ul_cheirlii].“‘ungspu'nkt El“ig. 3).
it denm gehe .Gme i an'gentln
Welcho g Coordinaten ¢/, : Q,
~° @%e Parabelaxe FX in
mhheidetE ausserdem gehe

Urch .
0 thn eine andere Gerade
£y .0;

om Brennpunkte F sei
U ere das Perpendikel F.4
ge{"‘ﬂ]:uf die Tangente das FC
B Lassen wir die obige Bezeichnung auch hier gelten, so ist
= e — )i
VenaxE p

anf lety, ¢

Denken wir uns ausserdem die Parabelaxe der Cur-
arallel, go ist
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LAF=0 und LCFX=0".
Ferner ist nach dem obengenannten Satze
LBF=2.LBEF=2[LCF—90"]=26'— 180,
also LBFA=20"—0 — 180° und

7 b
c—;m‘\ﬁ - 2_—97, iy A cosf)’
da LBFC=LEFC. Also ist die Gleichung des Beriihrungspunlktes
21 ) Feosth= F’-"m(ﬂ 2 6'

Wir kénnen diese Gleichung auch aus der entsprechenden bei dem
Centralkegelschnitt herleiten. Liuft wieder die Curvenaxe der Coordi®

natenaxe parallel und fillt der Anfang mit dem einen Brennpunk!

F, =0 zusammen, so ist fiir den andern

Fy=9¢—2ccos0, Fy,=¢q—2ccos?,
mithin

ok A
F, 2r o

Iv"_,

~2--——(l1\0

Geht nun der Kegelschnitt in eine Parabel iiber, so ist 2¢=oo, und
jener Bruch wird
£y cosf
F:, tw—\ﬂ—f '
also die Gleichung des Beriihrungspunktes [s. 18)]
F - cosf)
7t oot
Wegen 2 cosa cosf = cos(a+p) = cos(«—f) ist dann
F. cos H
G

= 2 cos (6 -— 8'}

+ cosl) = cosf + cos (H —28)
oder endlich
F.eos® = F’. cos 0—20).
Aus der Symmetrie der Gleichung des Berithrungspunktes eine’
Taungente, 19), schliessen wir nun, dass die Gleichung des Pole#
der dem Kegelschnitt fremden Geraden ¢ dieselbe sei, in folgende
Weise.

Nehmen wir die beiden bestimmten Tangenten o'’ und ¢”0” an, 8
geniigt jede Gerade, welche .durch den Beriihrungspunkt der erstere™
gezogen wird, der Gleichung

P F' .+ F !" = + 2%, cos(f — @'},
und eine jede Gerade, welche durch den Beriihrungspunkt der zweite?
gezogen wird, der Gleichung

FF" + B F' = + 202, cos (D —0").

ey

g P pa

o




Von Dr. J. P. WEINMEISTER.

R P A P o o AP PP P B A AN PP PP P PP P

315

o

: Bezeichnen wir nun die Coordinaten derjenigen Geraden, welche
Gide Beriihmngspunktc miteinander verbindet, mit ¢% 6° so muss das
Ystem der beiden Gleichungen identisch giltig sein:

FOFy + FOF' = + 282, cos(0°—0)),

FOF"y 4 FOF" = + 202, cos(69—0").

Stellen wir nun die Gleichung auf
FOF, 4 F'F = + 25 cos (8°—0),

dieselbe jhrem Bau nach die eines Punktes, und zwar wegen der
S0eben angegebenen Identititen die Gleichung desjenigen Punktes, durch
“:elch(‘-n die beiden Geraden o6’ und ¢”6” hindurchgehen, d. h. des
'eh“ittpunkt(-s beider Tangenten. Bekanntlich wird aber dieser Punkt
B Bol der Geraden 0"0° bezeichnet. Wenden wir endlich statt der
90rdinatey 096° die anderen o'f’ wieder an, so gilt Folgendes:
Die Gleichung des Poles der Geraden o' 0 ist
22) R F 4 FyF = + 202, cos (0—0).

Schneidet die Gerade 0’0" den Kegelschnitt gar nicht, so kann doch
Hir Po) nach

80 jgt

22) construirt werden, und halten wir die Bezeichnung
ntol ey Geraden‘ fest, wiewohl die bisherige Erklirung nicht mehr
Mwendhar ist.

g Wir ktunen auch in der Gleichung 22) beide Coordinatenpaare pf)
n '6.
% @

Bt dia B
Nische p

als verinderlich annehmen und sagen dann, jene Gleichung
edingnng dafiir, dass die beiden Geraden gf und QB' harmo-
olaren sind,
Bej Auf'ste]lmlg der Centralgleichung des Kegelschnitts 15) benutz-
o :

W wir die Gleichungen
. Fi4 F,=2M und F, — F,=2c.cos(0— o).

™ entsprechend ist

: I"’l -+ ]"’2 =2M und F'x T F,‘ﬂ =2c.. ws(ﬂ'm &

& Durely Multiplication je zweier untereinander stehenden Gleichungen
Tgiebt gic), ;

B B P B 4 B R = am W

[f‘l- ]v\‘] i "‘1 Fy— F, ]:"l -+ & ]"',_, — 4 ¢2, r‘rl.\‘(f)— ®) {‘“S(H o m)’

algg ‘llll‘ch

Subtraction

Fil s By R =2MM — 2% cos(0—w) cos ('~ w);
MM — 2, cos (0 — ) cos (' —w) = + 12, cos (0 —0).
dig I(;? L_'QE @ F 5 und 0 —0'= (0 —w) — (0'— w), so ist
-“lc]lung des Poles mit Hilfe der Centralgleichung
M M = a2 o5 (ﬂ—co) . oS (ﬂ'— w) + L2, sin (U— @) sin (ﬂ'— o).
Nehmen wir

setze
0o : ; .
®=0, s0 wird diese Gleichung

n“ch 2‘2)

den Curvenmittelpunkt zum Coordinatenanfang und
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00 = a® cos 0 cosO + b2 sin® sin .

Sind also @, y die Pclarcoordinaten, so ist

, cost) , sinf)

d8L y=t
3 0

Ly §

£ =

Lassen wir noch die Accente fort und denken an den Zusmmn(’ﬂhau.g
zwischen 1'(’.chtwink1igon und polaren Liniencoordinaten, so kénnen wir
sagen: '

24) Sind «, y Punktecoordinaten und &, 5 oder o, 0 die
Liniencoordinaten seiner Polare in Beziehung auf den Ke-

gelschnitt

22 93_1
B Lp=1
50 ist
,‘_r.'osﬂ_x I __Hsiuﬂﬁ Y
— = 0 ——;':: unada o 0 _+r'/2.

Sind », ¢ die Polarcoordinaten des Poles, so ist
g ﬂ_ it
tgt —ibz =

Fir x =y=0 wird, da wegen cos20 4 sin?f) =1 nicht cos0

r2 = g:.’u_:i + ,U:J.'.r’-ll
:_:5?‘"8
=0 sein kann, p=o00, d. h. die Polare des Mittelpunktes liegt im Un
f p . . . . Jhtel
endlichen. Einer linearen oder quadratischen Verbindung der recht®
§ ; i i g er
Seiten entspricht eine ebensolche der linken. D. h.: ,,Bewegt sich d
o ot 2 : : : 0
Punkt auf’ einer geraden Linie oder beschreibt er einen Kegelschnitt, 51
. . . . . 1
dreht sich seine Polare um eipen festen Punkt, resp. beschreibt au®
einen Kegelschnitt, und umgekehrt.

§ 3
S o.
Discussion der Kegelschnitts-Gleichung in der allgemeinen Form.

gt : : : Sl £l ‘ ot
Die Kegelsehnittsgleichung in rechtwinkligen Liniencoordinaten Jaut¢
in der allgemeinen Form
it s . 5 ;
25) oy 8+ 20 En b e + 205§ + 2eym + 0y = 0.
Durch Substitution von
cos “ sin ”
el Bl e
g @
gebt dieselbe in folgende Gleichung mit Polarcoordinaten iiber:
26) wyy0® — 20 (o080 4+ wyy sinll) + a;; cos?0 4 ayy Sin20 4 @y, sin20 : :
S 1 . o {egel”
Wir fragen zuniichst: Unter welcher Bedingung zerfillt der Kes

schnitt in die beiden Punkte mit den rechtwinkligen Coovdinaten & yr

e

und x,, ¥,? Alsdann muss sein

gy (0 — wpcos@ — y, sin0) (o — x, cos0 — y, sin 6)
= ag30% — 20 (myy cosO 4 ayy sinl) 4 o, 050 4 «,, sin? 0 4 o, sin® b
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Setzen wir nacheinander e=0, 0=0, 0=90° so ergiebt sich

gy (@7 +ay) =2a15, ey (Yr +Yg) = 2y,

g5 p iy =505 G YrYy = Qg
S aos(Xr Yy + yr,) = 204,.
HJEI'auS folgt: s (Zr g ‘f 7 12
26%) Oﬁ J35s,

Ty sind die rechtwinkligen Coordinaten der Mitte
5

dEr v g .
Grblndungshnie beider Punkte.

Tr und Z, sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung

‘ g7 — 20,2+ 0, =0,
Shenso Yr und y, die Wurzeln der quadratischen Gleichung

: o y? — ey + o, = 0.
Bsist mithin Sl

AL 2
gy Ty =0ty + V"‘ 18 7= %11 %89

gy Ty = Oy + 1/“ 18— @11 %339
Oy Yy = gy + J a¥yy — ety U339

e R
gy Yy = gy F /0%y — gty

Die Bedingung, unter welcher die Zerlegung méglich ist, lantet dann

W @13 %3 — V" 138 — %1y %gg - V“ 28 _“"33“33 = @9 Ogg -
ir
Setzen zyr Abkiirzung

= —;' [ (o? 15— 0y 0gg) (% — g etg) — (g gy — @yp 0gq)°]

2 2 2
27) 20’12 Oy @y — @7y, Ggg — Qgp 0y — @%yg gy 0y Gy @1y

1 %y %

C3 (g Ogg
Alsdany lautet das gefundene Resultat:
Unter der Bedingung
Zerfillg q g
er Kegelschnitt in zwei Punkte.

o Nehmen iy ferner an, dass die Gleichung 26) einen wirklichen

e
en i;schmft vertritt, so kénnen wir riicksichtlich der Grosse ay, die bei-
illg unterscheiden :

oo s — 1" IIe o =10
o ere Fall lisst sich leicht auf den ersten zuriickfihren. Wir
“undchst diesen ersten Fall festhalten.
Wir unl,: kleine Halbaxe des Kegelschnitts sei #. Ihr Quadrat % denken
3 Stets, um gleichzeitig beide Curvengattungen zu betrachten, als
er orlzpeltem Vorzeichen versehen, lassen es aber der Binfachheit hal-
* Dann l4sst sich die Gleichung 26) auch so schreiben:

Zeitgy
"% £, Mathematik v, Physik, XXT, 5 22

Jedel‘ ang
Woll
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29) Q? - 2.9 —(C"ILS ('USO -{- Ugg sin 0) + (Ctu-i-l')g‘) Cll.\“‘){) + ((‘r__,_z—*—[;z) 5 .\’?.HEB
—I— “l:! sin 2 H = !'}'a.
Diese Gleichung muss ferner auf die Form 12)

F Fy= b?
gebracht werden kénnen, d. h, die‘linke Seite muss sich in zwei Fac
toren zerlegen lassen, oder 4? ist eine Wurzel der quadratischen Gleichung

| ey =+ # %2 ol £ F
; 2
30) [ g0 ol =0
Cyg o3 33

oder anch der Gleichung
:H) ”4—1’2(“2134”‘“23:5_“11_“22) + 4=0.

Sind @, .ym die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes, 5°
erhalten wir aus 267%) sofort ihre Werthe, da der Mittelpnnkt die Yer
bindungslinie der Brennpunkte halbirt. Es ist also

Tm =Gy Ym == Oy
die Mittelpunktsgleichung
32) M= g—a, cosf) — ayy sinf) =0,

Hiernach lisst sich die Kegelschnittsgleichung auch so schreiben:

2Mo — o® + ay; cos?O 4 g, sin0 4 oy 5in 260 =0
oder auch .
33) M2 =(a23— ;) cos®O + (a%; — ayy) sin%0 4 (5 005 — @y5) 5in2 ) = 0.
Vergleichen wir sie in dieser Gestalt mit der Gleichung 15)

M? = a® cos? (!9 —w) 4 b%. sin® \U —w),

go ergiebt sich

2

; : Y,
oy — oy, = a?, cos?o 4 b2, sinf o,

; oy, — oy, —a?, sinfw b2, cos? o,
34) & i _
g g sindw
Oy gy — Cyg = (¢F — %) . ——
Durch Addition der beiden ersten Gleichungen erhalten wir
35) o+ ey —ayy — == a® 4 b2,
Setzen wir diesen Werth in 31) ein, so wird dieselbe
b — 02 (a?4-02) + 4 =0,
disht
36) A =g
Aus 35) und 36) erkennen wir, dass «® die andere Wurzel der %%
dratischen Gleichung 30) ist,

< g . . - . . 1
a* und 0 sind die Wurzeln der quadratischen Gleichun®
ayy + 2 Uig %13
o
37) g et 2 | =0
FRRCAT Goy 258
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2 —z(a?; + oy — ) — ) + 4 = 0.
: Dividiren wir die dritte Gleichung von 34) durch die Differenz der
beiden €rsten, so haben wir
38) G20 — 2_(“155‘,”:;5_ o) ‘
: @iy — atyy— o + oy,
Aus der Gleichung 37) scheint hervorzugehen, dass, wenn wir die
elschniusgloicllung in der Form schreiben :
— 2 (o5 o5 0 + ayy sin ) + (@4 a?) cos*0 4 (o, + a?) sin?0
+ @y sin 2 0 = a?,

Seite derselben ebenfalls in zwei Factoren zerlegen lassen
‘ Man erhilt dann in der That auch zwei Brennpunkte, aber
el Imaginiire; sie liegen auf der reellen kleinen Axe des Kegelschnit-
h‘,s’ um + i)/n — 5% vom Mittelpunkte entfernt. Wir haben so die fiinf
Wl_chﬁgﬂh‘n Momente des Kegelschnittes, niimlich seinen Mittelpunkt,
*tne Halbaxen und die Richtung seiner Axe auf einfache Weise aus der
a‘}gglneinon (_}leiu]umg host.im.mr.. ].’:e-i der Berechnung der quadrati:s(:heu
“"e]cll:u:f 3IJ: kann man nie im A\T'mfe! sein, lw.ulchc Waurzel 4 un-d

* 9" angiebt. Erhiilt man ndmlich zwei positive Werthe, so ist die
lll'.Ve eine Ellipse, also der grossere Werth «® und der kleinere 42
™halt man eine positive und eine negative Wurzel, so ist die Curve
30 H.YI)Ol‘bel, und die positive =47 die negative =12 Sind die
triz_rz;‘: beide negativ, so wird allj}rdiﬂgs die Curve' iglagin:’ir. Dies
2) kﬁim’ Wml'n A>.() und «®, 4 a~23<o-c“+cv23. Mit Benutzlung von

- en die Bedingungen auch geschrieben werden

- 187 6y, ) (0% — ttg) > (g gy — @5)% (0% — ayy) + (e — ayg) <00,
Ist nun aber die Summe zweier Gréssen negativ, aber ibr Product

Positj : 5 : 3 i i :
& IV, S0 muss jede einzelne negativ sein. Also konnen wir auch
gen

[\’(‘g

@

Sich qje linke
Miigga,

i

Qg > 0%, tgo > 02, A4>0.

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung wiirden complex sein,

Wenp
0 <
0> [(ngl‘j}: @) + (“:‘23_ (rgg)]_) ¥ 4 {0y = r\"“) (“;2::_ trgy) + 4 (05 05 — 52,
ag n\iplﬂ o) — (¥, — 9) J* + 4 (g ety — 9)%,
*malg moglich ist.
ge]sch;?i i.Slt d!:‘-l‘ einzige Fall, in welchem bt»i_l'(*(:lln_n (l}rfissen o der Ke-
_ maginiir wird, der, dass die quadratische Gleichung zwei nega-

tiy

& Wi ; g 3 A e

= Wzeln besitzt, Denn in jedem andern Falle lisst sich o2, 02, x,,
nung ©

thes In brauchbarer Weise bestimmen. Man stisst nirgends auf
ley

igkeiten.
LETO gn die Curve einen Kreis mit- dem Radius r darstellen, so muss
én Gleichungen 34) sein

22%
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Oyg Oy = Oy und r* = e — oy, = 0%, — @
Dann wird auch, wie das sein muss, Gleichung 38)
920 = .

Fiir >4 5®=0 haben wir eine gleichseitize Hyperbel, d. h, wen®

A<L0, ¢y + %=, + 0. Dann ist niimlich « = )/— 4, Wir fassen

nun das gefundene Resultat zusammen.
39) Die Gleichung
o, B4 2a,8ntap,n®+ 208+ 20+ 1=0
stellt eine Ellipse, ein Punktpaar oder eine Hyperbel dals
je nachdem :
A 2 0.
Die Ellipse wird imagindr, wenn
oy > oy Oy > 0%
Sie wird ein Kreis mit dem Radius r, wenn
Oty = yg, @y — ) = @y — @y =17

Zur Bestimmung der Brennpunkte &/, y, und x,, y, bedienen wir
uns der bei Gleichung 26) gefundenen Werthe. Wir miissen dabei be;
riicksichtigen, dass die Grdssen «,; und @, eine Vermehrung um b
erlitten haben, und erhalten dann

arta, =20, xr.a,= o+ b2
40) Uiy, =20y, yr yy=u +h3"Tf"l'.ff_yf-yy:“u_“-_:'
£ g 28y Jf Ty 22 & Yy Ty yr =205,

Wir haben nun zur Bestimmung der Brennpunkte vier zum Theil
quadratische Gleichungen mit vier Unbekannten. Setzen wir @, =205
— &= 2a;3,— 2 und y, =20y —y, =20, —y in den anderen Gleich-
ungen ein, so erhalten wir als Bestimmungsgleichungen der Bren®-
punkt-Coordinaten

xy — ey — Y o, =0,
2 a? — y* — 2oy @ + 2y + oy — 0y =0
41) oder auch
; (@ — etyg) (y — ttgg) = @y 095 — @1y,
(2—ayp)® — (y—05) = oy — 0%y — ), + .
Beide Gleichungen sind miteinander verwandt. Betrachten wir nimlich
z, y nicht als Unbekannte, sondern als Veriinderliche, so driicken peide
Gleichungen gleichseitige, dem Kegelschnitt concentrische Hyperbeln aus
und zwar sind die Asymptoten der einen Hyperbel die Axen der 81
deren, und umgekehrt. Schreiben wir die Kegelschnittsgleichung in der
Form

0% — 20 (a5 cos ) + ey sin ) + By cos? 0 4 fs sin 20 4+p=0,
. ch-
wo fy ==y — by, Py == @, und f = @y, so sehen wir, was schon Gleic
ung 12) folgern liess, dass durch Variiren von f eine confocale Keg®




——

Von Dr. J. P. WEINMEISTER. 321

e e RS I i e s L S e R e e R S R

schnittsschaar entsteht. Lassen wir weiter auch noch By, variiren, so
beschreiben die Brennpunkte die zweite der in 41) angegebenen Hyper-
beln; variirt dagegen f,,, so beschreiben sie die erste.
Sind r¢, 0 und 7, 6, die Polarcoordinaten der Brennpunkte, so
Werden die letzten Gleichungen von 40)
rery. sin(0y+ gg) =
rprg.cos(Op+ 0q) = ey — @,
durch Division
2 ay,
) tg0,40,) = ——.
Oy =Py

: Verbindet man die Brennpunkte mit dem (Cloordinatenanfang und
halbirt den Winkel der Verbindungslinien, so schliesst diese Halbirungs-

e s 046
linie mit der Coordinatenaxe den Winkel 7/7’_’_2'_17 ein. Wir sehen daher,

df‘ss wir diesem Winkel durch Drehung der Coordinatenaxe jeden belie-
bigen Werth geben konnen. Hat er den Werth Null, so ist aueh o, =0
und die Brennpunkte liegen auf der ersteren der in 41) angegebenen
H.Yperbpln, welche durch den Coordinatenanfang hindurchgeht und deren
AS-YmPtOten den Coordinatenaxen parallel laufen. Ist B—fjé—f)g:f{f)“,
also ig(ﬂf-{—ﬂy) =00, und a,—ay=0, s0 erhalten wir als Ort der
rennpunkte die zweite Hyperbel, welche durch den Anfang geht, die
newen Cloordinatenaxen aher zu Curvenaxen hat. Da eine Drehung von
45° stattgefunden hat, so finden wir das Obige bestitigt.
Die Gleichungen 41) sind dann von Wichtigkeit, wenn die Grossen
% an einer Veriinderlichen abhingig gemacht sind, wodurch die allge-
II’:B.‘“‘G Gleichung zweiten Grades eine Schaar Kegelschnitte vertritt.
“iminirt man dann aus beiden Gleichungen diese Veriinderliche, so
erhilt man den Ort der Brennpunkte der genannten Kegelschnittsschaar.
- Die Halbaxen des Kegelschnittes ergeben sich dann besonders leicht,
enn
T A : Oy iy =gy, @'y3 — &y z oyg — Clgy- :
= ist nach 38) 1y2w=0, also entweder ® = 0 oder @=90% und

wad fiir w=0 nach 34): «*= o, — o5 bE = oy — gy,

i fiir o = 90°: a :tl’2~23 — gy b2 =¢‘¢213 — 0y
Hiermit stimmt tiberein, dass fiir @;3®3— ¥ e e
T (-*‘r—:?‘,,.) (i tinu) =0 |
e R S 90°, oder yr==ym, dann ist o = 0.
Fiir o2

= — a2 zZ 1T e . — 45
13— Oy =02y — g9, ¥yzlag = %13 wird lg2m = o, also @ =45,

od '
® ©=135% Dann ist [Gleichung 34)]
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bt =2 (e —a,,),
L= =2 (o0 — ¥yg)-
Diese Fille kann man bei jedem Kegelschnitte durch Axendrehung her
beifiihren.

Ist der Anfang auch Curvenmittelpunkt, so ist wegen o, = gy =1

die Gleichung des Kegelschnittes
0 + wyy cos?f + ay, sin®6 4 o, sin20 = 0.

Steht eine der beiden Curvenaxen anf der Coordinatenaxe senk-

recht, so ist ¢, =0 und die Gleichung selbst
o + a,, cos?0 + gy Sin20 =0,

Ist die grosse Axe Coordinatenaxe, so ist o, =— a, ; ist
die kleine Axe Coordinatenaxe, so ist oy = —b% @,y =—a? Bei einel
Neigung von 45° ist a;; =w,,, also die Curvengleichung

0+ oy + o, 5220 =0,

24 p2 2__p2
E a4 b a=—bh - S
und zwar. ist e, = — gt ey Man vergleiche bei diesen

Werthen die Centralgleichung 15).

2
Oy = — b*

Wir wollen noch Einiges durchnehmen iiher die geometrische Be-
deutung der Coefficienten der allgemeinen Gleichung in der Form

0% — 20/(a, cos () 4 g Sin )= @, eos®0 4 oy sin? 0 oy Sin 2 0 =o.
Die nothwendige Homogenéitit der Gleichung zeigt uns, dass @, und ¢
Strecken, o, @y und «, Flichen sind. Ersteres haben wir schon con-
statirt. Hs sind nimlich e, und @y, die Entfernungen des Mitt(—!]pu!lk'
tes ven den beiden Coordinatenaxen. Um @, und oy, Z il]t(‘,l‘]ll‘eti]‘ellr
ibertragen wir den Begriff der Potenz des Punktes beim Kreise auf die
Potenz einer Geraden beim Kegelschnitt. Wir wollen unter derselben
die Differenz verstehen, welche wir erhalten, wenn wir vom Rechteck
aus den Abstinden der Brennpunkte von der Geraden das Quadrat der
kleinen Halbaxe subtrahiren. Es ist klar, dass eine Gerade mit dem
Kegelschnitt zwei, einen oder gar keinen Punkt gemeinsam hat, je nach-
dem ihre Potenz negativ, Null oder positiv ist. Wir sehen aus der Ke-
gelschnittsgleichung F, £, — 42 == 0, dass wir die Potenz einer beliebigen
Geraden erhalten, wenn wir ihre Coordinaten in die linke Seite der
Kege]schnittsg]cic]mug einsetzen, Da die Coordinatenaxe (z-Axe) die
Coordinaten g =0, f — 900 besitzt, so ist ihre Potenz =da,,, und da die
y-Axe die Coordinaten 0=0, 0 =0 hat, so ist ihre Potenz — s Da
ferner nach 42) o =13rr.r,. sin(0; 4 0,), so konnen wir sagen: oy ist
die Fliche desjenigen Dreiecks, welches den ‘oordinatenanfang, delll
einen Brennpunkt und den Spiegelpunkt des andern in Beziehung auf
die Coordinatenaxe zu Feken hat.

Nach dieser Ausfiiln'ung scheint die Discussion der allgemeinen
Kegelschnittsgleichung und die Bestimmung der fiir den Kegelschnitt
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Wichtigsten Grossen a, b, @m, Ym, @ in Tiniencoordinaten einfacher zu
8¢in als in Punktcoordinaten. '
Es bleibt uns nur noch iibrig, den Fall
1T. gy =10
niher zu untersuchen. Die Kegelschnittsgleichung lautet dann
43) *20 (o cosb + g sinf)) = ay cos? 0 4 o, sin2fl 4 oy sin26,

Ist ausserdem noch o3 =@y, =0, so geht aus

44) oy, 0520 4 oy sinf0 4 e,y 5020 =0
hel‘VOr
190 = —ay Vet — ot
%39

Ist auf diese Weise 0 als Constante hestimmt, so reprisentirt die Gleich-
Ung 44) den Schnittpunkt simmtlicher unter (909 —0) gegen die Coordi-
Datenaxe geneigten, also einander parallelen (Gteraden. Da die Gleich-
“.“g quadratisch ist, so konnen wir sagen, sie stellt zwei im Unend-
lichey gelogene Punkte dar, die allerdings imaginiir werden oder auch

in - R :
I einen einzigen zusammenfallen ktnnen. Z

Ist dagegen nicht ;= @y =0, 80 kann die Gleichung 43) durch

Division mit der Wurzelgrosse 2}/ a3+ o’y auf die Form gebracht
Werden

4 o (cos 0 cos o + sin sinw) = By cos? 0 4 By sin0 + By, sin2 0,

0

tg o = _23 ?[12 e
13 A

o
o e e
2/ %y + oy

(¢4 .
11 . —
5 e Pro=

B _ B
ol 2V oyt oy

o

13
Di : : : e

1ese Gleichung repriisentirt aber mnach 17) eine Parabel, deren Axe
Unter Winkel o gegen die Coordinatenaxe geneigt ist. Hat ihr Brenn-
) . : . . . .
Punkt die Coordinaten «f, yr, und ist ¢ die Focaldistanz des Scheitels,
50 ]

fsst sie sich auch schreiben
0 yr sin) ((-,,SH cosw + sinfl sinw) = g (cos® 0 + sin20),
d wir erhalten
B = xrcosw® +q,
Boo = Uy sSinw + ¢,

alis 2 ﬁ}u = a¢Sinw -F Yrcosm,

By — By = xrC0s0 — Yr sinw,

d. h,
4 xr=2p,, sinw + (Bii— Bys) €08 @,
) yr=2p,coso — (Bi1— Bys) Sinw,
g = By, sino + By cosw — By, sin2 .
Wiy . ; :
P ' haben immer eine Parabel, so lange nicht ¢=0. Dann geht die
a EE
tabel in ihren Bren npunkt iiber; also wenn
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1 Bu !92“’_2&12’959"‘522:0
oder

9
Oy @5 = 20ty 05 argg + a1y @3 = 0.
Der Gleichung 39) ist noch nachzutragen :
47) Fiir oy =10 stellt die Gleichung
e 8+ 2, En 4+ tgen®+ ey £ 4 20y + atgy = 0
eine Parabel dar, so lange nicht
Oy 0%y — 205 015 09 + @y oty = 0.
Ist aber diese Bedingung erfiillt und nicht gleichzeitig
0= g =10,
s0 représentirt die Gleichung einen im Endlichen gelege-

nen Punkt, im andern Falle ein im Unendlichen gelegenes
Punktepaar, :




