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XV.

I‘emnisea.tische Geometrie, Verwandtschaft und Kinematik,
abgeleitet mit Hilfe der Function complexen Arguments
Z=9yz

Von
Dr. Gustar HorLzmULLER,

Director der Provinzial-Gewerbeschule zu Hagen.

: § 1. Vorbemerkungen,
In F

' Folgendem soll die durch die Funetion complexen Arguments

=V vermittelte Abbildung in Bezug auf ihre geometrischen Con-

quenzen gjper speciellern Untersuchung unterworfen werden.

E:S wird sich zeigen, dass bei dieser conformen Uebertragung jedem

s E’ig?n‘ Kreise in der Ebene des Arguments einfa lemniscatische Curve

z‘mi‘(‘lt m der Ebene der Function entspricht, die stets den Nu]lpun.kt
entrum hat, die jedoch nach Gestalt, Axenlage und Brennweite

Ohn . g Sl
o 3 E"lsﬁhl‘ﬁnkung variiren kann. Ist im speciellen Falle der Kreis
i .
ne Gerade, 50 ge

er Y :
en 10mmscat1sch

Se

belja

ht die Lemniscate in eine gleichseitige Hyperbel iiber,
e Brennpunkte im Unendlichen zu denken sind.

I einem bestimmten Bereiche der Geometrie wird demnach jedem
strﬂzleﬁ}iﬁr Kreis und Gerade, tber Krcisbiischel. und Krei:s.schaar, ii;oer
ein solni ﬂScllilel durch einen Punkt und Punktreihen auf einer Geraden
i, Cier tiber Lemniscaten und gleichseitigce Hyperheln d-cj.sselhmi Cen-
gleieh;(,-u-ber Lemniscatenbiischel und. Lenmiscafens)chaar, .uher B‘uschel‘
gleichg;ttger Hyperbeln durch zwei Punkte und.I u.nktrmhe?pa.a.le:. s.m{
Onstru‘ltl-ger Hyperbel entsprechen, ““,d ebenso wird jede dahin gehirige

¢tionsmethode ihr Analogon finden.

rec; ®Sonderes Augenmerk soll auf eine aus der Transformation durch
“IProke Rag

Man g)q
ez&iﬁhne

atz

i vectores entspringende Operation gerichtet werden, die
nisothermische Spiegelung gegen die Lemniscate
u kénnte. Dieselbe ist mit elementaren Hilfsmitteln durchfiihr-

ar :
. d hat eine Reihe interessanter Consequenzen aufzuweisen. Ueber
b n .Specialf'all der

bereit ;. Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel habe ich

den »Beitriigen zur Theorie der isogonalen Verwandtschaften*
e8er Zeitschrift XVIII, 8. 227 figg., einige Mittheilungen gegeben
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326 Lemniscatische Geometrie ete.

und auf den Reichthum geometrischer Beziehungen hingewiesen, die aus
dieser Transformation hervorgehen.

Bekanntlich liefert die Abbildung durch reciproke Radii vectores
Gebilde, die in Kreisverwandtschaft stehen, und umgekehrt lisst S_ich
jeder Fall der Kreisverwandtschaft, die allgemein der Transformatio®
durch die Function complexen Arguments Z‘*:’_I(; entspricht,

Wesentlichen auf eine Abbildung durch reciproke Radii vectores guriicks

im

fiilhren., So wird auch die .isothermische Spiegelung gegen die Lem-
niscate auf eine Verwandtschaft fiibren, bei welcher jedes Individou®
unter den Lemniscaten desselben Centrums in der einen Ebene eine®
solchen unter den Curven desselben Charakters in der andern cntspl‘icht’
eine " Beziehung, die man zweckmiissig als ,,Jemniscatische Vet
wandtschaft® bezeichnen kann. Dieselbe wird wiederum durch €ipe
bestimmte Function complexen Arguments repriisentirt sein.

Die Kreisverwandtschaft hat eine ausgedehnte, aber w()l;lbogreﬂzm
Gruppe von sonst schwierigen Problemen aus dem Gebiete der Geo*
metrie, der Wiirmetheorie und der conformen Abbildungen zur Lisung
gefiihrt. Dasselbe ist hier zu erwarten. Zwar scheiut in dem Umstand®
dass nur von Lemniscaten desselben Centrums gesprochen wird, im Ver:
gleich zur Kreisverwandtschaft, wo die Lage des Kreiscentrums gan®
beliebig ist, eine gewisse Beschrinkung zu liegen; es stellt sich jﬂdoch
heraus, dass der beliebigen Lage des Kreiscentrums. die unbeschiad
un

willkiirliche Lage des einen lemniscatischen Brennpunktes entspricht,
iche

dass im Gegensatz zur Aechnlichkeit simmtlicher Kreise die unendl
Mannichfaltigkeit der lemniscatischen Gestaltung zur Geltung komm
Schon der Umstand ist bemerkenswerth, dass die Transformation durch
reciproke Radii vectores als der Specialfall der lemniscatischen Spieg?
lung zu betrachten ist, bei dem die beiden Brennpunkte der spingl'lﬂden
Curve in einen zusammenfallen

Von besonderem Interesse ist wohl die Bemerkung, dass der yo8
Mibins™ bewiesene Satz iiber die Doppelverhiiltnisse und IJoppelwinkG]r
die fiir entsprechende Punktquaternionen in kreisverwandten Syﬁt(’-men
iibereinstimmen, auch hier, wenn auch in neuer Form, erhalten bleib:

3 A 2 3 H€n-
so dass die Theorie der lemniscatischen Verwandtschaft zu VOHS“:
Weg

diger Allgemeinheit gefithrt werden kann. Damit ist auch der :
rhilt

gezeigt, die bei anderen isogonalen Verwandtschaften den Doppelve
. 3r 7 . o r1é
nissen entsprechenden Beziehungen zu ermitteln und so ihre [heo

zum Abschluss zu bringen, was bis jetzt nur bei der Aehnlichkeits- g
Kreisverwandtschaft#* erreicht war.
T A . , . onohss
# Mtbius: ,,Die Theorie der Kreisverwandtschaft®, Abhdl. der kinigl siich
Ges. d. Wiss, IV, 8. b 5
x5, C 188, 1V, ha4 flgg \ tioneD

Vergl. die Bemerkung bei Durége: ,Elemente der Theorie der FunC
etc.t, 8. 33,
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Von Dr. G. HoLzMULLER, 327

Die Theorie der krummlinigen Coordinaten wird insofern einen Bei-
'8 erhalten, als die von Lam¢ behandelten lemniscatischen Coordinaten *
mne: Wesentliche Verallgemeinerung erfahren, analog der Ausdehnung der

Telscoordinaten durch Einfithrung des Kreishiischels & — @, =y und der

11-ag

or ' Eal /
thogonalen Kreisschaar 2 = .
Py
Bei dey Wichtigkeit, die Jacobi** solchen Substitutionen fiir die
lt"gfatlon der Differentialgleichungen und die Lésung mechanischer Pro-
eme ho: : ; 5 3
e beilegt, mag dies nicht unerwihnt bleiben.
Ueber Lésung von P’roblemen conformer Abbildung durch Einfithrung
' Verallgemeinerten lemniscatischen Coordinaten in die Differential-
glelchung 4
2U U

el )

- 9 TR e
oud

2T 5
dem von Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 36) gegebenen Wege sollen
ge Andmltungcn folgen.

auf

Cinj
Am Schlusse finden sich noch Bemerkungen iiber die jetat an-

8¢bahmte Kipe :

“is@atisch v

Auch die 3,

matik conform veriinderlicher Systeme,®## speciell der lem-
rwandten, so dass sich die Fruchtbarkeit der Methode, jedoch
enzen ihrer Tragweite, hinreichend klarlegen werden.

§ 2. Allgemeiner Charakter der Abbildung Z=}z.

>
: Zam Zweck der Priicisirung des Folgenden sei es gestattet, iiber
i

L Chﬂmktnr der
IBch'ck(‘n.

ZWiSc}len

vorliegenden Abbildung einiges Bekannte vorauszu-

heiden Ebenen besteht die Beziehung

1) X+ Yi=Ya+ yi,

S0 3 - .
dasy R=+4)/r und @ entweder gleich % oder gleich 18(}”-}-(;2E ist.
'ledvm P

der 7 1
Zwei S0

unkie A der z-Ebene entsprechen also zwei Punkte 4, nod 4,
bc!ne, deren Verbindungslinie durch den Nullpuukt halbirt wird.
2 “usammengehorige Punkte sollen stets als Punktpaar hezeich-
et Werdey,.

én p £ £ ;
Bt Mktpaares geschieht durch Halbirung der Abweichung @ und Con-
ctj : \ . . 5 .
0 der mittleren Proportionale zwischen » und der Einheit. Die

ung egeschieht also mit elementaren Hilfsmitteln.

Die Construction des einem gegebenen Punkte entsprechen-

.. Lame: s Legons sur les coordonnées curvilignes®, S, 217,

*_#:; J‘&cnbi: »Vorlesungen iiber Dynamik", 8. 199.
Besetyy “Wnester: , Kinematisch-geometrische Untersuchungen der Bewegung
8 veriinderlicher Systeme, diese Zeitschr. XX, 8. 381 flgg.
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ORI

Jeder vom Nullpunkte unter der Neigung ¢ gegen die positive reell®
Axe ausgehenden Geraden entspricht eine unter gi geneigte Gerad

Z-Ebene und ihre Riickwirtsverlingerung iiber den Nullpunkt hinaus:
Der vollstindigen Geraden durch den Nullpunkt der z-Ebene entspr®

chen zwei orthogonale Gerade mit den Neigungen % und %-{-90"-
Jedem Kreise mit Radius » um den Nullpunkt der z-Ebene ent’

spricht ein Kreis mit Radius ]/1— um den Nullpunkt der Z-Ebene, dem

doppelten Umgange auf dem ersteren der einfache Umgang auf dem letﬁ'
3 p v i 3 c ]~
teren. Um dies zu veranschaulichen und gleichzeitiz die obige Zve

deutigkeit aufzuheben, muss man nach Riemann die z- Ebene als -5“;_
: i

blitterig betrachten, und zwar so, dass beide Blitter ldngs einer pell
m

gen, sich selbst nicht schneidenden Linie vom Nullpunkte nach de

: : 2 ieh
unendlich fernen Punkte sich gegenseitig durchkreuzen. Man denke 8I°

e festy

; er

dass dem oberen Blatte der z- Ebene der erste und zweite Quadl‘ﬂﬂt d”
Z-Ebene, dem unteren Blatte der dritte und vierte Quadrant entspri®

. . 5 . . dem
Vermeidet man es alsdann, den Schnitt zu iiberschreiten und so aus d g
e
u']etn

diesen ,,Schnitt* lings der positiven reellen Axe gelegt und setz

oberén Blatte in das untere zu gelangen, so kann man die Geo

jedes Blattes eindeutig auf eine Halbebene iibertragen.

Im Nullpunkte aber ist es zweifelhaft, in welchem Blatte man sich
befindet. In ihm hingen beide Blitter zusammen, was dem Zusamme’”
fallen der beiden Wurzelwerthe fiir z = () entspricht. = Wiihrend man alec
wenn ein Punkt der z-IEbene von irgend einer Stelle eines lmstimlﬂ?::
g, WOlRs

der beiden Blitter aus sich beliebig bewegt, im Allgemeinen stet 5
hen

in welcher Schicht man sich befindet, so dass also der entsprec
Punkt der Z-Ebene eindeutig bestimmt ist, hort diese Eindeutigkeit "“f’
sobald der Punkt den Nullpunkt passirt. Man kann dort '.'villkllirliﬁh.lﬂ
beiden Blittern weitergehen, der Weg verzweigt sich in gwei B¢
deckende Arme, in der Z-Ebene entsprechend in zwei sich rcchtwink'
lig schneidende Zige. Der Nullpunkt der z-Ehene ist also ein Ver:
zweigungspunkt. FEin einfacher Umgang um denselben fiihrt ohn?
Unstetigkeit in das andere Blatt, der doppelte Umgang fiihrt ins ers
zurtick. Man nennt deshalb den Punkt einen Windungspunk® er:
ster Ordnung, ig. 1 dar
gestellten Modells veranschaulichen liesse,*

dessen Bedeutung sich mit Hilfe des in F

]nﬁssen

Nimmt man an, dass nu1 ein unendlicher Punkt existire, s0
t ebens?

dort die Blitter ebenfalls zusammenhéingend gedacht werden, und eris

s Theor®

* Vergl: Figurentafel bei Neumann: ,Vorlesungen iiber Riemann
der Abel'schen Integrale*,

e dei‘ ‘

)

AS op et B S
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aly Windungspm]kt erster Ordnung aufzufassen, wodurch die unbestimmte
vﬂrstellung des unendlich fernen Bereiches zu einer pricisen wird,

Die Transformation Z:]/:— giebt, wie jede durch eine Funection
omplexen Arguments vermittelte, in der Z-Ebene Gebilde, die den ent-
Sprechenden der z-Ebene conform, d.h. in den kleinsten Theilen &hn-
lich sind. Zwei Curven der einen Ebene schneiden sich also unter dem-
Selben Winkel, wie die entsprechenden der andern. Im Nullpunkte
aber hirte diese Aehnlichkeit auf, denn jeder Winkel, der in ihm
Seinen Scheitel hat, wird, wie oben gezeigt, auf die Hilfte reducirt.
Aehnliel, ist das Verhalten des unendlichen Punktes zu denken.

Ferner: Das Dimensionsverhiltniss kleiner entsprechender Bereiche
beider Ebenen hiingt ab vom absoluten Betrage des Differentialquotienten ®

dz. .1 {,, (:02)  si (;0’)] :
% 772]/,_ [cus 3 -|-rs:n 9 , Tesp.

il PRI i {_,_g)]
= = [ms(lso 2)+1szu(180 2)|

=
Falglich: 1, der Entfernung » vom Nullpunkte ist das Ver-

i 1 Sy : i
8T8sserun gsverhiltniss 1: —=. Auf dem Kreise mit Radius r=4
P

18t eg gleich der Einheil, ausserhalb desselben kleiner, innerhalb grisser,

Ud zwar wird die Umgebung des Nullpunktes unendlichfach

Yergrsssert, die des unendlichen Punktes unendlichfach

Verkleinert dargestellt. Beide Punkte sind also in mehrfacher Hin-

51 . :

teht singuliren Charakters.

: SR ; — g ¢

Die Abweichung des Differentialquotienten 5 resp. JS[)°—§

Sigt an, dass die Tangente einer Curve in einem Punkte der z-Ebene
M diese Winkel gedreht werden muss, wenn sie mit den Tangenten in
den correspondirenden Punkten der entsprechenden Curven der Z- Ebene
Paralle]l ynq gleichgerichtet werden soll.

Erhebt man Gleichung 1) zum Quadrat, so ergiebt sich aus der

1elﬁhsetzung der reellen und der imaginirven Theile

3)) X2 F—
2 2X F=u,
Folglicy,

Die Curve f(x,y)=0 der z-Ebene verwandelt sich durch

die Transformation Z:}/? in die Curve f[(X2—F?), 2XF)|=0
ik Z'Ebenc.
Curven n'n Grades gehen also in solche vom 2nten Grade iiber,

flel. . s ., . .
S Glmchung sich nicht findert, wenn man gleichzeitig die Vorzeichen

= 2le
———

i Siebeck: , Ueber graphische Darstellung imaginirer Functionen®, Crelle’s
Urng] Ba. 55
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von X und F indert. Klappt man eine solche Curve erst mm (]{e
Y'-Axe, daon um die V- Axe, - so deckt sie sich in letzterer Lage mit
ihrer ersten Lage.

Umgekehrt lidsst sich mit Hilfe der Transformation Z= 22 die Be
handlung einer ausgedehnten Jurvengruppe 27'*" Grades auf die VoD
Carven n'*" Grades reduciren.

§ 3. Uebertragung der Geraden und des Kreises durch die Abbildung

)z und die daraus entspringenden verallgemeinerten lemniscatische?
Coordinaten,

Nach Gleichung 2) verwandelt sich die verticale Gerade z=a 1P

die gleichseitige Hyperhel
4) L ¢

deren Centrum der Nullpunkt ist und deren Scheitel -+ [ @ und Brenn”
punkte + I/’rr auf der reellen oder imaginiiren Axe liegen, je nachdem
@ positiv oder negativ ist. Dass der Punkt 2a, das hpmg(-llnld des
Nullpunktes gegen die Gerade, in den Brennpunkt der Hyperbel trans’
formirt wird, giebt spiiter Veranlassung zu einem interessanten Satze:
Allgemein : ;

Die verticale Parallelenschaar der z-Ebene geht iiber 1P
eine Schaar gleichseitiger Hyperbeln dessclben Centrumss
die sich im Endlichen nicht schneiden und deren Brenn-
punkte auf der reellen und imaginiren Axe liegen,

Bilden die Schnittpunkte der Verticalenschaar mit der reellen AX@
die Reihe

— 8, —=2ay —a, 0,.a, ARG Il i Ee
80 liegen die Schnittpunkte der Hyperbeln mit beiden Axen in den Ent
fernungen
Va, V34, Y30,

vom Nullpunkte (vergl. Fig. 2).

Nach Gleichung 3) entspricht der horizontalen Geraden y=10 die
Curve

D) 2X Y=,
Dies ist gleichfalls eine gleichseitige Hyperbel, deren Axe die Linie
+45°% oder —45° ist, je nach dem Vorzeichen von b. Der Beweis liegt

als specieller Fall in folgender Betrachtung. Die Curven, welche di®

] 3 ]
verticale Axe unter dem Winkel « schneiden, werden gefunden, went
man untersucht, was der Verticalenschaar bei der Abbildung

Z=(cosa+isin e (\mx % -+ i sin %) ;/E

B =]

—

o




Von Dr. G. HoLzMULLER.

A A P AP P P PP P PP I PSS BTN b b ST I ISP PSP AP Frrinrrninrine

“Otspricht., Diese leistet aber dasselbe, wie Z=7/z, nur muss die
Z'Ebenu um den Winkel %— gedreht werden. Folglich:

A Der Parallelenschaar mit Neigung « gegen die reelle
X€ entspricht eine Schaar gleichseitiger Hyperbeln des-

8 ‘ : ST el 2 o 2
€lbhen Centrums, deren Axe die Linie 5 +45%0der =——45" ist.

2
(:}l('.ichznitig; ergiebt sich folgende Consequenz:
Jede isogonale Trajectorienschaar der gleichseitigen
'iyl”‘-l‘l)t%lschaar ist wieder eine gleichseitige Hyperhel-

8 ; : : : ;
Blar . Tt o der constante Schnittwinkel, so sind die

Ax ; o :
Xen beider Systeme um 5 gegen einander gedreht.

So ist z, B. die durch Gleichung 5) dargestellte Schaar die Ortho-
S0nalschaar der durch Gleichung 4) reprisentirten. Dies bestitigt den
Satz vom constanten Inbalt des Rechtecks A. Y fiir die gleichseitige

Yperbel, der sich durch Orthogonalprojection in den Satz vom Paral-

eloos : {
lﬂgmmm constanten Inhalts der allgemeinen Hyperbel verwandelt.

: Dey isogonale Charakter der Verwandtschaft Z:l/: kann an dieser
Stelle selbststindig nachgewiesen werden.

Die ohen besprochenen Vergrisserungsverhiilinisse werden besonders
Yeranschaulicht durch die Abbildung orthogonaler Parallelenschaaren,
ke dic Ebene in ein System von Quadraten eintheilen. In Fig. 2
'3‘[7 dies durchigefithrt. Die beiden orthogonalen Hyperbelschaaren theilen
'® Z-Ebene in ein System von rechtwinkligen Flichenrdumen ein, die
Mt Zunehmender Kleinheit der Aehnlichkeit, und zwar der quadratischen
“Stalt, zustreben. :

Bs handelt sich also um zwei [sothermenschaaren, deren Schnitt-

u s SEa . . ek
Punkte mit den Axen und den Linien 4 45° vom Centrum die Entfer-
Do = S5 iy X

ptné“-!l 0, I/rr, ]/2(1, ]'/3 a, ... haben, Der singulire Charakter des Null-
: tktes jgt sofort zu erkennen, denn an Stelle des rechten Winkels tritt
Tt ein Winkel von 459

= Nun st bekannt, dass fiir Radii vectores, die von den Durchschnit-
n ein
iner

eraden

.B s .
+‘}1 = const. vesp. = 180° 4 cons!. ist, und zwar ist die Constante das

“Ppelte deg Winkels, nunter dem die Asymptote, an welche sich der eine
YPerbelapm anlehnt, gegen die Schnittlinie geneigt ist. Folglich:®

le Gerade durch den Punkt (a++bi), welche gegen den
18" desselben um den Winkel §, resp. 180°+ 8 geneigt

gleichseitigen Hyperbel mit einer durch das Centrum gehenden
nach ihren einzelnen Punkten gezogen sind, die Winkelsumme

hRad

1 8eht dureh die Transformation Z=J] z iiber in die gleich-

8eits
“itige Hyperbel durch das Punktpaar Ja-+bi, deren Radii
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: AAAAR TR

vectores, von den Punkten }/miausgchend, gegen die Ver-
bindungslinie derselben das Gesetz &+ &, =§, resp. 2+ 9
= 18043 befolgen.

Nimmt man jedoch, wie es bei Polarcoordinaten gebriuchlich ist
den Radius nur positiv, so kann man sagen:

Die Abbildung Z=}z verwandelt diec Relation p=p B
Bezug auf den, Radius' eines Punktes a4 b7 in die Relatio®
#+ 9 =pf in Bezug auf das Punktpaar ]/m und dessel
Verbindungslinie, d.h. z. B. die Gerade = geht iiber in die gleich-

Y

A 2 s
seitige Hyperhel are.fan —I~: =+ arc.lun ———= =@, wenn die Entfer

.'(‘-f—]/e a:—]/(’
nung des Schnittpunktes der Geraden und der reellen Axe vom Nulk
punkte mit e bezeichnet wird.

Einem Strahlenbiisehel durch jenen Punkt, dessen Abweichunge”
die arithmetische Reihe 0, , 2y, 3y, ... bilden, entspricht ein Biische
gleichseitiger Hyperbeln, deren benachbarte Individua sich unter /
schneiden und deren Winkelsummen (&4 ,) dieselbe arithmetische Reibe
bilden. Die Asymptoten des Biischels folgen einander nach der Reihe
TZ—, 2_2}', 32?, ... (vergl. Fig. 3).

Um die entsprechenden Betrachtungen fiir den Kreis durchzufiihre™
beschriinke man sich auf den Fall, dass das Kreiscentrum auf der reellen
Axe in der Entfernung e vom Nullpunkte liegt. Die allgemeine Lag®
erledigt sich dann durch die Function Z=}/(cosa 4 isine)z ebens®
wie oben.

0,

Die Gleichung des Kreiges

(x —4.’,2 -}~ yﬂ = ¢?
geht durch unsere Transformation nach Gleichung 2) und' 3) und einig®
Umformungen iiber in

(X24 P22 — 2¢(X2— F?) =2 — ¢2,
(X4 Vel + P2 . [(X—7/e2 4 P2 =2

Dies ist aber die Gleichung einer lemniscatischen Curvé mit den Bren?’

6)

punkten + J/¢ und dem constanten Product der Radii vectores P
Das allgemeine Resultat ist also: .
Der Kreis um den Punkt a4 bi mit dem Radius r=¢ geht

iiber in die Lemniscate p.p,=c¢ mit dem 131'0,1111;_)11111{111"“""6

Va+bi.

Dass das Kreiscentrum in die Bremnpunkte der Lemniscate trans®
formirt -wird, ist besonders bemerkenswerth.

Nur der doppelt zu denkende Kreis geht in die vollstindige 1€%
niscate iiber. Schliesst er den Nullpunkt aus, so entspricht ihm die st
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el Ovalon bestehende Lemniscate; schliesst er ihn ein, so entsteht die
einfache Lemniscate; geht er durch den Nullpunkt, so verwandelt er
Sich in gie gewihnliche Schleifenlemniscate.,
Die gleichseitigc Hyperbel ist als Lemniscate zu betrachten, deren
fMniscatische Brennpunkte im Unendlichen liegen.
3 Der Extract des Obigen liegt nun in folgendem sehr verwerthbaren
esultate ;
Ist die Gleichung einer Curve in Bezug auf den Punkt
(a+b") und den Radius desselben in Polarcoordinaten f(ro)
=0, 50 geht sie durch die Transformation Z:]/; iiber in
die Curve f[(p.p), (®+8)]=0, deren Radii vectores auf das
Punkt

Paar JVa+bi und dessen Verbindungslinie zu beziehen
Sind_:i.‘

! Das System concentrischer Kreise und der orthogonalen Radien kann
| 2ur Eilltheihmg der Ebene in #dhnliche rechtwinklige Flichenstiicke be-

. utzt Wwerden, die zur Construction und Untersuchung der logarith-
s Mischey Spiralen verwendbar sind. Die Abweichungen der Radien bil-

0 dabei eine arithmetische, ihre Liingen eine geometrische Reihe.
Folglich:
; Die confocale Lemniscatenschaar wird von dem durch
| thre Brennpunkto_ gehenden Biischel gleichseitiger Hyper-
: eln desselben Centrums orthogonal durchschnitten. Man
: Crreichy die Eintheilung der Ebene in rechtwinklige Fli-
ch"a‘llstiicku, die der Aehnlichkeit zustreben, wenn man die
dTameter (94+9;) in arithmetischer, die Parameter p.p, in
ge"metrisclmr Reihe aufeinander folgen liisst.
In Fj

Man 4 B,
: Sa

g. 3 ist die Eintheilung in kleine ,,Quadrate* durchgefiihyt, die

erreicht, wenn die Winkelsumme (&4 #;) die Reihe 0, «, 2a,

y die Producte p.p; die Reihe ¢ % e%¢, ¢34 ... bilden. Letz-

erey geht aus der logarithmischen Abbildung *# hervor.

Man vergleiche hier die Bemerkungen iiber diese Curven und ihre

“rmischen Parameter in dem bereits citirten Werke von Lamé.
Doyt Wwird unter Anderem bemerkt, wie aus der Differentialgleich-

: g der Gleichung 6)

: (¥24FP2—e) (XdX+VdF)+2eFd¥ =0

dass die confocalen Lemniscaten ihre Maxima zum Theil auf der

 IECEPR

i80t],

r : f()]gt ;

. imges s : : 2 =
/ Magingiroy, Axe, zum Theil auf dem Kreise mit Radius Y um den Null-

% Vt‘l‘gl,

ger an dieser Stelle die entsprechenden Bemerkungen in den , Beitrii-
1 Zy K
=

: Theorie der isogonalen Verwandtschaften* im 18 und 20. Bande dieser
“Citach iy, 3
iy _ : : . :
: 7 nUeber die logarithmische Abbildung etc., 16. Bd. dieser hmtsclmft.
o Bit; " = o
; Sohrify 1, Mathomatik u, Physik, XXI, 5. 23
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punkt haben, ferner, dass derselbe Kreis in bestimmter Weise die Grupp®
der eingebuchteten Lemniscaten von der der nicht eingebuchteten trennt

Es sei hier Folgendes hinzugefiigt:

Die Brennpunkte des gleichseitigen Hyperbulbiischelﬁ
liegen simmtlich auf der,orthogonalen Schleifenlemniscat®
welche die Biischelpunkte zu Brennpunkten hat; die Schei-
telpunkte liegen auf der im Verh#dltniss 1:}/-5_- verkleinerte®
Lemniscate.

Der Beweis ergiebt sich aus der Bemerkung, dass die Spie.ngzlpulﬂa'-tc
des Nullpunktes gegen ein Strahlenbiischel auf einem Ortllogunalkrﬁisc
des letateren liegen, der durch den Nullpunkt geht.

Diese lemniscatischen Coordinaten sind jedoch einer durchgreifen:
den Verallgemeinerung fihig, die sich aus der Abbildung des Kreis:
biischels durch zwei Punkte und der orthogonalen Kreisschaar ergieb®
Die Mittelpunkte jeder dieser Schaaren liegen auf der gemeinschaftliche®
Potenzlinie der andern, die selbst ein Individuum der ersteren Schaal
ist. TFolglich:

Simmtliche Lemniscaten desselben Centrums, die du
zwei feste Punktpaare gehen, haben ihre Brennpunkte

reh
uuf

einer gleichseitigen Hyperbel, die orthogonal zu der zu®

Biischel gehdrigen Hyperbel ist. Die Orthogonalschaar ist
wiederum ein System von Lemniscaten desselben Centrum$?
deren Brennpunkte auf der zweiten der erwihnten Hypf'-""
beln liegen. (Fig. 5 stellt ein solches Lemniscatenbiischel und die
orthogonale Lemniscatenschaar dar.)

Die Scheitel beider Lemniscatenbiischel liegen auf gleichseitige®
Hyperbeln, die im Verhiltniss J/2: 1 grosser sind, als die beiden 8§
nannten.

Beilidufig sei bemerkt, dass, wenn sich zwei Lemniscaten desselber
Jentrums schneiden, simmtliche Schnittwinkel gleich sind. {

Die Frage nach den Parametern der verallgemeinerten lemniscatl”
schen Coordinaten erledigt sich folgendermassen:

Sind ¢+ b7 und a4 0,i die Schnittpunkte eines Kreisbiischels,
hat jedes Individuum die Gleichung £—§& =B, resp. 180" —§, wenh

. . . . 'y . 1
diese Winkel gegen die Verbindungslinie der beiden Punkte gemesse!
iden

50

werden. Misst man jedoch die Winkel gegen die ,,Radien‘‘ der be
Punkte, so wird zwar die Constante f§ cine andere, z, B. «, die Gl“ichj
ung selbst aber wird sonst nicht gedindert. Nach Obigem geht aber bet
vorliegender Abbildung die Goordinate ¢ in eine Winkelsumme (f*‘i'{)l)’
g in eine Winkelsumme (3+¢,) iiber, also: e

Das Lemniscatenbiischel durch die Punktpaare I/“‘{"M
and ]/;;:I—"f:?f, welches dem obigen Kreisbiischel cntﬂpl'i“ht’
befolgt das Gesetz:
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7 (8+9,) — (3+72) =, resp. (180°— @), *
Wobei

die Winkelsumme 9+, gegen die Verbindungslinie des einen,
x+1: gegen die des andern Pynktpaares zu messen ist.

Die Orthogonalschanr des Kreigbiischels hat, wenn p und p, die von
“4+bi ungd @+ b7 ausgehenden Radii vectores sind, die Gleichung

p o

p“l:‘c- Bezeichnet man also die von dem Punktpaare Va4 bi ausgehen-
®0 Radii vectores mit Py Py, die von J/a, + b,i ausgehenden mit ¢, Gy
80 f()]gt:

Die Radii vectores der Orthogonalschaar des Lemnis-
“atenbiischels befolgen das Gesetz
- 8) p.py_,

3 q'{/I
Beide Resnltate, zusammengefasst, geben den Satz:

; Der geometrische Ort fiir die constante Differenz .der
Wlnke]summen (#4+9,) und (y+7y,) der von zwei Punktpaaren
?_L“BE(‘-imnden Radii vectores ist eine durech beide Punkt-
Paare gehonde Lemniscate. Der geometrische Ort fiir das
“Onstante Verhiltniss der Producte p.p, und ¢.q, der Radii
B Ct0res int aine zur vorigen orthogonale Lemniscate.

Aus den entsprechenden Sitzen iiber Kreisschaaren folgt, dass die

Falle
g ) (®+9) —(x+71)=0, resp. 1809,
4 ) PPy
{ q . ({1
anf

die beiden genannten gleichseitigen Hyperbeln fiihren, die man nach
n . z. % g - E : a5
alogie der Poténzlinien als ,,Potenzh yperbeln' des Biischels, resp.

Qer . . . .

‘ ﬁﬁhaar bezeichnen kann. Wird eine von diesen Hyperbeln zu zwei

( ]lrc d
e

d""se“)en

(Ii:‘ileN(flltSI]l‘icllt, dass die Potenzlinien der l-mide‘u ]{I'GESEC])NII‘CI.] durch

o ‘11111111‘1kt gehen, so findet gc'.gen'a]ler vier Gerade Symmetrie .?tatt.

o esem.l'alle gehtrt zum Biischel ein Kreis, gegen welchen Recipro-
Stattfindet.

Sprec(seht das Kreishiischel durch den Nullpunkt, so fillt eins de.r ent-
enden Punktpaare mit diesem zusammen, und es entsteht ein Bii-

Sch 3
mitel Von Schleifenlemniscaten durch den Nullpunkt und ein Punktpaar
der Gleichung

n Nullpunkt gehenden orthogonalen Geraden, so findet gegen

(O+8) —21=¢

ung gq:

2 die Orthogonalschaar
e . =g .. . -

bej g Das Gesety entspricht auch dem Satze vom constanten Peripheriewinkel
em

Kreise,
5 25%

Symmetrie statt. Werden beide zu je zwei Geraden, was dem ‘
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11) D n i
Dass beides Curven sind, die man durch Transformation der coB
focalen Lemniscatenschaar und des orthogonalen Hyperbelbiischels mit-
ist

telst reciproker Radii vectores vom Nullpunkte aus erhalten kann,
leicht zu zeigen. Dieser Satz wird sich jedoch als Specialfall eines all-
gemeineren erledigen.

Fig. 4 stellt dieses Curvensystem dar, und zwar ist die Eintheilung
der Ebene in ,,Quadrate* durchgefiihrt. Die gewdhnliche, symmetrisch
gegen die reelle Axe liegende Schleifenlemniscate hat hier die Gleichung

(8+9,) — 27 =90°,
die entsprechende Hyperbel hat die Gleichung
: p.py=q%"
so dass stets das Rechteck aus dem einen Paare der Radii vectores glﬂi“h
dem Quadrate des dritten ist (es handelt sich eben um drei Radii ve*
tores und drei ,Brennpunkte‘®).

Bilden die Parameter des allgemeinen Lemniscaten”
biischels, d. h. die constanten Differenzen ({)-i—-{}l‘)—(x-l*b)‘
eine arvithmetische, die Parameter der Orthogonalschaal
d, h. die constanten Verhidltnisse Z:—‘E‘, eine goometrische

241
Reihe, so lisst sich die Eintheilung der Ebene in ein Shi
stem von ,,Rechtecken‘ erzielen, die der Achnlichkeit Z0°

streben.

Die Eintheilung in ,,Quadrate‘* wird erreicht durch Anwendung der
Reihen
oo —3a, —2a, —, 0, ¢, 2¢, 3, ...,
,»—Ba’ L)H?Df’ e—e, L’”, e, “‘ln:’ ,.ﬂa’ 2K
des

Durech Verbindung der aufeinander folgenden Diagonalpunkte
, Rechteck'‘- Netzes erhiilt man mit beliebiger Genauigkeit die isugnn:ﬂe”
Trajectorien des Lemniscatenbiischels. Dieselben entsprechen den ,,Jogd
rithmischen Doppelspiralen®’, die ich in der citirten Abhandlung (Ueber
logarithmische Abbildung) ausfiihrlicher behandelt habe und deren ein-

fachste Gleichung ich in dieser Zeitschrift XX, S. 6, als

/]
—i— =c.x? =%

7y

* Auf die Analogie der beiden Gleichungen, die sich auch in der Form

sin [(&+8y) —2 gl =1 und p'f—‘ =1

o i . 3 ! le
schreiben lassen, wird besonders nufmerksam gemacht. (Vergl. das Entsprechen
in der Kreisverwandtschaft von M 6bius.)
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@

- a . .
aufstelite, wo x=e® und — Tangente des constanten Schnittwinkels
f

gegen das Kreisbiischel ist. Die Gleichung der allgemeinsten ,lemnis-
Catischen Spiralen‘’ (wenn man wegen der Form der Gleichung die-
5¢n Namen beibehalten will) ist also

12) DDy oy to—+a,
q-9
Diese transcendenten Curven befolgen also das Gesetz:

Das Verhiltniss der Producte je zweier zugammengehori-
8er Radii vectores nimmt gcnmetrisch zu oder ab, wenn die
Differenz der entsprechenden Winkelsummen arithmetisch
Wichst.

Die Eigenschaften derselben lassen sich aus denen der logarithmi-
Schen Doppelspiralen einfach ableiten, was spiter an einigen Beispielen
gezeigt werden soll. Fiir jetzt sei bemerkt, dass ihre Parallelschaaren
als Isothermensysteme zu. betrachten sind, als deren isogonale Trajec-
torien sich Curven desselben Charakters ergeben.

Fiir den Fall der confocalen Lemniscaten vereinfacht sich die Gleich-
ung zu folgender:

13) D Py = Cagany
Wie schon in der citirten Abhandlung aus der Gleichung der logarith-
Mischen Spirale r= c.#® geschlossen wurde.

s Auch die anderen Specialfiille, bei denen Symmetrie aunftritt, sind
leicht 4y erledigen.

Die Allgemeinheit des durch die Gleichungen 7) und 8) dargestell-
t.'“'“ COOJ'Llinatonsystnms ist cine sehr bemerkenswerthe. Bei ausserordent-
lichey Mannichfaltigkeit der Gestaltung umfasst es neben einer Reihe
v?u symmetrischen Fiillen die von Lamé eingefiihrten.confocalen Lem-
Uscaten, ferner das System der beiden orthogonalen Hyperbelschaaren,
das qey beiden orthogonalen Kreisschaaren und endlich die Polarcoordi-
Paten und die gewohnlichen geradlinigen als specielle Fiille. Als noch
allgereinere Coordinaten liessen sich die durch Gleichung 12) dargestell-
ten lemniscatischen Spiralen betrachten; die praktische Verwerthbarkeit
derselhen mag jedoch fiir jetzt dahingestellt bleiben.

8 4 : S
S 4, Die Geometrie des Kreises, der Geraden und der projectivischen
Gebilde, transformirt durch die Funetion Z:VE_

Es handelt sich jetzt darum, die Grundlagen der aus vorliegender

fl'\
ansformation entspringenden Geometrie, die als lemniscatische
e : ; S T,
OSmetrie begeichnet werden soll, kurz zu skizziven. Dass dabei, wie
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vorher, stets nur von Hyperbeln und Lemniscaten desselben (lentrums
die Rede ist, soll nicht mehr besonders hervorgehoben werden.

Der Grundsatz, dass zwischen zwei Punkten nur eine Gerade mig:
lich ist, geht in folgenden iiber:

Durch zwei Punktpaare ist nur eine gleichseitige Hyper-
bel méglich.

Die beiden Postulate der Gleometrie verwandeln sich in folgende:

1. Die durch zwei Punktpaare bestimmte gleichseitig®
Hyperbel zu zeichnen;
2, um ein gegebenes Brennpunktpaar eine Lemniscat®
mit gegebenem Parameter P.py=c zu legen,
Beide sind mit elementaren Hilfsmitteln ausfiihrbar,

An Stelle gleicher Strecken treten Hyperbelbogen, die ,,correspon-
dirende* genannt werden sollen. Sie stehen untereinander in einer B
ziehung, die als specieller Fall der unten behandelten lemniscatischen Ver-
wandtschaft zu betrachten ist, Beispiele werden dies am besten klarlegen:

Kreise der z-Ebene mit demselben Radius ¢ kinnen zur Deckung
gebracht werden, indem man den Mittelpunkt des einen direct nach dem
des andern wandern lisst. Dem entspricht in der Z-Ebene Folgendes:
Bewegt man den einen Brennpunkt einer Lemniscate p.p,=c in der
Z-Ebene auf beliebigem Wege, z. B. auf gleichseitiger Hyperbel, nach
dem einen Bremnpunkte einer Lemniscate desselben Parameters, di®
jedoch eine andere Brennweite und Axenlage hat, so unterliegt die Curve
wiihrend der Wanderung einer stetigen Veriinderung ihrer Gestalt, schmieg?
sich in jedem Momente neuen Bedingungen an und deckt sich schliesslich
mit der zweiten Curve. Der andere Brennpunkt fiigt sich natiirlich der
Bewegung so, wie es der Begriff des Punktpaares vorschreibt.

In diesem Sinne also -lassen sich Lemniscaten desselben Parameters
P.py=c zur Deckung hringen. Wir sagen: sie sind ,,lomniscntisch
congruent' oder ,correspondirend®,

Ferner: Corvespondirende Hyperbelbogen, die Geraden von der
Linge ! entsprechen, haben die Eigenschaft, dass die Differenz der lem-
niscatischen Radii vectores, die von den Durchschnitten der l[ypf‘l'bel
mit irgend einer Axe durch den Nullpunkt ausgehen, fiir ihre Endpunkte
P.pPy—q.¢; =1 ist. Sie lassen sich unter stetiger Gestaltveriinderung auf
dem Wege zur Deckung bringen, welcher der parallelen Verschiebung
und schliesslichen Drehung einer Geraden entspricht, die mit einer an-
dern zur Deckung gebracht werden soll.

In dem Momente, wo der Hyperbelbogen den Nullpunkt passirts
degenerirt er in eine oder zwei orthogonale Gerade, wihrend die Lem-
niscate in dem Momente, wo ihr Brennpunkt den Nullpunkt durchwan
dert, zum Kreise, wo or hingegen den unendlichen Punkt passirt, zut
gleichseitigen Hyperbel wird,

s =+
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Das Resultat solcher Bewegungen unter dauernder Gestaltverinde-
m.mg im | lemniscatisch verinderlichen System‘ ist stets identisch mit
flner Abbildung durch eine einfach zu bestimmende Function, die ein
. Specieller Fall der die lemniscatische Verwandtschaft repriisentirenden
J Function ist. 8o fremdartig auch diese Bewegungen auf den ersten Blick
erscheinen mogen, so kommen sie doch in der Wirmetheorie zur Gel-
tung, sobald es sich nicht um einen stationiren Wirmezustand handelt,
s?ndfﬂ'n um eine Bewegung der Isothermen durch fortschreitende und
Sich ausbreitende Erwirmung. In der Optik tritt eine hierher gehirige
Be‘%gung sogar in die reale KErscheinung, Es handelt sich um das
Ystem der Interferenzlemniscaten und des gleichseitigen Hyperbel-
biischels, welches durch Polarisation entsteht. Die bei Drehung des Kry-

Stalls oder des Nicol’schen Prismas entstehenden Bewegungen sollen
Noch ¢

inmal zur Sprache kommen.*
Das Gegebene reicht hin, die Fundamentalsitze und Constructionen
fines gewisgen Bereiches der Elementargeometrie richtig, und zwar mit

€lementaren Hilfsmitteln , zu iibertragen. Stets wird man zum Ziele kom-
Inen

2.E

» Wenn man die einfachere Construction mit den durch z=~Z2% in die
; bene transformirten Daten in letzterer durchfiibrt und das Resultat
W die Z-Ebene zuriicktransformirt. In den meisten Féllen sind jedoch
erhehliche Abkiirzungen moglich. Hinige Beispiele von Aufgaben, deren
9sung auf der Hand liegt, werden geniigen:

) Theilung eines gégnbmmn Hyperbelbogens in zwei oder mehr
?I?l"'espnndiremle Theile und Verlingerung desselben um correspondirende

heile ;

b) Errichtung der Orthogonalhyperbel im gegebenen Punkte einer
glei‘i]ls!‘itig{'n Hyperbel und Fillen derselben von einem ansserhalb liegen-
den Pupkie auf dieselbe;

¢) Halbirang des von zwei sich schneidenden gleichseitigen Hyper-

eln gebildeten Winkels durch eine dritte u. s. w.
Cnrrespondirende Hyperbeldreiecke sind solehe, die congruenten
Teiccken der z-Ebene entsprechen und sich auf dem besprochenen
ége zur Deckung bringen lassen. Liegen sie nicht gleichstimmig, so

is R S s IR Al ST
t dag eine Dreieck vorher um die reelle oder imaginiire Axe zu klap-

4 * Durch ¢in einfaches Experiment kann man sich einen vorliunfigen Begriff
80111 solchen Bewegungen im gesetzmissig-veriinderlichen System machen. Man
gouvel €lnen geraden ]\I‘G]Si\'fj‘?@l mib sl_llegeindl‘lll ]\T&Ilttl-dllf eine mit zwei ortho-

den Para)lelschaaren bedeckte Papierfliche und bringe das Auge senkrecht

el und ' ige. :
: 3tLr die Spitze des Kegels, Bewegt man dann die Zeichnung in beliebigem Sinne
ntey 3 . gt : : : : : .
8 lel dem Kegel fort, so bewegen sich die Spiegelbilder der Parallelschaar, zwei
1Ch g

chneidende Curvensysteme, unter stetiger Gestaltveriindernng. Die Bewegung
5 '8 gefirbten Kreises in einem der Parallelstreifen wiirde im Spiegelbilde die
“ besprochene Bewegung der Lemnigcate einigermassen veranschaulichen kiunen.
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pen. Dass die Winkel solcher Dreiecke gleich sind, folgt aus dem i80°

gonalen Charakter der Verwandtschaft Z=pz. An Stelle der Seiten-
gleichheit tritt Folgendes: Bezeichnet man die Durchschnitte der eiB
Dreieck 4 BC bhildenden gleichseitigen Hyperbeln @, b, ¢ mit einer be-
liebigen Geraden dureh den Nullpunkt beziiglich mit P, 0, R, P o Ry,
so sind die ,lemniscatischen Entfernungen* der Punkte 4, B und C vor
einander charakterisirt durch die Differenzen folgender lemniscatischel
Coordinaten :

14) PC.P,C— PB.P\B, Q4.0 4—0C.0,C, RB.R,B— RA. R A
Sind diese Relationen fiir zwei Hyperbeldreiecke identisch, so sind di€
Dreiecke correspondirende. Die Uebertragung der anderen Congruen?:
sitze ist ohnme Schwierigkeit. — Sind iibrigens A, p, », Ayiflyy ¥y die
Winkel der lemniscatischen Radii vectores gegen die zu Grunde gelegte
Gerade, so stimmen in correspondirenden Dreiecken auch die homologed
Differenzen der Winkelsummen

1) (w4u)—(+h), (4+d)—(eta), () —@+v)
iiberein.

Sind die Ausdriicke 14) fiir zwei Hyperbeldreiecke proportional,, 8¢
stimmen die Dreiecke gleichfalls in den Differenzen 15) iiberein. Si®
sind ,,]lemniscatiseh #hnlich*. In leicht zu ermittelnden Specialfillen der
Lage kann die lemniscatische Aehnlicheit in die gewdhnliche Aehnlich:
keit iibergehen.

In #hnlicher Weise findet die gesammte Geometrie der Lage ihre
Uebertragung, withrend die Geometrie des Masses nur in speciellen Fil-
len der Uebersetzung fihig ist.

Aus den wesentlichsten Eigenschaften der Potenzlinien z B, schliesst
man auf die analogen der Potenzhyperbeln. Die Siitze von den Aehn-
lichkeitspunkten, von Pol und Polare, der Pascal’ sche und Brian-
chon’sche Satz (zunichst fiir den Kreis) sind leicht zu iibersetzen:
Offenbar ist auch das Tactionsproblem, eine Lemnicate zu construireé™
die drei gegebene Lemniscaten desselben Centrums beriihrt, mit elemen”
taren Hilfsmitteln durchfiihrbar.

Sind ferner P, () und R, S zugeordnete harmonische Punkte in der
z-Ebene, und p, ¢, », s ihre Entfernungen vom Durchschnitt der &€
raden mit einer durch den Nullpunkt gelegten Axe, so ist das UOPP‘"I‘
verhiiltniss

Lesls S

TRt S5

)‘~([..\'-—-]'I7

Durch Transformation Z=yz gehen die vier Punkte in vier “.“f
einer gleichseitigen Hyperbel liegende Punktpaave iiber, die man ,,lemn!s
catisch - harmonische* nennen kann. Die lemniscatischen Radii vectore
Jeder der beiden Punktgruppen, bezogen auf die Durchschnitte der Hype™
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Bel mit der durch den Nullpunkt gelegten Axe, geniigen demnach der
Relation

16) T fgae Rl S iira Beds iy

PPy — gy S S —PPy

Die Relation fiir die Winkel harmonischer Strahlen a, b, &atly

17) sin(ac) oin(0) _ _ 4
sin(be) sin(ad) :

bleily fir die von den entsprechenden Hyperbeln gebildeten Winkel

Unverindert hestehen. Fiir die lemniscatischen Radii vectores, bezogen

auf dip Verbindungslinie des Punktpaares, von dem die Hyperbeln aus-

Strahlen, verwandelt sie sich bei entsprechender Bezeichnung in folgende:

18) sin Uy-}—y,} — (e4a)] . sin[(04d,) — (B+B,)] N

sin[(y4y,) — (BB . sin[(840,) — (e e)

\Veitbie Siitlze‘ iiber harmonische Punkte und Strahlen sind nun ohne

€res auf die lemniscatisch -harmonischen Punktpaare auf gleichseiti-

ger Hyperhel und auf lemniscatisch-harmonische Hyperbeln durch ein
] Unktpaar zy iibertragen.

! < _']'?'tZt ist es leicht, die Fundamentaleigenschaften projectivischer
G(“-bl]de in

— 1.

7 die lemniscatische Geometrie einzufiihren. Wir werden der
Wrze halber dabei im Allgemeinen nur von Punktquaternionen in einer
albebene sprechen. Fiir die paarweise zugeordneten Punkte gilt dann

d&SSe]be_

.SCIlneid('t man vier von einem Punktpaare ausstrahlende
gle“ﬂlseitige Hyperbeln durch beliebige gleichseitige Hy-
Perbeln desselben Centrums, so ist fiir die lemniscatischen
J:]ft:'idtitnaton der H'chnit#pnnktc, hezuge.n :fuf die -Du-rch-
: ¢ der schneidenden Hyperbeln mit einer beliebigen
V::]?slin.durch den Nullpunkt, das lemniscatische Doppel-

niss stets constant, also:

Py —p.pg S.8,—q.q, sin(ac)sin(bd)
]9) il:'T[‘—ql L S —D. Py = sin (,',_(_)\n;itr d)
:12{{24_ Ellt_,(,ﬂ_}_al)l Sm_l(d"*ﬂal) — (B+B, ] = consi
sin[(y+y,) = (B+B)] sin [(8+0,) — (¢—ey)] :
1“91‘!1(\1‘:
gendZiOiI)It man durch vier auf gleichseitilgm' I'[_)'/porbe] lie-
belno unktpaare beliebige Biischel gleichseitiger Hyper-
desselben Centrums, so ist stets das lemniscatische
°Phelverhiiltniss constant, also

Sin(ac) sin(bd) sin[(y+y,) — (e+a)] sin[(d43,) — (B+5,)]

sin[(y+9,) — (BFB)] sin[(8+9,) — (et )]

20) i (bc) sin(ad)

Skl By (0 AT S e

% =.consl.
r.ry—q.qy S:5 —P.Py
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e e PRSP

Das Princip der Dnualitit bleibt in voller Allgemeinheit hestehen:
So entsprechen sich z B, folgende Siitze:

a) Die Durchschnitte entsprechender Elemente zweiel
lemniscatisch-projectivischen Biischel gleichseitiger Hyper”
beln desselben Centrums liegen auf einer Curve Viel'tc.n
Grades mit zwei Brennpunktpaaren, deren Gleichung 1?
lemniscatischen Coordinaten sich auf eine der folgende?®
Formen reduciren lédsst:

( P.P,+ q.9, =c, der Ellipse entsprechend;

21) a0y —r/.lql:r, de}r Hyperbel entsprechend ;
p.p ('U.ﬂ‘gi-t.gl:L, der Parabel entsprechend (Polargleichuns

\ 2 : fiir ]31'ennpunl<t)-

6) Die Verbindungshyperbeln entsprechender Element®
zweier lemniscatisch-projectivischer Punktreihen aui'g]eiﬁh’
seitigen Hyperbeln desselben Centrums haben eine der sub
21) genannten Curven vierten Grades zur Enveloppe. ;

In Betreff der Parabel sei bemerkt, dass, wenn der Brennpunkt 1%
Nullpunkte liegt, die Gleichung der transformirten Cnrve wird

=P
r cosir = / e

woraus folgt, dass siimmtliche Parabeln, die den Nullpunkt zum Centro™

haben, durch die Abbildung Z=}z in Gerade iibergehen, so dass M
aus Sitzen iiber Parabel und Gerade entsprechende iiber Gerade BP
gleichseitige Hyperbel ableiten kann.

Dass von den Curven 21) der Pascal’sche und B 1'iﬂnchon'schﬂ
Satz ete. Geltung haben, nur dass man statt ,,Gerade‘* zu setzen hat
»gleichseitize Hyperbel®, ist selbstverstindlich, :

Als besonders interessant seien erwihnt die Uebertragungen der
Siebeck’schen Curvenschaaren,® die mit den elliptischen Funectioné?
zusammenhiingen.

Die Analoga der Methode der reciproken Radii vectores und dc..l‘
Kreisverwandtschaft, bei welcher die Doppelverhiltnisse in noch allgeme!
g be-

nerer Glestalt auftreten, sollen im folgenden Paragraphen besonder
handelt werden,
§ 5. Lemniscatische Reciprocitdt und lemniscatische Verwandtschﬂ-ﬂ'

. > ; :ndem
Angenommen, zwei Ehenen stehen in der Beziehung, dass jede

7 s . . 5 L o ht‘
Punktpaare der einen ein und nur ein Punktpaar der andern entspric

(_)1.9116’5

* Siebeck: ,Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades ete.,
Journal Bd, 57 und 59,
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nd dagg je vier Punktpaaren der ersteren, die auf einer der Lemnis-
‘aten degselben Centrums liegen, jedesmal vier Punktpaare der andern
entspl‘eehen, die gleichfalls auf einer solechen Lemniscate liegen, kurz,
(_laSS unter allen Lemniscaten eines gemeinschaftlichen Centrums der einen
“bene jedes Individuum einem solchen unter den Lemniscaten desselben
ftrums in der andern Ebene entspricht, dann steht jedes Gebilde
€T einen Ebene zu dem entsprechenden der andern in einer bestimmten
8€0metrischen Beziehung, die man als lemniscatische Verwandt-
Schaft bezeichnen kann.

Die Realitit ihrer Existenz und ihr isogonaler Charakter gehen

Sc} g :
o0 daraus hervor, dass kreisverwandte Gebilde der z-Ebene durch

di . =t S : ;
? Abblldung Z=}/z in lemniscatisch verwandte iibergehen. Der Be-
re s : i i .
lch  dieger Verwandtschaft ist ferner ein scharf begrenzter, da die

Abb“dung z=72

v lemniscatisch verwandte Systeme in kreisverwandte
iberfiihyt

sobald der Nullpunkt der Transformation mit dem gemein-
Schaftlichen Centrum jedes Systems zusammenfillt. Jedoch diirfte auch
er roin geometrische Nachweis, der dem von M&ébius fiir die Kreis-
‘?rwandtscimf't gegebenen entsprechen wiirde, ohne Schwierigkeit durch-
thrhay sein. Hier soll dieser Weg nicht eingeschlagen werden, da
Shon dag Studium  der Mébius’schen Abhandlung dem Anfinger einige
c_hwiel‘igkeiten bereitet, die hier in erhthtem Masse eintreten wiirden.
Tecter fiihyt Folgendes zum Ziele:
. Die Eigenschaften der Kreisverwandtschaft werden besonders iiber-
SECht]idl durch den Umstand, dass sich dieselbe im Wesentlichen auf die
*ansformation durch reciproke Radii vectores zuriickfithren Lisst. Man

at . . :
Se Bur vom Massstabe der Zeichnung, von der speciellen Lage des
blldendnu

Ystems
umﬁtﬁnde
Ung erled;

Jentrums (des Nullpunktes) und von einer Drehung des
(Richtung der reellen Axe) abzusehen. Alle diese Neben-
beeinflussen den geometrischen. Charakter der Gebilde nicht
gen sich durch Congruenz oder Aehnlichkeit. Analytisch'ge-
Spr g az b ; { 3

Prochen. pie Abbildung Z:—j_ — lisst sich durch lineare Substitu-

cz+4d

tig 1
1en anf sz- reduciren,

Al
Gang analog lisst sich die lemniscatische Verwandtschaft zuriick-

1 I -

E:‘]rlne;:ioaur eine Op.era.tinn A di(’:. bei der Abbildung Z= KZ dex -'I‘rans-
N 111 durch reciproke Radii vecfoms- entsprechen ?\’ iirde, die man
18¢h als lemniscatische Reciprocitit oder als isothermische

Plegely ng cegen die Lemniscate bezeichnen diirfte. Letzterer

am 3 > s A : ik
& erempheh]t sich deshalb, weil jede isothermische Spiegelung durch
- 4D8form

Nents i,

)

ation vermittelst einer bestimmten Funection complexen Argu-
die wirkliche Spiegelung gegen eine Gerade verwandelt wer-
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. sy . . - 0
den kann, woraus gleichzeitig folgt, dass alle diese Spiegelungen 1BV

lutorisch sind.

Wiederum miisste bei der Reduction der lemniscatischen Verwand®
schaft auf die lemniscatische Reciprocitit von den genannten Neben
umstéinden zu abstrahiren sein.

Da die Lemniscate im speciellen Falle zum Kreise, resp. zur glcich'_
seitigen Hyperbel wird, so ist die Methode der reciproken Radii vectore®
und ebenso die isothermrische Spiegelung gegen die gleichseitige Hype:
bel, die ich in der bereits citirten Abhandlung als ,,Uebertragung VoD

: ] . . o in
Hyperbel auf Complementarhyperbel® bezeichnete, als specieller Fall 1
1 il

der jetzt zu behandelnden Spiegelungsmethode enthalten. Dort ge.sc;l”s
das

die Uebertragung durch confocale Ellipsen. Man wird jetzt gehen,

& . . er-
sie auch durch orthogonale Hyperbeln und Lemniscaten vermittelt ¥

S A YL . . : r
den kann, ebenso, wie jedes Spiegelbild gegen die Gerade nicht ™

durch Lothe, sondern iiberhaupt durch orthogonale Curvenschaaren erzeng!
werden kann, die symmetrisch gegen die (Gierade sind.

Die Spiegelung gegen die Lemniscate ist also eine Operation s
bemerkenswerther Allgemeinheit.

Um ihren Charakter zu skizziren, sind in Folgendem die ents]{":
chenden Eigenschaften der Kreis- und der lemniscatischen Reciproclta'
tabellarisch zusammengestellt. Der Radius des spiegelnden Kreises 89

% 5 z A . or-
r=1, die Entfernung seines Centrums vom Nullpunkte der Transf

mation Z=}/z sei e. Entsprechend sei der Parameter der spieglﬂ"dml
Lemniscate p.p, =1, die Entfernung der Brennpunkte vom Nullpu® xte
der Z-Ebene sei l/z— Da ¢ ganz beliebig sein kann, so ist durch d;'esﬂ
Bestimmungen die Allgemeinheit nicht beschriinkt, die ganze MannI¢
faltigkeit der Lemniscaten kommt zur vollen Geltung.

Reciproke Radii veetores. Lemniscatische Recipmcitht.

F . i ; reeal®
1. Jeder concentrische Kreis mit 1. Jede confocale Lemlﬂﬁ‘“f
% k: : : - St 0"
Radius r=¢ geht iiber in einen p.p =c geht iiber in eine con
; s gt 1 1
concentrischen mit Radius r = —. cale p.p, =—.
C (5
: g SRS R s al-
2. Jeder Radius der concentri- 2. Jede gleichseitige Orthogo? i
zet

schen Kreisschaar erzeugt sich selbst hyperbel der Confocalschaar er
wieder. sich selbst wieder.
Ab

3. Der #Hussere und innere Raum ¢
ent”

3. Streng genommen ist die

des Kreises werden eindeutig auf-
einander abgebildet. Der Nullpunkt
und der unendliche Punkt entspre-
chen einander. — Die Abbildung

bildung eine zweideutige. So 2
spricht der unendliche Punkt de
heiden Brennpunkten, die imﬂ:é'mm
Axe und die Verbindungslini®
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te
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T S S

Wi . SpTe
b d mit ¢lementaren Hilfsmitteln
ewel‘kstel]igt.

. E;Ei“ Kreis mit‘Radius r=c,
nbbildzug auf den die ]fof.enz des
.. énden Centrums ¢ ist, geht
tiber in einen Kreis mit Radius

RESC b
Z> In Bezug auf den die Po-
teny . 1
des abbildenden Centrums 7 ist,

Die Mittelpunkte beider Kreise

entgy . ; ; . &
Prechen einander im Allgemei-

0en pie : ¥
nicht. Jst der eine vom abbil-

den
den Centrum um «a entfernt, so
hay

. : ; ; a

ler andere die Entfernung

Beiqe 13 :

Abh'i liegen auf einer durech das
i o :

: dungseentyum gehenden Ge-
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Brennpunkte fiihren gleichfalls auf
Zweideutigkeit, die Spiegelung gegen
die gleichseitige Hyperbel ist durch-
aus zweideutiz. Beschrinkt man
jedoch die Betrachtung auf die Halb-
ebene rechts von der imaginiren
Axe, so kann man die Zweideutig-
keit vermeiden. Nur muss die
Strecke von ( bis I/rm' aufgeschnitten
gedacht werden, — Die Abbildung
wird elementar bewerkstelligt.

4, Eine Lemniscate mit beliebi-
gem Brennpunktpaare und dem Pa-
rameter ¢.¢, = ¢, in Bezug auf
welche die lemniscatische Potenz ™
der abbildenden Brennpunkte p?. p,®
— 2 ist, geht iiber in eine Lemnis-

. (‘
cate mit dem Parameter ¢.g, =

in Bezug auf welche die lemnisca-
tische Potenz der abbildenden Brenn-

punkte p*.p= = ist.

Die Bronnpunkte beider Liemnis-
caten entsprechen einander im All-
gemeinen nicht, Ist fiir das eine
Paar die lemniscatische Entfernung
vom abbildenden Brennpunktpaare
p.p = a, so ist fiir das andere Paar

a

p.p= 5 Beide Paare liegen auf

der durch das abbildende Brenn-
punktpaar gehenden gleichseitigen

Hyperbel.

Der Begriff der lemniscatischen Potenz ist leicht, nur etwas umstiindlich

168t ein Punktpaar ausserhalb der Lemniscate, so lege man durch das
ez;ac:u: L;iue fflngire]ltl{t Hyperbel. Ts_t', l]‘Cl' }'au‘:unuit‘er 1.1(.‘5 Berlihrungspunktes
o ?11 113‘1 das Punk.tpa.:ar p. oy =1, 80 st t‘. die ](!)J.lnlSD{l.i.JSC]lU ],’otel_w des Punkt-
ezug auf die Lemniscate. Liegt hingegen das Punktpaar innerhalb, so
errid]t.‘ine gle-ichsei.tig.e Hyperbel l_h}r:uh das Punktpaar und die lja.l'clll_ll'llll]kte
g auf dieser im Punktpaare die Orthogonalhyperbel. Jetzt ist das Qua-

at v
m Par: 3 :
1 Parameter des Schnittpunktes (gegen das Puuktpaar) als Potenz za be-

Wachte,
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5. BSchliesst der abzubildende
Kreis das Abbildungscentrum aus,
so ist letzteres iusserer Aehnlich-
keitspunkt der beiden sich entspre-
chender Kreise; schliesst er es ein,
s0 ist es innerer Aehnlichkeitspunkt.
Alle drei Kreise haben gemeinschaft-
liche Potenzlinie.

6. Einfacher ist Alles auszu-
driicken, wenn der abzubildende
Kreis den abbildenden unter einem
Winkel « schneidet. Der reciproke
schneidet dann in denselben Punk-
ten unter dem Winkel —«. Ortho-
gonalkreise des abbildenden gehen
also in sich selbst tiber. Zwei be-
liebige Punkte und ihre Abbildun-
gen liegen stets auf einem Ortho-
gonalkreise .des abbildenden Kreises,

7. Jede Gerade in Entfernung
¢ vom Transformationscentrum geht
iiber in einen durch letzteres gehen-
den Kreis, dessen Mittelpunkt auf
der Normale der Geraden in Ent-

1 :
fernung 5 vom Centrum liegt.
¢

Umgekehrtverwandeln sich Kreise
durch das Centrum in entsprechende
Gerade.

5. Schliesst die Lemniscate da8
abbildende Brennpunktpaar aus, 80
schneiden sich in letzterem die 8¢
meinschaftlichen #Husseren Bertihr®
ungshyperbeln der sich entsprechen”
den Lemniscaten. Schliesst sie €
ein, so ist das Bronnpunktpﬂffr
Durchschnitt einer leicht zu definl”
renden Hyperbel mit der durch beide
Brennpunktpaare gehenden glf‘-i"h'
seitigen Hyperbel. Alle drei Len-
niscaten haben eine gemeinschaﬁ'

liche Potenzhyperhel.

6. Einfacher wird der Ausdfﬂck’
wenn die abzubildende Lemniscat®
die abbildende unter dem Winkel &
schneidet. Die reciproke schl’!ﬁi‘let
dann in denselben Punkten unte
dem Winkel — a. Ort]mgona”em'
niseaten der abbildenden gehen also
in sich selbst iiber. Zwei beliebig®
Punktpaare und ihre Abbildunge®
liegen stets auf einer Ort]mgol“_‘l'
lemniscate der abbildenden Lemnis®
cate.

7. Jede gleichseitige Hfo”rbe]
in der lemniscatischen Entfernuds
p.p;=c¢ vom abhildenden C(‘”“-u.m
(welche also die confocale L‘)mnl.s-
cate p.p, =c beriihrt) geht tiber B
eine durch das abbildende Bren™
punktpaar gehendeLemniscate, dere®

e
Brennpunkte von letzterem die 1"11

. . g —_——
niscatische Entfernung p.p; = 9¢

haben und auf der ()rtl]ogonalhyl‘er'
bel liegen, die vom abbildende®
Centrum auf die erstgenannte Hy
perbel zu fillen ist.

Umgekehrt verwandeln sich Te™”
niscaten durch das Centrum in €2
sprechende gleichseitige Hyp(‘l'be‘]n'

-

n

de;
ter
tor
mj;
enf
de]

Ky
Py
Uy

lisg

mit
W,
bil,

vy
Sen
for




8. Das Kreisbiischel durch die
unkte r, © und Ty verwandelt

. { 1
Bich in dag Kreishiischel durch —, o
2

1
ng a} ;.
deg ersteren geht in die des letz-
te"}l liber. Jade isogonale Trajec-
t‘)‘l'"‘anschaar des erstern (logarith-
Wische Doppelspiralen) wird in die

entay .
ID:E’I’l(‘(:Emn(!c des letztern verwan-
Qelt,

Die Orthogonalschaar

9
Kreis
Punk¢
Umk]ap

‘-isch m

Die Reciprocitit gegen den
mit Radius 7=1 um den
@ bi ist, abgesehen vom
Pen um die reelle Axe, iden
it der Abbildung

SRR R
a+“+;—(ﬁ+b?’)'

Die

Spiegelung gege
mit Plegelung gegen den Kreis

adiug » —¢ ym a -+ bi ist im

es : 2 i 2
_“Sentlichey identisch mit der Ab-
ﬂdung

R
) +:—{fr+bz")'

1 S ; !

Vert'u. Die Splﬁg(‘hlllg gegen die

“Heale Gerage 21— 0 ist im We-

Sentlie : ;
hen identisch mit der Trans-
ﬁl‘mation

o2

S=9u- 7
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8. DasLemniscatenbiischel durch
die Punktpaare

(p.py=r, 3+ 8, =]

[p.py=r, 84+ =09,
verwandelt sich in das Lemniscaten-
hiischel durch

: 1
[]’-1'11:‘;1 {}'*"31:‘17]

und

und

1
[ﬂ.pl=;, U ol :fpl};
1
die orthogonale Lemniscatenschaar

des erstern in die des letztern, Jede
isogonale Trajectorienschaar des er-
stern (allgemeine lemniscatische Spi-
ralenschaar) geht in die entspre-
chende des letztern iiber.

9. Die isothermische Spiegelung
gegen die Lemniscate p.p, =1 um
das Punktpaar J« + 67 ist im We-
sentlichen identisch mit der Abbhil-
dung

Z=]/rr+n;n'—}— : L

z? — (a4 bi)
(f'iir die Schleifenlemniscate um + 1
also Z= /I—Q—;zl_l’.
Die Spiegelung gegen die Lem-

niscate p.p, =c um }/ni-{—jr' redu-
cirt sich auf die Abbildung

e e
7= bi+ - —
< V“—i_ ‘+:2—-(u+hij
10. Die Spiegelung gegen die
Hyperbel durch das

cleichseitige
Punktpaar /@ mit den Brennpunk-
ten J/2a wird reprisentirt durch die
Funetion oo

Z = I/Q Umin 2
Sind z. B. die Brennpunkte + 1,
so ist die abbildende Function
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Bei dieser Spiegelung bleibt der
Radius des gespiegelten Kreises un-
geindert. Geometriseh kann die
Operation durchgefiihrt werden durch
Lothe, die um sich selbst verlingert
werden, — Gerade gehen in Gerade
iiber.

11. Ist der abbildende Kreis mit
Radius »=¢ um den Nullpunkt ge-
schlagen, so ist die abbildende Fune-

tion

12. ‘Transformirt man ein Kreis-
biischel durch reciproke Radii vec-
tores mittelst beliebigen Kreises, der
einen der Biischelpunkte zum Cen-
trum hat, so geht das Kreisbiischel
in eine Radienschaar, die Kreis-
schaar in ein System concentrischer
Kreise iiber. . Die logarithmischen
Doppelspiralen, welche die isogona-
len Trajectorien des Biischels sind,

gehen in logarithmische Spiralen iiber.

13. Die Aufgabe, den Raum zwi-
schen zwei sich nicht schneidenden
Kreisen in -einen concentrischen

e
A AP AP NN - P NP PP P PP Pt PP NANPPI T

Bei dieser Spiegelung bleibt der
Parameter p.p, ungeindert. Der
Brennpunkt 4 geht in ]/.l"-l2 iiber:
Die Spiegelung kann vollfiihrt wer

: die
um correspondirende Bogen verldn-
gert werden.® (GHleichseitige Hype™
beln gehen wieder in solche iiber:

den durch Orthogonalhyperbeln,

11. Ist die Lemniscate im SP®
ciellen Falle ein Kreis um den Null-
punkt, so bleiben die allgemﬁiﬂeu
Gesetze bestehen. Transformatiol
durch reciproke Radii vectores vom
Nullpunkte aus verwandelt also 6%
niscatenschaaren wiederum in soleh®
so dass’ z. B, Fig. 3 durch dies
Operation in Fig. 4 iibergeht.

12. Wird ein durch zwei Punk®
paare gehendes anniscatonbiiﬁc]‘"‘
durch eine Lemniscate , dere?
Brennpunkte mit einem Biischel
punktpaare zusammenfallen, L
thermisch gespiegelt, so entsteht
ein Hyperbelbiischel. Die Orthog®
nalschaar geht in eine Schaar coh*
focaler Lemniscaten iiber, Die €2t
sprechende Curvenschaar 12) Ve©
wandelt sich in eine von der For™
13).

13. Die Aufgabe, den Raum ”:‘w
schen zwei beliebigen, sich nich
schneidenden Lemniscaten in eine

* Da die Spiegelung auch durch confocale Ellipsen vermittelt werden kant
so ergiebt sich mancher interessante Zusammenhang. Schliigt man z B. mit der
Halbaxe einer einfachen Lemniscate einen Kreis um den Scheitel der confocal®
Schleifenlemniscate, so trifft man die imaginire Axe im Schnittpunkte derselbe?
mit der ersten Lemniscate. Das Verhalten ist also iihnlich dem der _!<}11ipseti
halbaxen, So ergeben sich manche Constructionserleichterungen, z B. zur I el_
stellung des Netzes in Fig. 3, resp. 4, wo stets je acht Punkte auf einer der con

focalen Ellipsen liegen, Auch fiir die Construction des Netzes der sinam-, C05%

M=

dam-Curven (modx positiv, reell und < 1) ist dies zu verwerthen.




1}
I}
il

o

Kreigy
fIsring zu verwandeln, hat also

fi .

Olgende geometrische Lisung: Man

Construire
I'eige

die Potenzlinie beider
» 8chlage um einen beliebigen
unkt derselben einen Orthogonal-

rej d
€18 und nehme einen der Durch-
Bchnltte (]E

d er g

sselben mit der Centrale
egehenen Kreise zum Centrum
[.le" fl‘l'ansformation dureh reciproke
Radij Vectores, Der Radius des spie-
gelnden Kreises ist beliebig. Von
®r Wahl des Biischelpunktes hiingt
» Welcher Kreis der innere

lib 14, Diese Transformation und
3 erhaupt jede Kreisverwandtschaft
i - : 3 .
%8t sich reduciren auf die Abbil-
g durch efne Funetion von der
'Drm

g SEEY,

cz4d
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confocalen Lemniscatenring zu ver-
wandeln, hat also folgende Liosung:
Man construire die Potenzhyperbel
beider Lemniscaten, lege um ein be-
liebiges Punktpaar derselben eineor-
thogonale Lemniscate und mache ein
Durchschnitts - Punktpaar derselben
mit der Centralhyperbel zu Brenn-
punkten derspiegelnden Lemniscate,
deren Parameter beliebig ist. Von
der Wahl des Durchschnitts - Punkt-
paares hiingt es ab, welche Lemnis-
cate die innere wird.

14. Diese Transformation und
iiberhaupt jede lemniscatische Ver-

wandtschaft lisst sich reduciren auf

die Abbildung durch eine Function
von der Form
z—7/ 2 Fb
55 ct4a’
der noch eine additive Constante
hinzugefiigt werden kann.

Nas
. Fiir qas Spiitere sei noch bemerkt, dass die Drehung einer Geraden
éinen heliebigen Punkt ein Resultat giebt, welches der Transfor-

Mmatj 7
ation 7 — + (cosa +isine)(z—a

) entspricht. Folglich wird die in der

Ptik auftretende Drehung der Polarisationshyperbeln um das Brenmn-

Pn“ktpaar

I/E in ihrem Resultate dargestellt durch die Abbildung

7 3y/5 oL (cokt B i ) (i)

Blejc}

Das Regultat entspricht also stets der Spiegelung gegen eine der
‘Seitigen Hyperbeln durch einen Punkt.

u - . .
Ferner 15t noch von Interesse die Frage, auf welehen Curven

ag

isothermischen Spiegelung gegen die Lemniscate
érgrosserungsverhiltniss constant ist, d. h. fiir welche

u . . a
P;ﬂfte der absolute Betrag des Differentialquotienten constant ist. Zwei
Glalfille geben ein einfaches Resultat.

Da der Differential-

glej ]l‘r"_ Die Function Z=p/1—z? vermittelt die Spiegelung gegen die
qu “hseitige Hyperbel mit den Brennpunkten + 1.
Otient

Zeit
*Ohrift £, Mathematik u, Physik, XXI, 5.
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&l mn
dz  /1—22
fiir reelle Werthe des Arguments, die kleiner als die Einheit sind, reell

ist, so folgt aus

G e T > ‘:r’” 8

1— (x4yi)?
die Gleichung :
TR T — yi
X—FVi=—

Yi—(z—yi}’
also entsteht durch Multiplication und Radicirung der absolute Betrag
g Lt JeAT Sf " BT S s e R
Va+etyyU+ae—y)d—a+y)d—a—yi) Vp.p

wenn p und p, die von + 1 ausgehenden Radii vectores sind.*

Setzt man diesen absoluten Betrag, also auch das Vergrisserung®
verhiiltniss R =c¢, so ergiebt sich Folgendes:

Bei der isothermischen Spiegelung gegen die gleic]"
seitige Hyperbel mit den Brennpunkten + 1 ist das Vergro#”
serungsverhiltniss constant gleich ¢ fiir die Punkte der
Curve

4

22) S

PPy

d. h. fiir die Individua der Orthogonalschaar des durch 0
und + 1 gehenden Biischels von Schleifenlemniscaten.

[Vergl. Fig. 4 und Gleichung 11)].

Nun verwandelt sich aber bei der Abbildung Z:}/IV-—N:_E der Pard’
meter p.p;, von + 1 aus gerechnet, in das Quadrat des vom Nuﬂplﬂ‘kf‘c
ansgehenden Radius », und umgekehrt 2 in p.py.  (Vergl Beitrige sl
Theorie ete. 8, 235.) Tolglich: Die durch Gleichung 22) dal‘gﬂﬂwﬂw
Curve geht iiber in die Lemniscate

. = 1

23) —_—
p.py ¢
Die Curve 22) und ihr Spiegelbild 23) gegen die gleichseitige I[y[’m‘bel
haben also folgende Beziehungen:
1. Ihre Parameter (in Bezug auf Radii vectores von 0 und i»l
aus) sind reciprok.
2. Ist der Brennpunkt der einen -+ A, so ist der der ander?

9

:(f’

[ = . . . e e
+ /1—i% liegt also das eine Paar auf der imaginéiren Axl,
so liegt das andere auf der reellen, und zwar ausserhalb T-*°

* Multiplication von (1+a+y2) und (1+x—yi) giebt das Quadrat des gbso:
luten Betrages jeder dieser conjugirten Zahlen, d. h. den Radius vector p im
drat, Der Richtungssinn des Radius vector wird durch diese Multiplication gewis:
sermassen eliminirt,

Qut
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3. Ist die Brennpunktsgleichung der einen Lemniscate p.p, = x,
so lautet die der andern genau ebenso; nur sind die neuen
Brennpunkte zu Grunde zu legen.

4. Hat die eine den Umfang u, so ist der Umfang der andern c.u.

5. Ist die eine in gleiche Bogen getheilt, so wird, wenn man
durch die Theilpunkte Orthogonalhyperbeln zur spiegelnden
Hyperbel oder Lemniscaten durch 0 und -+ 1 legt, auch die
andere in gleiche Bogen getheilt.

Hier ist also die Analogie mit der Transformation durch reciproke
r
‘lleilung einer einfachen Lemniscate zu der einer aus zwei Ovalen be-
Stehengey ibergehen kann, dirfte fiir das Gebiet der Curventheilung von
Uteresse sein.
Aehnliches geschieht bei der Spiegelung gegen die Schleifenlemnis-
Sind ihre Brennpunkte + 1, also auch der Parameter gleich 1,
%0 Wird diese Transformation vermittelt durch

z:}/1+_2,1, Tz

dzis —2 —1

dz 7~f71 e Alrii—:
(=12 14

si“}:t'}’llclrt man hier die Gleichungen conjugirten Arguments, so ergiebt
e
als absoluter Betrag

Cate,

Hier it

B — 3 1 ‘,__( il )lf:

e tyit H@w—yit D@+yi—H@—yi— D" \p.p/ "’
Wobei diq Radii vectores wiederum von =+ 1 ausgehen. Setzt man R=¢,
80 fﬂlgt: =

_ Bei
die conf
Serungs

der Spiegelung gegen die Schleifenlemniscate sind
ocalen Lemniscaten die Curven constanten Vergris-
2 verhédltnisses, und zwar ist dasselbe constant gleich
Ur die Lemniscate

24) 5

p.py =€,

ig 2 P o

hig, 58 geht aber durch die Transformation iiber in die confocale Lem-
Cate
%) P.p, = c.

Setat man o
H

i gk i . , :
=z, also c¢%=— und c=#%"7, so ergiebt sich der Satz:
*

%

1 q; - 1 . :
die reciproken Parameter x» und 25,80 ist der Umfang

eg . v
“Weiten dag x—"-fache vom Umfang des erstern.
24%

adii vectores eine sehr weitgehende. Der Umstand, dass man von der

aben zwei confocale Lemniscaten mit Brennpunkten

e Lo =
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Sind z B. die Parameter 2 und &, so verhalten sich die Um-
1 o
finge wie I:/—_g. Ist die eine Curve in gleiche Theile getheilt, s0 wird

die zweite durch die Orthogonalhyperbeln, die durch die Theilpunkt®
gelegt werden, ebenfalls in gleiche Theile getheilt.

Bei der Spiegelung gegen die Lemniscate allgemeiner Gestalt geheint
diese Analogie mit der Kreisreciprocitit aufzuhéren. Sind z. B. die
Brennpunkte ]/E und der Parameter die Einheit, so ergiebt sich auf
demselben Wege, dass die Curven constanten Vel'griisam'ﬂngwurl:.‘illuis-
ses ¢ die Gleichung

26) —
PPt ¢ 9

re

/o
haben, wo die Radii vectores p, p», von + 1, ¢, ¢, von _«!_jl/l-+ g

und » von () ausgehen.

Jetzt ist es leicht, die allgemeinen Eigenschaften der lem1'1'1scati:">chel11
Verwandtschaft nach Analogie der Mobius’schen Abhandlung iiber d}‘)'
Kreisverwandtschaft auszusprechen. Wir beschriinken uns darauf, die
wichtigsten Sitze iiber Doppelverhiltnisse und Doppelwinkel, die Mé-
bius fiir Punktquaternionen in kreisverwandten Ebenen aur'geste]lt hat,
zu iibertragen. Um Zweideutigkeiten auszuweichen, nehmen wir stets
an, dass die Punktquaternionen sich in einer Halbebene befinden; dan®
gilt jeder Satz gleichzeitig fiir die vier zugeordneten Punkte.

Sind 4, B, ¢, D und a, b, ¢, d entsprechende Punkte kreisve™

wandter Ebenen, so ist
AB.CD ab.cd

BC.D4 be.da’ :
also, wenn man die Durchschnitte der Geraden 4B, BC, CD und D4
mit einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden P, 0, B, S nennt 8"
in der andern Ebene die entsprechenden Buchstaben wihlt:

(PB— P4)(RD— RC) - (pb—pa)(rd —rc)
(0C—0B)(S4—8D)  (gc— qb)(sa —sd) "
Durch die Transformation Z:]/Z_ geht der Satz in folgenden iiber:
Sind 4, B,C, D und a, b, ¢, d entsprechende Punkte 18™"
niscatisch verwandter Halbebenen, und bezeichnet man die
Durchschnitte der durch 4 und B, B und ¢, Cund D, D und ?
gehenden gleichseitigen Hyperbeln mit einer durch de?
Nullpunkt gelegten Geraden mit 2, B 050 Bashig S, S.“
wihrend man in der andern Ebene die entsprechenden klel:
nen Buchstaben wiihlt, so gilt der Satz:
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BB Plbj ,_,]JA' 72 A)[_R D, Rl DTR({ 1?1 Ll)
27) (0C.0,C—0B.0,B).(8S4.54—8D.8§ D)
__(ph.p]h—pa.pla}.(r't{.)‘lcl—r'('.l‘]{:}
% (ge.quc—gb.gb).(sa.s,a —sd.s, d) :
d, |

h. die ,,lemniscatischen Doppelverhiltnisse sind gleich.
; Liegen im speciellen Falle die vier Punktpaare der einen Ebene auf
finer Lemniscate (mit Nullpunkt als Centrum), so liegen auch die ent-
Sprechenden der andern auf einer Lemniscate, und fiir beide Quaternio-

lenpaare hesteht die der Ptolemiischen entsprechende Relation
(PB.P, B~ PA.P,4)(RD.R,D~RC.R,C)+(0C.0,C~ 0B.0,B) (SA.5,4~5D.5,D)

(VC.V,C— VAV A)(WD. W, D— WB.W,B)
(pb.p b-pa.pa)(rd.ryd-rc.r, (:)—I—(q(?.{j;{f—!{l{._!’/_]_f_i_)_(.\‘(f.SI(I-—S(f..“‘l_(i_)

28)

(ve.v,e —va.v a)(wd.w d—mwb . w, by
=1 5
WOGF LV W, W, ete. die Durchschnitte der Diagonalhyperbeln mit der
Axe bedeuten.
3 Sind 4, B und C feste Punkte und X ein variabler Punkt, der
Jedoch g0 wandert, dass stets die Bedingung
4B . XC
BU.AX
erfiillt bleibt, so ist der geometrische Ort fiir X ein Kreis durch B,
dessen durch 4 und € gehender Durchmesser harmonisch getheilt wird.
FOlgfi(:h:
Sind 4, B und C fest und geniigt X stets der Bedingung, dass
29) (PB.P,B—P4.P;A) JFC. XY 0 — 1.;X' X X)_ &
(0C.0,C—0B.0,B).(2X.Z, X — ZA.Z, 4)

Y

1

St (wo P, 0, P, Z die Durchschnitte der entsprechenden Hyperbeln mit
der durch den Nullpunkt gelegten Axe sind), so ist der geometrische
' von X eine Lemniscate.

Man erkennt Folgendes:

801l zu einem System von Punktpaaren einer Ebene ein
®Mniscatisch verwandtes System in einer andern Ebene
“Onstruirt werden, so kann man in der zweiten Ebene die
rej Ponktpaaren entsprechenden Paare willkiirlich wihlen
Ind dey Drehungssinn fiir die Winkel willkiirlich bestim-
Men., Pann aberist die Verwandtschaft vollstindigbestimmt
ulfd die weiteren Uebertragungen sind mit elementaren

Ufsmitteln durchfihrbar,
.~ Die entsprechenden Siitze fiix die ,,Doppelwinkel* sind ebenso zu
“I')Cl‘s(-tm.n_ ABCD nnd abed seien entsprechende Punktquaternionen

®8verwandter Ebenen, Dann ist nach Mbius

30) L:i HC+ C[),}:“{;C—]-(rdu und LBCD+ DAB:bC(f+dﬂb.
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Bei der Transformation Z=}/z bleibt wegen des isogonalen Cha-
rakters derselben diese Relation fiir Winkel, unter denen sich die 488
Viereck bildenden gleichseitizgen Hyperbeln schneiden, unverindert be-
stehen; folglich gilt er auch von den lemnmiscatischen Winkelsummens
die den entsprechenden Radii vectores zugehdren. Also:

Die lemniscatischen Doppelwinkel entsprechender Paare
von Punktquaternionen in lemniscatisch verwandten Ebe-
nen sind einander gleich. 1

Ist fir ein Punktquaternionenpaar der lemniscatischen Ebene die
Winkelsumme des Hyperbelvierecks

31) LABCHCDA =BCD + DAB=180°,
s0 gilt von dem Viereckspaare die der Ptolemiischen entsprechende Re-
lation 28); ist umgekehrt letatere erfiillt, so gilt auch die Relation 81);
d. h. das Viereckspaar hat seine Eckpunkte auf einer Lemniscate.

Demnach lisst sich die lemniscatische Verwandtschaft auch dadureh
definiren, dass das lemniscatische Doppelverhiiltniss jedes Punktquater
nionenpaares der einen Ebene gleich ist dem lemniscatischen Doppelver
biiltnisse des entsprechenden Punktquaternionenpaares der andern Ebene
oder dadurch, dass die lemniscatischen Doppelwinkel von Punktquater
nionenpaaren der einen Ebene gleich den Doppelwinkeln der entspré
chenden in der andern Ebene sind.

Schliesslich sei bemerkt, dass auch der von Mébius und Bret-
schneider fiir jedes Viereck bewiesene Satz

sin(4BC+CDA)_ 408D

sin(BCA+ ADB) B4.CD
in einen leicht auszusprechenden iiber die lemniscatischen Doppelverhﬁlt'
nisse und Doppelwinkel eines Viereckqaares iibergeht.

Um den Algorithmus zu vereinfachen, diirften als abgekiirzte B.B'
zeichnungen fiir das lemniscatische Doppelverhiltniss, resp. die lemnis”
catischen Doppelwinkel, die Symbole

[4BCD] und L[4BCD]
ausreichen, die den M&ébius’schen Zeichen ganz analog sind.

Das Gegebene reicht hin, die von Mébiug iiber die Kreisve-,rwandlt‘
schaft ausgesprochenen allgemeinen Sitze ausnahmslos in solche iiber di€
lemniscatische Verwandtschaft zn tibertragen,

§ 6. Einige S4tze und Probleme, die der lemniscatischen Verwandtschﬂﬁ
und ihrer Combination mit anderen Verwandtschaften entspringen:

Auch hier ist nur von Lemniscaten und gleichseitigen Hypf"lbel
desselben Centrums, resp. von den isogonalen Trajectorien der entspr®

# Mobius: ,Theorie der Kreisverwandtschaft, 8, 552.
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chenden Schaaren und Biischel die Rede. Die Entwickelung der Sitze
und Probleme, die jetzt ohne Beweis angegeben werden sollen, ergiebt
sich leicht aus der Kenntniss der Kreisverwandtschaft, der logarithmi-

Schen Abbildung und der behandelten Transformation Z=)/; Auf an-
deren Wegen wiirden sich dem Beweise, resp. der Ausfithrung der Pro-
bleme grissere Schwierigkeiten entgegenstellen.

1. Lemniscaten, die einem Streifen zwischen gleichseitigen Hyper-
beln derselben Parallelschaar (Fig. 2) eingeschrieben sind, haben
ihre Brennpunkte auf derjenigen Hyperbel derselben Schaar,
welche den Streifen in zwei correspondirende Theile zerlegt. Be-
riihren sich die Individua der eingeschriebenen Reihe gegenseitig,
so liegen die Beriihrungspunkte auf derselben Hyperbel.

Dasselbe gilt von Lemniscatenreihen in dem Raume zwischen
zwei sich schneidenden gleichseitigen Hyperbeln.

2. Die ecinem Ringe zwischen zwei confocalen Lemniscaten ein-
geschriebenen Lemniscaten haben ihre Brennpunkte auf einer
confocalen Lemniscate, Beriihren sie sich gegenseitig, so liegt
die Reihe der Beriihrungspunkte auf einer andern confocalen Lem-
niscate, die den Ring in zwei correspondirende Theile zerlegt.
Schliesst die Reihe nach einem, resp. mehreren Umgiéingen, was

g voma Verhiltniss der Parameter beider Lemniscaten abhiingt, so
schliesst sie stets, welchen Anfangspunkt man auch wihlen moge.
(Die verschiedenen Zeichnungen, die auf diese Weise entstehen,
sind lemniscatisch verwandt!)

Der Satz von den Beriihrungspunkten der eingeschriebenen Lem-
niscatenreihe gilt anch von dem Raume zwischen nicht confocalen

(L]

Lemniscaten, die sich schneiden, berithren, umschliessen oder
auseinander liegen. Dann liegen aber die Brennpunkte auf ciner
der Curven vierten Grades, die durch die Gleichungen 21) dar-
gostellt sind. Schneiden sich die umhiillenden Lemniscaten nicht,
80 ist eine Schliessung der Reihe moglich, die Art derselben aber
abhiingig von den Parametern beider Curven und der lemnisca-
tischen Entfernung ihrer Brennpunlkte.

In iihnlicher Weise iibertragen sich die Schliessungsprobleme, die
von Jacobi mit dem Additionstheorem der elliptischen Funetio-
nen in Verbindung gebracht sind.® Die Geraden gehen dabe
natiirlich in tangirende gleichseitige Hyperbeln iiber.

=S

Bl * Jacobi: ,Ueber die Anwendung der elliptischen Transcendenten auf ein
s lem dey Elementargeometrie®, Crelle’s Journ. Bd.3; und Durdge: ,Theorie
elliptischen Functionen®, Abschn. 10.
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In der Abhandlung iiber ,,die logarithmische Abbildung ete.* ent-
wickelte ich die Eigenschaften der logarithmischen Spirale und der i80-
gonalen Trajectorien der Kreisschaar (d. h. der logarithmischen Doppel-
spiralen) aus depen der Geraden mit Hilfe der Abhildungen complexen
Arguments

Z=lgz, Tesp. Z=e¢?
und

z 41 a, e* 4|
= f*f,', resp. 7 EO
cz+d ¢ e® d

In entsprechender Weise verwandelt die Abbildung

ae*-4bh
32 g Sl
o2 4 ]/ce’+f!

Gerade in allgemeine lemniscatische Spiralen, deren Gleichung ist

Z=lg

12) Ml:c,x(’P+‘Pl)—'I+:(n)’
9.9

wihrend die einfachere Transformation

33) i V-T"‘
auf die den logarithmischen Spiralen entsprechenden isogonalen Trajec:
torien der confocalen Lemniscatenschaar, also auf die durch Gleichung 13)
[y e
reprisentirten Curven fiihrt,

Von den Eigenschaften dieser transcendenten Curven seien nur

einige genannt:

5. Die Parallschaaren der lemniscatischen Spiralen bilden isother:
mische Curvenschaaren, deren Individua sich, abgesehen von den
Biischelpunkten, gegenseitiz nicht schneiden. Um diese Punkte
finden unendlich viele Windungen statt. Im Allgemeinen habe?
zwei bestimmte Individua je zwei Asymptoten.

6. Ihre isogonalen Trajectorien sind Curven desselben Charakters:
Mit Hilfe der Orthogonalschaar kann man die Eintheilung de*
Ebenen in ,,#hnliche Rechtecke‘* erzielen.

7. Die isothermische Spiegelung gegen eine solche Curve, die i
speciellen Falle Lemniscate, Kreis, Hyperbel sein kann, Ve
wandelt lemniscatische ' Spiralen mit denselben Biischelpunkte?
wiederum in solche. Die abbildende Funetion fiir diesen Fall ist
nach Analogie eines fritheren leicht aufzustellen,

8. Die Beriihrungspunkte von Lemniscatenreihen, die dem Raume
zwischen zwei lemniscatischen Parallelspiralen eingeschrieben sind,
liegen auf einer den Streifen correspondirend theilenden P“"aue.l‘
spirale. Haben die Curven die Form 13), so liegen auch di€
Brennpunkte auf einer Parallelspirale, die jedoch mit der vorige®
nicht zusammen fillt,
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9. Die gleichseitigen Hyperbeln desselben Centrums, welche eine
lemniscatische Spirale in aufeinanderfolgenden Punkten unter
constantem Winkel schneiden, haben eine Curve der Parallel-
schaar zur Enveloppe. In speciellen Fillen ist die erste Curve
mit der Enveloppe identisch. (Man denke z. B. an das Analogon
der Selbstevolute.

Dasselbe gilt von Lemniscaten, die durch das Brennpunkt-
paar der Curve 13), resp. durch ein Biischelpunktpaar der Curve
12) gehen und dieselbe in aufeinanderfolgenden Punkten unter
constantem Winkel schneiden. Der erste Theil des Satzes ist
also der specielle Fall des zweiten, wo der Biischelpunkt im Un-
endlichen liegt.

Die Sitze iiber Kriimmungskreise der Doppelspiralen, resp. der
logarithmischen Spiralen, die in jener Abhandlung ausgesprochen sind,
Behen iiber in solche iiber Lemniscaten, deren Kriimmung mit der der
1emﬂiscatisehen Spiralen identisch ist. Man kénnte dieselben als Kriim-
Mungslemniscaten bezeichnen, wobei zu bemerken ist, dass die Kriim-
Mungslemniscate einer beliebigen Curve fiir einen bestimmten Punkt mit
der Wahl des Lemniscatencentrums variirt.

Noch einige Bemerkungen iiber Abbildungsaufgaben, die mit der
le"mﬂi?s(:::mischen Verwandtschaft zusammenhingen, seien gestattet.

Die Aufgabe: den von zwei Lemnisecaten eines Biischels
ll‘nd zwei orthogonalen Lemniscaten begrenzten rechtwink-
'gen Raum auf den Einheitskreis abzubilden, ist synthetisch
auf folgendem Wege losbar: Die Abbildung Z=1z* verwandelt jenen

AUm in einen von zwei sich schneidenden Kreisen und zwei Orthogo-
Nalkreisen begrenzten (wobei zu bemerken ist, dass der abzubildende
dum und der nach dem Begriffe der Punktpaare ihm coordinirte sich
az+b
cz+4d
% neue Raum in ein von Radien begrenztes Stiick eines concen-
trischen Kreisringes iiber, der durch die Transformation Z=1lgz in ein
echteck verwandelt wird, dessen Centrum (durch Hinzufiigung einer
Aditiven Constante) in den Nullpunkt zu verlegen ist. Ist nun das
®thiltniss der Rechtecksseiten 24 :K’, so wird die Abbildung des
®chtecks auf die Halbebene vermittelt durch die Function
Z =sinamz (modx),*

Jetzt decken). Durch eine Abbildung von der Form Z=
diesEr

geht

*

Einh it

Die hier zur Sprache kommende Aufgabe, das Rechteck conform auf den
ahre skreis abzubilden, ist von Herrn Prof. Dr. H. A. 'Schwmz bereits im
na ,I-SG‘L gelost worden und muss wohl als das erste mit den Hilfsmitteln fler
‘lbflsl vollstéiindig durchgefiihrte Beispiel zu dem in Riemann’s Dissertation
ﬁsun)e u?ndr.-lten allgemeinen Abbildungsproblem b(ftra}cl-ltot wer(-leu.. ALfsse_r der
§ €ner grijssern Reihe von Aufgaben von principieller Wichtigkeit ist es
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wo jedoch der Modul % dem Periodenverhiiltnisse entsprechend zu be-
stimmen ist.

Bis jetat ist die fragliche Abbildung vermittelt durch eine Functio?
von der Form

k : az? 4 b
Z= sinam [g + g m_d—}kd] (modz).
Durch die Abbildung
14i¥/% .si 22 4 b
7= —-i-—z—’éx——silf—n—'-li (modx), wo u=yg-+1g %f,
iV %, sinamu cz’+d

wird schliesslich die Halbebene conform auf die Fliche des nicht ein”
geschnittenen Einheitskreises iibertragen.™
Nach Voraussagung dieses Resultates diirfte auch die analytisch®

Liosung der Aufgabn zu ermdglichen sein. Sind

i e R

fley)= u—(q. 5/1)’

filey)=B=[(0+9)— (x+x1)]
die Gleichungen der Lemniscatenschaar und des Lemniscatenbiischels
der hier geeigneten Coordinatensysteme, so miissten mit IHilfe dieser
Gleichungen @ und y durch die beiden Parameter dargestellt und ]ct‘Z'
tere als nene Coordinaten auf dem Jacobi’schen Wege (Crelle s
Journal Bd. 36) in die Differentialgleichung

gzt oy

eingefiilbxt werden. Die Schwierigkeiten der Integration derselben fiix
den vorgeschriebenen Bereich diirften sich in den Specialfiillen der Sy™”
metric noch vermindern. Die Losung der Aufgabe wiirde auf die Ver-
werthbarkeit der allgemeinen lemniscatischen Coordinaten fiir die Ana
lysis ein helles Licht werfen.

Herrn Schwarz gelungen, das von Riemann zu Grunde gelegte Dirichlet’sche
Princip, gegen welches erhebliche Bedenken geltend gemacht werden, durch €
anderes Beweisverfahren zu ersetzen. — Man vergleiche die Arbeiten des HC“E
Schwarz im 70, und 77, Bande des Crelle’schen Journals, im Programm 1840
der polytechnischen Schule zu Ziirich, im Monatsherichte der kénigl. Akadem:®
der Wissenschaften vom October 1870, im 15. Jahrgange der naturforschende®
Gesellechaft in Zirich ete
Einige Schiiler des Herrn Schwarz haben auf Anregung desselben
Reihe von Abbildungsanfgaben analytisch gelost. Vergl.: gt
Hentschel: ,,Ueher einige conforme Abbildungen®, 17. Jahrg, dieser Zeitschr™™
Derselbe: ,,Conforme Abbildung einiger einfach zusammenhingender Flichen
ete.“, Programm 1874 des Gymnasiums zu Salzwedel,
Amstein: ,Conforme Abbildung des reguliiren Octaeders ete.’, Zirich 1872 y
* Vergl. Jochmann: ,Zur Abbildung des Rechtecks auf die Kreisflich®?
diese Zeitschr. Jahrg. 14,

eine

O e ™

e = A g e " Meiing T ool
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Auch die Function, welche die Abbildung eines von je zwei ,,paral-
lelen‘ emniscatischen Spiralen begrenzten rechtwinkligen Raumes auf
den Rinheitskreis vermittelt, lisst sich mit Hilfe der Umkehrung von
Function 32) synthetisch leicht voranssagen, ebenso das Resultat fiir eine
ganze Gruppe hierher gehoriger Aufgaben.

Wir begniigen uns mit diesen Andeutungen.

In den ,,Beitriigen zur Theorie der isogonalen Verwandtschaften*
Wies ich ferner darauf hin, dass zu den sinam- und Aam-Curven
(mody, +, reell und < 1) stets ein Kreis und eine Lemniscate, zu den
€0sam-Curven unter denselben Bedingungen fiir den Modul stets zwei
Lemniscaten gehtren, Sitze, fiir die ich in den weiteren Beitriigen ein-
fache Beweise gab und die sich fiir gewisse Specialfiille auf die Trajec-
torien zu 45° ausdehnen lassen. Es findet in jenen Curvensystemen
8°gen die fraglichen Individua Reciprocitiit statt, was die Construction
“}'ltﬁl‘ﬂtiitzt und ein geometrisches Bild von den Erleichterungen giebt,
d}e bei Berechnung von Werthtabellen fiir elliptische Functionen maglich
Sind: der unbegrenzte Bereich der Z-Ebene wird némlich in 16 Theile
Zerlegt’ fir welche Construction, resp. Rechnung erledigt sind, sobald
Man die Resultate fiir einen der Theile kennt.*

_ Schliesslich sei bemerkt, dass die Abbildungen Z:i/;, Z=]3’:—etc.
I‘uchts wesentlich Neues ergeben, nur treten z. B. bei der ersteren Trans-
formation an Stelle der Coordinaten p.p, und (&-+8,) jetat p.py.ps.05
:111(] ({)+,91+32+,§}3)’ die von den vier Punkten ausstrahlen, die durch
Vats: dargestellt sind.

Dabei tritt an Stelle der Schleifenlemniscate eine analoge, aus vier

m 5

Cheilen bestehende Curve, deren einzelne Ziige sich im Nullpunkte unter

von 450
5

' schneiden. Man konnte hier von Lemniscaten zweiter, vierter,

Achter ete, Ordnung sprechen.
Es ist vorauszusehen, dass ihnliche Verhiiltnisse bei der Abbildung

Z

n
=)z auftreten, wo n eine ganze, positive, reelle Zahl ist. Die Ent-
Wi i : :

ekehlngen wiirden den obigen ganz analog sein.

ST Bemerkungen tiber die Kinematik des lemniscatisch - verinderlichen

Systems,
o Nach § 4 verwandelt sich durch die Transformation Z=}z jedes
irre, 1 der z-Ebene frei bewegliche System in ein ,lemniscatisch
—____‘—‘R—.

fog * Vergl. auch die Bemerkung des Herrn Schwarz in der ersten der citir-
Abhél-ndluugen iiber den von Abel bewiesenen Satz, dass der Werth von
sinam P +qi) K

DX sich durch Auflisung quadratischer Gleichungen ergiebt,
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verdnderliches* in der Z-Ebene frei bewegliches Gebilde, dessen
strenge Definition keine Schwierigkeiten bietet. Die Bewegung gcschicht
im Allgemeinen stets unter gesetzmiissiger Gestaltverinderung. An Stelle
des Zwanges, der im Begriffe der Starrheit liegt, tritt jetazt der Zwang
dass die gleichseitigen Verbindungshyperbeln je dreier Punktpaare des
Systems bei Bewegung des letzteren stets correspondirende Hyperbelbogen
bleiben, wobei die Hyperbeln stets dasselbe gemeinschaftliche Centrum
beibehalten und ihre Schnittwinkel offenbar ungeiindert bleiben, so dass
es sich um ein ,,conform veréinderliches System' handelt.

Einige Fille solcher Bewegung sollen jetat besprochen werden.

1. Der parallelen Verschiebung eines starren Gebildes der z-Ebene
lings einer festen Geraden mit constanter Geschwindigkeit ¢ entsprich?
cine Bewegung des entsprechenden lemniscatisch - verinderlichen Gebil*
des (strenger noch Gebildepaares) der Z- Ebene derart, dass jeder Punkt
desselben sich auf einer gleichseitigen Hyperbel bewegt, die zur Parallel
schaar der Hyperbel gehort, welche jener Richtungsgeraden entspricht:
Dabei ist die Richtung und Geschwindigkeit jedes Punktes variabel, und
zwar letztere abhiingig von der momentanen Entfernung vom Nullpunkte:
néimlich
c

oy

d. h. gleich dem Producte aus ¢ und dem absoluten Betrage des Diffe-

8 : az :
rentialquotienten E;."‘ Man kénnte jedoch sagen, dass, da das Product

p.py=c sich gleichmiissig #indert, die ,lemniscatische Gesclnvindigkeit“
constant sei. Die Winkelsumme & -4 &, bleibt selbstverstindlich w1°
geiindert. :

In dem Momente, wo ein Punkt den Nullpunkt passirt, fillt er “E”t
mit seinem zugeordneten zusammen, und die Geschwindigkeit beider ist
unendlich gross.** Gleichzeitig tritt eine Degeneration jeder den Null-
punkt passirenden Curve ein, so dass z. B. jede gleichseitige Hypel‘bel
in zwei orthogonale Gerade degenerirt. Beispielshalber unterwerfe mal
das System der Fig. 2 einer solchen Bewegung. Es wird sich U“t‘er
Anderem zeigen, dass die kleinen »Quadrate® sich unter steter Vergros:
serung b(‘.SChlﬂlmigt bGWegf‘ll, sobald sie sich dem Nullpunkte niberns
withrend bei zunehmender Entfernung das Umgekehite stattfindet. In

2 . ape - - K5,
Vergl. die citirte Siebeck’sche Abhandlung, Crelle’s Journal Bd. 52

** Hs ist eine vielfach verbreitete Ansicht, dass unendlich grosse Geschwindig”
keiten in der Natur nicht vorkfimen. Jedenfalls sind jedoch optische Pr
von dieser Ansicht auszuschliessen. Bei den jetzt zu hehandelnden optischen
scheinungen treten in der That momentane, unendlich grosse Geschwindighke! :
bestimmter Punkte ein, die volle Analogie mit dem mathematischen Falle yoraus
gesetzt. A

obl emé
Er-

ten
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der Nihe des Nullpunktes beginnt das ,,Quadrat® auffallend zu degene-
Tiren, erhilt sogar gegebenenfalls einen Winkel von 45°

2. Ein starres System von Radien und concentrischen Kreisen rotire
Um ginen festen Punkt @« - bi der z-Ebene, und zwar mit constanter
Winkelgeschwindigkcit, so dass die Neigungswinkel der Radien gleich-
WMiigsie wachsen, wihrend jeder Kreis sich in sich selbst bewegt.

Dem entspricht in der Z-Ebene eine Drehung des gleichseitigen
Hyperbelbiischels um zwei feste Punkte, bei welcher jede Lemniscate
der Orthogonalschaar sich in sich selbst bewegt, wiihrend jede Hyperbel
unter hestiindiger Gestaltveriinderung sich so dreht, dass die Winkel-
Summe (f 4-8,) der entsprechenden Radii vectores fiir die Punkte jeder

yperbel arithmetisch wiichst. Dabei bewegen sich nach Obigem die

Bl‘ennpunkt.e jeder Hyperbel auf der orthogonalen Schleifenlemniscate;
die Scheitelpunkte bewegen sich auf der Hyperbel selbst und ausserdem
Wit der Hyperbel, und zwar geschieht ihre absolute Bewegung auf der
m  Verhiltniss l:]/g verkleinerten Schleifenlemniscate. In dem Mo-
mente, wo der Scheitel der Hyperbel den Nullpunkt passirt, ist seine
GESchwindigkeit unendlich gross.

Diese interessante, jetzt leicht zu discutirende Bewegung kommt
“ur Erscheinung bei den Polarisationshyperbeln und Interferenzlemnis-
‘aten optisch zweiaxiger Krystalle (Salpeter), sobald man das analy-
Sitende Nicol’sche Prisma oder das Krystallblittchen in seiner Ebene
dreht,  Jeder Punkt des Hyperbelbiischels bewegt sich auf einer der
Interferenzlemniscaten. Das Biischel degenerirt in dem Moment zum
O‘rthogonalen Axenkreuze, wo die Ebene der optischen Axen mit der
chwingungscbenc des einen Nicol'schen Prismas zusammenfallt.

3. Bewegt sich ein starres Kreisbiischel mit seiner Orthogonalschaar
gleichzeitig drehend und verschiebend in der z-Ebene, so entstehen in
der Z-Ebene die verschiedensten Gestalten des in Fig. 5 veranschanlich-
ten Coordinatensystems.

4. Die Bewegung eines starren Systems der z-Ebene lisst gich be-
@achten als eine continuirliche Reihe aufeinanderfolgender Rotationen
ufn a‘lf’einandarf'olgcnde Punkte, welche das sogenannte Polvieleck und fiir
die Gronze dio Polbahn hilden. Die relative Bewegung des Drehungspoles
8¢gen das hewegte System giebt eine zweite, mit Anniherung leicht zu con-
Struivende Qurve, die sogenannte Poleurve. Bekanntlich geschieht die

EWegung des Systems so, als ob die starr mit ihm verbundene
Oleurve auf der festen Polbahn ohne Gleitung sich abrollte.®
D: Dieser Fundamentalsatz der Kinematik findet folgende Uebertragung.
‘¢ allgemeine Bewegung des lemniscatisch-veriinderlichen Systems in

ek * Vergl, Reuleaux: ,Theoretische Kinematik®, § 6, wo sich eine anschau-
= Dﬂ-l'stelluug des Satzes findet.
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seiner Ebene ist anfzufassen als eine Reihe der oben besprochenen lem-
niscatischen Drehungen um aufeinanderfolgende Punktpaare, welche die
lemniscatische Polbahn bilden. Die Poleurve, d. h. die relative Bewegung
des Poles gegen das bewegte System ist durch die- elementare Ueber-
tragung der Construction, welche die gewihnliche Poleurve giebt, mit-
telst der Funetion Z=}/z mit Anniiherung darzustellen. Die Bewegung
des Systems geschieht so, als ob die mit ihm ,,lemniscatisch
verbundene* Polcurve unter entsprechender Gestaltver:
inderung auf der festen Polbahn, ohne zu gleiten, sich ab-
rollte.

Die Sitze iiber die Bewegung der Kriimmungsmittelpunkte gehen
iiber in solche von den Brennpunkten der oben definirten Kriimmungs:
lemniscaten. Jeder Punkt des Systems beschreibt seine Roulette, jede
gleichseitige Hyperbel erzeugt ihre Enveloppe.

So ist z. B. das Cycloidenproblem einer einfachen Uebertragung
fihig.

Noch einige Fillle der Uebertragung von Bewegungen verinderlicher
Systeme:

5. Man denke 'sich in der z-Ehene ein System concentrischer Kreisés
die aus einem Punkte hervorquellen und dauernd anschwellen, wie 5i€
sich auf einer ruhigen Wasserfliche nach dem Aufschlagen eines Steines
entwickeln. Die Uebertragung Z=}/z giebt eine Bewegung confocaler
Lemniscaten, deren Ovale aus den Brennpunkten hervorquellen, gich im
Nullpunkte treffen und, vereinigt anschwellend, sich allmilig der Kreif
gestalt nihern. Jeder Punkt bewegt sich dabei anf einer 01‘thr:g0nﬂ1"'“
gleichseitigen Hyperbel. Ueher die Wanderung der Maximalpunkte auf
Kreis und Gerade ist § 3 zu vergleichen.

Die Erscheinung wiirde in der Physik bei dem allerdings nur hypo-
thetischen Experimente auftreten, dass die Salpeterplatte ihre Dicke
gesetzmiissig iHinderte.

6. Denkt man sich die concentrischen Kreise in der z-Ebene 88
schwellend und gleichzeitig die Radien rotirend, so entspricht dieser
Bewegung das Anschwellen der confocalen Lemniscaten und das gleich'
zeitige Drehen der Hyperbeln. Diese Bewegung tritt in die Erscheinun.g
beim Drehen der Salpeterplatte im Polarisationsapparate um eine hort”
zontale Axe.

Denkt man sich dabei die Abweichungen der Radien arithmetisch
wachsend und gleichzeitig die Liinge der Kreisradien geometrisch 2%
oder abnehmend, so bewegt sich jeder Eckpunkt des Netzes auf ein®®
logarithmischen Spirale. In der Z-Ebene wiirden sich die Eckpunkt®
des lemmiscatischen Netzes auf einer lemniseatischen Spirale der Form
13) bewegen.,
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Das eben besprochene optische Experiment wiirde diese Bewegung
Wenigstens einigermassen veranschaulichen,

Durch diese Betrachtungen ist der Forschung ein neues Gebiet der
l_{inﬁmatik gesetzmiissig veriinderlicher Systeme eriffnet. Die von Herrn
Burmester in der citirten Abhandlung gegebenen allgemeinen Sitze
ther die Bewegung im kreisverwandt- verinderlichen System sind sofort
der entsprechenden Uebertragung fa.h]rr

Diese Andeutungen mégen hinreichen, um von der Verwerthbarkeit
der lemniscatischen Verwandtschaft und der allgemeinen lemniscatischen
Coordinaten ein Bild zu geben. Wir schliessen mit dem Vorbehalte ein-
8chenderer Untersuchungen auf diesem noch nicht bebauten Gebiete.




