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XVI.

Zur Theorie des Krimmungsmasses von Mannigfaltigkeiten
hoherer Ordnung.

Von
Dr. R. Beez,

Professor an der Realschule zu Plauen i, V.

(Fortsetzung.)

In dem vorhergehenden Theile dieser Abhandlung!) hatte ich auf
Grang gey Gleichungen 18) und 26) die Behauptung aufgestellt, dass

gf\ﬂ Krﬁmmungsmass einer Mannigfaltigkeit, deren Curvenelement durch
% Glcm‘mng 082 = Za;. dx; Dy

8egeben ist, im Allgemeinen nur fiir =2 eine reine Function der Co-

tl'f'f'lcienf:e.u a;r und deren ersten und zweiten Derivirten sei, woraus sich
ann  weijtey ergeben hiitte, dass eine hthere Mannigfaltigkeit nur mit
erlust ihrer urspriinglichen Kriimmung deformirt werden kinne.

Geht man nimlich von der entgegengesetzten Annahme aus, dass
dag l\'riirnmungsmass K aus den Coefficienten @ sich berechnen l#sst,
%0 ergieht sich sofort aus der Gleichung 26) auch die Darstellbarkeit der

Tisse D, und analog simmtlicher 0;; aus denselben Coefficienten, so-
Pald n>2 ist, Fiihrt man weiter die so gefundenen Werthe der D,
L Gleichung 18) ein, so ist ersichtlich, dass nicht blos das Kriimmungs-
Mass dey Mannigf'altigkeit oder das reciproke Product der n Hauptkriim-
mung:;]lalbmesser, sondern jeder einzelne Hanptkriimmungshalbmesser
Urch die Grissen a;r bestimmt wird. Dasselbe gilt dann anch von
€n Kl‘ﬁmmungsliuien der Mannigfaltigkeit und endlich von dem Kriim-
Mungshalbmesser jedes beliebigen Normalschnittes. Denn multiplicirt
Man  dig Gleichungen 18) der Reihe nach mit &p,, OPyy - .. Opa und

addirt, g, erhilt man

tir - Dir 3
a O\ ) 9F )
\‘_‘——__-__

: 1) Diese Zeitschrift XX, S. 428.
“eltachirift f, Mashematik u. Physik, XXI, 6. ; 26
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sich ergiebt., Da die n Hauptkriimmungshalbmesser dieser Gleichung
geniigen, so driickt ¢ iiberhaupt den Kriimmungshalbmesser desjeniged
Normalschnittes aus, welcher durch das Element Za;;dp;0dp; hindurch-
geht. Nun muss eine Mannigfaltigkeit, fiir welche in jedem Punkte aus-
ser der Linge des Curvenelements die Kriimmung jedes belichigen Nor
malschnittes gegeben ist, als eine bestimmte angesehen werden. Die
Kriimmung irgend eines Normalschnittes aber kann, wie wir soeben g€
sehen haben, aus den Coefficienten ;. des Curvenelements berechnet
werden. Es ist daher klar, dass eine Mannigfaltigkeit vol
n Dimensionen, welche in einem ebenen Raume von n+1
Dimensionen enthalten ist, dureh den Ausdruck fiir das Cur-
venelement vollstindig bestimmt wird, sobald n die Zahl 2
iibersteigt. Nimmt man nun ebenfalls nach Analogie der Linien und
Flichen im empirischen Raume an, dass eine n-fache Mannigfaltigkeit i0
einem ebenen Raume von 241 Dimensionen sich deformiren, d. h. biege?
lasse, ohne dass Dehnung oder Zusammenziehung der einzelnen Theile
stattfindet,®) so kommt man, sobald das Gegentheil meiner Behauptund
als richtig erwiesen wird, zu folgenden Siitzen:

1. Bei der Deformation einer Mannigfaltigkeit von mehr
als zwei Dimensionen bewahren die Krimmungslinien ihre?
Charakter als Kriimmungslinien

2, Bei der Deformation einer Mannigfaltigkeit von meht
als zwei Dimensionen hleibt nicht nur das Kriimmungsmass
in jedem einzelnen Punkte, sondern auch die Kriimmung
simmtlicher Normalschnitte — mogen sie nun Hauptschnitt®
sein oder nicht —— unverindert.

Beide Siitze stehen in vollem Widerspruch mit den entsprechende“
Sitzen der Flichen, d. h. also derjenigen Mannigfaltigkeiten, die noch
vollstindig unserer Anschanung zugiinglich sind, ja an denen wir iber
haupt erst unsere geometrischen Vorstellungen erlernt haben.

2) Herr R. Lipschitz hat dieselbe Gleichung in der Form
i 2B
¢ gy
aufgestellt (Borchardt's Journal Bd. 81, S. 233).

8) Diese Annahme ist wohl von allen Mathematikern, die sich mit hohere?
Mannigfaltigkeiten beschiiftict haben, ohne Bedenken zugelassen worden. Auc
Herr R. Lipschitz ist der Ansicht (Borchardt’s Journal Bd. 81, S.232), t;.]ass
eine Transformation des Ausdrnckes §s? = Za; Sa; 92, durch Einfihrung eines
neuen Systems von # independenten Variabelen der Biegung einer Oberfliche %0
spricht, wobei das Quadrat des Linearelements der Oberfliche nicht geiindert wire:

EF

fi

= S, el e D ™ o

2 oo

-
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Von Dr. R. Brez. 375

~ Der zweite Satz enthiilt aber auch in bester Form eine contradictio
" adjecto, denn er spricht von einer Deformation, bei welcher Nichts
deformiry wird.

Nun hat Herr Lipschitz nenerdings®) den vollstindigen Beweis
geliefert, dass die Kronecker’sche Verallgemeinerung des Gauss-

§ ..
then Kyiimmun gsmasses i

Rt 2o ool

01:03- O

fiiy Jjedes gerade n eine reine Function der Coefficienten ;. der Form
2""1‘5'*‘1'3-’01“ und ihrer ersten und zweiten Derivirten sei, fiir jedes un-
8rade » aber durch die Quadratwurzel aus einer reinen Function jener
Coef'ﬁcienten dargestellt werden kiénne. Die nothwendigen Consequen-
“en dieses Theorems sind in den bereits angefilirten Sitzen 1 und 2
enthalten,

 Offenbar ist hiermit die Theorie der hiheren Mannigfaltigkeiten an
B]_neﬂl hochst kritischen Punkte angelangt und die Entscheidung kann
Dicht mehr fern liegen, ob eine in sich widerspruchsfreie Geometrie von
Aumen, die mehr als drei Dimensionen enthalten, auf der Grundlage
&t gewihnlichen Geometrie moglich ist ‘oder nicht. Einer solchen iiber
nsere Erfahrung hinausgehenden Geometrje wollen wir der Kiirze wegen
im F(Jlgendnn den Namen ,,I\Ietng(‘nmot‘@e‘ beilegen, wodurch sie zu-
Bleich i priiciser Weise von anderen an;g faltigkeitstheorien, die nicht
auf dm‘chgreif'ender Analogie mit der empinischen Ausdehnungslehre be-
Mhen, unterschieden werden kann.

Sollte sich auch schliesslich die Unmoglichkeit einer Metageometrie
‘Bl‘ﬂusste]]m,, so wiirden zwar die auf diesem Gebiet gefiihrten Unter-
SUchungen nur ein negatives Resultat, ndmlich den Beweis liefern, dass
Asser dem empirisch gegebenen Raume kein anderer ihm analog gebil-
deter von mehr als drei Dimensionen denkbar sei. Dieses eine Resultat
Wiirde Jedoch wegen seiner eminenten erkenntniss-theoretischen Bedeu-
ting gelhgt mit dem Opfer der ganzen Metageometrie nicht zu theuer
erkauft sein,

Was die Widerspriiche in den oben aufgestellten Siitzen 1 und 2
ﬂ-nlangt,

so glaube ich, dass dieselben durch eine von der gewdhnlichen
etwa
8

abweichende Fassung des Hauptsatzes der Deformationstheorie,
Wenn aych nicht vollstindig gehoben, doch wenigstens insoweit gemil-
&t werden konnen, dass das Princip der Analogie nicht geradezu ver-
tat " wird, Jener Deformationssatz lautet in der gewdhnlichen Weise:
®In die Ausdriicke fiir die Linearelemente zweier Mannigfaltigkeiten
--_‘h_-——-_
4) Borch ardt’s Journal Bd. 81, 8.230. Herr R. Lipschitz hatte bereits
Wiy gf:éujle n im"i'l. Bande (1(?33(-11.)011 Jou'rn:lls dilo.s.on l}ewei:,; gegel)en: dO\(ﬂ]l ist
Mir g dil::;ch seine' neuere Mittheilung LITE I_dentvlt:t.F smn'cr F IOl']ll(!lI] mit den von
ctem Wege gefundenen Ausdriicken klar geworden.

fily

26 ¢
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376 Zur Theorie des Kriimmungsmasses etc,

332=er;k8piapk
und

0s2= Za'y,0p30p
vorgelegt sind und es méglich ist, durch Einfilhrung eines Systems VO’“
n unabhiingigen Functionen der n unabhiingigen Variabelen P15 Py il
an Stelle der Variabele p,, py, ... pn den ersten Ausdruck in den zwel
ten so zu transformiren, dass er mit ihm identisch wird, so lisst sich
die zweite Mannigfaltigkeit auf der erstern abwickeln.

Aus den im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen scheint mi
nun aber hervorzugehen, dass dieser Satz folgendermassen formulirt Wer"
den miisse: Wenn die Linearelemente zweier Mannigfaltigkeiten durch
die soeben angegebene Substitution gleich gemacht werden kénnen, 50
lassen sich die beiden Mannigfaltigkeiten zur Coincidenz bringen, wozl
bei den Mannigfaltigkeiten der- ersten und zweiten Ordnung eventuell
eine Deformation erforderlich ist,

Wenn nun auch die in den obigen Sitzen 1 und 2 enthaltellﬂﬂ_
Widerspriiche abgeschwiicht worden sind, so kommt man doch selbst be!
dem besten Willen, die Theorie der hoheren Mannigfaltigkeiten aufrecht
zu erhalten, in Bezug auf Biegung derselben iiber gewisse erheblich®
Zweifel nicht hinweg.

Bei dem Ausdrucke ,Biegung* denken wir zunichst an einen VO*
wiegend in die Linge, oder zugleich in Linge und Breite ansgedehnte®
Kérper, dessen Enden einander genihert oder von einander entfernt wer
den sollen. Hierbei findet die Biegung in dem Raume selbst statt, VO
welchem der Korper ein begrenztes Stiick ist. Sie wird also charakt€
risirt als Biegung einer Mannigfaltigkeit in sich selbst nach einer der
Mannigfaltigkeit angehtrenden Dimension, wobei natiirlich die Verschieb:
barkeit der Mannigfaltickeit in sich selbst ohne Biegung vorausgeset”t
wird. BEine derartige Biegung ist, wie man leicht einsieht, bei Linie€™
Fléichen und Kérpern des gewthnlichen Raumes stets mit Dehnung oder
Zusammenziehung einzelner Theile verbunden, Wir kénnen daher wob
den allgemeinen Satz aufstellen: Bei jeder Biegung einer Mannig”
faltigkeit in sich selbst findet Dehnung und Zusamme?’
ziehung statt,

Anders verhilt es sich bei der Deformation, Eine Linje lisst gich
unter allen Umstiinden auf einer andern abwickeln , ohne dass sie gedehnt
wird; dabei #ndert sie ihr Krimmungsmass und, was in diesem Falle
hiermit gleichbedeutend ist, ihren Kriimmungshalbmesser. Eine Fliche
lisst sich ebenfalls deformiren, wobei das Kriimmungsmass erhalten blcib.*s
aber die Werthe der einzelnen Kriimmungshalbmesser sich iindern. Die
Deformationsfihigkeit der Linien und Flichen leuchtet uns deshalb ﬂl“f
der Stelle ein, weil sie in Bezug auf die Dimension, nach welcher 819
gebogen werden, unendlich diinn sind. Dies ist aber auch bei den hiher

Ll o L g 4 Fory
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Von Dr. R. BeEz. 311

ren Mannigfaltigkeiten der Fall. Eine Raumgrosse von 7 Dimensionen
ist in Bezug auf einen ebenen Raum von n <41 Dimensionen, in welchem
die Biegung vorgenommen werden soll, von unendlich geringer Dicke.
So wiirde z. B. unser gewthnlicher Raum einem Beobachter, der in der
Vierten Dimension sehen konnte, als eine Mannigfaltigkeit von verschwin-
dender vierter Dimension erscheinen. Dersclbe Beobachter wiirde infolge
dessen die frappante Wahrnehmung machen, dass kein Punkt unseres
Raumes ihm durch einen andern verdeckt wird, dass es kein Vorn und
Hinten in demselben giebt, sondern alle Theile nebeneinander gewissermas-
Sen in fliichenhafter Ausbreitung zu sehen gind.? Er wiirde das Innere eines
geschlossenen Korpers mit einem Blicke durch oder iiberschauen, gerade
80, wie uns das Innere einer geschlossenen ebenen Figur sich vollstin-
dig offnet, sobald unser Auge aus der Ebene dieser Figur in die dritte
Dimension versetzt wird. Vom Standpunkte der Metageometrie aus sehe
ich daher absolut keinen Grund, warum eime n-fache Mannigfaltigkeit,
die in cinem ebenen Raume von n-+1 Dimensionen enthalten ist, sich
hicht gollte ohne Dehnung und Zusammenziehung biegen lassen, da sie
Ja in Bezug auf diese n- 1'° Dimension unendlich diinn ist. Und doch
Wiirde diese Annahme dem Lipschitz’schen Satze widersprechen,

Denn, wenn eine Mannigfaltigkeit gebogen wird, so miisste doch
mindestens ein Kriimmungshalbmesser seine Grisse #indern. Die Aen-
‘iemng eines einzigen Krilmmungshalbmessers aber wiirde nicht mig-
lich gein ohne entsprechende Aenderung in der Linge des Curvenele-
Ments gelhst. Bleibt dieses ungedindert, so miissen auch simmtliche
Kl‘ﬁmmungslmlbmesser ihre urspriinglichen Werthe beibehalten Es
Scheint mir daher ausser Zweifel, dass man nur die Alternative hat, ent-
Veder die Metageometrie ganz aufzugeben, oder wenigstens die Defor-
Mationsfihigkeit hoherer Mannigfaltigkeiten in Abrede zu stellen. Man
Wiirde also, wenn man sich fiir das Letztere entschiede, annehmen miis-
5n, dags eine Mannigfaltigkeit von einer hiheren als der
“Weiten Ordnung nur mit gleichzeitiger Dehnung und Zu-
E”“Jlmenziehung einzelner Theile gebogen werden kénne.

Eine Priifung der im Vorigen gefundenen Resultate wird sich am
esten an den Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen, unter denen
nser Raum die einfachste und zugleich die einzige uns bekannte Spe-
Cieg ist, vornehmen zu lassen. Wir wollen zu diesem Zwecke die bei
(}leialm:‘]g 51) abgebrochene Rechnung gemiss der hiochst schiitzenswer-
then Andeutung“) des Herrn R. Lipschitz weiter f'm'ltsetzen.

T

5) Diese Analogie scheint mir zu wenig zu Gunsten einer vierten Dimension
“ sprechen,

8) Borchardt’s Journal Bd. 81, S. 236.

e
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Wenn n=3 ist, so giebt die Formel 14) das Kriimmungsmass

1 Dy, Dy Dyy
K=; % Dy, Dy Dy |,
(/
i Dy Dy, Dy,

welches sich nach 51) auch in der Gestalt
1_ 1 | dge Ay
[/(a ”u ‘ dys Ay

darstellen lisst, worin Ay, Agy, Ay die in 48) angegebenen Werthe be-

sitzen. Bezeichnen wir ferner den Coefficienten von Dip in der Deter
minante

IDJI Dy, D]::l

Dy Dy D-_':‘.[

Dy Dy Dy
mit d;;, so ist nach einem bekannten Determinantensatze

d.ll Jl:{ dI:I nll Dlz !)l.‘l .

Oyy  Ogy Oy | = Dy Dy, Dy
6.‘5[ 632 63.'5 j)h'l Dﬂ? [J33
und da
lj,‘;.. =da. "1,‘{( 3
g0 wird
4 e 7, A0 "6
. 1 111 :u ;1.; ‘ 1 1 Ay Ay,
t = 1Ay Ay Ay | Z )
(‘ = | sk Ay,
: Ay Ay Ayg | V’— Sl o

A= A;;.
Bezeichnet man ferner die Determinante

Ay dyy Ay

Ay Ay Ay
“fm 113 ‘113'

i
mit 4 und+den Coefficienten von i in derselben mit @, so findet icl

“11=V7{-“l1-

Auff entsprechende Weise wird allgemein

r.ﬁ —]/ Ok

erhalten. Durch Einsetzung dieser Werthe in 18) nehmen die Differen-
tialgleichungen der Kriimmungslinien folgende Form

an:

(u;l-[..;";)f/!-l—( +#é)ap +(@ +;11)3m_”

(e glon (o ont (e 2=,

4 58) 4 (4-22) 0 (.

‘/ ]/ )d:_(}




Von Dr. R. Begz. 379

und der Ausdruck fiir den Kriimmungshalbmesser eines Normalschnittes,
der durch das Element 95 gelegt, wird
N Lo Zeadpidpr

0 VA Zaidpidpr

Wendet man die gefundenen Ausdriicke auf das Riemann’sche

Linearclement

Gl -Az’ (ai'l" - a-ﬂ_;{z -+ ra—‘;jz) »

=1+ ;i (@2 + a2+ x),

an, s0 ergiebt sich, da

z
Setzt man nun €=y, 80 kommt

91
i
1
K = i [?.
Ferner ergiebt sich aus den Differentialgleichungen der Kriimmungs-

Iilliun 1 3
(zve) =0
50 dass also die drei IIaupt]m-imnnungslmlbmesser 013 03 und g den

24
Wungshalbmesser jedes beliebigen Normalschnittes aus Gleichung A). In
Betreff qes Vorzeichens ist zn bemerken, dass simmtliche Kriimmungs-
halbmesser entweder positiv oder negativ zu nehmen sind, da bei steti-
ger Aenderung in der Lage des Curvenelements ein plitzliches Ueber-

8D > b L 143 ' a1
Prmgen des Kriimmungshalbmessers von einem positiven auf einen nega-

Werth — _17 erhalten. Derselbe Werth ergiebt sich auch fiir den Kriim-

. s 1 ; 7SR

tiven Werth, ohne dass einmal —=0 wird, unmdglich ist. Durch das
Q

Riemann’sche Curvenelement fiir # = 3 wird also eine Mannigfaltigkeit

fhy 1
bE‘-btlmmt, deren Normalschnitte dieselbe Kriimmung + 4 oder R

I ai) . 1
laben und deren Kriimmungsmass demgemiiss entweder +-1§3 oder 5
7

18t. Je nachdem man nimlich die Richtung der Normale nach Innen als
lliusitiv oder negativ annimmt, sind die Kriimmungshalbmesser entweder
Sfimmtl'mh gleich 4 R oder gleich — R zu setzen. Die Rieman n’sche
Forme) fiiy das Curvenelement charakterisirt also filx 2> 2
ledigliuh eine kugelformige Mannigfaltigkeit. Wenn Rie-
Mann dieselbe als den Ausdruck fiiv das Linearelement einer Mannig-
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B ~ —n . = e, A o N

faltigkeit von constanter Kriimmung tiberhaupt bezeichnet, so beruht dies
auf der unhaltbaren Voraussetzung, dass eine Mannigf‘altigkeit von con-
stanter Kriimmung in cine kugelférmige Mannigfaltigkeit ohne Dehnung
umgehogen werden kiénne,

In die Kategorie der Mannigfaltigkeiten dritter Ordnung fillt nun
auch der sogenannte ,Nicht-Euklidische Raum®. Bekanntlich ist die
Nicht - Buklidische Ebéne cine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen
mit constantem negativem Kriimmungsmass, sie lisst sich mit Biegung in
sich selbst verschieben und deshalb lassen sich Figuren in derselben,
ebenso wie in der Ebene oder auf der Kugel, zur Deckung bringen.

Wenn der Analogie nach der Nicht-Euklidische Raum
als eine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen mit nega-
tivem constantem Kriimmungsmass definirt wird, so ergiebt
sich seine Unméglichkeit einfach daraus, dass eine Mannig-
faltigkeit ungerader Ordnung von wesentlich negativer
Kriimmung iiberhaupt nicht denkbar ist. Denn sobald man die
Vorzeichen der Hauptkriimmungshalbmesser simmtlich umkehrt, erhilt
man den entgegengesetzten positiven Werth, Eingehendere Betrachtunge?
iiber die Nicht - Euklidische Geometrie werden weiter unten an geeigneter
Stelle ihren Platz finden.

Zu den oben aufgestellten vier Verallgemeinerungen des (GGauss-
schen Kriimmungsmasses tritt endlich noch die Riemann’sche, die Wir
bis jetzt absichtlich nicht beriihrt haben, da sie wenigstens nicht unmit-
telbar auf der Gleichung 30) beruht. Bevor ich jedoch niher auf die-
selbe eingehe, sei es mir gestattet, einige allgemeine Bemerkungen 1%
Bezug auf die epochemachende Riemann’sche Schrift ,,Ueber die Hypo~
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen*!, vorauszuschicken.

Als ich im Jahre 1868 zun Zwecke des elementaren geometrischel
Unterrichts an der hiesigen Realschule es unternahm, einen Leitfaden
der Geometrie auf wissenschaftlicher Basis zu entwerfen,’) hatte ich bereits
ohne die Riemann’sche Schrift zu kennen, welche mir erst, nachdem d‘?r
der Druck meines Buches fast vollendet war, zu Gesichte kam, die Analog!®
des gewihnlichen Raumes mit der Ebene und der geraden Linie wahrgeno™”
men und den genannten drei Mannigfaltigkeiten die Bigenschaft der Gleich-
artigkeit beigelegt, Dieser Ausdruck war Jjedoch insofern nicht gliicklich g€
withlt, als in ihm jene merkwiirdige und, wie ich glaubte, bisher noch nicht
heachtete Eigenthiimlichkeit des gewshnlichen Raumes, dass er unter d:en
Mannigfaltigkeiten oder Raumgréssen von drei Dimensionen genau die-
selbe Stellung einnimmt, wie die Ebene unter den Flichen und die G
rade unter den Linien, nicht sofort deutlich hervortrat. Man charakte:
risirt diese Figenthiimlichkeit mit Riemann ganz treffend durch den AuS

7) R. Beez, Elemente der Geometrie, Plauen, im Mirz 1869,
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d“‘wk »Bbenheit", doch wiirde es wohl consequenter sein, sie durch das
Priidicat ,,Geradheit zu bezeichnen, da dann auch die Ehbene als ;,ge-
"a‘.lﬁ Fliiche'* unter den allgemeinen Begriff einer geraden Mannigfaltig-
k‘ilt sich subsummiren liesse. Der Beweis, dass unser Raum eben ist,
W.unlg, sofort zu fiihren sein, wenn die Unméglichkeit eines Raumes von
Vier Dimensionen deutlich sich erkennen liesse. Wire aber ein Raum
Yon vier Dimensionen denkbar und dariiber hinaus kein hoherer Raum
Von mehr als vier Dimensionen, so wiirde die Ebenheit des empirischen
R-a“mes sich ergeben, wenn ausser freier Beweglichkeit der Korper auch
d.‘e Unendlichkeit unseres Raumes constatirt wire. Gibe es aber noch
finen Raum von fiinf Dimensionen und keinen dariiber, so miisste man
“:usﬂcl'dem noch beweisen, dass unser Raum bei einer Drehung um vier
1(l'.Ste Punkte immer mit sich selbst zusammenfiele. Denn wiire dieses
ticht der Fall, so konnte er auch das Analogon der cylindrischen Spi-
tale sein u, 5. w.
Was die wissenschaftliche Bedeutung der Riemann’schen Schrift
T‘]a“gt, so kann es jedenfalls nicht hoch genug angeschlagen werden,
(asg _dm'ch gie zwei neue fruchtbare Begriffe in die Mathematik eingefiihrt
‘?’01'den sind, niimlich erstens der Begriff einer Mannigfaltigkeit oder mehr-
;:ch ausgedehnten Grosse iiberhaupt und zweitens der schon erwihnte
\eg"iﬁ‘ einer ehenen oder geraden Mannigfaltigkeit. Hierdurch ist der
Veg zu ciner Metageometrie erst gebahnt worden.
Wenn ich nun auch den hohen Werth der Riemann’schen Schrift
? Gl‘und]age fiir die Theorie der hsheren Mannigfaltigkeiten vollstéin-
918 anerkenne, so vermag ich doch nicht allenthalben, mich den Voraus-
S¢lzungen Riemann’s anzuschliessen. Eine derselben, niimlich die
flnahmc, dass es moglich sei, constant gekriimmte Mannigfaltigkeiten
s;}:‘:{‘}'er Ordnungen in sich selbst ohne Dv]mung zu verschieben, ist
oben als unhaltbar nachgewiesen worden. Ferner ist darauf auf-
::Z;l:;:m Zl.l “maclnen, dass das Gauss’sche Kriimmungsmass nur fiir tor:
; se Flichen, d. h. fiir Flichen in einem ebenen Raume von drei
ch‘;“-llzoileu, flicht aber fiir gewundene Flichen, 'd. 1'1. f'iil" solche Fli-
Ziehe’n E‘br‘(ih.c (.zmeu ebenen Raum von meh"r als drei Dlmens}onen durc]}-
% di:; DII{Flg ist. Yon der‘ {etztern Z‘—\rt diirften aber Wohlnlm Allgemei-
i & .l(?m_an n. schcu. Flichen sein, ans denen das Kriimmungsmass
‘ﬂllmgtaltlgkmt bestimmt werden soll.
Ianf{“{i‘}iﬁhl 0.1'scllcint mir die Annal.:mc‘., dass das Curvenel.oment einer
gelleng]]-&gwlt- anders als rhn'f;h dlew Quadratwurzel aus einem }ff‘.}lllﬂ"
Cickic verl .erentlalﬁusdruck zweiten n'nfl“os ‘dmgcstallt we}'dcn km.mc,
S em})-ar mit dem Wesen 'der gew.olmhc]‘len Ge?mctr.]e und einer
hmg defe(')g“.mdm‘m T‘-Ietagfﬁorncti@_ zu sein, Die g.ebm.uchhc?lc Darstel-
Nigfals ‘]{ _mvennlem(\.nts einer Fliche und nl!g(fnmm einer hohern Man-

igkeit beruht doch in letzter Instanz auf dem Satze, dass das
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Quadrat einer begrenzten Geraden in einer Ebene gleich der Summe der
Quadrate -ihrer Projectionen auf zwei rechtwinklige Axen ist, Dieser
Satz — der Fundamentalsatz der algebraischen Geometrie — hat seid
Gegenstiick in dem Satze der Mechanik, dass das Quadrat einer Kraft
durch die Summe der Quadrate ihrer rechtwinkligen Componenten sich
ersetzen lisst. Bine derartige Uebereinstimmung in den metrischen Re°
lationen der gewdhnlichen Geometrie und der Mechanik weist oﬁ"enbit"
auf einen tiefen innern Zusammenhang zwischen der Natur des empirl®
schen Raumes und der Beschaffenheit der in ihm wirkenden Kriifte hin:
Infolge dieser Uebereinstimmung sind Geometrie und Physik als solid"
risch miteinander verbunden zu betrachten und jede Aenderung in WM
seren Voraussetzungen iiber den Raum, in welchem Krifte wirken sollem
macht sofort auch eine entsprechende Aenderung der Principien der
Mechanik nithig. Giebt man daher in der Geometrie den Pythagoréiischeﬂ
Satz oder dessen Erweiterung auf — was der Fall ist, wenn man das
Curvenelement in einer 'andern, als der gewishnlichen Form darzustel”
len unternimmt -—, so muss man consequenterweise in der auf dies®
Geometrie zu grindenden Mechanik den Satz vom Parallelogramm der
Kriifte iiber Bord werfen. BEs wird also durch die Annahme, dass maP
das Linienelement einer Mannigfaltigkeit durch die p'® Wurzel aus eine®
homogenen Differentialausdrucke p'** (irades darstellen kinne, die gewdhn-
liche Geometrie und Mechanik vollstindig negirt und deshalb kann diese
Erweiterung der Forni des Linienelements einer Mannigfaltigkeit in %"
serer Metageometrie keinen Platz finden, wobei ich jedoch nicht in Abred‘e
stellen will, dass sie in einer andern Mannigfaltigkeitstheorie moglich 5€l*

Dass vom rein analytischen Standpunkte aus gegen eine solche Ve.r'
allgemeinerung Nichts einzuwenden sei, ebenso wenig wie gegen die
Ausdehnung der fiir den gewthnlichen Raum geltenden mechanische?
Begriffe auf Ridume von anderer Beschaffenheit,®) versteht sich von selbs
Nur darf man nicht glauben, dass eine blosse Applicirung dieser m(‘-ch""
nischen Principien auf anders geartete Riume auch schon eine Dyllam‘k
in diesen Rdumen — also eine Art wMetadynamik* — darstellte. Ls
ist vielmehr ausser allem Zweifel, dass eine Aenderung in den rium™
lichen Voraussetzungen auch eine adiiquate Aenderung in den mechan™
schen Grundbegriffen bedingen miisse, wenn man die Analogie mit der
gewdhnlichen Geometrie und Mechanik aufrecht erhalten will.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wollen wir zunichst “'e‘r'
suchen, den Gedankengang Riemann’s zu reproduciren, wobei uns die

8) 8. Lipschitz, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnungs ”f
welchem das Problem der Mechanik enthalten ist, Borchardt’s Journal Bd.-. 745
ferner die Abhandlungen Schering’s: Hamilton-Jacobi'sche Theorie fiir Kr”'ftt"_’
deren Maass von der Bewegung der Kérper abhiingt, Gottingen 1873, und: e
allgemeinerung der Poisson-Jacobi’schen Storungsformeln, Gottingen 1874
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bereits mehrfach erwithnte Abhandlung?®) von Beltrami wesentliche Dienste
leisten wird, Wenn wir hierbei vielleicht etwas ausfihrlicher zn Werke
Behen, als unbedingt nothig erscheint, so leitet uns nur die Absicht, zum
Verstiindniss der Riemann’sehen Schrift nach Kriiften beizutragen und iiber
nsere Auffassung derselben nirgends einen Zweifel entstehen zu lassen.

Riemann’s Entwickelungen stiitzen sich auf die Verallgemeinerung
der bekannten Gauss’schen Formel

92) 75 = 0p*+ m? 9%

Worin 95 das Linienelement der Fliche, ¢ die von einem beliebig ge-
Wihlten Punkte der Fliche nach einem der Endpunkte von ds gezogene
E{iirzuste oder geodiitische Linie und & den Winkel bedeutet, den dieselbe
m Punkte g=1( mit einer fest angenommenen, ebenfalls geodiitischen Linie
bildet. In diesem Falle ist, wie sich aus Gleichung 30) leicht ergiebt,
Vemn =1, F=0, G=m? gesetat wird, das Kriimmungsmass

1 &m
K=— — T
m do
Ist die Fliiche abwickelbar oder eben, so hat man
52 %) 25? =0+ ¢? 2 9%,

die bekannte Formel fiir das Linienelement der Ebene in Polarcoordi-
laten. Fir die Kugel, deren geoditische Linien ¢ simmtlich grésste

Kreise sind, erhilt man, wenn man

x = R sin % cos o,
y = R sin © sin®,
R
7 == CO% %
Setzt, wodurch der Gleichung
2 o, et
geniigt wird: il e = h
2
92 k%) (’)sz=892+(ﬁ cos %) 095

N . . . of o
Es migen nun neue Coordinaten eingefiihrf werden, welche durch

die Gh‘,iclmngcn g
53) | ei=lotud,

b oz = p sind
oder duyy Hei g
irech das Gleichungssystem
\ T, =@ ’1; )
Ty =@ 4hy,
’1;2"")':12: 1

Aus 53%) findet man

03 #)
deﬁnirt sind.

" ) Teoria fondamentale degli spazii di curvatwra costante, Annali di mate-
atica Sepie 11, Tom II.
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a4 0xt =00+ 02 (042 + 94,2),
woraus in Verbindung mit Gleichung 52), welche man auch schreiben
kann
54) 9s?=0p>+ m? (04,2 + 04,%),
die Gleichung

mmh

0 =0 =0z + (m?*— 0% (94,24 24,%)
entsteht, Durch Differentiation der Gleichungen

findet man aber

oA+ 2a2="

welehe, in die vorige Gleichung substituirt, fiir das Curvenelement di€
wichtige Formel liefert:
Lo R o Ad(m:—g?) (2, 02, — x, D, \2
a5) 08 =0x 4+ 0a,? 4 ( Gl 0xs s 250 .

¢! 2

4 (m? — g?)

Wenn der Factor < verschwindet, so erhilt man das Lineal”
9

element einer Ebene, d. h. einer Fliche von verschwindender Kriimmungi
offenbar steht also dieser Coefficient zum Kriimmungsmass in naher B"
ziehung. Untersuchen wir zuvirderst, welchen Werth derselbe fiir di€
Kugelfliiche annimmt, In diesem Falle ‘st

i 0
= R 8 —_—
m s -

und es niihert sich der Ausdruck

fir =0 dem Grenzwerth
1

Multiplicirt man denselben mit — 4, so erhiilt man das Kriimmungsmas

1 :
der Kugelfliiche 7 Beilidufig mag auch noch bemerkt werden, dass des

Ausdruck @, Dy — g Dary\3
S )

in welchem @, und @, fiir ein verschwindendes o ebenfalls zur Null ab-

nehmen, das Quadrat des unendlich kleinen Dreiecks darstellt, welches

durch die Punkte
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3 (0, 0), (s ), (02y, 0a,)
gebildet wird.
Es entsteht nun die Frage, ob allgemein, wenn m eine be-
liebige Function von ¢ und 6 darstellt, die Gleichung
greiy
56) K=-—lim ﬂ”’_zi)
o

o=0
giltig bleibt, worin K das Kriimmungsmass der Fliche im
Punkte 0=0 bedeutet. Beltrami!’) beweist dies folgendermassen.
Unter der Voraussetzung der Stetigkeit und Endlichkeit des Kriimmungs-
Magses in der Nihe des Punktes ¢=0 folgt aus der Gauss'schen
Forme]

dass m von der Form

57) m=g+be?
Sein mijsse, wo b eine von g und & abhiingige Function ist, die mit
ihren Derivirten nach o endlich und stetig bleibt. Dann hat man im
Pﬂnkt(} g=10

_ — 6 ’)0.
Nun ist mit Riicksicht auf 57)
2_ 9 K
m - 4 =2h0=———3--, 0=0,
algo
4 prd -3
il g el e L gy
0

Einen directen Beweis der Richtigkeit dieser Formel findet man, wenn
Man mit Hilfe der Gleichung 30) unter Zugrundelegung der Gleichung
50) das Kriimmungsmass der Fliche bestimmt und beriicksichtigt, dass
gi" ¢=0 auch @, und x, verschwinden. Denn gchreibt man 55) in der

orm

2_ .2 IS
e m?—g* : : P
(‘S"-:(l‘l"_‘;_'‘1':32)3931d —-—2.1”1.12——&;4——8&[3.2:2

)
+(1+ m 94 @ '7”12) 3%2,

80 ist klar, dass in der Nihe eines gewohnlichen, d. h. nicht mit einer
8=

: . mi—
Smgularitiit behafteten Punktes ¢ =0 auf der Fliche der Quotient ~49‘1—9--
®ine endliche und stetige Grosse darstellen wird, deren Ableitungen nach
aa:x und 9@, nicht unendlich werden. Vertauscht man nun in Gleichung
30) p mit ®,, ¢ mit z,, setat

-__———‘

10) Teoria fondamentale ete. oder Math. Ann. Bd. 2, S.6.
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e ra e
E=14+2"C g3
0
m?— g?
F —- p T x,,
g2
C=14+2_"% 52

und substituirt die Ableitungen dieser Grissen nach @, und @, in die
Gleichung 30), so reducirt sich dieselbe schliesslich, wenn a;=0
@y =0 gesetzt werden, auf den einfachen Ausdruck

2 $ui9
[1"!1'»1”—12:-—311'111”1 49, o—10.
@ (4

Der Quotient g; hat aber fiir =0 zur Grenze die Einheit. Denn das
Linienelement der krummen Fliche fillt fiir =10 offenbar
zusammen mit dem Linienelement
08T =0g 40 9°

der im Punkte g=0 beriihrenden Ebene. Man erhiilt daher auch
auf diesem Wege fiir das Kriimmungsmass einer Fliiche den Ausdruck 56)-

Bevor wir die erhaltenen Resultate, die in der Hauptsache schon
Beltrami gefunden hat, auf Gebiete von mehr als zwei Dimensionen
ausdehnen, wollen wir ebenfalls nach Anleitung dieses scharfsinniged
Interpreten Lobatschefsky’s und Riemann’s diejenige Formel fiir
das Linienelement einer Fliche von constanter Kriimmung ableiten, au8
welcher die allgemeine Formel Riemann's fiir das Linienelement eine®
constant gekriimmten Mannigfaltigkeit hoherer Ordnung hervorgegangen ist:
Zu diesem Zwecke erinnern wir zuniichst daran, dass die Formel 52%%)

05 =0¢? 4 (Rsfn %)23-«92
nicht blos fiir die Kugelfliiche vom Halbmesser R, sondern tiberhaupt fir
Jjede Fliche, deren Kriimmung constant und gleich f]€_2 ist, Geltung hat:
Denn aus dem Satze von der Erhaltung der Kriimmung einer Fliche bei
der Deformation geht hervor, dass, wenn die Kriimmung constant und

it
gleich ¢ ist, die Fliche stets auf einer Kugel vom Halbmesser ’/'(‘_‘ auf-

gewickelt werden kann und dass man daher dem Linienelement einer
solchen Fliche stets die obige Form 52**) geben kann, die zunichst

nur fiir die Kugel abgeleitet worden war. Fiihrt man in das mit iB¥
identische System

95 =0 g} R? gin? I% @A+ 042), 42442 =

eine neue Art Coordinaten ein, weleche durch die Gleichungen
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=2 R lan —
an 2 7
to=2R1, tan Qif‘{
definirt gind , 80 wird
a.{‘i == .;'L1 0 ] + 2 R 291? 0 1
cos® i
2R

odey

da, cos® L =1, 0o+ Rsin%kﬁl,

2R 1
ind ehengo

; 5505 e
ox, cos® 3R Ay 00 -+ R sin b dlg,
Woraus gich durch Quadrirung und Addition, da

; Aod +1,00=0

Sty ergieht
(0,2 4 0a,?) cos?

—_t’)y + R® \m’?— (024042

2 f
== g5
Weg“n 57) ist aber
z® + &, = 4 R* tan® 2%?
i e
cos* i
ST
folglich, :
He 4 R?
Ccos*” _]'.', s 4_1{3 +_‘_.,51 ; =
algg . &y 9
05 1 Voar4d
= o 3 U o™y
i 0a e
St
ode 4 R?
T Wenn man
parpid
Setzt, o
( e ——————
5\)) Z\ § = ______1__ ik I/( .(-12+B[r22.

o o 5

1+ (o249

Dieg iy
'eﬂtalt

s 1
Getlee g da,® + (— e E X

(1+‘(:-+a:,)) (®,* + @y’ )) -

ung berechy et

die Kriimmung nach Gleichung 30), indem man

die Riemann’sche Formel fiir n=2. Schreibt man sie in der
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B i

f ] F=0

o 2
(142 @2 +a)
setzt, oder aus einer der beiden Gleichungen 35) und 39), indem manP

n den Werth 2 giebt, so erhilt man fiir die Kriimmung der Fliche den
constanten Werth W=

Die bis jetat fiir Flichen aufgestellten Formeln wollen wir weite’
in der Art verallgemeinern, dass wir zu den Riemann’schen AUS
driicken gelangen. Offenbar ist die Formel, von der wir ausgingen:

9s?=0dg*+ m® 0 9%
wenn sie in der Gestalt
5= 0%+ m? (9A2+ 042)
mit der Bedingung
AE4at=1
geschrieben wird, ein specieller Fall der allgemeineren Gleichung
60) 082 =00+ m? (04> 4+ 042+ ...+ 04,%),
AR A =1
Fiithrt man neue Coordinaten
61) =0,
k=12 an
ein, die also der Bedingung
62) x4l .+ a,2=¢?
geniigen, so ergiebt sich leicht
dalt a4, 4 0a,2=00"+ 02 (042 + 002 +... +217),
folglich, wenn man 0¢* aus 60) eliminirt:
0s?=Zoa, 24 (m2—o?) 2OAE,
e LA S
S

9

o

Da
7, A—:’.‘

ist, so folgt :
Za) o' — (Jay day)?

Soai= =
Z(xiday — xp Day)?
TE 7—:)71—'_"“:
iy ’:‘:11 2N,
Daher wird
2l 19 Gl
63) 339:23%24_4("’ z 9)2(310% 2Ikdar1>.
]

nd;

Da im Punkte 9g=0 die = simmtlich aufeinander senkrecht !

go stellt
P (.’L‘; 3 ﬂf;2—_— Ll Bm.-)E
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W verschwindende @ das Quadrat der Fliche des unendlich kleinen
Yelecks, welches durch die Punkte
I (0-0:0850) ei (o] roEmRaidas) iR s (E i Rl 25)
hest . : CHTE A : b
Stimmt ist, dar. Seine Projection auf die durch die Linienelemente
Q€
iund a; gelegte Ebene hat den Ausdruck
T 0 Tf — Tf D4
A = =
Dalng dem Friithern wiirde nun auch der Grenzwerth
4(:142-4-9'“')

Lim

» =0

i niichs : o =
Niichster Beziehung zum Kriimmungsmass stehen miissen, da das Ver

i 5g
S8chwi me—g 1y
hwinden von = den Ausdruck 63) auf

pe
=0z 4 0224 . .40z,
welches das Quadrat des Linienclements einer ebeunen n-fachen
Iu’““igf'a]tigk(‘it darstellt.
* Bevor wir jedoch unsere Untersuchung weiter fortsetzen, wollen wir

l‘educirt d

Ung m)el‘zvugen, ob die vorstehende Entwickelung auch wirklich mit den
“gfli)en Riemann’s im Einklang sich befindet, und zugleich diejenigen
_art“"“ seiner Schrift zusammenstellen, welche auf das Kriimmungsmass

fler u . fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit Bezug haben.

Auf 8.9 und 10 heisst es: ;
wind setze ... golche Grissen X, Ty, ... Ty, dass die Quadratsumme

== g2 5 - . s A e -
a $ 1t (8. G1. 62, wo ¢ mit s zu vertauschen ist.) Fiihrt man diese
ll'OSSen ein, so wird fiir unendlich kleine Werthe von @ das Quadrat
[t ini o 5.9 [ . 3 .
10"‘ Linienelements = = 2 a2 [63)], das Glied der niichsten Ordnung in
i s S h .
émselben aber gleich einem homogenen Ausdrucke zweiten Grades
n(n—1)
der . ;
¥ ——5— Grossen (x, da, — x,0x,), (x, 0&; —23dx,) ..., also eine

u : : g . : % §
nendlich kleine Griosse von der vierten Dimension, so dass man eine

: 2 2
*ndliche Grisse (———“(m ; g )) erhiilt, wenn man sie durch das Quadrat
\
(4
( . ;
le unendlich kleinen Dreiecks dividirt, in dessen Eckpunkten die

erthe der Verinderlichen sind (0, 0,0...), (&), @, %4...), (0}, Iy,
*s:..). Diese Grisse behilt denselben Werth, so lange die Grissen @
und g
:‘:e]:n‘ge die beiden kiirzesten Linien von den Werthen -0 bis zu den Wer-
T und von den Werthen 0 bis zu den Werthen  x in demselben Flii-
chelmlﬂmetlte bleiben, und hiingt also nur von Ort und Richtung derselben
:;a;g 3: wird 0ﬂ'eqbar: 0, wenn die darggste]ltc.;\[ann-igfaltigkeit eben, d.h.
adrat des Linienelements auf 282? reducirbar ist und kann daherals

dag .
Mass der in diesem Punkte in dieser I'liichenrichtung stattfindenden
z.eitnchr[fg f.

Mathematik u, Physik, XXI, 6. 27

1 denselhen biniiren Linearformen (z; und @;) enthalten sind, oder




Abweichung der Manmo'rﬂltrgkclt von der Ebenheit angesehen werder:
Multiplicirt mit —# wird sie der Grésse gleich, welche Herr Geh. Hof-
rath Gauss das Kriimmungsmass einer Fliche genannt hat. Zur Be-

stimmung der Massverhiiltnisse einer z-fach ausgedehnten in der VO‘;
S . n(n=1
ausgesetzten Form darstellbaren Mannigfaltigkeit wurden vorhin —Cou

Functionen des Ortes nothig gefunden; wenn also das Kriimmungsmass

n—1) P

. . n .. - - -
in jedem Punkte in SaTy flichenrichtungen gegeben ist, so Wer

den daraus die Massverhiiltnisse der Mannigfaltigkeit sich bestimmer
lassen, wofern nur zwischen diesen Werthen keine identischen Rel#”
tionen stattfinden, was in der That, allgemein zu reden, nicht der
Fall ist,*

Ferner auf S. 12:

»Um dem Kriimmungsmass einer »-fach ausgedehnten Mmmigf"l'
tigkeit in einem gegebenen Punkte und einer gegebenen durch ibn
gelegten I'lidchenrichtung eine greifbare Bedeutung zu geben, mus$
man davon ausgehen, dass eine von einem Punkte ausgehende kit
zeste Linie vollig bestimmt ist, wenn ihre Anfangsrichtung gegebel
ist. Hiernach wird man eine bestimmte Fliche erhalten, wenn mal
simmtliche von dem gegebenen Punkte ausgehenden und in dem 8%
gebenen Flichenelement liegenden Anfangsrichtungen zu kiirzeste®
Linien verlingert, und diese Fliche hat in dem gegebenen Punkt®
ein bestimmtes Kriimmungsmass, welches zugleich das Kriimmungsmas®
der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in dem gegebenen Punkt®
und der gegebenen Flichenrichtung ist.

Aus den angezogenen Stellen geht deutlich hervor, dass Rieman?
nicht sowohl einen bestimmten Ausdruck fiir das Kriimmungsmass einet
n-fachen Mannigfaltigkeit aufzustellen beabsichtigt, als vielmehr die Mei-
nung ausspricht, dass man die Massverhiltnisse derselben bestimme!
n (n:l) Fli-

2

konne, wenn das Kriimmungsmass in jedem Punkte nach ——

chenrichtungen gegeben ist,

Wir wollen zuniichst untersuchen, ob es im Allgemeinen 1“051“’h
ist, aus der Formel 63) die Kriimmung einer Fliiche zu bestimmen, weleh®
die beiden Linearelemente x; und ‘_ enthilt, Wir setzen zu diese™

Zwecke in 63) simmtliche z bis auf die genannten z; und 51(’131' No
und erhalten

. lig G a T R
63%) o0s2=oa2+ aar,..‘~’+(4 e L )) (ﬁq S el 1 '1') )
o 5 )

worin

4

(m? £y 9:3) m? — (@24 a,2)
# (@i ey

Q
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Die Formel 63%) hat dann ganz die Form der Gleichung 55), so dass
Man vergycht ist, zn glauben, der Grenzwerth

iy
64) k= —3lim (w)ik’ o=01)

rgiibe wie dort das Kriimmungsmass der durch das Linearelement 63%)
tharakterisirten Fliche. Dass dies jedoch falsch sein wiirde, lehrt fol-
gende einfache Betrachtung. Die Gleichung 56) ist aus 30) abgeleitet
“"Ol‘den, bei deren Entwickelung vorausgesetzt wurde, dass die Carte-
Sischen Coordinaten x, y, ¢ einer Fliche als Functionen zweier unab-

Angigen Parameter p und ¢ gegeben seien, so dass also die Gleichungen

stattfi
nden z=f(pq), y=rp ), z=f3(P,§f).

Die Fliche, deren Krimmung durch die Gleichung 56) ausgedriickt
bt ist demnach eine solche, welche in einem ehenen Raume von drei
mensionen enthalten ist. Da wir eine Curve, die in einem ebenen
?a“mﬁ von zwei Dimensionen, d. h. in einer Ebene liegt, als eine tor-
Sl?nS]“SO Curve oder als Curve von einfacher Kriimmung bezeichnen, so
Wirden wir dor Analogie nach jede Fliche der gewthnlichen Geometrie
— 2lso auch die in Rede stehende — zu den torsionslosen Flichen oder
“lichen von einfacher Kriimmung zu rechnen haben. Kinen Gegensatz
2 diesen bilden die gewundenen Flichen, die einen Raum von mehr
48 drei Dimensionen durchziehen. Sie sind das Analogon der Curven
df’PPelter Kriimmung. Wenn eine solche im gewéhnlichen Raume durch
le G]cichungen
5 xc.:fo(f"’)a &'1=f1 (1’)1 ‘T2=f2(p)’
M ebhenen Raume von n+4 1 Dimensionen aber allgemein durch das
.yStem wr— o)kt 2 >
Sich darstellen liisst, 'so wiirde dem entsprechend eine Fliche von dop-
Peltey Kl‘iimmung durch das Gleichungssystem
O =T D P k=0, 1; 250, n>d

1) charakterisiren sein, Hieraus ergiebt sich aber das Linearelement
erselben :

65) 052 =2 om;?

= a,, Op2+ 2a, Ip, 2py + a5 8P
nd die Coefficienten dieser Form wiirden die Werthe haben:

Wird

11) Dieser Ausdruck ist identisch mit dem von Lipschitz aufgestellten:
., Rodw)—2 fo (duw)]e

s ol AL ;
so T ) () — V)

ia'ld Man nur ein gewisses Geschleckt von Formen in Betracht zieht. (Siehe
o hite, Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Func-

10/ : "
ten von y Differentialen, Borchardt’s Journal Bd 72.)

27 %
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&a*k &
;=2 (3}71-) )

0z 0Ty

p, Opy '

y a2
Upg= 2 (ﬁ) .

0 pg

dig ==h;

Der analytische Ausdruck fiir das Linienelement einer ge
wundenen Fliche unterscheidet sich demnach nicht von de™
iir das Linienelement einer Fliche einfacher Kriimmung

und doch beruht er auf wesentlich anderen geometrischen Voraussets
nten

ungen. Wenn nun die Gauss’sche Gleichung 30) aus den Coefficie
den

dieser quadratischen Form 65) das Kriimmungsmass einer Fliche fin
lehrt, so darf man nicht ausser Acht lassen, dass die ganze Entwiﬁk_e’
lung auf der Annahme n=2 basirt ist. Denn nur in diesem Falle ist
die Normale eines Punktes der Fliche eindeutig bestimmt, Ist 72> 2, e
ist die Lage der Normale unbestimmt, wie bei den Curven doppemfr
Kriimmung. Man hat dann zuniichst diejenige ebene Mannig!'nltib‘:’k'glt
von drei Dimensionen zu construiren, in welcher zwei auf’einand-ef
folgende Flichenelemente liegen -— die Kriimmung_;snmnnigf':h]tigke]t'
Denn ganz cbenso, wie bei den gewundenen Curven im Ausdrucke des
Kriimmungshalbmessers die Bestimmungsstiicke der Osculationsebene a0%
treten, miissten auch in der Formel fiir die Kriimmung einer gewullde"en
IPliche die Bestimmungsstiicke des ebenen dreifachen Osculationsraumé®
enthalten sein. Dies ist aber bei der Giauss’schen Formel nicht d":r
Fall, und zwar aus dem einfachen Grunde, weil sie eben nur fiir Fli-
chen gilt, deren Osculationsriume siimmtlich mit dem einen, cmpirisc]!
gegebenen Raume zusammenfallen.

Durch das Vorstehende halte ich es fiir erwiesen, dass im All-

gemeinen die Kriimmung einer Fliche, deren Linieneleme?

: 2 . . 5 . in

durch die Gleichung 63%) gegeben ist, sobald sie nicht 1
einem ebenen Raume von drei Dimensionen liegt, durch dlt
is

Gleichung 64) nicht gefunden werden kann, und somit
die Unhaltbarkeit der Riemann’schen Definition dargetha™

oL i 5 er
Aber auch zugegeben, dass es miglich sei, die Kriimmungen d
J A : . en
N = Fldchenelemente zu bestimmen, welche durch die 7 Kant

Lo b ‘ ich .
des rechtwinkligen Elementar - Parallelepipedons (e Tin)i B

legen lassen, so ist nicht abzusehen, wie aus denselben das Kriimmungs”
mass der Mﬂ“nigl"a]tigkcit zusammengesetzt werden soll, wenn
dieses Parallelepiped mit demjenigen zusammenfillt, welches die Eler
mente der n Kriimmungslinien im Punkte ¢ = 0 bilden. Dies findet nu¥
Statt bei den ebenen und kugelférmigen Mannigfaltigkeiten und desh®

nich?
A
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A

g‘”angt man auch bei diesen, wie wir noch zeigen wollen, mittelst des
Riemann’schen Verfahrens zu einem richtigen Resultat.

. n(n—1)
Wir schicken die Bemerkung vovaus, dass die e Werthe des
Ausdy ; : :
usdruckes /3 (md =) L
lim r—Tu e QT_ !

Unmiglich von einander verschieden sein kinnen. Denn da

mP—g® mP— (24 Lo . sl Th)

o "“”'(TT;-_’_{;;_.B?K_T__”*_mnzjz ’
80 wird fiir g = (0, wodurch auch x;, @y,...#, Null werden, der vorstehende
Ausdruck sich einem Werthe niihern, der von den « unabhingig ist.
Denselben Grenzwerth wird aber auch

mi—o®\  m’ — (zi+ 20

(* o )1-,\.“” (;L.l,z_'k_'.jjkz)z
lHlben. Denn es bleibt sich jedenfalls gleich, ob man in dem Ausdrucke
mi_ ¢
‘B.r‘ gleichzeitig alle  gleich Null setzt, oder erst (»n—2) derselben
Und gehliesslich auch noch die iibrigen zwei, Da nun die ebenen und
k“gemirmigen Mannigfaltigkeiten in jedem Punkte nach jeder beliebigen
]{‘!iiuhenrivlltnng, die durch zwei senkrecht aufeinander stehende geodi-
Usche Linien bestimmt ist, denselben Werth der Kriimmung besitzen, ja
zv.vei belichig gewiihlte, einander senkrecht durchsehneidende geodiitische

mien iiberdies auch als Krimmungslinien angesehen werden konnen,

8 wird gich fiir sie in der That sowohl das Kriimmungsmass nach den
n(n—1

‘_——2“* Flichenrichtungen im Punkte ¢=0, als auch die Kriimmung
d

ér Mannigf'uhigkuit gelbst in diesem Punkte berechnen lassen.
Ny J . . - e sl v y “l >
Eine ehene #-fache Mannigfaltigkeit lisst sich durch das System

6[)) "L'k._—_I_'kU:b'f'.,"Ul"I"bk,l]}.d"i-...+bk,n Pay
e s
Worin g i i ) i ; verdinderlichen Punktes
die # die Cartesischen Coordinaten des verdnderlich )

f’i die # Parameter bedeuten, darstellen. Unterwirft man die Constanten
) den Bedingungeu ;
basd b bt kb =
borbos+ birbisd oo bar bna=0,
50 sind (iq Geraden: p;, pg ... pn auf einander genkrecht und das Linear-
elemen hat die Form ;
9s?=0das 4+ 02 + ...+ 02n’
In di = 31’12 + op+.  + O pas
tsem Falle ist nach 63)

4(m?—o¥)
—%meﬁi,in e=0
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n(n—1)

fiir simmtliche ° 3

nation der p aus den Gleichungen 66) erhilt man aber die Gleichung
der ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit in der Form
F=a(zy—a)) + o, (&, — 2"+ ...+ a (2a —z,") =0.

Das Kriimmungsmass dersélben ergiebt sich aus der Formel!2)

Flichenelemente (9p;, dp;) Null. Durch Elimi-

0SSR o ey
R g s
| L e
67) A | 2 : &S
["n an Fn] Frm
. or oy B T TR i
worin 1"-=aT, F:.-i=a—1_!, S:V1f02+ﬁ‘13+ ..+ F,? ebenfalls g‘lc"’h
Tk &y
Null,

Um das Curvenelement der kugelfsrmigen Mannigfaltigkeit zu erhal
ten, setze man

@, =Rcosg—,
@ —Rsingcos{)
1 = R 11
@ —Rsz’ngcas{} cos o,
= 7 €089 208 iy,
68) )
Zp— 1= B sin % sindy sin By ... sind,_qcos S
@. =R s L sind, sind, in & in it
1 e — ) 7 L Sindy .. sind, _qsind,_y,

welche Werthe, wie man leicht sieht, der Gleichung des kugelf'ijrmig"'u
Raumes

xltal4.. Fa2=R2
geniigen. Das Linienelement dieser Mannigfaltigkeit ist dann

632=6x02+6‘;r12+...+3xu2
2
69) =_892+(R sin %) 1092 +sin® 9, 09,2 + ..,

3 oot sind By sin®9y, .. sin? B, _909%, 1 f-
etzt man

12) 8. Mathem. Annal. Bd. VII, S, 392.
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A =089y,
Ay = sind, cos iy,
68)
Ap—1=sin 9, sind, ... sindy,_a cos s
An  =sin® sindy ... sinGp_g SiNFn—1,
80 ist

R R R
nd man erhiilt das Linienelement der Mannigfaltigkeit in dor Form
F

69 %) as?uag‘-u,-(mm%) (@A2+ 042+ .. + 3%

AT ™ - L
Fihrt man in diese Formel neue Coordinaten ein, welche durch die
G]eichungen

fJJ.'TQAJ.') ]":lnzv' - n

definiyt sind, worin die A dieselbe Bedeutung haben wie vorher, so folgt
Zopt=00 4 0* T 01
und man findet ganz wie bei Ableitung der Gleichung 63)

ghisag QiEEs
4(R S 9) E(E"am- — Pk 3]’;)2

70) 0s® =X 9 pi*+ o 5
Fiiv 9 =0 wira
4 (.1?232':112 ﬁ — 92) 1
. i — - j—
Lim = o ——=—1. 72

; 1
Multlplicirt man diesen Ausdruck mit — 3, so erhilt man 22 welches

das Kl'iimmungsmass einer Kugelflieche ist. Dasselbe Resultat erhilt man
aber auch, wenn man (n— 2) der p gleich Null setzt und unter Voraus-
hletzuhg der Torsionslosigkeit der hierdurch bestimmten Elementarfliche

[T 2e 7 . - . nl M
85 Kriimmungsmass derselben ableitet. Das Linecarelement dieser Fliche
hat dany die Form

R2sin® ~ — g* o 5
S R St pi 0Pk — PrOriY?
08 = opt+opi4+a\ —— =l % (o) )

4
¢

und ag ir es im vorliegenden Falle in der

i ist leicht nachzuweisen, dass w
hat mit einey torsionslogsen Fliche zm thun haben. Denn um direct
Yo :
N dem Ausdrucke .
ot =0oa 24 a4+ ..+ 0
« der Bedingung
: SAE= s
i = R
in : b ; i T
g ligen, zu der Formel 70) zu gelangen , haben wir fiiv @ folgende

s .
rthe zu substituiren:

thQi die
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0
a,= It cos B
)
T, =R Prin 2 :
0 R
Vo 11 10
dly == [i!—zi\'?n % 5
& 0 n
fEE Al
r,= R £n sin 5— ™
0 R

Setzt man hier alle p bis auf p; und py gleich Null, so erhiilt man

[
xy= R cos =

B’
P . 0
Ly = ])) — SN —
& > &?HR v

¢
=R &l
@
Diese drei Gleichungen repriisentiren eine im ebenen Raume Ly Pis o
gelegene Kugel
x? + x4+ a2 = R?,

deren Curvenelement durch die Gleichung 71) gegeben ist. Die geOdﬁ"
tischen Linien sowohl, als die Kriimmungslinien der kugelférmigen Man-
nigfaltigkeit sind grésste Kreise; daher lassen sich fiir o=0 die 9P als
die Elemente der 2 Kriimmungslinien ansehen, die vom Punkte 950
ausgehen. Bedeuten nun g; und g« die zu den Elementen op; und Pk
gehirigen Hauptkriimmungshalbmesser, so kann das Kriimmungsmass Kf"
der durch die Gleichung 71) charakterisirten Fliche einerseits durch di€

Formel
R?sin? % — o?
Kip=—3 Lim Feasr ey gt L 0,

andererseits durch :
1
Qi+ Qk ?
dargestellt werden, Das Kriimmungsmass der #-fachen l{ugelmannigfal-
tigkeit ergiebt sich daher

Kip =

1 u-l/i'ﬁﬁ—-T}

V&g

1
l(,k pa— ‘ﬁé

fe it o
0103 0n
und da

ist :

1
]n'

K=
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Das gleiche Resultat erhiilt man, wenn man das Kriimmungsmass
derselben Mannigfaltigkeit:

&t + a4+ wat = R
4us der Formel 67) berechnet, worin
F =al4+a4+.. . +a,*— R,

Bo=2an, S=VFIFFIHIFEE
Fiv=Fu=0, Fi=2
20 setzen ist.
Der Formel 69 *), welche einen Ausdruck fiir das Linienelement des
n-fachen kugelfsrmigen Raumes liefert, wollen wir endlich noch die
destaly geben, welche Riemann dem Linienelement einer constant ge-

fimmten Mannigfaltigkeit von » Dimensionen iiberhaupt vindicirt.
etzen wir

72) pr= 2R}, lan :‘2%{ d
50 wird
0 "29_la +Rsz’ng('),l
Pr €COS ﬁ— r0Q 7 =
alsg
73 2 ( 2 si E)zs* Bus i ubaiinh o
) 0o + ]I“”[;’ Z0A, cos >R aprt.
Durel Vﬁl‘glcichung von 69%) und 73) findet man
05 = cos? _9_’ VEap,
N 5 2R
Un ist wegen 72)
e S a0 ‘
¢ S Zp.~ =4 R* lan* 2[{,
olglich :
oy sl 4 R
g ARy
algo 2R 4R Zp,
08 = HrsE Y Zap,*
| Zp,d :
od 4 R?
eI, wenn man
-
e
o
Setzt .
& ds = e Lt VZop,:, r=1,2,...n
14 5 =p,?
: 4
Dig

5 5¢ Formel stellt also das Linienelement einer kugelfor-
'gen Mannigf’altigkeit dar. Wenn Riemann sie iiberhaupt
 Ausdruck fiir das Linienelement einer Mannigfaltigkeit

al
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von constanter Kriimmung angesehen wissen will, so beruht
dies|, wie schon oben erwiihnt worden ist, auf der unhaltbaren Vor-
aussetzung, dass eine Mannigfaltigkeit von constanter Kriim-
mung sich deformiren und auf einer kugelformigen Mannig-
faltigkeit von ebensoviel Dimensionen aufwickeln lasse.

Die kugelfsrmige Mannigfaltigkeit, deren Linienelement durch die
Gleichung 74) gegeben #ist, besitzt — wie nach der Ableitung dieser
Formel nicht anders zu erwarten steht — in ihren simmtlichen Elemen-
tarflichen, die ohne Ausnahme torsionslos sind, die Kriimmung «. Den?
setzt man alle p bis auf p; und p; gleich Null, so kommt

s = ' VapE+ apd,

14+ 7 (2 +p4d)

welche Gleichung dieselbe Form hat, wie 59). Die Torsionslosigkeit d‘?"
betreffenden Fliche ergiebt sich durch eine #hnliche Betrachtung, wie
vorher, Um das Element
0s* =oxlt+oxtd.. .+ ox,’?

des kugelférmigen Raumes

: zltai4.. = R?
in die Form 74) zu transformiren, hat man
Q
T, =R cos-]— 3
@ 0

Dr .
Ty =ll sin ~— col ==

2R D

mit der Bedingung

Ep,t =4 R:tan? Qi}i

zu getzen. Dann verschwinden, wenn man die p bis auf zwei glﬂl
Null setzt, alle « bis auf drei, folglich hat man eine Fliche, welche 1.n
einem ebenen Raume von drei Dimensionen liegt, fiir welche also die
Gauss’sche Formel 30) giltig ist. -

Gehen wir noch einen Augenblick auf die Formel 60) zuriick,
aller Wahrscheinlichkeit nach Riemann seinen Betrachtungen zu Grund®
gelegt hat. Sie lautete:

P =00+ m? (DA 2+ 047+ ...+ 047, A24A24.. . F12=1
oder, wenn wir statt der 4 die in 68%*) gegebenen Werthe einfithren®
75) 0s*=00+ m? (292 + sin®9, 09,2 +...+ sin® @, sin®9,... sin* {},,.2332"")’
und stellte die Verallgemeinerung der Gauss’schen Gleichung

0s*=0a¢* 4 m* 99,2

dar. Um das Linienclement der kugelformigen Mannigfaltigkeit aus

ich

W eI Ghe’

ihr

Al : : a8
zu erhalten, hat man m= R sm% zu setzen, KEhenso ergiebt gich @
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o P

Linienelement der ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit, wenn man fiir m
die Grisse o substituirt. Denn wenn z,, @,, ... ®, die Cartesischen Co-
ordinaten einer ebenen #-fachen Mannigfaltigkeit bedeuten, so erhilt
Man das Linienelement, in Polarcoordinaten ausgedriickt, wenn man

&y =g cosidy,
. — y: " » £
&y =g sindy cosdy,

Tp—1=Q Sind, sind, ... sind, _ocost,_y,
Ty =@ sing, sindy ... sindy o8NPy 4
Sétzt. Man findet dann
0s? =30,
=00+ 02092 + o? sin 9, 98,2 + ...+ o? sin 9, sin® B, .. sin29,_2 29%, .
Dass aber die Formel 75) dem Linienelement jeder beliebigen an-
de‘m Mannigfaltigkeit Geniige leistet, diirfte wohl nicht zu erwarten sein.
erzu ist sie offenbar nicht allgemein genug. Wir ersetzen sie daher
durch die umfagsendere Gleichung:
76) 082 =0 +m?2 09+ mP2 092 +... +m_108% ;.
: Da fiir =0 das Linienelement der n-fachen Mannigfal-
tigkeit zusammenfillt mit dem Linienelement der in diesem
}lnkte beriihrenden ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit, so
WMiissen die m folgenden Grenzbedingungen Geniige leisten:

5
Lim—1 =1,
m
Lim —2— = sin &,
) 2
=

Lim

1 ; ; ;
—— = sin sindy ... sindp—_2.

Auch Beltrami und Lipschitz haben in ihren spiiteren Abhand-
l.lngen”} allgemeinere Gleichungen abgeleitet. Von den Formeln, die
816 daselbst aufstellen :

08 = a;r02+270,-kam,-axk, 2= 1, 2, eon—1
und

352=8R2 +2h‘l,:kal;0r Elps, :":11 21 wee ”_11
-‘—-—___—‘-——_

13) B eltrami, Sulla teorica generale dei parametri differenziali, 8. 17, und

ng Pﬁhitz, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung, in welchem

¥ '01.’19111 der Mechanik enthalten ist. Borchardt’s Journal Bd. 74, S. 146,
"), in welcher 2(U+H)==1 zu setzen ist,

Lipg
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ist aber nur noch ein Schritt bis zu der Formel 76). Dass diese aus
der allgemeinen quadratischen Form

08 = Zair da; 0y
wirklich abgeleitet werden konne, ergiebt sich aus Beltrami’s Theorie

des ersten Differentialparameters. Wir erhalten mit Hilfe derselben fol-
gende Transformationsrelationen :

o 0o 0p

78) ZikT ox; 0xy e 0L
29,
79) AL B

ki

a dx; Oxk
ik 09, 09, 1

80 i ey
) * u da; dxr m?’
o 09 09,
81) Sip— — L =,
a dx; dxy
worin
(l’l‘ Qg o (l|n|

Ggy Mgy ..n G3g|

|

’ y1 n2 ...

(i :

|
|
|
Ann ’

0a

o) =
¥ 8{1,'5

ist. Die partielle Differentialgleichung 78) stellt den erste®
Differentialparameter von ¢ in Bezug auf die Form

@ = Za;. 0x;0 )
dar. Sie féllt zusammen, wie weiter unten gezeigt werden soll
mit der Hamilton’schen partiellen Differentialgleichung»
welche das System der isoperimetrischen Gleichungen

dr
am 3 ox ¢ o '__'d.'L‘,' j=s1. 9
LT, | B i [ Ao B

ersetzt, denen die z zu geniigen haben, damit das Intﬁg"al

- V ’ - da; dxp 7
¢ Lt e e

ein Minimum wird. Fiir =2 hat Gauss in Art, 22 seiner DisqU
siliones circa superficies curvas unter Voraussetzung der gewshnlichen Form
des Curvenelements einer Fliche

0 =E0p*+2F0pdq+Goq?

die betreffenden Transformationsrelationen [s. GL. 5) und 6)] gegeber
Dieselben sind:
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S e s e T PP

-

or or 0 r\?
o e n() Caplz (0
9q ap' Bq+ op/’
(F” a:)aq) (]:‘?7 ar)(')‘(p
0q ap 0q 0q op/op”
Setzt man hierinp =p;, 0 =15, E=a;5 E= =06 =dg;, 0, G
el / ]

2
12 =a, so lassen sich diese Gleichungen iibersichtlicher schreiben:

1( ((,-?) or or (81))_
—{ e 37171 —-2(1128-1)—!8—}12-}—(111 5;; =1

1 ( o or do or 0 or Bq))
=\a, —— gy — — — =
. TEAGEL ()]: 2p 2ten dpy “(7)1, o p, 8;1 op,
Oder, da
‘ oo 5= gy = a1~ %oy 1 T %0 T %1y %1 =S S

ist:

Sy i o= o o (U0
t \Opy @ 0p L O0py & \Op, !

@y or 9o o Or 0p | oy Or 0 | Oy Or 0@

@ Op, 3p, " @ Gpy0py @ OpyOp, | @ Opydmy
Welche beziiglich den Gleichungen 78) und 79) entsprechen., Es ist also
Zur Velvnllqtmd!gunn‘ noch die dritte Gleichung 80) hinznzufiigen:
((’}m) 2(11,34;0 f)rp ct,,(()(p) 1
op, a c)/: E)p 2 py m?
oder in der Ganss schen Bezeichnungsweise

SO g (A2 sl 208 ooy

m* \dg op 04 op
nt zur Bestimmung der Funetion m. Die vierte Gleichung 81)
‘mmt fijr 4 —9 in Wegfall.
Eine ausfiihrlichere Ableitung der Gleichung 78) soll am Schlusse
der Alrllan[”unﬂ gegeben werden, nachdem zuvor die Zulidssigkeit der
form, unter welcher Beltrami im Anschluss an Riemann’s Abhand-
das Linearelement einer Mannigfaltigkeit von constanter negativer
\r"mm“ng und die Berechtigung der damit im Zusammenhang stehenden
icht . Euklidischen Geometrie des Raumes gepriift worden ist.
(Schluss folgt.)

b

Sie die

'll!]u-

Berichtignngen im vorhergehenden Theile der Abhandlung.

0 e a;
Seite 432 Zeile 12 von oben statt +%%% st zu lesen — aTJ‘
ap, 0P
i X Dl & oh _ o
5y 486 13 3 % b # ;ﬁ,}} :T_,! L TR ) t"]_w.: - é"ml ]
1 1
Gl e e e L L e 2}
1+- Zaf? (1+—2.’C;2
4 4
ot it AR = NS oben (}' =ap " on y Gy=— 1,
AT D1 i e w owoon A,
»w 444 . 10 ,, untem ,, WP s o Tt




»Grundziige einer allgemeinen axonometrischen Theorie der darstellenden
Perspective'* im 2. Hefte des gegenwirtigen Jahrgangs dieser Zeitschrift
(5. 81 flgg.) an. Sie ibertragen die dort gewonnenen Resultate anf |
die riumliche Projection und geben damit die Grundziige einer ax0
nometrischen Theorie der Reliefperspective und der collineaven Ver
wandtschaft riumlicher Systeme. Die Leichtigkeit, mit welcher dies®
Uebertragung von Statten geht, oder umgekehrt die Rinfachheit def
Specialisirungen, durch welche die Theorie der Planperspective aus der-
jenigen der centrischen Collineation und diese aus der Theorie der pro”
Jjectivischen Collineation fliesst, diirfte ein Zeugniss fiir die Brauchha.f‘
keit der Methode sein. Sie ist eben durch das axonometrische PrinclP
bedingt, nach welchem die Bildfigur auf dasjenige Coordinatensyﬂt’cl_n
bezogen wird, welches die Abbildung des Coordinatensystems der Orr-
ginalfigur reprisentirt. Bei Untersuchungen iiber collineare Veﬁ"”‘nflt
schaft wird das Bildeoordinatensystem hiufig beliebig angenommen,
sofern dieselbe dargestellt wird durch drei lineare Relationen der all-
gemeinsten Form zwischen den Coordinaten zweier entsprechender P““kt?'
Den Connex zwischen dieser Darstellungsweise und unserer axonﬂmetr,l'
schen Methode stellen die $§ 13 und 14 her. Dabei wird beiliufig 41°
collineare Abbildung eines Ellipsoids, namentlich seine Abbildung ’.’:]'5
Kugelfliiche, besprochen. — § 12 giebt ein einfaches Criterium d”‘i:m’
dass eine durch fiinf Paare entsprechender Punkte gegebene Collineatio”
eine centrische sei, und lehrt ein einfaches praktisches Verfahren, 2%
solche Systeme in perspectivische Lage tibersufiihren, was jederzeit &%
doppelte Weise (directe und inverse Lage) geschehen kann, —

XVIL

Axonometrische Theorie der perspectivischen und
projectivischen Collineation im Raume.,

Von
Prof. Dr. Guipo Hauck

in Tilbingen,

(Fortsetzung zu V, Heft 2)
(Hierzu Taf. VIII, Fig. 1—5.)

Die folgenden Ausfiihrungen schliessen sich direct an den Aufsats’

Der
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! Unterschied zwischen gleichstimmiger und ungleichstimmiger Collineation
Wird durch die in den 8§85 9, 12 und 14 enthaltenen Bemerkungen ins

Mehtigo [icht gesetzt. — § 15 bespricht die in der allgemeinen Theorie
Wit inbegriffene Collineation ebener Systeme. — Schliesslich wirft § 16

®I0 interegsantes Licht auf die ganze Theorie, indem er die axonometri-
8 o : . e

then Coordinaten mit den Chasles’schen und projectivischen Co-
0 1 . .

tdinaten in Beziehung setzt.

§ 8.

Allgemeine Sitze iiber Collineation,

; Es erscheint zweckmiissig, die Fundamentalsiitze iiber Collineation

M Raume, auf die wir uns im Folgenden beziehen werden, als Einlei-

' Wng vorauszuschicken. *

$ i Zwei yiiumliche Systeme heissen projectivisch collinear, wenn

Sl_“ 80 aufeinander bezogen sind, dass jedem Punkte des einen Systems
“In und nur ein Punkt des andern Systems entspricht und dass solehen
unkten des einen Systems, die in gerader Linie liegen, stets solche
_unktﬂ des andern Systems entsprechen, die ebenfalls in gerader Linic
liegen. Alsdann entspricht auch jeder Ebene wieder eine Ebene, jeder
Fliichg pyter Ordnung wieder eine Fliche n'* Ordnung, _

’ Existiven in zwei collinearen riumlichen Systemen zwei einander
®htsprechende congruente Strahlenbiindel, sq liegt der Specialfall der
ci"“tl“lschnn oder perspectivischen Collineation vor. Man kann
amlich e solche Systeme in perspectivische Lage iiberfilhren, indem
mm} Jene zwei Strahlenbiindel zur Coincidenz bringt. Zwei centrisch
“llineaye Systeme in perspectivischer Lage haben ausser ihrem gemein-

Schaftlichen Strahlenbiindel, dessen Centrum wir Collineationscen-

um nennen, anch noch simmtliche Punkte einer Ebene entsprechend

8®mein, welche wir die Collineationsebene nennen. Je zwei ent-
8?""-011&11(1(} Gerade beider Systeme miissen sich in einem Punkte der

Omn(’-ationsobmm schneiden, den wir die Spur der Geraden nennen,

Von zwei perspectivisch collinearen Figuren kann jede als die Relief-

du ng der andern angesehen werden. Denn die Eindriicke, welche

* Alg wichtigste Originalarbeiten iiber Collineation im Raume vergleiche man:
. U8, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, S. 801 ﬂgg: = Ponccicf,

‘ﬂ:fte des propriéiés projectives des figures. Neue Ausgabe, Paris 1865, Tome I,
]);t‘i‘;ﬂlﬂgg, — Magnus, Sammlung von Aufgaben und Lehrsi’ut:/.f:n aus der ana-
e 0_101‘1 Geometrie des Raumes, Berlin 1837, S: 72 flgg. — Richelot, Ueber
S einfachste Correlation in zwei ritumlichen Gebieten, Crelle’s Journal Bd. 70,

[ Moy,

li. :37-ﬂgg_ — Miigis, Ueber die allgemeinste eindeutige Correlation zweier riium-
(’}‘31‘ (:‘rebildc, Koénigsberg 1868, — Stephen Smith, On the Focal Propertics

‘ ;‘O’gﬂﬂi'aphic Iigures, Procedings of the London Mathematical Society, Vol. 11,
Y B, 196 ﬂg‘g‘_
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beide einem im Collineationscentrum befindlichen Auge machen, sind
identisch. Mit Riicksicht hieranf fassen wir von zwei collinearen Figuren
die eine als Original- oder Objectfigur, die andere als Bildfigur auf,”
wobei jedoch ausdriicklich constatirt werden mige, dass es vollstindig
gleichgiltig ist, welche Figur als Original und welche als Bild genommen
wird, und dass ein Tausch zwischen Original und Bild Jjederzeit vO¥*
genommen werden kann.

Diejenigen Punkte des Bildsystems, welche den unendlich entfern-
ten Punkten des Originalsystems entsprechen, nennen wir Flucht:
punkte. Dieselben liegen alle in einer Ebene, welche wir die Flueht-
ebene nennen und welche das Bild der unendlich fernen Ebene 408
Originalsystems repriisentirt. Alle Punkte des Originalsystems, welche
den unendlich fernen Punkten des Bildsystems entsprechen, nennen Wi
Gegenpunkte; sie liegen alle in einer Ebene, der GcgencbeneowF
welche der unendlich fernen Ebene des Bildsystems entspricht. Flueht
ebene und Gegenebene sind beide der Collineationsebene parallel (den?
die Schnittlinie der Fluchtebene mit der Collineationsebene ist der Flucht:
ebene und der unendlich fernen Ebene des Originalsystems cntsprech"‘“d
gemein, liegt also im Unendlichen).

Zu einer gegebenen Originalfigur ist die Bildfigur wvollstindig and
eindeutig bestimmt, wenn die Lage des Collineationscentrums oder Auges
der Collineationsebene und der Fluchtebene in Beziechung zur Origina]‘
figur gepeben ist. Man kann alsdann das Bild u irgend einer Gerade®
m der Originalfigur auf folgende Weise finden: Construire (Taf. vtk
IMig. 1) die Spur # der Geraden m als Schnittpunkt derselben mit de
Collineationsebene. Construire den Fluchtpunkt # als Sechnittpunkt der
I"luchtebene mit einer dureh das Auge 4 zur Geraden m gelegten Paral-
lelen. Dann ist ¥ F das Bild u.

Zieht man durch das Auge 4 cine Parallele zu u, so schneidet dies®
die gegebene Gerade m in deren Gegenpunkt 6. Da nun die vier Punkte
AFMG die Ecken eines Parallelogramms bilden, so folgt: Der Abstand
des Auges von der Gegenebene ist gleich dem Abstande der Collined
tionsebene von der Fluchtebene.

8§ 9.

Axonometrische Behandlung der Reliefperspective.

Gegeben sgei irgend ein riumliches Ohject durch die auf ein recht-
winkliges Axenco01'tlmat(',nsystvm 0, xyz bezogenen Coordinaten Sf‘-”‘_"d
Punkte. Wir stellen uns die Aufgabe, dessen reliefperspectivisches Bil

e : as . . . . 1 L ‘e

* Wir tibertragen diese Determination auch anf projectivisch collineat
Systeme.

** Vergl. 8.83 Anmerkung.
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“W construiren, wenn die relative Lage von Auge, Collineationsebene
"_T“} Fluchtebene gegen das Objectcoordinatensystem gegeben ist. Wir
lisen diese Aufgabe wieder dadurch, dass wir zunichst das Bild der drei
Cf‘mrdinatr'naxvn und dann fiiv jeden einzelnen Objectpunkt das Bild
S€Ines projicirenden Parallelepipedons construiren.

‘Das Bild der drei Coordinatenaxen sei der riinmliche Dreistrahl
»SME (Heft 2, Taf. 11, Fig. 1).* Derselbe ist bestimmt durch die
dl'.ei scheinbaren Axenwinkel, die wir wieder mit Wigy Wy, Mg be-
“elchuen, wobei aber nun

b7 Wig =+ Wyg + Wy < 360°,

Im Uebrigen gelten die Ausfiihrungen des § 1 Wort fiir Wort auch

o

fiir die Reliefperspective.  Wir haben wieder die Reductionsformeln:
@x : L
L 68) g T T - SV e
sk ¥=—9y Sty

WO fi und g; wieder die Abscissen der Fluchtpunkte und Gegenpunkte
Tepriisentiren.

Ebenso behalten die in § 3 besprochenen graphischen Methoden
der Conx'dinntonreduciion, sowie die Constructionen am scheinbaren Axen-
SYstem, durch welche das Bild eines Punktes aus seinen reducirten Co-
Ordinaten erhalten wird, in der Reliefperspective ihre wvolle Giltigkeit.

U sind jetzt Taf. 1T, Fig. 1b und Fig. 2 als planperspectivische Ab-
bild“ngen der in Wirklichkeit rdumlichen Figuren anzusehen.

Die Aufgabe kommt somit wieder darauf hinaus, die neun Grund-
Constanten

iy fi und ¢; auszudriicken als Functionen der Orientirungs-
Constantey

Die auf as Objecteoordinatensystem bezogenen Coordinaten des
Uges seien a,, ay, ay; die Axenabschnitte der Collineationsebene seien
™15 My, my, und die Axenabschnitte der mit ihr parallelen Fluchtebene
im,, qMmy, gmg, Wir haben also die sieben Orientirungsconstan-
ten S0 gy, sy My, My, My ¢,
Die drei Coordinatenaxen (Taf. VIII, Fig. 2a) méogen von der Col-
tionsebene in den Punkten MM,

d : : :
en Punkten Ny, Ny, Ny, von der Gegenebene in den Punkten G,, G

li :
fea ., von der Fluchtebene in

2
8 Und von einer durch das Auge zu diesen drei Ebenen gelegten Pa-
1y ‘

alleleben o in den Punkten H,, H,, H

y 21 3

Schlug T 3 ;
blusse vop § 8 citirten Satze zufolge ist nun
69)

H,Gi=N My =mi—qmy.
Diese Bemerkung liefert uns die Mittel zur Berechnung der drei
*8enstrecken 955 93+ 95. Die Gleichung der durch 4 gelegten Parallel-

e 5
ene ist sunichst:

geschnitten werden. Dem am

# ; ; : ; . :

Auf Taf, IT im 2, Hefte sind die Punkte O und & mit o und o bezeichnet,
Zioi ¢

CHechrift . Mathematik u. Physik. XXT, 6 28

q
Tl

PO s
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70) 24

my My my my my g

Deren Axenabschnitte sind:
) R (ml-{-mz_l_m3 ]
und hieraus folgt fiir die drei Axenabschnitte der Gegenebene oder die
drei Gegenstrecken: i
L MR (e g _)
72) gi= 0; H; + H; G; = m; (nzl+7112+rns +1—¢).
Fiihrt man also die Bezeichnung ein

+m +I_Q’!

8

II. 73) %= 1L

T my g
so hat man fiir g; die Werthe:
IV. 74) gi=nm;.
Die geometrische Bedeutung der Hilfsgrosse » ist dieselbe wie be
der Planperspective:

75) = :

)

(et ]
wenn ndmlich wieder 40 mit » und 48 mit o bezeichnet wird.
Um die iibrigen Grundconstanten zu bestimmen, sind die Schluss

- folgerungen genau dieselben wie bei der Planperspective. Die COU"di_'

d, LY : 1 ‘o
naten von £ sind -, -2, -f, woraus sich fiir die Strecken £ M; di®
%' x
Werthe ergeben:
= m; g ‘)‘2
[.II. 76) {,r,iz= ’I‘i2_27+_2' %
H

Hierauf folgt aus der Bemerkung, dass die Punkte My, My, M den
Coordinatenaxen und deren Bildern entsprechend gemein sind:

V9T fi=({1—%)u,
und schliesslich ergiebt sich aus den drei Dreiecken M; 8 M,:

VI. 78) oot e S BE S ]
: 2 i g
Wir sehen also, dass fiir die Reliefperspective genan dieselben For
meln gelten, wie fiir die Planperspective. Nur die Hilfsgrisse # hat
einen etwas andern Werth. — Hat ¢ den Werth 1, so fillt die Fluc.ht'
ebene mit der Collineationsebene zusammen, und die RcliefpeTSPcc“vc
wird zur Planperspcctive.

Durch die drei Axenwinkel Wygy Moy, Wy, ist das Bildeoordinate?”
system nicht vollstindig bestimmt, insofern aus denselben zweierlei A)?eﬂ'
systeme construirt werden kinnen, die zu einander symmetrisch S”".'
Das eine ist mit dem Objecteoordinatensystem gleichstimmig, das ander®
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“ngleichstimmig. Zur Entscheidung iiber die Wahl zwischen diesen
Wei Formen wird uns folgende Betrachtung die Mittel liefern:

Wir haben im Vorangehenden — entsprechend Taf, VIII, Fig. 2a

stillschweignml angenommen, Collineationscentrum und Co]lineatinns:
thene liegen zwischen Gegenebene und Fluchtebene, d. h. es sei
1<1. Man iiberzengt sich jedoch leicht — wvergl. hierzu Taf: VI1I,
Fig. 3a —, dass unsere Formeln auch fiir den Fall gelten, wo ¢>1
ist, Zwischen diesen zwei Fillen besteht folgender charakteristische Un-
tersc]ﬁed:

Liegen Collineationscentram und Collineationsebene zwischen Gegen-
ehene upg Fluchtebene, so liegt jeder Punkt der Originalfigur mit seinem
ilde ayf einer und derselben Seite der Collineationsebene. Hieraus
folgt, dass jeder Dreistrahl der Originalfignr mit seinem Bilde gleich-
Stimmig ist. (Denn sind S, S,, §; die Spuren der drei Strahlen, P und
die zwei Scheitel, so liegen die Spitzen P und II der zwei Pyramiden
8:1‘Q283 £ und §, 838311 auf einer und derselben Seite der gemeinschaft-
IChen Grundfliiche.) Liegen dagegen Fluchtebene und Gegenebene zwi-
Schen Collineationscentrum und Collineationsebene, so liegen irgend zwei
“btsprechende Punkte aunf entgegengesetzten Seiten der Collineationsebene,
ung hieraus folgt, dass jeder Dreistrahl der Originalfigur mit seinem Bilde
ungleichstimmig ist.

Wir nennen im ersten Falle die collineare Verwandtschaft zwisclien
eiden Figuren eine gleichstimmige, im zweiten Falle eine ungleich-
stimmi,ge‘a‘:

Aus dem Gesagten geht nun fiir die Construction des Bildcoordina-
tensystems folgende Regel hervor:

Das Bildcoordinatensystem ist gleichstimmig oder ungleichstimmig
i . . e
it dem Objectcoordinatensystem zu construiren, je nachdem ¢ < 1ist

Eliminiyt man aus den obigen Gleichungen die sieben Orientirungs-
“Obstanten, so bleiben noch zwei Beziehungen zwischen den neun Grund-

‘Oustanten, Es sind dies die ans den drei Gtleichungen
VIIL 79) M (g +91%) =12 + [ — 2 i fy coswar
(1111'(;]1

Elimination von A2 folgenden.

Diese Gleichungen sprechen die Aehnlichkeit des Fluchtpunk-
tendreiecks und des Gegenpunktendreiecks aus, wie dies bei

. *In der Reliefsculptur und der decorativen Kunst findet nur die gleichstim-
mllge Centrische Collineation Verwerthung. — Als wichtigster Specialfall der un-
Bleig h

Ve : : ST rische Collineation zu
Stimmigen centrischen (ollineation ist die involutorische Colli

e i
mmen yyjt q=n.

28%
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der Planperspective néiher erortert wurde. Alle hieraus gezogenen Fol-
gerungen gelten also auch fiir die Reliefperspective., Namentlich erinner?
wir an die zwei graphischen Bestimmungen eines Grnndecon-
stantensystems (s. Heft 2, S. 91 und 92). Es tritt bei diesen Con-
structionen nur die eine Aenderung ein, dass Punkt ® nunmehr ausser
halb der Ebene des Fluchtpunktendreiecks anzunehmen ist

Soll ein Grundconstantensystem mittelst Rechnung aufgestellt Wer
den, so diirfen sieben Grundconstanten willkiirlich gewiihlt werden. Map
wiihlt entweder /), f;, f;, 5, myy, my, A willkiitlich und hat dann 2uF
Bestimmung von g, g,, g, die Gleichungen 23) oder 24), oder mal
wihlt fi. fo, foy 015 99y 05, A willkiirlich und hat zur Bestimmung vO!
Wiy Moy, Wy die Gleichungen 29).

Jedem Werthsysteme der Grundconstanten entsprechen zwei Bﬂ‘?'
systeme, — ein mit dem Originalsystem gleichstimmiges und ein Mi*
ihm ungleichstimmiges.

Bezeichnet man wieder den Fusspunkt der vom Auge auf die Eben®
des Fluchtpunktendreiecks gefiillten Senkrechten als Hauptpunkt “rfd
die Liéinge dieser Senkrechten als Augdistanz, so gilt Alles, was .'u
der Planperspective (vergl. Heft 2, S. 94) iiber Hauptpunkt und Augdis
tanz gesagt wurde, auch fiir die Reliefperspective. Auch die Formel?
XIX) und XX) behalten ihre Giltigkeit.

§ 10.
Malerische Perspective. — Bemerkungen iiber optische Wirkung:

Unter den Specialfillen verdient in erster Linie die malerisch®
Perspective und deren Unterfall: die Cavalierperspective, i
achtung. ;

Was in § 6 hieriiber bemerkt ist, behilt in der Reliefperspective sein®
volle Giltigkeit. Namentlich beachte man die zwei Gleichungen 40) and 41)
und die graphische Bestimmung eines malerisch - perspectivischen G"“’.'d‘
constantensystems (Heft 2, Taf. I, Fig, 7). Bei letaterer tritt nur die 0”‘10'
Aenderung ein, dass die auf einander senkrecht stehenden Geraden Fy I
und ®{ nunmehr windschief sind. Taf II, Fig. 7 ist jetzt als plar’
perspectivische Abbildung der in Wirklichkeit rdumlichen Figur 2t be-
trachten. — Bei der Cavalierperspective ist Wy = 900, die W'ah
der iibrigen Grundconstanten w,y, wy,, f,, ¢y, p ist vollstindig willkiirliet

0 . ' Rl . us
In der Kunst wird zu reliefperspectivischen Constructionen fast &

R AT i - iors ‘o (lava
schliesslich die malerische Perspective verwendet; namentlich ist es die C2
lierperspective, welche die in praaxi gebriiuchlichsten Constructionsmethod®

* Man vergl. hieriiber: Pou dra, Traité¢ de perspective-relief, Parts 186,
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liefert, 1o}, glaube jedoch, dass auch eine schiefe Annahme der Colli-

Heationschene in gewissen Fillen ihre volle Berechtigung hat. Die physio-
logische Seite der Frage, inwieweit die Annahme einer verticalen Stellung
der Bildebene oder Collineationsebene in der Planperspective oder Relief-
Perspective nothwendig oder zweckmiissig ist, wird nicht selten mit einer
S€Wissen Leichtfertigkeit behandelt, und sclleim‘: mir daher ein genaueres

=
ngehell auf diesen Punkt — wenn auch von unserem eigentlichen
r

Thema etyag abliegend — doch nicht iiberfliissig zu sein.

Der Grund dafiir, dass im Allgemeinen die malerische Perspective
Unter gallen Perspectivarten die naturgetreuesten Bilder liefert, liegt in
dem Umstande, dass nur bei ihr verticale Linien sich als Parallelen dar-
Stellen, was mit unserer Gewohnheit, von verticalen Geraden einen pa-
f‘alleleu Eindruck zu erhalten, harmonirt. Diese Gewohnheit aber findet
ihre Physiologische Erklirung in Folgendem: Hat die optische Axe des
Uges beim Betrachten eines Objects eine horizontale Lage, so hat das
lichenelement der Netzhaut (gelber Fleck), auf welches das von den
b"(‘-chenden Medien des Auges entworfene Bildchen fillt, eine verticale
Stellung. In diesem Falle ist also jenes inverse Bildchen ein malerisch-

B\

P{"“r‘speﬂtivischcs, in welchem alle in nalura verticalen Linien sich als
arallelen abbilden; in diesem — aber nur in diesem — Falle kommen
Uns dahey Jene Linien als parallel zum Bewusstsein. Die genannte Stel-
ung deg Auges ist nun bei aufrechter Haltung des Kopfes die natiirliche
U:nd deshalb gewshnliche, und daher riihrt es, dass unserem Aunge ver-
ticale Linien allerdings fiir gewohnlieh éinen parallelen Eindruck
Machen, [y parallele Eindruck hort jedoch auf, sobald wir mit schief-
gestellter Augenaxe — von unten hinauf oder von oben herab — be-
Obachten. Es entstehen in solchem Falle Netzhautbildchen, idhnlich jenen
ltnnﬁtiirli(alltaxl FPhotographien architektonischer Objecte, die mit gencigter
Camerq obscura aufgenommen wurden.
Aus dem Gesagten geht hervor, dass bei der malerischen Perspective
.er A“gpunkt so angenommen werden muss, dass von ihm aus das ver-
tical aufgestellte Bild oder Relief mit horizontal gestellter Augenaxe
“®quem betrachtet werden kann. Diese Regel wird anch im Allgemeinen
]fnmEl‘ befolgt. Nur bei Abbildungen aus der Vogel- oder Froschperspec-
live wird die Einhaltung dersclben unméglich, und es wird daher fiir
Solehe giq Bildebene hiufig mit Vortheil geneigt angenommen. — Relief-
abbildungen aus der Vogelperspective sind nun zwar dusserst selten, wohl
;:bf" treten solche aus der Froschperspective héufig auf, z. B. in den
Mes-, Gibelfeld- und Deckenreliefs, und fiir diese diirfte sich daher aus
I angefithrten Griinden unter Umstéinden eine schiefe Annahme der
'nl"“‘-‘ationsel_»eno empfehlen. Da bei einem Relief dieses Genres noch
Or Weitare giinstige Umstand hinzukommt, dass der Standpunkt des Be-
Sthayeyg nicht willkiirlich, sondern fast immer genau vorgezeigt ist, so
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glaube ich, dass, wenn bei der Construction eines solchen Reliefs jener
Punkt als Augpunkt und die Collineationsebene senkrecht zUr
Augenaxe des Beschauers gewiihlt wiirde, man iiberraschende Effecte
erzielen kionnte, #

§ 11,

Schiefwinkliges Objectcoordinatensystem.

Unseren seitherigen Betrachtungen haben wir stets ein rechtwink:
liges Objecteoordinatensystem zu Grunde gelegt. Es ist jedoch nothwen-
dig, unsere Untersuchungen fiir ein schiefwinkliges System zu erweitern.
Im Wesentlichen éindert sich hierbei Nichts, nur die Formeln 1), VD)
und VILI) erleiden einige Modificationen,

Sind ug,, Uy, uy die von den drei Coordinatenaxen eingeschlossenel
Winkel, so erhalten die genannten Gleichungen folgende Gestalt:

! ‘ mia; 1 m;
LI, 80) uf =mf — 22" e Lg% (@x cos ug+ ay cos ug;)
# 32 #

VI®. 81) R pd gl — m,“’—:mﬁ + 2m;my. cosuyy,
2ui

" VI 82) %92 +g4® — 294 g cosug) = f2 42 — 2f; fi cosmyy, .

Der letaten Gleichung zufolge gilt auch bei Zugrundelegung eines
schiefwinkligen Coordinatensystems der Satz: ,, Fl uchtpunktend reieck
und Gegenpunktendreieck sind ihnlich.* Dagegen kommt de*
Satz, dass die Winkel dieser Dreiecke alle spitz sein miissen (vergl. S. 91)
nunmehr in Wegfall.

§ 12,
Projectivische Collineation,

Die Achnlichkeit von Fluchtpunktendreieck und GegenpuuktendreiGCk
ist das charakteristische Merkmal der perspectivischen Collineation. O]“"e
diese Aehnlichkeit haben wir den allgemeinen Iall der projecti‘”‘
schen Collineation.

-Wihlt man also die Grossen uy, w,,, Ugy 5 G1y oy Ja und wyg, a8
W3y f1y f3y [y vollkommen willkiirlich und bezieht irgend eine Origin®"
fignr auf das Cartesische Coordinatensystem mit den Axenwinkeln #ik
construirt sodann zu diesem eine Bildfigur mit Zugrundelegung von ik
als scheinbaren Axenwinkeln, f; als Fluchtstrecken und g; als Gegel”

* Wenn Herr Poudra in dem oben citirten Werke (S, 91) vorschliigt, e
Gibelfeldern die Horizontebene schief aufsteigend anzunehmen und d?l;
Relief bei der Aufstellung eine leichte Neigung nach vorn zu geben, so muss 1¢
diesem Vorschlage meine Zustimmung entschieden versagen, wiewohl ich glad .

- . A2 y . . €
dass ihn bei demselben Ghnliche Gedanken wie die oben ansgesprochenen gele!
haben,

.
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Strecken, go ist die Bildfigur mit der Originalfigur projectiviseh collinear,
und gwar gleichstimmig oder ungleichstimmig collinear, je nachdem das
Bildcoordiuatvnsystem mit dem Originalcoordinatensystem gleichstimmig
oder ungleichstimmig construirt wird.* Man kann sich dann umgekehrt
die Bildfigur als urspriinglich denken, indem man sie auf das Cartesische
Coordinatcnsysmm mit den Axenwinkeln ;. bezieht und die friihere
Originalﬁgur aus ihr dadurch entstehen lisst, dass man u;; als schein-
bare Axenwinkel, g; als Fluchtstrecken und f; als Gegenstrecken nimmt.

Statt die collineare Beziechung zweier riumlicher Systeme durch die
Willkiirliche Annahme der Grundconstanten zu bestimmen, kann die Be-
SLimmung; auch dadurch geschehen, dass fiinf beliebig gewiihlten Punkten
‘?‘58 einen Systems, von denen keine vier in einer Ebene liegen, irgend
finf Punkte des andern Systems, von denen ebenfalls keine vier in
éiner Ehene liegen, als entsprechende zugewiesen werden.

Wir stellen uns dementsprechend die Aufgabe: Wenn fiinf Paare
“Ntsprechender Punkte einer Collineation gegeben sind, 1. zu jedem
Sechsten Punkte des einen Systems den entsprechenden des andern Sy-
stems gy construiren; 2. die Beziehung aufzufinden, die zwischen den
Zwei gegebenen Punktsystemen stattfinden muss, damit die Collineation

ine concentrische sei; 3. vorausgesetzt, dass diese Beziehung stattfindet:

die zwej Punktsysteme in perspectivische Lage iiberzufiihren.

Zum Behuf der Lésung dieser Aufgaben miissen wir unsere axono-
Metrischen Anschaunungen von den seitherigen perspectivischen Fesseln
befreien, Was wir bisher nur als reliefperspectivische Abbildung eines
Cartesischen Coordinatensystems betrachtet haben, stellen wir nunmehr
Wabhiingig von jenem als eine neue Art von Coordinatensystem auf,
_ It fithren hierfir den Namen ,axonometrisches Coordinaten-
S¥stem! ein. Die Namen: Coordinatenursprung, Coordinatenaxen,
Ax&nwinkel, erkliren sich selbst. Statt des Namens ,,Fluchtpunkte't
fithyen wir den Namen ,,Knotenpunkte ein und nennen deren Ab-
Scissen wAxenlingen*. Den Namen ,Fluchtpunkte'‘ reserviren wir
Ausschliesslich fiir die Bilder von unendlich fernen Punkten und verwen-
fl"“ nur in bestimmten Fillen Fluchtpunkte als Knotenpunkte, — Soll
gend ein Punkt £ auf ein axonometrisches Coordinatensystem, dessen
U“'Pl‘ung 0 und dessen Knotenpunkte &, &,, &, sind (Taf. VIII, Fig. 4),
%0gen werden, so zieht man Ky E, welche die Ebene K, 0K, schneidet
0 e, zieht Ne, welche die Linie &, &, schneidet in 2, zieht endlich A,e,

1 und DE, welche die drei Axen schneiden in den l’unkten‘El, E,
* Dass der zunfichst nur fiir die centrische Collineation (s. § 9) nachgewiesene

Satg, »In zwei collinearen (ebilden sind entsprechende Dreistrahlen entweder

:-H'mm“iCh gleichstimmig oder simmtlich ungleichstimmig®, auch fiir die projec-
Syt 3 =] X -

e”'"f_‘-‘vhc Collineation gilt, beweist sich aus dem am Schlusse dieses Paragraphen
"Withnten Satge,
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und E;. Wir nennen diese letateren Punkte die »Coordinaten-
punkte* und ihre Entfernungen von 0 die waxonometrischen Co-
ordinaten‘ des Punktes Z.

Diese Construction lisst sich auch in folgender Form aussprechen:
Um irgend einen Punkt Z auf das axonometrische Coordinatensystem
0, K, K, K; zu beziehen, legt man durch je zwei Knotenpunkte &; & und
den Punkt % eine Ebene, welche die dritte Axe in dem Coordinaten-
punkte #; schneidet.

Wie umgekehrt ein Punkt im Raume aus seinen axonometrischen
Coordinaten construirt wird, bedarf keiner weitern Erklirung. -

Das Cartesische (,‘uordinatensystem ist ein specieller Fall des axono-
metrischen: die Knotenpunkte sind die unendlich fernen Punkte der Axen:

Zwei axonometrische Coordinatensysteme mit gemeinschaftlichen Axen;
aber verschiedenen Knotenpunkten nennen wir conaxial. Zu jedem

axonometrischen Coordinatensystem existirt also ein conaxiales Carte:
sisches.

Es seien nun (Taf. VILI, Fig. 4) 0K, K,K,E fiinf Punkte des einen V0B
awei collinearen Systemen, Q K, K, Ky E die ihnen entsprechenden Punkte
des andern. Es soll zu irgend einem sechsten Punkte P des ersten SY-
stems der entsprechende Punkt 77 des zweiten Systems construirt werden-

Wir wiblen irgend einen der fiinf Punkte des ersten Systems, 2. B.
0, als Ursprung, drei andere, z B. i K, Ky, als Knotenpunkte eines
axonometrischen Coordinatensystems, auf das wir den fiinften Punkt £
nach der oben besprochenen Procedur beziehen. Mit den fiinf Punkten
QK K, K, E verfahren wir genau ebenso. Sind alsdann E, E, E; “n_d
i B, E; die Coordinatenpunkte der Punkte E und E, so sind durch di®
Punkte OE; K; und Q E, K, aunf Jje zwei entsprechenden Axen zwei pro-
jectivische Punktreihen bestimmt Um nun zu Punkt P des ersten SY°
stems den entsprechenden Punkt I7 des zweiten Systems zu construire
heziehen wir Punkt 2 auf das lateinische Coordinatensystem, suchen 2%
seinen Coordinatenpunkten 7, 7, Py die entsprechenden Punkte I 1,17
der drei griechischen Punktreihen® und construiren aus ihnen als €O
ordinatenpunkten den Punkt I7,%#*

. A . . * e 1]
Bei Anwendung dieser Coustruction auf eine grossere Anzahl VO'I
Punkten ist es hiufig von Vortheil, die zwei Coordinatensysteme conaXi®

* Man bringt zu dem Ende die zwei Punktreihen O F, K; und & E, K; in Per
spectivische Lage, indem man sie so legt, dass die Punkte O und & zusammen
fallen (vergl, § 3).

** Diese Construction ist tibereinstimmend mit der schon von Mobins 82
gebenen; vergl. Mdbius, Bar. Calcul, 8. 829. Dagegen diirften die folgende®
Constructionen neu sein,
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0 dndern, in der Art, dass statt der Punkte K KK, und K, K, K, die
0°°l'dinatenpunkte irgend zweier anderer entsprechender Punkte als Kno-
tenpunkte gewihlt werden, Es kénnen namentlich die den unendlich
ten Punkten der drei griechischen Punktreihen entsprechenden Punkte
& €36, construirt und diese als Knotenpunkte des lateinischen Coordi-
natensysiems beniitzt werden; alsdann bestimmen sich die Punkte des
8riechischon Systems durch Cartesische Coordinaten. Oder man kann
Umgekehrt die Punkte des lateinischen Systems durch Cartesische (lo-
Odinaten bestimmen und hat dann als Knotenpunkte im griechischen
Ystem die den unendlich fernen Punkten der lateinischen Axen ent-
SPrechenden Punkte F F, Fy zu nehmen.

Ueberhaupt empfiehlt es sich, die Punkte ¢,6,6; und F F,F, gleich
<u Allf'img zu construiren,® indem sie die beste Auskunft iiber die Natur
der collinearen Bezichung ertheilen. So ergiebt sich z. B. als Lisung

®F Zweiten oben formulirten Aufgabe aus dem Vorangehenden unmittel-
ar der Saty.

Die nothwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dass die
durch gje zwei Punktsysteme bestimmte Collineation eine centrische
Sei, besteht darin, dass die zwei Dreiecke &, G, Gg und F, F, F, ihn-
li(‘.]l sind,

Trifft dieses Criterium zu, so kinnen die zwei Systeme durch fol-
g,eude Praktische Construction in perspectivische Lage gebracht werden
(Taf. VIIL, pig, 9).

Errichte tiber dem Dreieck G,GyGy als Basis eine mit F, ¥, F,Q

-ihnliche Pyramide 6,6,6,.4, und iiber dem Dreieck F F,F; als Basis
eine mjt G, Gy G40 ihnliche Pyramide F,F,F, 4'. Lege die zwei hier-
durch entstandenen #hnlichen Gebilde (Doppelpyramiden) 6, 6,6, 04
nd 7, By, Py 4'Q 50, dass die homologen Kanten parallel sind und dass

16 zwei Punkte A4 und 4° in einen Punkt 4 zusammenfallen. Als-
danp liegen heide Systeme perspectivisch und haben Punkt 4 als Col-
liﬂeationscentmm.

Man kann die zwei Doppelpyramiden in zwei verschiedenen Formen
“°l}st1‘uircn: bei der einen liegen die beiden Spitzen auf der nimlichen

Cite der Grundfliche, bei der andern auf entgegengesetzten Seiten, Bei
®r einen Form sind die zwei thpe]pyrmuidun direct #hnlich und wer-

* Dies wird am zweckmiissigsten auf graphischem Wege geschehen. Uebri-
Seng bestimmen gich die Fluchtstrecken und Gegenstrecken auch leicht durch
di “nung: ginq k; und »; die Abscissen der Punkte K, und K, ferner e, und ¢
telestaionn?]et“ﬂ(:lmn Coordinaten der zwei Punkte E und &, so erhilt man mit-
er Formeln 1):
83) ow g (R — nr.')‘ {"'-,- €; (“.‘i )
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den also in direct #hnliche Lage gebracht (Fig.2b), bei der ander®
Form sind sie invers dhnlich und werden in invers dhnliche Lage €
bracht (Fig. 2a). Zwei centrisch collineare rdumliche Systeme kinnen
demnach jederzeit auf zwei verschiedene Arten in parspectivisch@
Lage iibergefiihrt werden. Da bei der Lage a) je zwei entspmch(’-ﬂdB
Punkte der zwei Systeme auf der nidmlichen —, bei der Lage b) auf ver
schiedenen Seiten vom Collineationgeentrum liegen, so ist die Lage a) (bet
weleher die zwei Doppelpyramiden invers éhnlich sind) als directe —
die Lage b) (bei welcher die zwei Doppelpyramiden direct #hulich sind)
als inverse zu bezeichnen.*

Fig. 2a und 2b zeigt die zwei Lagen fiir den Fall, dass diejenigen
zwei Doppelpyramiden, bei welchen die Spitzen auf der nimlichen Sﬂife
der Girundfliiche liegen, invers #hnlich sind; Fig. 3a und 3b zeigt die
zwei Lagen fiir den Fall, dass diese zwei Formen direct ihnlich sind:
Im Falle der Fig. 2 ist die Collineation eine gleichstimmige, im Falle
der Fig, 3 eine ungleichstimmige.

Der Beweis fiir die Richtigkeit unserer Construction fiir beide Lage®
in beiden Fillen beruht darauf, dass von den zwei projectivischen Punkt-
reihen auf je zwei entsprechenden Axen der Ursprung, der 1<‘luc}:tp11ﬂkt
und der unendlich ferne Punkt der einen Reihe resp. mit dem Ursprung®
dem unendlich fernen Punkte und dem Gegenpunkte der andern Reihe
durch jene Construction thatsiichlich in perspectivische Lage gﬂbl'acht
sind; damit liegt aber auch jedes vierte Paar entsprechender unkte der
zwei Punktreihen perspectivisch, also 4; mit K;, ferner E; mit E; un
daher auch E mit B,

Schliesslich moge noch der Satz erwiihnt werden, dass zu zwei PF
jeetivisch collinearen Systemen jederzeit, und zwar auf fiinffach uﬂ"“‘}‘
lich verschiedene Weise ein drittes construirt werden kann, das mit
beiden centrisch collinear ist. Am einfachsten wird die Bestimmud8
wenn entweder die drei Axenwinkel des gesuchten Systems als Rechte
gewiihlt, oder wenn drei Paare entsprechender Punkte der zwei gegebe”
nen Systeme als- Bilder von drei unendlich fernen Punkten des gesuch'
ten Systems genommen und gleichzeitig als Knotenpunkte verwerth®
werden.

* Findet die centrische Collineation bei directer Lage ihre pr."sktische V('Jsfe'

werthung in der Reliefsculptur und in der decorativen Kunst, so hat die inV® ;
Lage eine wichtige Bedeutung in der Optik, insofern das von einem LinseHSyst’eu‘
entworfene Bild eines Objects mit dem Object gleichstimmig centrisch CO'-
linear in inverser Lage ist. Man vergl hieriiber die Abhandlung VoD ™
bius: ,Entwickelung der Lehre von dioptrischen Bildern mit Hilfe der Colline®
tionsverwandtschaft, in den Berichten der kinigl. siichs. Gesellsch. d. Wisserns=™
zu Leipzig, math. - phys. Classe, 1855, S. 8 flgg.
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§ 13,
Transformation auf das conaxiale Cartesische Coordinatensystem. —
Collineare Abbildungen eines Ellipsoids.

Von zwei projectivisch collinearen Figuren sei die Originalfigur auf
dag rechtwinklige Coordinatensystem €, xyz, die Bildfigur aunf das axo-
n‘Ometrische Cocrdinatensystem R, F, £, F; bezogen. Die collineare Be-
Zleﬁmng beider Figuren sei hestimmt durch die neun Grundconstanten
Piky fiy g,

Sind nun £y ¢ die axonometrischen Coordinaten irgend eines Punk
tes 11 der Bildfigur, ry3 die auf das conaxiale Cartesische System bezoge-
Yen Cartesischen Coordinaten desselben Punktes, so bestehen zwischen
S%§ und rYy3 einfache Beziehungen. KEs ergeben sich niimlich aus der

fmerkung, dass z. B. &, foy f; die Axenabschnitte der durch F, F, und
gelegten Ebene sind, dass folglich die Gleichung dieser Ebene in den

Oartefiiﬁ‘:hen Coordinaten 1y lautet: % +!? e ﬁ— =1, — die Relationen:
} 2 3
0T S A S ok SadVipigill hiwddiaE W
LR e T g o
fo 1 fs £ h f

Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichungen I) ein, so erhlt
may folgende Beziehungen zwischen den Coordinaten xyz eines Punktes
dey Originalfigur ‘und den Cartesischen Coordinaten rY3 des entspre-
thendep Punktes IT der Bildfigur:

) D} 3
85) T = ____‘(113‘1_,7 e = : 9‘2—}; g e ,,,,,,,,(,li‘{;l,,ﬁ_
AT e g g BT G R T
Bty s Foritia fo fie

Alg Beisvpiel fiir die Anwendung dieser wichtigen Relationen stel-
0 wir ung folgende Aufgabe:
Gegcben sei im Originalsystem ein Ellipsoid

86 _,cE ?}2 22
: i B e

ie axonometrischen Grundconstanten zu wihlen, damit dem-

s ollineare Abbildung ein bestimmter Flichentypus, namentlich
ugelfliiche, entspreche?

Die Anwendung unserer Formeln 85) auf die Gleichung 86) liefert

Wie sind
S?Ibgn aIH ¢

=z
e die Ahbildung der Fliiche die Gleichung:
87) e i e B (l‘ Ao )”
- — pd a2 I _ = —| = -_—+_—1 =0
a2 /12‘}" b2 fzz c? f;}g fl +/2 f:!

oder entwickelt:
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w2 (o2 12 /g2 2 2
)+ L () + 3 (-
Fiaa AT N 7 Lai\ie

kY H3 A x Do S g3
—2L-2 22 42422420 1=,
f1l3 fafs sl 1 [s 8
Bezeichnen wir zum Behuf der Discussion dieser Gleichung die De-
terminante derselben mit 4 (so dass also

88)

Uy Gy G ay |
e R sy S

3y Q39 gy Gy
[y @y ay

ist, wo nach bekannter Bezeichnungsweise ay,, 2a,,, 24, 24,4, .. ©

Coefficienten von %, xy, ¥z, @, ... bedeuten), so ergiebt sich fiir 4 fol-
gender Werth: Sl
89) 4= 1 9 9vdy

S "'flgf-zufsz a2b%cd "

Hieraus folgt* vor Allem, dass 4 nie positiv. werden kann, das$
sich also ein Ellipsoid nie als Regelfliche, sondern nur als Ellipsoid'
elliptisches Paraboloid oder elliptisches Hyperholoid abbilden kann.**

Welcher dieser drei Fille eintritt, hiingt davon ab, ob die Geger
ebene das Originalellipsoid nicht schneidet oder beriihrt oder schneidef:
BEs sind also hierfiir lediglich die drei Griissen g; massgebend, und P
ergiebt sich folgendes Criterium:

Die Abbildung ist ein Ellipsoid, Paraboloid oder Hype*"
boloid, je nachdem:

: g .
90) a® b Cil—

it teyst

Fragen wir endlich nach den Bedingungen, die die Grundconstante?
erfiillen miissen, damit sich das Ellipsoid speciell als Kugelf'liicllﬁ ab-
bilde, so liefert die Vergleichung der Gleichung 88) mit der allgemeiﬂe‘:1
— auf das Cartesische System mit den Axenwinkeln 0y Wyg Wy bezog®”
nen — Gleichung einer Kugel

12924 32 21y coswyy, 4 203 cosmgy + 231 coswy,
—2pr—299y—2r3+45=0

folgende Bedingungen :

: gl2 ) : (922 ) : (‘(]32 )
Tl 40 CRER Sanes] (64 R et e B T = W.
/‘]2 a? 1 /21 52 1 f:sz o? '

91
) ; 15 el 1718
COSMy g = W ff03f1)23:H‘F7} W cu.s'm_.“:—l—,’—f-l W
/g gl :

3. Al‘tﬂ-s

* Vergl. Hesse, Vorlesungen iiber analyt. Geometrie des Raumes,
S. 4656. (Die Determinante A ist dort mit C, bezeichnet,)
# Vergl. Mobius, Bar. Calcul, S. 314.
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Da hiernach vier Grundconstanten unbestimmt bleiben, so kénnen
Weitere Best.immungsgleichungen noch die Gleichungen VIII) hinzu-
_gemgt werden, Damit ist der Poncelet’sche Satz® bewiesen, dass
Jede Kugel als die Reliefperspective eines beliebigen Ellipsoids angesehen
Werden kann, — Oder es kinnen die drei Gréssen g¢ willkiirlich gewiihlt
Verden, womit die Aufgabe geliost ist: Ein beliebiges Ellipsoid und eine
dasselphe nicht reell schneidende Ebene so collinear abzubilden, dass das

S0id sich als Kugelfliche darstellt und das Bild der Ebene ins Un-
ndliche {114,

alg

§ 14.

Bestimmung der Collineation durch drei lineare Relationen zwischen
den Coordinaten zweier entsprechender Punkte.

Die Leichtigkeit, mit welcher sich die Aufgabe des vorigen Para-
8raphen erledigte, ist eben durch das axoncmetrische Princip bedingt,
n’?"h Welchem die Bildfigur auf dasjenige Coordinatensystem bezogen
Wird, dessen Axen die Abbildungen der Coordinatenaxen der Original-
ﬁ_g'“' sind. Bezieht man aber nun die Bildfigur auf ein vollkommen will-
lirlicheg Coordinatensystem X FZ, das wir, wie das Coordinatensystem
der Originalﬁgur, rechtwinklig und mit diesem gleichstimmig an-
Nehmep wollen, so gehen die Formeln 85) iiber in Gleichungen von fol-

géndey

AL AL X+ ayV 4+ a, 24 ay
A X+ d,Y4dZ4d,]’
by X4+ b, ¥4+ b, Z+ b,
92) y=

d X+ d,Y+d,Z+d,’
X e, ¥4 e, Z 4,

T XA Az d,
Diege Gleiclmngen représentiren den allgemeinsten analytischen Aus
*uck fiir die collineare Beziehung zweier riumlicher Systeme und bilden
‘;ﬂuﬁg den :‘\usgangspunkt bei der Untersuchung der cnIlh‘maren \r‘"er-
andtselyafg, ## Us ergiebt sich nun fiir uns die Aufgabe, diese Bestim-
EZEHgsa“ der Collineation mit unserer axonometrischen Methode in Be-

"Ng zu setzen, d. h. es ergiebt sich die Aufgabe:

Wenn die collineare Beziehung zweier rdumlicher Systeme durch

247 g
die Formeln 92) gegeben ist, die neun axonometrischen Grundconstan-
ten Wiky fiy

9; auszudriicken als Functionen der in jenen Gleichungen

enthaltenep Coefficienten a; b; ¢, dy . %%
-\_'_-—__

——

+; }/’re"g]._ Poncelet, Traité des propr. proj., Tome I, S 396. e

e B, n den 8. 403 citirten Arbeiten von Magnus, Richelot u'nd Migis
efficie tD"" 91_011 _(Iie Gleichungen 92) nicht Eimlerr}, _wenn man aii,mrnthch'e 16 (?o-
effi; TN mit einem nud demselben Factor multl.phclrt, 80 kann einer dieser (_,0-

lenten — 4 gesetzt werden, so dass alsdann ihre Anzahl sich auf 156 reducirt.
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Wir beginnen die Losung dieser Aufgabe damit, dass wir das Bild-
system transformiren auf dasjenige Cartesische Coordinatensystem Thd
dessen Axen die Bilder der Axen des Originalsystems sind. ‘

Die auf das Coordinatensystem X¥Z bezogenen Coordinaten d€8 *
neuen Ursprungs seien p, p,p,. Die Richtungswinkel der neuen Axe!
seien @ gy, B, 6,6, ¥, 7:7s; zwischen den letzteren bestehen die Be
ziehungen:

cos* oy 4 costay + costay =1,
93) cos® B, + cos® By + cos* By =1,
cos?y, + cos? y, + cosy, = 1.
Alsdann -haben wir die Transformationsformeln:
\ X=p +rcose; +ycosp, + 3 cosy,,
94) ? Y=p, +1x cosay 4y cos B, + 3 cosy,,
Z =p, - x cosay 41 cos By + 3 cosy,.

Wendet man nun diese Substitutionen auf die Gleichungen 92) ’f‘n'
so miissen die letzteren identisch werden mit den Gleichungen 85). Dief
liefert folgende Bedingungsgleichungen:

a py + ag py+ agps +a, =0,
95) bypy+ by py+bsps+b,=0,
e Pyt Pyt oy + ¢y = 0;

\' by cosey + by cosay + by cosey, =0,

SIS

ey cosay 4 ¢y cosay + ¢ cosay =0,

96) ! G cos 3 + ¢y cosfly 4 e cosBy =0,
a, cosf, + a cos i, + agcos By =0,

, ;. €08y =+ ag cosyy + agcosy, =0,

by cosy, + by cosyy + by cosy, = 0;

S 4 cose + ay cos oy + ay cos oy

/1 4y py+ dy Py + dypy+ d,
gs _ by cos By + by cos By + by cos By

97) ’ fo - dipitds pet+dyp,+d, ‘
s - €1€08%y + ¢ cosyy + ¢5 cosyy : ‘
_f_a_ d1P1+dng+d3p3+d4 2 '
ki 4 d; cos'e; + dy coswy + dy cos @y |
fi Ao+ dyp dypy+dy [
98) 1 _ d, cos B, + d, cos B, + d, cosp,

R ’f17’1+d2}’2+(131’3+"’4 ; I
1 d;cosy, + dy cosy, + dy cosy,
fs d P+ depytdyp,+d, z
Aus den 18 Gleichungen 93), 95), 96), 97), 98) bestimmen B(']‘:
nun die 18 Grossen p; o; fiy: fig:. Schliesslich ergeben sich dan® {
drei Axenwinkel »;; aus den Gleichungen
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cosmwy, = cosa, cosf3, 4 cosa, cos B, 4 cos ey cosfy,

COS Mgy = c0S 3; oSy, = cos Py cosy, = cos Py cosyg,
COS gy = €08y, €OS ey =+ oSy, CoSa, - oSy, CoSay,

99)

Zum Behuf der Auflésung unserer Gleichungen fiihren wir folgende
Bezeiclmnngen ein: Wir bezeichnen die Unterdeterminanten der Substi-
ttionsdeterminante

dyy agyay a| |
100) R— by by by b,

R e i

dray o e, q

mj . . .
i 4,4,.. B, ..., ferner die Unterdeterminanten der Determinante

A
101) Dy=|b, by b u
€ € G i

T mit &HIQ’IE"~%1
1.'18 liefern nun zuniichst die Gleichungen 95) fiir die Ursprungs-
:’Ordlnaten — und die Gleichungen 96) und 93) fiir die Richtungswin-
el folgende Werthe: |
102) L 1
‘ . bi= Dq 3 [\
91{2 |
A U f
B it
il R al |
o T S S
@12 + @22 + @3‘2 '
Mit diesen Werthen erhillt man sodann aus den Gleichungen 97)

9 ;
§) ung 99) fiir die axonometrischen Grundconstanten folgende Aus- &
ticke . {

cos o=

103)

cos? yy =

{
104) y oy 3

R YA+ A AU
D, 4, : .

R VB + B+ 8 i

oy
I
-+

D4 B4 i J
E . _ L RYEGEE G |

oh
Il

o
l
-+

D, % i
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%A B+ A By + A By

cos$ ng'f-’/';i{lz_l_;ngd i A, 5 V“B z+ \H z—;ﬁﬁ-’,
106) COS Moy = 46,4+ “‘,(, + B, 6, ‘
SV, ’+5 FE O )G 6t 6
G U + G % + 6%
COS Mgy = —

G ‘”+(52+L VU + U2+ U2

Die Gleichungen 105) und 106) kénnen noch auf eine etwas ander®
Form gebracht werden. Bildet man niimlich nach dem Multiplications*
theorem das Quadrat von D, und bezeichnet die Unterdeterminanten der

so entstehenden Determinante
I 92 %3
107) DE=\qy 3 a5 [

a1 sz 933 |
\)[12+3122+\H0 ‘113
A B, + Uy B, + A, B, = 0 ins st

Man erhiilt daher fiir f; und cosw;y folgende Ausdriicke:

mit Q;x, 80 ist z, B,

R YO,
'fl L~ [)_1 A, 2
108) s B O
Y DBy
. R 7/03:-;
i Bty | WA oA
0
COS Wy = {;”
‘11¢
109) O"‘
v ['HSH'ZL —
Vs 99 *‘H
0,
COS Mgy = —— 4 5
Vr)i"l*ll

Die Gleichungen 105) und 108) lassen die Vorzeichen von fi 8
bestimmt. Dieselben bestimmen sich aus denjenigen der g;, insofer”
fi und g; entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Beziiglich der Axenwinkel »;;, muss noch entschieden werden,
aus denselben das Bildecoordinatensystem zusammenzusetzen ist, ob g “lemh

wie

stimmig mit dem Originalcoordinatensystem, oder ungleichstimmig: D. !

}.
es ist zu entscheiden, ob die durch die Formeln 92) bestimmte Co
lineation eine gleichstimmige oder ungleichstimmige ist. =

Das Bild des Dreistrahls o, zyz sci w, Ent  Wir denken uns £

0
mit (), x‘ ¥Z paralleles Coordinatensystem mit Ursprung in . Sind dm
X'F'Z die auf dieses System b(‘rogenvn Coordinaten cines auf @5
liebig gewihlten Punktes, ebenso X”F” Z" und X' F" /"' die Ct)mdmﬁt
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ZWeier ayf oy und of beliebig gewiihlter Punkte, so ist der Dreistrahl
@ En¢ mit 0, X¥YZ gleichstimmig oder ungleichstimmig, je nachdem
KL FiZ
110) O e A 21
P
Es handelt sich nun darum, diese Determinante, die wir mit 4
bezefchnvn wollen, auszudriicken in den Coefficienten a; bicid; .
Zwischen den Coordinaten unserer drei Punkte bestehen vermige
Lage auf den drei Strahlen wé, oy, of folgende Beziehungen:
by X' b P’ b2 =0,
Cy X’ +{‘2 o + PSZ’ :0,
]11) (‘11{'"-{—{'21’"+(:32::0,
a, X'+ a, V' L=
a X" a, "+ A L=,
by X"+ by V"' b, 2= .
S_'etz'c man daher je eine Coordinate der drei Punkte — 1, so erhiilt man
fiir 4 folgenden Werth:

ist,

ihrer

L,
A, QI,i
. ) () QI|
| 1 1 2 3 1 1
e a2 % :}%Tiﬁs, By, B | = o O
B, B, | *’lld‘z‘w@ G i A B, €
(S:]_ 52 1‘: 1 “2 i}
& g 2

Wir haben somit (weil 0, X¥Z mit o, xyz gleichstimmig) den Satz:
Die durch die Formeln 92) bestimmte Collineation ist eine gleich-
Stimmige oder ungleichstimmige, je nachdem

113) A B 6, Z 1.

Diegsem Criterium entsprechend ist nun das Bildcoordinatensystem
“Ntwedey gleichstimmig oder ungleichstimmig mit dem Originalcoordi-
m zu construiren.

a AIlHIerkung. Substituirt man die obigen Ausdriicke in den Be-
mg_"““gsgleiclmngen 90) und 91), so ist damit die Aufgabe gelost: Welche
.ez“'hungnn miissen zwischen den Coefficienten einer linearen Substitu-
s obwalten, damit einem im Originalsystem gegebenen Ellipsoid

Natengygt,

5 +§=] im Bildsystem ein- bestimmter Flichentypus (nament-

¢h eing Kugelfliiche) entspreche?

§ 15.
Collineation zwischen ebenen Systemen.

A In gey vorangehenden axonometrischen Theorie der collinearen Ver-
a A : : ;i
Ndtscha gy von riumlichen Systemen ist die Collineation zwischen ebenen

Zeit, :
Sehrift f. Mathomatik v, Physik, XXI, 6. 29
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Systemen mit einbegriffen, insofern man nur nothwendig hat, von den
unseren Betrachtungen zu Grunde gelegten Coordinatensystemen immer
nur eine Coordinatencbene, z. B. die @y-Ebene, bezw. &n-Ebene, 2"
beriicksichtigen. Es migen in dieser Beziehung folgende Andeutunge?
geniigen :

Das axonometrische Coordinatensystem in der Ebene wird gel‘ildp‘t
von zwei vom Ursprung O ausgehenden Axen mit den Knotenpunkte®
K, und &,. Auf dasselbe wird ein Punkt £ dadurch hezogen, dass man
Ky E und K E zieht, welche die beiden Axen in den Coordinatenpunkte?
I, und £, schneiden; O, und (%, sind die axonometrischen Coordind”
ten des Punktes Z.

Die collineare Beziehung zwischen zwei ebenen Iiguren kann da-
durch bestimmt werden, dass man die fiinf axonometrischen (irunt]con.'
stanten wy, fy f3 ¢y 9o willkiirlich wiihlt, die Originalfigur auf ein Cartest
sches Coordinatensystem O, ay bezieht und die nach den Formeln
Liafi®i T pmnada

r—g,’ y—9
reducirten Coordinaten auf das axonometrische Coordinatensystem £2, Fy
mit »,, als Axenwinkeln und f;/, als Axenlingen bezieht.

Dass zwei collineare ebene Systeme immer, und zwar auf unen
verschiedene Weise, in perspectivische Lage gebracht werden kin

§
2

dlieh

nen, * ergiebt sich folgendermassen:

Geht man von der perspectivischen Abbildung eines ebenen Qystems
aus, indem man die xy-Ebene eines rechtwinkligen Cnm-dinatonsyst“ms
O,zyz als Ebene des Originalsystems wihlt, die Lage der Ebene des
Bildsystems durch ihre drei Axenabschnitte m, m,m, und die Lage df"s
Auges durch -seine drei Coordinaten a,a,a; bestimmt, so erhilt map %
den Gleichungen II) bis VI) (S. 406) die fiinf Grundconstanten wisfil?
7,9, ausgedriickt als Functionen der sechs Orientirungsconstanten 7, my M3
ayaza,. Will man alsdann umgekehrt die sechs Orientirungsconﬁtm'ten
als Functionen der fiinf Grundconstanten ausdriicken, so bleibt eint der
ersteren unbestimmt.

Ist die collineare Beziehung zwischen zwei ebenen Systemen durch

vier Paare entsprechender Punkte 04, K, £ und QK K, E gegnb(‘-ﬂv 80

. g g -te
ist das Verfahren analog mit dem in § 12 angegebenen. Die dort geleh‘lte
Lisung der Aufgabe, zwei collineare Systeme in perspectivische Lag.

on:

tiberzufithren, reducirt sich fiir ebene Systeme auf folgende Congtruct! ;

. 3 v ; ¥ = (i 405
Bezieche die Punkte £ und E auf die zwei axonometrischen !

: N - 3 jel
ordinatensysteme 0, &, K, und &, K, K,, ihre Coordinatenpunkte 5‘;1 ¢
ihe

E\E, und E, E,; construire fiir die zwei projectivischen Punktré

3t Crelle‘a

#*Vergl. Jacobi, ,,Theoria analytica generalis projectionis centralis
Journal Bd. 8, 8. 338.
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OE K und E, K, den Gegenpunkt ¢, und Fluchtpunkt £, desglei-
chen fiir die zwei Punktreihen O, K, und £ E, K, die Punkte &, und
Fy; lege dureh Gy Gy (Taf. VIIL, Fig. 2) unter beliebigem Winkel o
-8¢gen die Ebene des Origin&lsytems eine Ebene und construire in
dieser ein Dreieck G, Gy A Hhnlich F F,8Q; lege ebenso durch F, F,
inter demselben Neigungswinkel ¢ gegen die Ebene des Bildsystems
¢lne KEbene und construive in ihr ein Dreieck F, F, 4 &hnlich GG, 0;
zieche 40 und 42 und bringe die zwei so entstandenen #hnlichen
Tetracder 06 Gyd und AF F,8 in dhnliche Lage, so dass Punkt A
mit 4 zusammenfillt.

Die zwei Tetraeder kinnen sowohl direct dhnlich, als invers dhnlich

Onstruirt werden. Hierdurch sind zwei verschiedeme Arxten der perspac-
th],c;c[",n I

age — ecine (resp) inverse und eine directe — bedingt,
You denen Jede einzelne durch Verinderung des Winkels ¢ beliehig
4 Yariirt werden kann, — Mit @ =10 oder =180 fallen die zwei Systeme

c:‘ éime und dieselbe Ebene. Demnach kionnen zwei collineare ebene
]

_Y8teme in einer und derselben Ebene auf vier vers chiedene Arten
i o s X # c o

N perspectivische Lage gebracht werden.* Die Figuren 5 (Taf. VIII)

“Igen  diese vier Lagen: Iig. a) und b) die zwei directen, Fig. ¢) und

1) die zwei inversen Lagen, a) und ¢) mit ¢ =0, b) und d) mit p=180°,
Die Ausﬁ'ihrungon der §§ 13 uud 14 lassen sich ehenfalls mit Leich-
tig:
=]

it auf ebene Systeme iibertragen:
Die Transformationsformeln vom axonometrischen znm conaxialen
“Artesisclen Bildcoordinatensystem lauten:

114) AW acuiif
i
fz f]

Zwischen den Coordinaten @y eines Punktes der Originalfigur und

Cartesischen Coordinaten 1y des entsprechenden Punktes der Bild-
BUr bestehe

dep

n die Beziehungen :

b
91 7 92 3
115) i R e Tl
r ) ; r H
L2 Ee g
fi "1 i h
| Als Criterium dafiir, dass die Ellipse
116 AR
I ) a® ux b?

Sich im Bijg,

: ystem als Ellipse, Parabel oder Hyperhel abbilde,
Igiebt gich ;

* Vergl, qie 8. 403 citirte Abhandlung von Stephen Smith, S, 202

29*

i

¥

a

?
|
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a® b

=

117 —+—==1.
) 912+922>

Fiir den Kreis erhilt man die Bedingungen:

el
418} fi\a® g AN ! T fils cosmy

Da hiernach drei Grundconstanten unbestimmt bleiben, so kénunen 2. B.
die zwei Grossen g; willkiirlich gewiihlt werden. Damit ist der P02~
celet’sche Satz* bewiesen: Eine Ellipse und eine sie nicht schneidend.e’
Gerade konnen stets so projicirt werden, dass die Ellipse sich als Krel
abbildet und dass das Bild der Geraden ins Unendliche fillt.

Ist die collineare Beziehung zwischen zwei ebenen Systemen durch
die zwei linearen Relationen
g | a, X + a, Y_—l—_is

(11X+d2)’+d3’

b X5, 740,

d, X +dy ¥ +dy
gegeben, und bezeichnet man die Unterdeterminanten der Substitutions
determinante

119)

a; Qg aa
120) = by by by
dy dy dg

mit 4, 4,... B;..., so driicken sich die fiinf Grundconstanten folgender
massen in den Substitutionscoefficienten aus:

D R Vb24b7°
gl='_ji! f‘1=iFV1A+3 )
121) g 122) 3 8 :
; e g R Val+ay
o By’ S By ;
123) COS Wy, = i s

& ]/c.zl2 + a,? ]/hl2 + la.f'

§ 16.
Schlusswort. Chasles’sche und projectivische Coordinaten.

Die in § 12 definirten axonometrischen Coordinaten stehen in naher
Beziehung zu den allgemeinen projectivischen Coordinaten, Sie kinne™
nimlich als eine Modification der Chasles’schen Coordinaten™*

: A ; shiub
gesehen werden, welche ihrerseits einen Specialfall der — von MoDIY

* Vergl. Poncelet, Traité des propr. proj. des fig., Tome I, S.53.

# Fiir die Ebene findet man die ausfiihrliche Behandlung dieser Coordin
in Chasles, Traité de Géométrie supériewre, Paris 1852, S. 341 flgg. o
Raum ist das von Chasles in seiner Geschichte der Geometrie (s, die deuts®
Ausgabe von Sohnke, Halle 1839, S. 282) aufgestellte allgemeinere Coordin
gystem in derselben Weise zu specialisiren, wie Chasles dies in seinem
de Géom, sup., S. 341, fiir die Ebene ausgefiihrt hat,

aten
i de?

aten”
T@'a“e

1o
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Angedeuteten, von v. Staudt ausgesprochenen und von Fiedler nutz-

A gemachten und mit den tetrametrischen Coordinaten identificirten —
allgemeinen projectivischen Coordinaten® repriisentiren.

Es sei nimlich 0, K, K, Ky ein axcnometrisches Coordinatensystem,
kll‘zks seien die Axenlingen, ¢,¢,¢, und wy: die axonometrischen Co-
ordinaten zweier Punkte # und . Bezeichnen wir nun mit e,(9) eyl ¢, )
nd 2(y@ () die auf dasselbe System bezogenen Chasles’schen Coordi-
taten der Punkte £ und P, ferner mit z(F)y(F)z(F) die auf dasselbe Sy-
Stem mit £ alg Einheitspunkt bezogenen projectivischen (Fiedler’schen)
Coordinaten von P, so definiren sich die Chasles’schen und projectivi-
Sthen Coordinaten durch folgende Gleichungen:

124) 26 — ey Y AT z ;
ki—® ky—y ky—z
@ Y -
ke, — )y o ( T
d 125) ﬁ:‘*”’:itcj= bl y(m:y(‘}z ky—y. z(.f-’;=zc)= by —2 :
e\% &0t e, ey ey® €s
e, —e, hg— ey kg —eg

~ Sind 4,4,7,1, die auf das Fundamentaltetraeder 0K Ky K, mit E als
Emheitspunkt bezogenen tetrametrischen Coordinaten voun P (so dass also

X"_‘:‘ﬁ“: ist, wenn p,Pohyp, und ¢ eseg¢, resp. die Abstinde der Punkte P

A Ud £ voy den Ebenen 0 K kg, OK K, O Ky, K K,K; bedeuten), so ist:
126) M ah) h=¢n_ s P,
X4 X4 %4

Ist eine Collineation dureh fiinf Paare entsprechender Punkte OK K, K, E

Und S?JKI K, K, E gegeben, so finden zwischen den axonometrischen,

hasles'schen und projectivischen Coordinaten zweier entsprechender
Unkte P und 17 folgende Beziehungen statt:

127) ¢ = 0y ) #k p und ¢ entsprechend
("‘151_”1‘31)"”"""131(3‘1—51), d 1
128 (e __E(c),..:
) el ”‘_IE"“( ),

1
129) wm) — pim).

I So brauchbar sich auch die axonometrischen Coordinaten nament-
ich iy constructiver Beziehung vermdge ihrer Handlichkeit und An-
; Vergl. M&bius, Bar. Caleul, S. 320 und 329; v. Staudt, Beitriige zur

Metrie der Lage, 2. Heft, Niimberg 18567, S. 266; Fiedler, Ueber die projec-

X Ec_heu Coordinaten, in der Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft
! Ziirich, Bq 15, S. 152 figg., oder Fiedler, Darstellende Geometrie, Leipzig

Geo
1vj

L 8 507 figg.

_Diese Gleichung folgt unmittelbar aus Gleichung I) in Verbindung mit 83).

Tiechischen Buchstaben haben hier und im Folgenden fiir das griechische

Nktsyster genau dieselbe Bedeutung, wie die gleichlautenden lateinischen Buch-
0 fiir das lateinische System.

ol

Dig g
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schaulichkeit erweisen, so ungeeignet zeigt sich hiinfig ihre Anwendung
bei analytischen Untersuchungen (schon darum, weil die Ordnung eine®
Fliche nicht mit: dem Grade ihrer Gleichung in axonometrischen C‘?'
ordinaten iibereinstimmt). Der Uebergang von axonometrischen Coordi-
vaten zu Chasles’schen oder projectivischen oder tetrametrischen kant!
aber nun nach den obigen Formeln jeden Augenblick mit Leichtiglkeit
bewerkstelligt werden. Am besten wird man thun, alle vier Arten Wlﬂ
Coordinaten gleichzeitig zu beriicksichtigen, indem man sich die Modi®
ficationen, die die Form eines analytischen Ausdruckes beim Uebergang?
von einer Art zu einer andern erleidet, jederzeit priisent erhilt und sich
eine moglichgte Fertigkeit und Ungenirtheit im Changiren aneignet.

Die in § 12 gegebene Lisung der Aufgabe: ,,Wenn eine Collined:
tion durch fiinf Paare entsprechender Punkte gegeben ist, zu jedem
sechsten Punkte den entsprechenden zu construiren*, ist tibereinsti®”
mend mit der sehon von Mébius, dem scharfsinnigen Ertinder der
tetrametrischen Coordinaten, gegebenen Construction. Sie fliesst jﬂdoch
hei Mébius nicht mit der innern Nothwendigkeit aus der Natur sein®
Coordinatensystems, als dies bei unserer axonometrischen Methode deF
Fall ist. Es ist bei Mbius weniger die Theorie der barycentrisehe?
Coordinaten, als vielmehr die Theorie der geometrischen Netze, welche
speciell jener Construction das Leben gegeben hat. Mit dieser Con
struction hat aber pun Mobius den Grundgedanken der allgemeine®
projectivischen Coordinaten ausgesprochen und damit den Keim zu der
Verschmelzung der constructiven und analytischen Methode gelegt, deren
wir uns heute erfrenen. v. Staudt nahm den Mobius’schen Gedad
ken auf und verarbeitete ihn weiter, indem er die Doppelverhﬁltniﬂﬂe
als Variable einfithrte * Aber erst Fiedler wurde sich der emiﬂ""'n'
ten Bedeutung dieser Coordinaten vollstiindig bewusst, Er hat das Z1'el
seines Strebens: die analytische und constructive Methode so enge Mit”
einander zu verkniipfen, dass es sich bei ihrer Anwendung nicht meb?
um ein aul — aut, sondern vielmehr um ein sive — sive handle, dul'_ch
die Ausbildung der projectivischen Coordinaten auf’s Schinste realisitt
und sich dadurch das hohe Verdienst erworben, die Kluft, die zwische®
beiden Methoden bestand, fiir immer geschlossen zu haben.

* Uebrigens deutet schon Mébius 8. 830 an: , — die zwei oder dreéi DOPP(eie
verhiltnisse, wodurch jeder andere Punkt der gegebenen Figur in Bezug auf
ersten vier oder fiinf Punkte vollkommen hestimmt wiardy
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Zur synthetischen Behandlung der ebenen Curven
dritter Ordnung.

Von
MiLiNoWSKl,

Oberlehrer am Gymnasium zu Weissenburg im Elsass,

I, Allgemeine Eigenschaften,

Um auf rein synthetischem Wege die Eigenschaften der ebenen Cur-

ven drittey Ordnung zu erforschen, geht man wohl am besten von einer
4rve dritter Ordnung aus, welche als Ort der gemeinschaftlichen Tripel

€* In einem Kegelschnittnetze vorkommenden Biischel auftritt und die

daher nach Steiner (vergl. Steiner’s Vorlesungen, herausgegeben von
Chl‘oete.r) Tripelcurve heissen soll. Namentlich ist in den Eigen-

Schaften deg Kegelschnittnetzes auch ein Mittel gegeben, die Polareigen-
Schaften der Curven dritter Ordnung abzuleiten, was ich in einem Pro-
gralmm des Tilsiter Gymnasiums vom Jahre 1872 in einer Abhandlung:
nDig Polaren der ebenen Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkten®,
Msgesprochen habe. Gleichzeitig hat Herr Dr. Slawyk in seiner Inaugu-
‘"ﬂlldiasertation »Die Polareigenschaften der allgemeinen ebenen Curven
drittey Ordnuug“ (Breslau, Jungfer's Buchdruckerei) die Polareigenschaf-
ten der ebenen Curven dritter Ordnung aus den Eigenschaften des Kegel-
seh‘“ittnetzes abgeleitet. Um diese Ableitung allgemein giltig zu machen,
]‘.’-lbt noch zu zeigen, dass eine Tripelcurve eine ganz allgemeine Curve
dritter Ordnung ist, also z B. auch erzeugt werden kann durch ein
((‘-gt’ﬂschnittbiiaclm] und ein projectivisches Strahlenbiischel —Letateres
abe jel im Programm des Gymnasiums von Weissenburg vom Jahre

(118_75 in der Abhandlung ,,Die Haupterzeugungsarten der ebenen Curven
F;é]ttu\‘ Ordnung“ bewiesen. Spiiter bin ich jedoch auf einen weit ein-
. ern Beweis gestossen, den ich im Folgendensmittheile. Daran kniipfe
ch die Theorie der Polaren einer Curve dritter Ordnung, indem ich von
i:;r (_)h‘aﬂlos’schm] Erzeugungsart ausgehe. Die angewendete Methode
" ®infach und lisst sich modificirt auch bei Curven hiéherer Ordnung

Zur . -
Anwen dung bringen.

1. Haben zwei projectivische Kegelschnittbiischel
(4 BCD) (ninpudnd...) und (ABCD)(A2LIIE. ) zwei
Gl‘undpunkte AB gemein und entspricht das Geraden-

T T T R e 1 S s S e e 7

T e s at e A -e—

I e R = s
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paar (4B,CD) dem Paare (4B, C'D’), so erzeugen beide

durch die Durchschnitte homologer Elemente eine

Curve C? dritter Ordnung, die auch durch jedes dieser

Biischel und ein projectivisches Strahlenbiischel er-

zeugt werden kann, dessen Scheitel M auf €3 liegt.

Jeder Kegelschnitt des einen Biischels (4 BC D) wird von allen Kegel*
schnitten des andern (45 C' D) in den Punktpaaren einer Involutio?
geschnitten, deren Centrum auf €2’ liegt; nennen wir diese Involutions:
centra Ay K,K;... und lassen jedem Kegelschnitte ,?® z?#?. . das ihm
zukommende Centrum entsprechen, so ist
(MG &g By vin) il g e ),

Bbenso wird jeder Kegelschnitt des zweiten Biischels von allen des ersted
in einer Involution geschnitten. Simmtliche Involutionscentra LyLyLg:
liegen auf €0 und es ist wieder

(LT Ly Yy RAIIREy,
(R K VRN L F !

Der Schnittpunkt (CD, ¢'D') entspricht bei dieser projectivische®
Beziehung sich selbst, also liegen die Punktreihen perspectivisch und €8
schneiden sich die Geraden &, L;, K,L,,... in einem Punkte M. Diese
Geraden sind aber die Durchschnitte der homologen Kegelschnitte #y by
#° g%, .... Lassen wir jede Gerade jedem der Kegelschnitte, dere?
Durchschuitt sie ist, entsprechen, so ist zwischen den Kegelschnitten o8
den Geraden eine projectivische Beziehung hergestellt und daher liege?

" die Schnittpunkte (%,24,%), ... auf einer Curve C? dritter Ordnung.

Anmerkung. Haben die projectivischen Biischel (4BCD) und
(4BC'D) die Geradenpaare (458, CD) und (4B, C'D') nicht als homo
loge, so umbhiillen die Geraden, welche die Schnittpunkte homologe*
Elemente verbinden, einen Kegelschnitt, welcher €0 und ¢’ beribrt:

2. Ist eine Curve €® dritter Ordnung durch eiB
Kegelschnittbiischel (4BCD)|#2x2x2. ..} und ein projec
tivisches Strahlenbiischel M (sy8385...) entstanden, 8°
kann sie auf unzihlige Arten durch dasselbe Strahlen-
biischel (#) und andere projectivische l{egelscllﬂi“"
biischel erzeugt werden, deren Grundpunkte auf ©

also auch

liegen.
Die Kegelschnitte 2 x,%x.2... migen s, in E, F,, E,F,, EgFy =
schneiden; ferner seien Gy Hy, GyHy, ... die Schnittpunkte von #y% %5+ *"

mit S, $3, .... Legt man durch 4 und die Punkte E; Fy Gy Hy eine®
Kegelschnitt 4,2 und durch Al Fy Gy Hy einen andern A% so bestimmeln
beide ein Biischel mit den Grundpunkten 4 B5'C'D', von dem ein Kege:

schnitt 4,® durch L I, gehen muss, weil E, Fow s BB BBy iy oA Invos
lution sind,
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Lassen wir den Strahlen 8,858 die Kegelschnitte 4,24,24, entspre-
ehen, go igt dadurch eine projectivische Beziehung hergestellt; wir nen-
den 1212 .. die den Strahlen 8485 ... entsprechenden Kegelschnitte. Die
beiden Biischel M(sys5...) und (4B'C'D){A 242 ..} erzeugen eine Curve
CF dritter Ordnung, welche mit €° zusammenfallen muss. Dazu ist nach-
“Uweisen, dass #,® und A2 sich auf s, #;® und A2 sich auf S5y ... schnei-
den, — Jeoqer Strahl des Biischels (s,5,...) wird von beiden Kegelschnitt-
biiseheln (%2%% . ) und (A2A%...) in einer quadratischen Involution ge-
BChnitten; auf jedem Strahle fillt ein Punktpaar der einen mit einem
punktpaa.m der andern Involution zusammen. Ordnen wir die beiden

ege]sclmittc, welche durch das gemeinsame Punktpaar gehen, einander
“W; 80 ist zwischen den Kegelschnittbiischeln dadurch eine projectivische
ezichung hergestellt. Wenn auf dem Strahle s sich die beiden Kegel-
Schnitte 42 und A2 der Biischel schneiden, so lisst sich zeigen, dass der
®gelschnitt #* von keinem andern Kegelschnitte des Biischels (4,%...) in
“Wei Punkten eines Strahles von (5;...) geschnitten wird. Der Kegel-
wird von allen Kegelschnitten von (4,2,..) ausser in 4 Gruppen
¥on je drei Punkten geschnitten, deren Verbindungslinien einen Kegel-
Shnitt @ einhiillen. Zu den Tangenten dieses Kegelschnittes gehort auch
‘1 weil die Kegelschnitte (x,*.. ) und (1,°...) die Gerade s, in derselben
BVolution gchneiden. Daher kann man von M nur noch eine Tangente
an @ ziehen, welche also der einzige Strahl durch M ist, auf dem sich
* und ejp Kegelschnitt 4 des Biischels (4,2...) schneiden. Dadurch ist
“Wischen dep Kegelschnitten von (x,2 ..) und (4%..) und den Strahlen
YR (s;...) eine projectivische Beziehung hergestellt. Da in dieser aber
u19;¢22u32, A*3*A2 und s;s,s, entsprechende Elemente sind, so miissen
Such “42"423,,, L A homologe Elemente der drei Biischel sein. Die
Urven €3 ypq C,® haben also unendlich viele Punkte gemein und fallen
daher Zusammen.

Folgel'ung-. Die Curve C? welche durch die projectivischen Bii-
Schol (4BCD) und (M) erzeugt ist, wird von jedem Kegelschnitte % in
Sechs Punkten geschnitten.

Es seien EFG drei beliebige Punkte von A% die nicht auf C? liegen,
XY awei beliebige Punkte von €% Die fiinf Punkte £FGX ¥ he-
men einen Kegelschnitt ¥2 und wenn F die Curve C® durchlinft,
chléuft ¥2 das Biischel (EFGX). Wenn darauf X die ganze Curve
durchléiuft, so erhilt man alle Biischel, die im Netze ((£FG)) vor-
MMmen k§nnen und daher anch den Kegelschnitt A% Dieser schneidet

ung

8tim

dur
8

d 13 . : X
8her ¢ I zwei Punkten X, ¥,. Auf dieselbe Art denken wir uns jetat

alle Kegelsehnitte des Netzes ((£.X;F,)) entstanden und folgern, dass
die Curve (3 noch in zwei weiteren Punkten Z,Z°; schneiden muss.
esting 1 durch M schneidet €% in £, F, llll(.] der durch E F X, ¥,Z,

mte Kegelschnitt trifft die Curve ¢® noeh in U, so kann nach dem

i
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Vorigen €3 erzeugt werden durch die Biischel (#) und (X, ¥,2,0). Die
Elemente dieser beiden Biischel sehneiden K2 in einer Involution und
einer dazu projectivischen Punktreihe und die drei Doppelpunkte beider
Reihen sind weitere drei Schnittpunkte von A2 und €3

Ginge &2 zufillig durch M, so wiirden die Biischel (¥ ) und (X, ¥, % 0)
diesen Kegelschnitt in zwei projectivischen Punktreihen treffen, deren
Doppelpunkte Schnittpunkte von A% und €3 sind.

3. Eine Tripelcurve wird von jedem Kegelschnitt®
in sechs Punkten geschnitten.

Sind 4 5C drei Schnittpunkte der Tripeleurve C* und des Kegel
schnittes &% und [4], [B], [(] die Geradenpaare durch 4, B, C, welche
zu den Kegelschnitten des Netzes gehioren, dessen Tripeleurve €° ist:
so bilden die Polaren der Punkte von A? beziiglich [4], [B], [C] drel
projectivische Strahlenbiischel (4), (5), (€), von denen die beiden erste® |
und beiden letzten je einen Kegelschnitt [4 8], [5 ] erzeugen. Beide
schneiden sich ausser in B moch in drei Punkten, deren conjugirte in
Bezug auf simmtliche Kegelschuitte des Netzes die Punkte von &2 sinds
welehe dieser Kegelschnitt ausser 4 BC noch mit €® gemein hat.

6. Liegen sechs Punkte der Tripelcurve C° ’”ff
einem Kegelschnitte, so liegen zwei von ihnen mit
den conjugirten der vier ilibrigen auch auf eine®
Kegelschnitte.

Sind 4 BCDEF sechs Punkte, in denen (® von einem Kegelschnitt®
getroffen wird, C''E'F’ die conjugirten der vicr letzten, so ist

1) A(CDEF)'N B(CDEF),
\ A(CDEF) N A(C'DE'F'),
| B(BCDE)A B(U'D'E'F),
da A(CC'DD'EE'FF') und B(CC'DD'EE FF") involutorische Biischel gind,
also:
3) A(C'D'E'F) N B(C'D'E'F).

7. Jede Tripelcurve kann auf unendlich viele A¥”

ten durch ein Kegelschnittbiischel und ein lal‘rrjvcti""

2)

sches Strahlenbiischel erzeugt werden.

I.Beweis. In Steiner’s Vorlesungen, herausgegeben von Sehrot”
ter, II. Aufl., 8. 507, ist der Satz bewiesen: ,,Wenn man durch L
Punkte eines Tripels der Tripelcurve und einen beliebigen Punkt @ 4¢*
selben ein Biischel von Kegelschnitten legt, so trifft jeder Kogelschmtt‘
desselben die Tripeleurve im Allgemeinen noch in zwei neuen Punkte™
deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt # der Tripelcurve liuft
welcher der dem Punkte ( conjugirte ist.* Die Verbindung dieses Satz?
mit 2 liefert den Beweis.

Anmerkung. Hieraus folgt auch sofort der Satz in 3.
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: II. Beweis. Wir nehmen wieder vier beliebige Punkte 4BCD der
I‘;"ipelcurve C? und legen durch sie die Kegelschnitte #®x,2#,%. .., welche
@ noch in EF, E F, E,F,, ... schneiden. Eg treffe EF die ¢* in M
nd es gei M’ der conjugirte Punkt zu M, dann bilden M'EF ein Tripel.
urch dieges Tripel und 4B lege man einen Kegelschnitt A%, welcher 3
Boch in einem Punkte 7' trifft, der mit 47 zu einem Tripel gehort.
L_("gh man dann durch 4B7M’° die Kegelschnitte 424,22,2..., go miissen
diese (3 i solchen Punkten treffen, deren Verbindungslinien dureh M
gehen (vergl. Steiner); deshalb miissen nach 2) auch EF, E, F,, E, F,, ...
durch gehen.
8. Alle Kegelschnitte, welche dieselben drei Paare
von conjugirten Punkten haben, bilden ein Netz.
: A4, BB, 0C’ seien drei Punktpaare; auf ihren Verbindungslinien «, b, ¢
Sm’d durch die Punktpaare drei Involutionen bestimmt, deren Punktpaare
i L BB BBys -y ¥7s 71¥ 1y +.. heissen mogen. Sind DE
aw.ei ganz beliebige Punkte, so ist durch diese ein Kegel-
Schnigg bestimmt, der 4 nud 4, B und B, € und €’ als conjugirte
Punkte hat. Denn von allen Kegelschnitten des Biischels (0 Eaq’) geht
tur  ein einziger durch ein Punktpaar auf b; dasselbe gilt von den
Kege]schnitten des Biischels (D Eaye’;). Diese beiden Kegelschnitte seien
A% ung #,*; sie bestimmen ein Biischel mit den Grundpunkten DEFG,
de?sen Kegelschnitte « und & in den Punktpaaren der Involutionen
ou.x, o und Bf, ... schneiden. In dem durch %* und #* bestimmten
Biische) giebt es nur einen Kegelschnitt, welcher ¢ in einem Punktpaare
er Involution 79’ ... schneidet, und dieser ist der einzige Kegelschnitt,
Welcher durch je ein Punktpaar der Involutionen auf @, &, ¢ und durch
D unq geht.

Alle Kegelschnitte, welche durch einen Punkt D gehen
11'11(1 A4, BF, ¢’ als Paare conjugirter Punkte haben, bilden
“In Biigehel.

Durch » una E, D und & sind zwei Kegelschnitte A% 1,® bestimmt,
;‘i'ieh; ?in Biischel bestimmen; die Kegelschnitte desselbefl h.aben L‘iﬁm.ll’lt-

4, B, €C' als Paare conjugirter Punkte. Ist A ein beliebiger
ul}kt‘: 9 ist der Kegelschnitt, welcher durch £ und XA geht und A4,
W A,2L C" als Paare conjugirter Punkte hat, ein Kegelschnitt des Biisi:hels
I )s weil er @, b, ¢ in Punktpaaren der Involufionen ady .oy BB, ...
:;{?’ '+~ schneidet und dies dieselben sind, in denen a, b, ¢ von den
®gelschnitten des Biischels (A22,2) geschnitten werden.
- Durch zwei Punkte D und # sind also zwei Biischel be-
stlmmt; 8ie haben einen Kegelschnitt gemein.

Und Zwar ist dies derjenige Kegelschnitt, welcher durch 2 und F
Eeht und 44, p B, €C' zu Paaren conjugirter Punkte hat. Die Ge-
Amtheit a)oy Kegelschnitte bildet ¢in Netz. Durch drei von ihnen




432 Zur synthetischen Behandlung etc.

i o

P PP PP L PP PP PSP

e P P A A P P A I PSS o S AP

sind die iibrigen bestimmt, und dies ist die Steiner’sche Defini-
tion des Kegelschnittnetzes. .

9. Ist eine Curve dritter Ordnung durch die
Schnittpunkte homologer Elemente eines Kegel-
schnittbiischels und eines projectivischen Strahlen-
biischels entstanden, so ist sie eine Tripelcurve.

Es sei (4BOD)(x*x2x? ..) A\ M(ss,s,...). Die von beiden erzeugt®
Curve sei €% Die Tangente in M an C® schneide die Curve noch in
so lisst sich erkennen, dass sich durch T an C® noeh andere Tangenten
zichen lassen. Bestimmt man nimlich auf allen Strahlen durch T 20
ihren beiden Schnittpunkten mit €®* und 7 den vierten harmonischem
dem 7' zugeordneten Punkt, so muss der geometrische Ort dieser Punkte
die €® in M und noch in anderen Punkten treffen. Einer von ihnen
sei M. Man kann nun nach 2) die €3 durch dasselbe Strahlenbiischel
M und ein anderes Kegelschnittbiischel erzeugen, dessen Grundpunkte
man dadurch festlegt, dass man durch 4BM° und die Punktpaare EF
und E, F;, in denen s und #* s, und x? sich treffen, zwei Kegelschnitte
£2 und R2* legt, die sich noch in G schneiden mégen, so dass also
ABG M’ die vier Grundpunkte sind. Sind By Fy, EgFy, E, F,die Punkte,
in denen sy, 83, & von %% %2 #? geschnitten werden, so wihlen wir
drei von ihnen, etwa £,, £,, E,, und legen durch sie eine 'I.‘ripci.lcm""3
@? so, dass sie 4BG als ein Tripel, # und ¥’ als conjugirte }’ﬂ“kf‘?
hat. — Alle Kegelschnitte u?ys,2.. , welche 456 als Tripel und #
als conjugirte Punkte haben, bilden ein Biischel. In Bezug auf dasselbe
seien’ By, By, E', die conjugirten Punkte von E,, %, E,. Simmtlich
Kegelschuitte +?+,®.. , welche &, &'y, E, L'y, E E’, als conjugirte Punkte
haben, bilden ein Netz, zu dem also aunch das Biischel pu,® gehort un
die Tripelenrve G* desselben’ geht durch 457G MM B, E', B, k' E B’y lm:i
kann (vergl. Steiner a. a. 0.) durch ein Kegelschnitthiischel (4 BGM)
und ein Strahlenbiischel (M) erzeugt werden. Den Kegelschnitte?
K2R R2Q,R,? dieses Biischels, welche durch EE, £, Ey £, gehen, ent-
sprechen die Strahlen M (EE, E,£,£,) und diesen wieder die Kegel
schnitte #?x,*x,>x%%,® des Biischels (4BCD). Aus 2) folgt, dass der
Punkt ¢ auf €* liegt und dass C® und @® zusammenfallen.

10. Wenn die homologen KElemente zweier proje¢’
tivischen Kegelschnitthiischel sich auf einer Gerade®
schneiden, so liegen ihre iibrigen Schnittpunkte 3%
einer Tripelcurve. 2

Die Kegelschnitte x*x*x2. . und A*4,24,2 .. der projectivischen Bi-
schel (ABCD) und (4, B, €, D,) schueiden sich resp. in den Punktpaar®®
EF, E F\, E,F,. ... einer Geraden ! und ausserdem in G #, G Hys
Gy H,, ... Wir bezeichnen die Geraden 6#, Gy Hy, Gy By - mif 9‘}
Gis gy +++y 80 ergiebt sich zunéichst, dass keine zwei derselben sichauf
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Schneiden kénnen. Denn wiirden etwa g, und g, sich in 0 auf / schnei-
den, 5o mijgsten die Polaren von 0 in Bezug auf #%, und 4%, in eine
Gerade Om zusammenfallen und auf dieser ligen die conjugirten Punkte
Yon 0 beziiglich beider Biischel. Ebenso miissten die Polaren von 0
Bach 42, ypq A%, mit o, zusammenfallen, so dass also O ein gemein-
Schaftlicher Eckpunkt der zu den Biischeln (x*x%% .) und (A*4.2...) ge-
hiirigen Tripel sein miisste, was nicht vorausgesetzt ist. Die Geraden
99;... mogen ! in JJ, ... schneiden, so lisst sich zeigen, dass (JJ, ..)
A(“gxla-..)ﬂ(kgll'z...) ist. Denn erstlich entspricht jedem Paare homo-
loger Kegelschnitte (#24%) ein Punkt J und zweitens diesem Punkte wie-
T jenes Kegelschnittpaar, weil es nur einen einzigen Strahl durch J
geben kann, auf dem sich zwei homologe Kegelschnitte schneiden.
Schnitten sich drei der Strahlen 99:95-- , etwa gg,9,, in einem
unkte M und wiire
M(99:9:9s-+ ) N (525 n57ng?...),

80 mijggte auch, wenn J'y... die Schnittpunkte von ¢’y... mit ! wiiren,
: (T Lo i) AT Ty Ty i)
S€ln, g, p, J'y mit J, zusammenfallen. In drei von den Punkten Ty
® seien J, 7, J,, schneiden sich die homologen Elemente #,23,% g4, #°4:2¢;,
x,ﬁl“zg“ so dass also J, mit Ly und Gy, Jr mit £, und G,, Js; mit E, und
s und daher auch g'q mit g4, ¢» mit gr, ¢'s mit g, zusammenfillt. Daher
Schneiden sich in M die sechs Strahlen 99195949-9s- Hieraus schliessen
Wir, dagg es keinen zweiten Punkt " geben kann, in welchem sich drei
der Strahlen ¢.° schneiden, weil sonst die drei Strahlen g,g-g sich
fch in ihm treffen miissten. Entweder gehen also durch M alle Strahlen
ey oder es wird jeder beliebige derselben, ausgenommen ¢g, g gq0r s,
Vou allen anderen so geschnitten, dass keine zwei Schnittpunkte zusam-
Menfallen, so dass also die iibrigen Strahlen g... Tangenten eines Kegel-
Schnittes sind, der sich aber auf einen Punkt reduciren muss, da sich
You allen Punkten der Geraden ! nur je eine Tangente an ihn ziehen
lisst, D, aber in keinem andern Punkte als M sich drei Gerade g...
treffay kinnen, so muss ¥ jener Punkt sein. Wenn also drei der Ge-
Taden ¢ sich in einem Punkte treffen, so thun es alle.

: Gingt‘-n keine drei der Geraden ¢... durch cinen Punkt, miissten sie
finen Kegelschnitt einhiillen, der sich aber wieder auf einen Punkt M
}‘educil't, weil von den Punkten von / aus-sich nur je eine Tangente an
ihy ziehen ligst.
i Es treffen sich also alle Strahlen ¢g... in einem Punkte # und dahey
¥t der Ot der Schuittpunkte (x242), ... eine Curve dritter Ordnung und

Nacly ¢ - 3
h 9) eine Tripeleurve.

Der Satz, dass eine Curve dritter Ordnung, welche durch ein Kegel-
s":"hl"llht.l)iixsch(-ﬂ und ein projectivisches Strahlenbiischel erzeugt ist, auf

st
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unendlich viele Arten durch zwei solche Biischel erzeugt werden kanm
ist eigentlich auf einem Umwege bewiesen, indem zuerst gezeigt ist, dass
jede Tripeleurve durch zwei solche Biischel auf unziihlige Arten hervor
gebracht werden kann und jede Curve dritter Ordnung, die durch ein

Kegelschnittbiischel und projectivisches Strahlenbiischel erzeugt ist, als *

eine Tripeleurve hetrachtet werden kann. Doch kann man jenen Saté
auch direct beweisen, indem man die Aufgabe der Curvenerzeugung
gewissermassen umkehrt und die Frage stellt: Wenn auf jeder von
drei durch einen Punkt 4 gehenden Geraden 99, 9 ﬂnclf
zwei Punkte BC, B C,, B,(, und ausserdem beliebig zwe!
Punkte DEangenommen werden, welches ist der gemnei.ri-‘whe
Ort der Punkte X¥ von der Eigenschaft, dass die Punkte
BC, B C,, B,Cy, mit den vier Punkten DE X ¥V je auf einem Ke-
gelschnitte liegen?

Durch BCDE lege man einen beliebigen Kegelschnitt #% so wird €F

von den Kegelschnitten der beiden Biischel (DE B, C,) und (DE B, Cs) in’

zwei (uadratischen Involutionen geschnitten, welche ein Punktpaar X{
gemein haben. Die durch dasselbe gehenden Kegelschnitte seien #;° %3
und die Gerade, welche es verbindet, sei 4 Dann sind X ¥ Punkte
des gesuchten Ortes. Sind A2u?... andere Kegelschnitte dureh BCDE
so erhilt man auf jedem zwei Punkte X,¥,, X,F,, ... des gesuchten
Ortes; die Kegelschnitte der Biischel (2CD, E,), (BCD,E,), welche dur(‘:h
sie hindurchgehen, seien 1,°4,% u,®u,% ... und die Geraden, welche si€
verbinden, /, m, .... Ordnen wir je drei Kegelschilitte der Biiscllf*l
(BCDE), (BCDE), (BCD,E,) einander zu, die sich in X F, & Fi»
Xy ¥y, .. schneiden, so sind dieselben projectivisch aufeinander bezoge?
und erzeugen eine Curve.

Die Involutionscentra der quadratischen Involutionen, in denc?
#*u?. .., also die Kegelschnitte des Biischels (BCDE), von den Kegel-
schnitten der Biischel (B€ D, £,) und (A CD,E,) geschnitten werden und
die wir mit K K,, Z L,, M, M,, ... bezeichnen wollen, liegen auf den
Geraden B, C; und B,C, und bilden aufihnen zwei projectivische Punkt”
reihen.  Diese liegen perspectivisch; denn wiihlen wir aus dem erste?
Biischel das Geradenpaar (DE, BC), so ist das Involutionscentrum &Y
B, €, wie auf By, der Punkt 4. Daher laufen die Geraden Alm :°
durch einen Punkt S und die Punkte X VX ¥, .. liegen auf einer Curve
K% dritter Ordnung, die auch durch jedes der Kegelschnittbiische
(BCDE), (B,C,DE), (ByC,DE) und das projectivische Biischel (S) Mi
zeugt werden kann, wenn jedem der Kegelschnitte »%x 2x,* der Strah
ky A*3,%1,* der Strahl 7, ... zugewiesen wird. 2

Wenn wir den Kegelschnitten #%x %2 des Biischels (X YDE) a8
Geraden gg,9, der Reihe mach zuordnen, so ist dadurch zwischen d"’?
Kegelschnitten des Biischels und den Strahlen von (4) eine ]n'ﬂj"’c“‘
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Vische Beziehung hergestellt. Die homologen Elemente erzeugen also
eine Curve €% dritter Ordnung, Wir erhalten eine andere Curve C*
drittey Ordnung, wenn wir das Biischel (X, 7, DE) withlen und den
egelschnitten A2 4,242 die Geraden gg, g, zuordnen. Weiter konnen
Wir die Kegelschnitte der Biischel (X F DE) und (X, ¥, DE) projectivisch
adurch aufeinander beziehen, wenn wir der Reihe nach den Kegel-
sehnittep #*u;®x,* des ersten Biischels die Kegelschnitte 273,24, des
@Weiten gyordnen. Bei dieser Zuordnung entspricht dem Geradenpaare
(DR, x ¥) das Geradenpaar (DE, X, F,). (Vgl.1, Anm.) Daraus folgt wieder,
Wie vorher und wie in 1 gezeigt ist, dass die beiden Biischel (D £.X F) und
(DEXI F}) eine Curve dritter Ordnung erzeugen, welche auch durch jedes
dieser Biischel und das projectivische Strahlenbiischel (4) erzeugt werden
AN, Es miigsen also die Curven €3 und C,? zusammenfallen, Wihlen wir
Andere Kegelschnittbiischel (DEX,¥,), ..., so folgt, dass wir die Curve (3
durh diese und das projectivische Biischel (4) erzeugen konnen, wodurch
“Uniichst wieder der Satz 2 bewiesen ist, dass eine Curve dritter
_rdn“ng, welche durch ein Strahlenbiischel und ein pro-
Jeetivisches Kegelschnitthiischel erzeugt ist, auf unzihlige
Arten durch dasselbe Strahlenbiischel und andere Kegel-
8ehnitthiigohel hervorgebracht werden kann,
Da also alle Punkte X YX, ¥, ... sowohl anf €% wie auf K® liegen,
% fallen beide Curven zusammen und C* kann durch ein Strahlenbiischel
(S) und jedes der projectivischen Kegelschnitthiischel (0 BC), (DE B, C,),
(DEBQ{';), also auf unziihlige Art durch das Biischel (§) und andere
Projectivische Kegelschnittbiischel erzeugt werden. s bleibt noch nach-
“Mweisen, dass S jeder beliebige Punkt von C? sein kann., — Wir halten
D fest und lassen E auf C? sich #indern in £'Z"...; es entstand S durch
e Durchschnitt von X ¥ mit €3 X Y aber waren die Schnittpunkte von
** mit (3, Wenn wir nun Kegelschnitte durch BCDE'X, BCDE"X, ...
legen, g9 schneiden sie €® in immer neuen Punkten F'V”... und die
Geradey XY, Xr”, ... treflen * in §'S”.... Lisst man £ die Curve 3
durchlanf‘en, so durchlaufen auch ¥ und S dieselbe, so dass also S jeder
ff]iebige Punkt von €® sein kann. Damit aber ist ganz allgemein be-
Wlesen;

Ist eine Curve C® durch ein Kegelsechnittbiisehel
und ein projectivisches Strahlenhiischel erzeugt, so
kann sie auf unendlich viele Arten durch zwei solehe
Biischel erzeugt werden.

Aus diegem Satze und dem Satze 9 lassen sich viele der wichtig-
Bfen Eigonschaften der Curven dritter Ordoung, namentlich auch ihre
I019‘”“.E."’-mschaf‘ten rein synthetisch ableiten.

= —— <
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II. Polareigenschaften.

11. Zieht man durch einen Punkt 4 einer Tripel-
curve €% Gerade gg,..., welehe €% noch in BC, B, Cyy o
treffen, so liegen alle Punkte %A,..., welche 4 vOD
jenen Punkten harmonisch trennen, auf einem l{ege]‘
schnitte 4% der €® in 4 beriihrt und die erste Polare
von 4 nach C® heisst.

Man denke sich C* durch ein Strahlenbiischel (4) und ein projec:
tivisches Kegelschnittbiischel erzeugt, so werden die Polaren von 4 nach
den Kegelschnitten des Biischels ein zu (4) projectivisches Strahlen-
biischel (4) bilden und beide Biischel erzeugen den Kegelschnitt 4%

12. Sind 4 und B zwei Punkte von €3 A% und B
ihre ersten Polaren, so fillt die Polare von 4 nach P’
mit der von B nach 4° zusammen.

Die Gerade 4P treffe €° noch in C; die Polaren 4% und A? treffen
AB in A und B. Durch einen Punkt €, von €3 ziehen wir die Geraden
A€, und BC;, welche €® noch in B, und 4, treffen; die ersten Polared
4" und B;* von 4, und € treffen die Geraden B4, und 4B, in %, }“‘a
B,, dann sind AABC, AU, B, C;, BBAC, BB, 4,C, je vier harmonisch®
Punkte, also treffen sich AA,, BB, CC, in einem Punkte A, BBy
A4, CC in einem Punkte B’ so dass also A B'C in einer Gerade?
liegen. Wenn 4, mit 4 und B, mit B, also 4,2 mit 4%, B2 mit B 20
sammenfillt, so geht die Linie A'B'C in die gemeinsame Polare von A
nach B% und B nach 4? iiber.

13. Die drei ersten Polaren 4%B2€2% von drei ﬂuj
einer Geraden g liegenden Punkten 4BC der Curve
schneiden sich in denselben vier Punkten. Ordnet
man den Kegelschnitten 4252(? die Punkte 4BC zu, 8°
ist dadurch zwischen den Kegelschnitten des Biischels
und den Punkten von g eine projectivische Beziehung
hergestellt der Art, dass, wenn 2 und 0 zwei Punkt®
von g, P* und 0* ihre ersten Polaren sind, die Polare
von F nach 0% mit der von ¢ nach P2 zusammenfillt. :

Ist D e¢in Schnittpunkt von 4% und B2, g0 verbinde man ibn mit
ABC. Die Verbindungslinien treffen € in sechs Punkten eines Kegel”
schnittes, in Bezug auf welchen 0/ und ¢ Pol und Polare sind, also m“si
C? auch durch D und somit durch jeden Schnittpunkt von 4° and &
gehen. — Die Polaren von 4 nach 42 B2 (2P? geien abep, die von ABC{,
nach 4% seien (tb'c’p’, 80 ist ((1[)('])) 'f\"(a!)'c'p") und da wegen 12 b and b,
¢ und ¢’ zusammenfallen, miissen auch p und p’y d. h. die Polaren VU.“
4 nach P? und von P nach 42 zusammenfallen. — Hs seien weiter die
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PO]aren von P nach 42B2C2P2(02 mit a b e n und die von 4BCPO
L 191511 91
. ’ ’ ’ . .
Nach p2 it a, b’y ¢’y p ¢, bezeichnet, so ist
(ayby¢;py05) N (6,0 €401 4)
v by mit by, ¢, mit ¢/, zusammenfillt, so muss auch die
P nach 0% mit der Polave ¢y von 0 nach P2 zusammen-

und da @ mit a
Polare ¢, von
falle,

14, Zieht man durch einen Punkt P beliebige Ge-
raden gg,..., welche €% in 4BC, 4, B,C, ... treffen, so
bestimmen ihre ersten Polaren 42B2C? A2BAES2,
Biischel, In jedem von ihnen entspricht dem Punkte
P derselbe Kegelschnitt P2 vorausgesetzt, dass die
Projectivische Beziehung dadurch hergestellt wird,
dass den Punkten ABC, 4 ﬁ‘lé’i, ... ihre ersten Polaren
Zugeordnet werden. P2 heisst die erste oder conische
Polare von P.

l‘2p£8t X ein beliecbiger Punkt von €% X2 geine eorste Polare, sind

1-.. die dem Punkte entsprechenden Curven, sind abep die Polaren
Yon X nach AB*C?P% abep’ die von 4BCP nach X2, go ist (abep)
’!\_(“b"P'}. also fillt p mit » zusammen. Ebenso folgt, dass, wenn p,
die Polare von X nach P? ist, diese mit p" zusammenfallen muss. Da
also die Polaren 22 und P* die Eigenschaft haben, dass die Polaren
aller Punkte X von €3 nach ihnen in eine Gerade zusammenfallen, so
fallen, p2 und 2? selbst zusammen.

Jeder Geraden g ist ein Kegelschnittbiischel zugeordnet, dessen
Mdpunkte die vier Pole von g heissen. Dann kénnen wir dem
®ben bewiesenen Satze den Ausdruck geben :

15. Dreht sich eine Gerade um einen Punkt P, so

durchlaufen ihre Pole die erste Polare P2 von P.

i Die Gerade ¢ heisst die zweite oder gerade Polare jedes

Ter vier Pole

16. Folgerungen:

@) Liegt ein Punkt auf der ersten Polare eines andern,
so liegt der zweite auf der geraden Polare des ersten
und umgekehrt.

b) Beriihrt eine Gerade die Tripeleurve €%, so fallen zwei
ihrer Pole mit dem Berithrungspunkte zusammen.

¢) Die gerade Polare eines Punktes von C? beriihrt ¢* in
diesem Punkte.

d) Die ersten Polaren aller Punkte einer Geraden bilden
ein Biischel.

e) Die ersten Polaren aller Punkte bilden ein Netz.

17. Die Polaren aller Punkte P... ¢iner Geraden

.9 nach ihran ersten Polaren P?... werden von éinem

ERINOREI £ it o Physik, XXI, 6. 30
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Kegeischnitte 6> umhiillt, welcher die zweite Polaré

von g nach C? genannt wird und mit dem geometrischen
Orte der Pole von g beziiglich aller P2 oder mit dem
Orte der den Punkten P... von g beziiglich des Bil-
schels (P#...) conjugirten Punkte zusammenfillt. Der
Pol von g nach P? fillt dabei mit dem zu Pconjugirte®
Punkte zusammen.

Ist (0 ein ganz beliebiger Punkt, so bilden seine Polaren beziiglich
aller P2... ein zur Punktreihe P... projectivisches Strahlenbiischel, VO
dessen Strahlen zwei durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen:
Diese seien P, und P,, ihre ersten Polaren P,? und 7% so treffen sich
die Polaren von P; nach P* und von P, nach P? in @ und es giebt
auf g keinen andern Punkt, dessen Polare nach seiner ersten Polaré
durch 0 geht. Daher werden alle diese Polaren von einem Kegelschnitte
G? eingehiillt. — Es seien PP, ... die Pole von g nach P2P2.. PPy
die conjugirten Punkte zu PP,.... Die Polare p; von P nach P, mus#
durch P und P und, da sie mit der Polare von £, nach P? zusammen~
fallt, auch durch P und 9, gehen; die Polare von P, nach P’ muss
durch §, und P und, da sie mit der Polare von P, nach 72 zusamme?"
fallt, auch durch P und P’y gehen u. s. f. Da also P und P sowoll!
auf p,, als auf py, py, ... liegen, so miissen sie in einen Punkt ?“'
sammenfallen. — Die Polaren von P8 beziiglich aller £2... schneiden ﬂlf’ll
in dem zu P conjugirten Punkte P und die Polare von P nach P s
die einzige eines Punktes von g nach seiner ersten Polare, welche durch
P geht, also liegt P auf G

18. Liegt ein Punkt 2, auf der Polare eines ander®
P, nach seiner conischen Polare P2 so liegt der letzte
auf der conischen Polare P2 des ersten. -

Wenn P, auf der Polare von P, nach seiner conischen Polare Py
liegt, so muss P, auf der Polare von P, nach P2 oder auf der Polar®
von P, nach P welches nach 13 dieselbe Gerade ist, liegen, d. h 992
muss der Beriihrungspunkt dieser Geraden mit P,® sein oder auf £
liegen.

Hieraus folgt unmittelbar der Satz: .

18a. Die gerade Polare eines Punktes P nach €
fillt mit seiner Polare nach seiner conischen Pol8r®
P? zugammen,
den man auch auf folgende Art beweisen kann:

Alle conischen Polaren, welche durch einen Punkt P gehe L%
ein Biischel. In ihm kommen drei Geradenpaare vor (11,), (I14) (¢ rlt)f;
deren Pole 0, ¢', 0" sein mogen, Die geraden Polaren aller Posk
von ! und !/ miissen sich in @, von 7 und 7, in @', von I’ und 71 in
Q" schneiden, also ist die gerade Polare von P die Gerade OQ'Q”’ des

n, bilden
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Sie mugs durch jeden dieser drei Punkte gehen, Wenn ! durch P geht
und €3 5y 4p¢ schneidet, so fallen die geraden Polaren von 4ABC mit
den Tangenten in diesen Punkten an C?® oder mit den Polaren von 4B ¢
bezﬁglich der conischen Polaren A2B2(? dieser Punkte zusammen. Ks
l‘fnh‘iillen die Polaren der Punkte von !/ beziiglich der conischen Polaren
'e8er Punkte einen Kegelschnitt, der sich auf den Punkt @ reduciren
U85, weil die Polaren von 4 BC beziiglich 4* 8202 durch 0 gehen, also
Muss die Polare von P beziiglich der conischen Polare P2 von P durch

8ehen, Auf ganz dieselbe Weise zeigt man, dass diese Polare auch
durch O und 0" gehen muss und also mit 000" zusammenfillt.

Ueber die Lage der Scheitel der drei Geradenpaare eines Biischels
cf’niﬂcher Polaren und ihrer Pole, sowie iiber die gegenseitige Bedeutung
'eser sechg Punkte geben uns die Siitze 14, 17 und 18 Aufschluss. Die Schei-
tel oy drei Geradenpaare (@1, (7)), (I'0",), welche in einem Biischel coni-
s‘fhal‘ Polaren vorkommen, seien Q, Q', Q"; ihre Pole @, ¢, 0”. Es muss
¢ Polare von ¢ beziiglich (/'/;) mit der von 0" besziiglich (11;) zusam-
Menfallen und da erstere durch Q', letztere durch Q gehen muss, so ist

‘Q’ die gemischte gerade Polare von ) und 0. Daher muss £’ von
+ 2 durchy I, und Q¢ von Q' durch 11, harmonisch getrennt sein,
folglicy, ist 0 der Schuittpunkt von Q'Q”, und ¢ der von Q7 mit
er Geraden g, auf welcher Q0’0" liegen. Ebenso zeigt man, dass o’
SOy liegt, und so folgt:

19. Die Pole derjenigen conischen Polaren eines
Biischels, welche Geradenpaare sind, bilden mit den
Scheiteln der letzteren die sechs Ecken eines voll-
Stindigen Vierseits.

Die conische Polare von Q sei Q%  Da die gerade Polare von 0
ch gie Polare von ¢ beziiglich 0% oder (71,) ist, so muss sie durch
gehen yng daher muss 0O sowohl auf der geraden, wie auf der coni-
Schen Pylare von Q liegen. — Ferner ist die Polare von £ beziiglich
al]e"' Conischen Polaren P?. . der Punkte P... der Geraden g oder
00~ die Gerade Q'9Q” und daher miissen die Polaren aller Punkte
O"' Yon ¢ beziiglich ©? auch in die Gerade Q'Q” fallen, welche durch
mdgeht. Dies aber ist nicht anders moglich, als wenn Q2 in zwei Ge-

© zerfiillt, deren Scheitel in 0 liegt, so dass dadurch der Satz ge.
Wonnen g,

20. Ist die conische Polare eines Punktes 0 ein
Geradenpaar mit dem Scheitel O, so ist die conische
PO_]are von O -auch ein Geradenpaarmit dem Scheitel 0.
uf jeder Geraden ¢ giebt es drei Punkte, deren conische Polaren
®hpaare gind, also liegen sie simmtlich auf einer Curve dritter
rdnlmg und wir folgern mit Hilfe des letzten Satzes:

A
Gery d

0%

o e e e

i S
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21. Die Pole derjenigen conischen Polaren, welch®
Geradenpaare sind, sowie die Scheitel der letztere?
liegen auf einer Curve dritter Ordnung A% welche die
Hesse'sche Curve von €% genannt wird.

Sind ABCDEFGHJ die neun Grundpunkte eines Biischels vOT
Tripelcurven C3C%..., so konnen wir jede erzeugt denken durch das
Kegelschnittbiischel (4 BC ) und Strahlenbiischel (8), (S,), .. , dere?
Scheitel auf einem Kegelschnitte § liegen, welcher durch die fiinf Punkt®
EFGHJ geht. Da die Biischel (8), (8,), ... in projectivischer Beziehung
stehen, so schneiden sie § in projectivischen Punktreihen, die aber
siimmtlich zusammenfallen miissen, weil die fiinf homologen Punkte
EFGHJ zusammenfallen.. Diese Punktreihe auf ® sei TT°7”.... Dureh
A ziehen wir eine Gerade g, welche die Kegelschnitte des Biischels
(4BCD) in einer zu diesem und daher auch zu 777" .. projectivische®
Punktreihe MM M"”... schneidet. Die Biischel (5), (S;), ... schneiden g
in den zu den vorigen projectivischen Punktreihen NN'N”..., N, N, N pe

Jede von diesen hat zwei Punkte, die mit ihren homologen in der
Reihe MM'M"”... zusammenfallen, und diese Punkte sind die Schﬂit.t‘
punkte von ¢ mit C*C;3. .. Um sie zu finden, wiihle man einen beliebl”
gen Punkt @, dann ist das Biischel Q(MM 'M”...) A (8) A (Sy) N
Das Biischel ) erzeugt mit jedem der anderen einen Kegelschnitt [0
[08,],.... Alle diese Kegelschnitte gehen durch 0. Die Strahlen des
Biischels Q(MM'M”...) schneiden & in einer zur Reihe 7'7'7"... P**
jectivischen Involution, von deren Punkten drei mit den homologen ”f]er
Reihe (777'7"...) zusammenfallen. Nennen wir diese drei Punkte Q"0 %
so bilden alle Kegelschnitte [0S], [0S,], ... ein Biischel mit den vier
Grundpunkten 00'0”0" und schneiden also g in einer Involution. Da
aber die Schnittpunkte von g und [0S] mit denen von g und C? zusd™
menfallen, so folgt:

22. Jede Gerade durch einen der Grundpunkte
eines Biischels von Tripelcurven wird von diesen Cur-
ven in einer quadratischen Involution geschnitten:

Die Transversale g schneide die Curven C3C. .. in den Pun]:‘itpi""‘fen
B'C’, B\ C, .... Man lege durch diese Punkte die Kege]achn}tte
K*K?. .. eines Biischels und durch 4 eine beliebige Gerade {, 50 R
(K% 1), (K21), ... Curven dritter Ordnung. Ist P ein beliebiger 1’111.11‘t
von I, so lisst sich zeigen, dass die conischen Polaren desselben bezilg”
lich (&%1), ... ein Kegelschnittbiischel bilden. Da (K2, 1) eine Tripel
curve ist, so gelten von ihr die oben abgeleiteten Sitze iiber Polar®®
der Tripelcurven. Unter den Kegelschnitten des Biischels (& ”{12"'2)
giebt es drei Geradenpaare (xz,), (yy,), (2%,), deren Scheitel xY

sein mogen. Sind 22 .., 4¥q2.., &% .. die conischen Polaren VOE
XYZ beziiglich (K%1), (K1), ..., so schneiden alle £... die Grerad®
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T2, alle 42 .. die Geraden yy,, alle ¢2... die Geraden zz, in denselben
vier Punkten und bilden daher drei Biischel. Die conischen Polaren von P
bezﬁglit'h (K% 1), ... seien n*.... KEs treffen sich die Polaren von P be-
aiiglich &2, ., 7., ... in drei Punkten X', V', Z, welche dem Punkte
p beziig]ich jener Kegelschnitthiischel conjugirt sind, und weil die Polare
Yon P beziiglich & mit der von X beztiglich 7? zusammenfillt, so sind
N e conjugirte Punktpaare beziiglich aller n%.... Zwei von
den Kegelschnitten A? .. beriihren 7 in MM’, dann sind die conischen
olaren p?... von M Geradenpaare mit dem gemeinsamen Scheitel M’
Weil nun die Polaren von P heziiglich aller p*... sich in M’ schneiden,
S0 miissen auch die Polaren von M beziiglich aller z?.., sich in M’
schneidcn, d. h. M und M’ sind auch conjugirte Punkte in Bezug auf
alle n2.,  Lotatere haben also vier Paare conjugirter Punkte nnd bilden
daher eip Kegelschnitthiischel. Sind P2 P2.., die conischen Polaren von
P in Bezug auf €3C%..., so miissen P2 und =% P2 und =2 ... sich in
dens@]bcn Punkten auf !/ schneiden, also schneiden alle P2... die Gerade
{ in den Punktpaaren einer Involution. Zieht man von P aus durch die
}ib]'igen acht Grundpunkte BCDENFGHJ Gerade, so folgt ebenso, dass
Jf"de dieser acht Geraden von den Kegelschnitten P2, . in einer Involu-
tion geschnitten wird. Also treffen sich alle P2... in denselben vier
unkten, R folgt:
23. Die conischen Polaren P?2P2... eines Punktes
Pin Bezug auf die Tripelcurven eines Biischels bilden
selbst ein Biischel.

Hiermit wiiren einige Hauptsiitze iiber die Polaren der ebenen Cur-

Ven dritter Ordnung auf synthetischem Wege abgeleitet.

il e

o o
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Kleinere Mittheilungen.

XXII. Eine einfache Darstellungsform der vollstindigen elliptisochen
Integrale erster und zweiter Gattung.

Bedeutet f(x) eine nach steigenden Potenzen von @ fortschreitend®
Reihe und D% . {f(x)} eine Reihe, die sich aus der evsten dadurch ergiebts
dass jedes Glied von der Form 442" mit dem Factor

Bl sy
L'+ l—y}
multiplicirt wird, so hat man bekanntlich folgende Transformation:

Dz {f ()} =%)- .}}]}(xt)(l—t)‘”"" dt,

die ohne Schwierigkeit durch Benutzung der Formel

1
I'(p) I'(q) _ :,,_1 (1—6)1=1 du

I'(p+q)
hergeleitet werden kann. Fiir f(2)=a%(1—a)’ und p=—p—1 folgt
hieraus

3 o ) PR
Jt"(l—tjﬁ(l—a:z)fdt (f‘lﬁ“)p F=1 tze(1—a)r).
0
Um darans die vollstindigen elliptischen Integrale erster und zweiter
Gattung & und £ zu bilden, hat man einmal
e=—%, f=—4, y=—4%, x=4#i,
das andere Mal
e=—}, B=—+4, y=+4 o=#"
zu setzen. Alsdann ergeben sich die interessanten Formeln

I/n
5 De* ﬁ

ey P
E:E D/p&. ‘%;

s

Entwickelt man die Ausdriicke L, resp

1
e sp. — nach steigenden Potenz®
A ; nach steig

von A2, also
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Bl g s 18i0g bai, 1355 o
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kel 5 (%) 24 3 2.4.6 5

fibrt dann die durch das Zeichen D angedeutete Rechnungsoperation

vy

%8 und multiplicirt mit %, so findet man die bekannten Reihenent-

Wickelungen fiir A und E.
Bromberg. A. RADICKE.

XXIII. Eine analytische Auflésung der Aufgabe des Apollonius.

I. Binen Kreis zu beschreiben, welcher drei gegebene Kreise &,
Ry, s gleichartig beriibrt.

: Bezeichnen (a,, by, 7)), (ag, by, 7y), (ag, by, 3), (v, v, k) die rechtwink-
ligen Mittelpunktscoordinaten und Halbmesser der drei gegebenen und
des gesuchten Kreises, so verlangt die Aufgabe die Auflosung der drei
n'i’th"\"m]digf'.n und hinreichenden Gleichungen

(ry+ 2 = (u—a) —(v—b)=0,

i (rg+h)? — (u—ay)? — (v — b =0,

(rgh)? ~(u—ag)?— (0 —0)*=0
Dach den Unhekannten u, v,

Durch Entwickelung der Quadrate und Einfiihrung der vierten Un-
bE]iannten {=h?—u®—p? verwandelt sich dieses Gleichungssystem in das
gleicllgeltende, aber einfachere

t+2a,u42bv42rh+r2—a?—b"=0,
2) {4+ 2a,u+42b,0 4 2r h 12— a? — b, =0,
t4+2agu+ 2640+ 2rgh 41 —a —b? =0,
=+ 02— =0.
Um dasselbe aufzulésen, sind mit Hilfe der drei ersten Gleichungen
b u, v durch & auszudriicken, was immer méglich ist, wofern nur der

Ausdruck

agbg — agby + agh, — a, by + a by — agby
Yon Null verschieden ist, d. h. wofern nur die Mittelpunkte der drei
8€gebenen Kreise nicht in einer Geraden liegen, und die gefundenen
erthe in die vierte Gleichung einzusetzen, welche alsdann die Un-
bekannte 1 bestimmt.
Am Kinfachsten ist folgendes Verfahren:
Man bestimme aus den auflésbaren linearen Gleichungen
\ (t1.~1+blﬁ+c+r1:{)r
agd + by B+CH+r,=0,
| ayd4bgB+CHry=0

3)
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die Coefficienten 4, B, € und setze, mit £, 1, ¢ drei neue Unbekannte
bezeichnend, in 2), um % zu beseitigen,
4) u=¢44dh, v=n+Bh, t=¢+2Ch,
Das Resultat wird den Gleichungen 3) zufolge
'§+2(11'§—}—2b:n—]—r12-—- (.'12—-‘)12=0,
5) §+2r12§+21)2-q+r2i—(t2j~’—b2i=ﬂ,
§+2173§+2.’)3‘q+l'3“—(t;,z—bﬂ“:(), ]
W (1—A—B) —2 (46 + By + C)h—t— £ —y2 =0,
Die drei ersten dieser Gleichungen, welche in Bezug auf &, n, ¢ lineal
sind, geben unmittelbar die Werthe dieser Unbekannten und fiihren, it
der Form
(E—a) +(—b)P —rf=84n2+¢,
(§—ap)® + (n—b5)* — rg? =24 p24- ¢,
(§—ag)* — (n—bg)* — re =&84ni4¢
geschrieben, zu dem Schlusse, dass, wenn mit «, b, » die rechtwinkligen

Mittelpunktscoordinaten und der Halbmesser des Kreises bezeichnet wer:

den, welcher die drei gegebenen Kreise unter rechten Winkeln schneidets

6) E=a+44h, n=b+ Bh, E4+pi4t=1r
zu setzen ist. ¢+ Nach 4), 6), 2) wird dann
u=a-|—‘A'ia,
7) v=>b+4 Bh,

w0 — 2=t 12— 2 — 2Ch
und, wenn zur Abkiirzung

(x—a)®+ (y—l))2~ ==
dx 4+ By +C=9
gesetzt wird, identisch
(x—u)* 4 (y—vP—ht=Q — 249,
Zur Bestimmung von % dient die vierte Gleichung in 5), nimlich
(1—2—B%) i —2(da+Bb+C)h—r2= 0,
deren Wurzeln %', %’ seien.
Es entsprechen demnach den Bedingungen der Aufgabe zwei Kreisé
deren Gleichungen
R—20 N=0 5
R—21"U=0
sind und besagen, dass die gesuchten Kreise beide zu derjenigen Kreis-
schaar gehsren, welche durch den Kreis :

=0

und die Gerade

A=0
bestimmt ist. Diese Gerade ist, da den Gleichungen 3) zufolge die vO"
den Mittelpunkten der gegebenen Kreise anf dieselbe gefiillten Lothe

T
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den Halbmessern 1y Ty Ty proportional sind, diejenige, auf welcher die

drej dusseren Aechnlichkeitspunkte der Kreise ®, &, & liegen. Dies
l f(’]gt auch einfach darans, dass der Ausdruck A verschwindet, wenn man
1 die Coordinaten

Tollg— ol rol, —r. b
23 32’ 28 .’a?u'sw'
?‘2 —— ?“3 ?2 — f‘n .
der dusseren Aehnlichkeitspunkte einsetzt und die Gleichungen 3) he-

! l'iicksiclltigt.

| Um also die gesuchten Kreise zu finden, reicht es hin, zwei Kreise
“M zeichnen, welche zur Schaar (§,A) gehdren und einen der gegebenen
Kreise, etwa ®,, beriihren. Zu diesem Ende hat man die Polare des
ul‘UhSchnittspunktes der Aehnlichkeitslinie 9 mit der gemeinschaftlichen
¢hne von @ und 8, welcher der Punkt gleicher Potenzen der Kreise
ﬁ.' ® und der gesuchten Kreise ist, in Bezug auf den Kreis R zn
Zl-elw.n und die Punkte, in welchen diese Polare den Kreis R, schneidet,
d it dem Mittelpunkte desselben durch gerade Linien zu verbinden. Diese
L Geradep treffen das vom Punkte gleicher Potenzen (a,b) auf 9 gefillte

Loth i, den Mittelpunkten der gesuchten Kreise.
Die Gergonne’sche Construction ergiebt sich unmittelbar, wenn
Man erwiigt, dass die erwihnte Polare den Pol von 9 in Bezug auf &,

ind den Pypkt gleicher Potenzen (a, b) der Kreise ®,, ®,, &, enthal-
4 ben mygg,

Eine #hnliche Rechnung zeigt, dass jeder zur Schaar (R, ) ge-
nde Kreis die drei gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln schneidet.
. Nimmt man statt der #ussern Aehnlichkeitslinie 9 der Reihe nach
dio e inneren, welche die inneren Achnlichkeitspunkte je zweier
Teispaare und den Hussern des dritten Paares enthalten, was der Be-
Im_‘&“ng ¢ines der Halbmesser Ty, Ty, 7y in den Gleichungen 1), 2), 3)
Mt dem negativen Vorzeichen entspricht, so erhilt man durch die niim-

liche Construction die sechs Kreise, welche £, R, ®; ungleichartig
Crithren,

lﬁ]‘e

IL  Auf der Oberfliche einer Kugel, deren Halbmesser =1 ist, sind
“Xel Kreise gegeben; es soll ein Kreis gefunden werden, welcher diese
reise gleicllartig beriihrt.
| : Bezeichﬂ.e“ (ay, by €y )y (@gy0y,C5, 15), (ag, by, cg, 7'3)) (u, v, m, B)
' fis rechtwinkligen, auf den Mittelpunkt der Kugel als Anfangspunkt
| ®Zogenen Coordinaten der Mittelpunkte und die sphirischen Halbmesser
or drej gegebenen und des gesuchten Kreises, so sind die nothwendigen
il hinreichenden Gleichungen der Aufgabe
8) “1”+b:”+c1’”i"°"“("+r‘|)s
§ @qubyo 4 egw=cos(h+ry),
Welcl : 2 agu 4 byv 4 cgmw = cas (h+ry),
“*1€ mit Hilfe der Gleichung
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9 Wi ni=1
die Unbekannten u, », », & bestimmen.
Man suche aus den Gleichungen
a,A4+b B+c, C+sinr, =0,
10) ay A4 by B+ c,C 4 sinrg=0,
ag A=+ by B4 c;C4sinry, =0,
weleche immer und nur auf eine Art auflésbar sind, wofern die Mittel-
punkte der gegebenen Kreise nicht auf einem grossten Kreise liege™
die Coefficienten 4, B, C und setze, mit &, 5, ¢ drei neue Unbekannt®
hezeichnend,
11) u=4Et+4 Asinh, v=n+ Bsinh, w=¢Et+ Csinh,
Eg verwandeln sich alsdann die Gleichungen 8) in
a4 bin ¢, E=cosr, cosh,
12) g ag& 4 by + ey E = cosr, cosh,
ag& 4 bym 4 ¢ E=cosry cosh,

Bezeichnen ferner («,b,¢,7) die rechtwinkligen Mlttelpnnktscomd‘
naten und den sphirischen Halbmesser des Kreises, welcher die dret
gegebenen Kreise unter rechten Winkeln schneidet, so hat man

a, a4 b b+ c c=cosr, cosr,
13) agat + by b - cy¢ = cosry cosr,
% aga 4+ by b + cy¢ = cosrg cosr,

Aus 12) und 13) folgt

a,(§ cosr — a cosh) 4 b, (n cosr — b cosh) + ¢, (§ cosr — ¢ cosh) =0,
ay (E cosr — a cosh) + by ( cosr — b cosh) + ¢y (& cosr — ¢ cosh) =0
ag(& cosr — acosh) 4 by(n cosr — b cosh) + ¢5 (¢ cosr — ¢ cosh) = 0
und hieraus
Ecosr —acosh=ncosr —bcosh=¢cosr —ccosh=0,
cosh cosh cosh

f="""a, g="0"h, =

cos T cos r cosr "

Die Unbekannten %, », » haben demnach nach 11) folgende Werthe:

cosh
(i a+ Asinh
cosr + }
cosh :
v=——»0+ B sinh,
cosr
cosh ;
) = ¢+ Csinh

und es ist identisch
uax > k_cash b : 08T
14) + vy 4wz — cos H;m(rm+ Y=+ cz—cosr)
+ sinh (Adx 4 By + Cz),

: s 8% n
Die Gleichung zur Bestimmung von / ergiebt sich durch Einsetzt J
der Werthe von #, », w in 9) und lautet
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(1—g2—p2_ C?) sin®h — 2 (‘4 {t——i-—c-B;;+ gp) sinh cosh — tg*r cos®h = ().
0

Die Identitit 14) zeigt, dass die zwei den Bedingungen der Auf-

gabe geniigenden Kreise zu derjenigen sphiirischen Kreisschaar gehoren,
welche durch den Kreis
R=ax+by+cz—cosr=0
und den grossten Kreis
U=dAdx+ By+Cz=0
bestimmt wird. Dieser letztere ist derjenige, auf welchem den Gleich-
Ungen 10) zufolge die Punkte, deren Coordinaten den Ausdriicken

g STy — ag Sinry, by sinry — by sinrg, ¢, sinry — cg sin Tas

ag Sinry — ay sinrg, by sinr, — by sinry, ¢, sinry — ¢, sin Ty

ay Sinry — ag sinry, by sinrg — by sin Ty, © Sinry— ¢, Sinr,
| Proportional sind, d. h. die H#usseren Aehnlichkeitspunkte je zweier der
" 8egebenen Kreise liegen. A
Die Aufgabe ist also darauf zuriickgefiihrt, einen Kreis zu con- ¢
Straiven, welcher zur Schaar (8, A) gehort und einen der gegebenen
Teise, etwa ®,, beriihrt. Zu diesem Ende hat man durch die Durch-
schnittspunkte der Kreise & und &, einen grissten Kreis zu legen und
Yon dem Durchschnittspunkte desselben mit dem Kreise 9 die sphiiri-
Schen Tangenten an ®, zu ziehen. Verbindet man hierauf die Beriihrungs-
Punkte mit dem Mittelpunkte von &, durch Bogen grisster Kreise, so
treffen diege lotzteron das vom Mittelpunkte des Kreises ® auf den Kreis /
gefiillte sphirische Loth in den sphéirischen Mittelpunkten der gesuch-
i) ten Kreige, {481
Die Kreise, welche die drei gegebenen ungleichartig beriihren, erhiilt

Man dhnlich wie unter 1.

IIL. Die Aufgabe, eine Kugel zu construiren, welche vier gegebene
Ugeln, deren Mittelpunkte nicht in einer Ebene liegen, gleichartig be- {
thit, kann in gholicher Weise gelost werden. h
Eg sel [ 8 1 :

) K=(x—u)'+(y—0)+ (z—n)— =0 |
die Gleichung der gesuchten, "
: R=(@—a) + (y—b+ (=P —r?=0
die Gleiehung derjenigen Kugel, welche alle vier gegebenen Kugeln &
) anter rechten Winkeln schneidet. Bezeichnen (ay,8y5 €1, 7y), (ag, by, €, 1y), l; i
ay, b, c, 7a), (ag, by, ¢, r,) die rechtwinkligen Mittelpunktscoordinaten

Ung Halbmesser der gegebenen Kugeln, so bestehen die nothwendigen

ung hinreichenden Bedingungen der Aufgabe darin, dass der Ausdruck
fiir

T =a,, y:bll z=c, ]
x=ay, y=b, z=g¢, Ar
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x=ay, y=b;, z=¢,

x=ay, y=b, z=c,
beziiglich die Werthe 2&r, 42 2hry+4 re? 2hry+r? 2hr,+ r, an-
nehmen muss. Da nun & fiir die n#mlichen Werthe von @, y, 2 die
Werthe 2 7,2 »2% 2 annimmt, so muss der lineare Ausdruck K-8
fir die genannten Werthe beziiglich = 2Ar;, 2hr,, 2hry, 2hr, werden:
Hierdurch ist derselbe aber vollkommen bestimmt. Denn setzt man

K—R=2h(da+ By+Cz+ D),

§0 MUss

day+ Bb, 4+ Cec) +D=r,

dag+ Bby+ Cey+ D =r,y,

dag+ Bby+4Cey+ D=ry,

da,+ Bb, 4+ Ce,+D=r,
sein. Diese Gleichungen sind immer und nur auf eine Weise auflosbar

und zeigen, dass der Ausdruck
N=—Adx+ Bj+Cz+D

fiir
S L Dl i ryby—ryb, , z=3'|('2—12(‘1 ;
ry— 1, T — Ty r—r,
s T g asfn @ AR AL hy —ryby AR L e
A BE ¥ sl s At

u, 8. w. verschwindet, d. h, dass die Ebene
=0
alle sechs dusseren Aehnlichkeitspunkte je zweier der vier gegebene®
Kugeln enthalten muss.
Da also
K=842rU
gefunden worden ist, so schliesst man, dass die gesuchte Kugel zu der
Kugelschaar gehtren muss, welche durch die Kugel = 0 und die Eben®
A=0 bestimmt wird und dass die Aufgabe auf die einfachere guriick
gefiihrt ist: Eine Kugel zu construiren, welche zur Schaar (§,20) gehort
und eine der gegebenen Kugeln, etwa ®,, beriihrt. Hierzu wird man
durch die Mittelpunkte von § und R®, eine Ebene senkrecht zu I lege”
und in dieser Ebene diejenigen zwei Kreise suchen, welche mit dem
Durchschnittskreise von £ und der Spur von 9 zu derselben Kreisschda
gehéren und den Durchschnittskreis von &, beriihren. Diese zwei Kreis®
bilden je einen grossten Kreis zweier Kugeln, welche den Bedingung®e”
der Aufgabe geniigen.

Krakau, Dr. MErRTENS:
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XXIV. Zur Geometrie der Geraden.

Im Mittelpunkte o der Strecke, welche zu zwei Geraden &, 6’ nor-
mal steht, schneiden sich bekanntlich rechtwinklig zwei Gerade o, 0f,
Welche in einer Ebene parallel zu G, ¢’ und beziehungsweise in zwei
Ebenen e, ¢ liegen, die den Winkel (¢, 6") und seinen Nebenwinkel

Normal halbiren. Die gz gg halbirt normal die zwischen & und G’ liegen-
den Strecken einer Regelschaar ;g‘, riicksichtlich welcher die Geraden

G, ¢ und die unendlich ferne der %f% Leitstrahlen sind.

‘ Durch die Regelschaaren B, R sind simmtliche Richtungen der Ge-
raden gegeben, welche gegen G und G gleich geneigt sind.

Je zwei Ebenen, die, einen Strahl S der Schaar R enthaltend,

4‘ durch g, und normal zu oa gelegt werden, halbiren den Flichenwinkel

I (Se, SG) und seinen Nebenwinkel; sie werden daher von Geraden pa-

1 rallel 5y g erfiillt, welche gegen G, &' gleich geneigt und von G, 6
gleich entfernt sind.

| Da Gleiches beziiglich eines Strahles S der Schaar R’ und der Ge-

a{x raden ofi der Fall ist, so folgt:

i _ Durch jeden Punkt des Raumes kdonnen (im Allgemeinen)

! Vier Strahlen gezogen werden, welclie mit den gegebenen

E Geraden G, G' gleiche Winkel bilden und von &, ¢ gleichen

1‘4 Ahstand haben; legt man nimlich durch diesen Punkt zwei
den Winkel (6,6') und seinen Nebenwinkel normal halbirende
‘bEan und sncht man ihre Schnittpunkte mit ¢ und &, so
]'E‘-gen in jeder dieser Ebenen zwei dieser Geraden; die erste
Verbindet den Mittelpunkt der Strecke zwischen den genann-
Pen Schnittpunkten mit dem gegebenen Punkte, die zweite
'8t parallel zur Verbindungslinie dieser Schnittpunkte.

Graz, . Prof. CARL MOSHAMMER.

XXV. Ueber die unvollstindige Gammafunction.

Zny Berechnung der gogenannten unvollstindigen Gammafunetion,

d, L, des Integrales

g
= oot
0

1 - : . ; ;
2t man big jetzt zwei Formeln; bei kleinem £ dient die Entwickelung
Yon Legendre:
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](M,§)=§”:;—Tm+ﬁm——--$, .
bei grossen § dagegen ist nach Schlémileh T

3¢ °
B sy = ar=Le=2dx J-j:r#—‘c—’ dax
0 g
, “ a @
Dbt b e

worin die Coefficienten a,, @, etc. ganze rationale Functionen von #
sind* Eine dritte Formel ergiebt sich mittelst der Substitution

x=§(1—u);
es wird dann
1
I'(p.E,)=§F‘€“5L/(1—u)#—11;$" du, 4t
. 0

ferner durch Entwickelung von ¢#* und durch Integration der einzelnen
Theile : ; : (
weo— 5 E

FeRimey ‘]+u+1+w+1)m+2)+"'s'

Diese Formel gewihrt in dem Falle einen Vortheil, wo p eine grosst e
und & eine kleine Zahl isE.

Wien. HoCEVAR,
; Assist, am k, k, Polytechn.

XXVI. Zwei Sitze vom Schwerpunkte.

1. Welche Ebene hat die Eigenschaft, dass die Summe ihrer Ent-
fernungen von n festen Punkten ein Minimum ist?

Die Ebene sei durch drei ihrer Punkte, a,, @y, , bestimmt, die
Punkte seien p;, py, ... #n. Dann sind die Hohen der Pyramideﬂ’
welche das Dreieck @, x,@; als gemeinsame Grundfliche und die Pﬂ“kt_c
Pyy - Pn als Spitzen haben, diejenigen Strecken, deren Summe ein Mi-
nimum sein soll. Man hat also, wenn % ... %, diese Hihen sind:

by kg +. .. b= Min;
daher, wenn man mit der doppelten Grundfliiche (die gleich dem Husser™ |
Producte der Punkte ,, z,, @, ist) multiplicirt:

by (2 2y 20) + hy (2, @yg) + . . . + b (@, 2y25) = Min.

* Vergl. Bchlémilch, Compendium der hohern Analysis, Bd. 2, die Gamm®
functionen V.
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Links stohen die sechsfachen Volumina der n Pyramiden. Da nun das
_VOIumen Jjeder dreiseitigen Pyramide gleich dem sechsten Theile des
anssern Productes ihrer Eckpunkte ist, so kann man schreiben

(py22525) - (pyy Tomg) + ...+ (o2 2, 25) = Min
(py+ oo+ ...+ pa) (2 @y 7,) = Min,

Ist nun p der Schwerpunkt der » Punkte p, ... pn, so ist

Pitpet...tpoa=n.p,

odey

also

n(pz,@,2,) = Min,
oder

(pz, @y 25) = Min.
Da der Ausdruck links den Minimalwerth 0 annimmt, wenn p in
der Bhene der Punkte a,a,z, liegt, so hat man den Satz:
Jede durch den Schwerpunkt von n festen Punkten gelegte Ebene
hat gje Eigenschaft, dass die Summe der Entfernungen der n Punkte
Von der Ebene gleich Null ist

2. Der Abstand des Schwerpunktes der Eckpunkte eines Polygons
Yon einer beliebigen Geraden ist gleich dem arithmetischen Mittel aus
den Abstinden seiner Eckpunkte.
Beweis. Seien Py . - Pa die Ecken des Polygons, p ihr Schwer-
p“ﬂkt, 80 ist
p=pl+p2+---+pn.
n

Sei ferner a ein beliebiger Linientheil auf der Geraden, so ist

ap,tapy=4...+ apa

ap= :
P n

Aber «.pr ist'die doppelte Fliche des Dreiecks, welches @ als Grundlinie
und p, alg Spitze hat, also, wenn &, seine Hohe und @, der numerische

erth seiner Grundlinie ist: \

forney ap,= ayh;,
el ) hy 4 ajhy+ ... K hn
ol n \ag
Oder
T T e, .
=

n

:' % b. w. — Man sieht, wie sich dieser Satz idhnlich fiir das Gebiet
]‘\:]Ra“mes aussprechen lisst und wie dann der erste Satz als specieller
aus ihm hervorgeht. Die Ableitungen beider Sitze zeigen, wie ein-
ach gjel manche Untersuchungen durch Anwendung der Methoden der
usd“h'ﬂlngslnln'e gestalten.
Waren in Mecklenburg. : V. SCHLEGEL.

A
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XXVI. Zur Geschichte des Problems der Fortpflanzung ebener
Luftwellen von endlicher Schwingungsweite.

Die Eingangsworte zur Abhandlung Riemann’s iiber diesen G€
genstand (Abhandl d. konigl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingets
8. Bd. 1860) zeigen, dass demselben die friiheren Untersuchungen iiber
diesen Gegenstand giinzlich unbekannt waren. Da auch im betref:
fenden Referate der Fortschritte der Physik dieser fritheren Uzuterﬁmﬁl_1
ungen nicht gedacht wurde und jene Eingangsworte unverindert in die
so verdienstvolle Sammlung der Riemann’schen Werke von HB“:“
Weber iibergegangen sind, so scheint es, dass die Vorarbeiten fiir di€
Riemann’sche Abhandlung iiberhaupt nicht so bekannt sind, als sie €
verdienen, und ich glaube nur im Geiste des verstorbenen grossen An#:
lysten zu handeln; wenn ich hiermit die Aufmerksamkeit darauf lenke
dass mnicht nur der Fall ebener longitudinaler Luftwellen schon vielfach
vor Riemann untersucht worden ist, sondern auch die Gesetze 4€F
Veriinderung der Wellencurve derselben in ihren Grundziigen (bestandlgﬁ
Verlingerung der Wellenthiiler und Stauung der Wellenherge), sowi®
die Nothwendigkeit der Bildung von Verdichtungsstissen und die wesent:
lichsten Gesetze der Fortpflanzung derselben schon lange vor dem Er-
scheinen der Riemann’schen Abhandlung bekannt waren. Vergl

Poisson, Journal de Uécole polytechnique vol, V1I, cah. 14, 8. 319;
Stokes, Phil. mag. 3. ser., vol. 33, 8. 349, November 1848;
diry, Phil. mag. 3. ser., vol. 34, 8. 401, Juni 1849;

Earnshaw, Phil (ranact. 1860, S. 133;

Saint-Venant et Wantzel, Journ. de lécole polytechnique cah. 27.

Wien. Lubpwic BorTzMANN:
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