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XVI.

Zur Theorie des Krimmungsmasses von Mannigfaltigkeiten
hoherer Ordnung.

Von
Dr. R. Beez,

Professor an der Realschule zu Plauen i, V.

(Fortsetzung.)

In dem vorhergehenden Theile dieser Abhandlung!) hatte ich auf
Grang gey Gleichungen 18) und 26) die Behauptung aufgestellt, dass

gf\ﬂ Krﬁmmungsmass einer Mannigfaltigkeit, deren Curvenelement durch
% Glcm‘mng 082 = Za;. dx; Dy

8egeben ist, im Allgemeinen nur fiir =2 eine reine Function der Co-

tl'f'f'lcienf:e.u a;r und deren ersten und zweiten Derivirten sei, woraus sich
ann  weijtey ergeben hiitte, dass eine hthere Mannigfaltigkeit nur mit
erlust ihrer urspriinglichen Kriimmung deformirt werden kinne.

Geht man nimlich von der entgegengesetzten Annahme aus, dass
dag l\'riirnmungsmass K aus den Coefficienten @ sich berechnen l#sst,
%0 ergieht sich sofort aus der Gleichung 26) auch die Darstellbarkeit der

Tisse D, und analog simmtlicher 0;; aus denselben Coefficienten, so-
Pald n>2 ist, Fiihrt man weiter die so gefundenen Werthe der D,
L Gleichung 18) ein, so ist ersichtlich, dass nicht blos das Kriimmungs-
Mass dey Mannigf'altigkeit oder das reciproke Product der n Hauptkriim-
mung:;]lalbmesser, sondern jeder einzelne Hanptkriimmungshalbmesser
Urch die Grissen a;r bestimmt wird. Dasselbe gilt dann anch von
€n Kl‘ﬁmmungsliuien der Mannigfaltigkeit und endlich von dem Kriim-
Mungshalbmesser jedes beliebigen Normalschnittes. Denn multiplicirt
Man  dig Gleichungen 18) der Reihe nach mit &p,, OPyy - .. Opa und

addirt, g, erhilt man

tir - Dir 3
a O\ ) 9F )
\‘_‘——__-__

: 1) Diese Zeitschrift XX, S. 428.
“eltachirift f, Mashematik u. Physik, XXI, 6. ; 26
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sich ergiebt., Da die n Hauptkriimmungshalbmesser dieser Gleichung
geniigen, so driickt ¢ iiberhaupt den Kriimmungshalbmesser desjeniged
Normalschnittes aus, welcher durch das Element Za;;dp;0dp; hindurch-
geht. Nun muss eine Mannigfaltigkeit, fiir welche in jedem Punkte aus-
ser der Linge des Curvenelements die Kriimmung jedes belichigen Nor
malschnittes gegeben ist, als eine bestimmte angesehen werden. Die
Kriimmung irgend eines Normalschnittes aber kann, wie wir soeben g€
sehen haben, aus den Coefficienten ;. des Curvenelements berechnet
werden. Es ist daher klar, dass eine Mannigfaltigkeit vol
n Dimensionen, welche in einem ebenen Raume von n+1
Dimensionen enthalten ist, dureh den Ausdruck fiir das Cur-
venelement vollstindig bestimmt wird, sobald n die Zahl 2
iibersteigt. Nimmt man nun ebenfalls nach Analogie der Linien und
Flichen im empirischen Raume an, dass eine n-fache Mannigfaltigkeit i0
einem ebenen Raume von 241 Dimensionen sich deformiren, d. h. biege?
lasse, ohne dass Dehnung oder Zusammenziehung der einzelnen Theile
stattfindet,®) so kommt man, sobald das Gegentheil meiner Behauptund
als richtig erwiesen wird, zu folgenden Siitzen:

1. Bei der Deformation einer Mannigfaltigkeit von mehr
als zwei Dimensionen bewahren die Krimmungslinien ihre?
Charakter als Kriimmungslinien

2, Bei der Deformation einer Mannigfaltigkeit von meht
als zwei Dimensionen hleibt nicht nur das Kriimmungsmass
in jedem einzelnen Punkte, sondern auch die Kriimmung
simmtlicher Normalschnitte — mogen sie nun Hauptschnitt®
sein oder nicht —— unverindert.

Beide Siitze stehen in vollem Widerspruch mit den entsprechende“
Sitzen der Flichen, d. h. also derjenigen Mannigfaltigkeiten, die noch
vollstindig unserer Anschanung zugiinglich sind, ja an denen wir iber
haupt erst unsere geometrischen Vorstellungen erlernt haben.

2) Herr R. Lipschitz hat dieselbe Gleichung in der Form
i 2B
¢ gy
aufgestellt (Borchardt's Journal Bd. 81, S. 233).

8) Diese Annahme ist wohl von allen Mathematikern, die sich mit hohere?
Mannigfaltigkeiten beschiiftict haben, ohne Bedenken zugelassen worden. Auc
Herr R. Lipschitz ist der Ansicht (Borchardt’s Journal Bd. 81, S.232), t;.]ass
eine Transformation des Ausdrnckes §s? = Za; Sa; 92, durch Einfihrung eines
neuen Systems von # independenten Variabelen der Biegung einer Oberfliche %0
spricht, wobei das Quadrat des Linearelements der Oberfliche nicht geiindert wire:

EF

fi

= S, el e D ™ o

2 oo

-
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Von Dr. R. Brez. 375

~ Der zweite Satz enthiilt aber auch in bester Form eine contradictio
" adjecto, denn er spricht von einer Deformation, bei welcher Nichts
deformiry wird.

Nun hat Herr Lipschitz nenerdings®) den vollstindigen Beweis
geliefert, dass die Kronecker’sche Verallgemeinerung des Gauss-

§ ..
then Kyiimmun gsmasses i

Rt 2o ool

01:03- O

fiiy Jjedes gerade n eine reine Function der Coefficienten ;. der Form
2""1‘5'*‘1'3-’01“ und ihrer ersten und zweiten Derivirten sei, fiir jedes un-
8rade » aber durch die Quadratwurzel aus einer reinen Function jener
Coef'ﬁcienten dargestellt werden kiénne. Die nothwendigen Consequen-
“en dieses Theorems sind in den bereits angefilirten Sitzen 1 und 2
enthalten,

 Offenbar ist hiermit die Theorie der hiheren Mannigfaltigkeiten an
B]_neﬂl hochst kritischen Punkte angelangt und die Entscheidung kann
Dicht mehr fern liegen, ob eine in sich widerspruchsfreie Geometrie von
Aumen, die mehr als drei Dimensionen enthalten, auf der Grundlage
&t gewihnlichen Geometrie moglich ist ‘oder nicht. Einer solchen iiber
nsere Erfahrung hinausgehenden Geometrje wollen wir der Kiirze wegen
im F(Jlgendnn den Namen ,,I\Ietng(‘nmot‘@e‘ beilegen, wodurch sie zu-
Bleich i priiciser Weise von anderen an;g faltigkeitstheorien, die nicht
auf dm‘chgreif'ender Analogie mit der empinischen Ausdehnungslehre be-
Mhen, unterschieden werden kann.

Sollte sich auch schliesslich die Unmoglichkeit einer Metageometrie
‘Bl‘ﬂusste]]m,, so wiirden zwar die auf diesem Gebiet gefiihrten Unter-
SUchungen nur ein negatives Resultat, ndmlich den Beweis liefern, dass
Asser dem empirisch gegebenen Raume kein anderer ihm analog gebil-
deter von mehr als drei Dimensionen denkbar sei. Dieses eine Resultat
Wiirde Jedoch wegen seiner eminenten erkenntniss-theoretischen Bedeu-
ting gelhgt mit dem Opfer der ganzen Metageometrie nicht zu theuer
erkauft sein,

Was die Widerspriiche in den oben aufgestellten Siitzen 1 und 2
ﬂ-nlangt,

so glaube ich, dass dieselben durch eine von der gewdhnlichen
etwa
8

abweichende Fassung des Hauptsatzes der Deformationstheorie,
Wenn aych nicht vollstindig gehoben, doch wenigstens insoweit gemil-
&t werden konnen, dass das Princip der Analogie nicht geradezu ver-
tat " wird, Jener Deformationssatz lautet in der gewdhnlichen Weise:
®In die Ausdriicke fiir die Linearelemente zweier Mannigfaltigkeiten
--_‘h_-——-_
4) Borch ardt’s Journal Bd. 81, 8.230. Herr R. Lipschitz hatte bereits
Wiy gf:éujle n im"i'l. Bande (1(?33(-11.)011 Jou'rn:lls dilo.s.on l}ewei:,; gegel)en: dO\(ﬂ]l ist
Mir g dil::;ch seine' neuere Mittheilung LITE I_dentvlt:t.F smn'cr F IOl']ll(!lI] mit den von
ctem Wege gefundenen Ausdriicken klar geworden.

fily

26 ¢
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332=er;k8piapk
und

0s2= Za'y,0p30p
vorgelegt sind und es méglich ist, durch Einfilhrung eines Systems VO’“
n unabhiingigen Functionen der n unabhiingigen Variabelen P15 Py il
an Stelle der Variabele p,, py, ... pn den ersten Ausdruck in den zwel
ten so zu transformiren, dass er mit ihm identisch wird, so lisst sich
die zweite Mannigfaltigkeit auf der erstern abwickeln.

Aus den im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen scheint mi
nun aber hervorzugehen, dass dieser Satz folgendermassen formulirt Wer"
den miisse: Wenn die Linearelemente zweier Mannigfaltigkeiten durch
die soeben angegebene Substitution gleich gemacht werden kénnen, 50
lassen sich die beiden Mannigfaltigkeiten zur Coincidenz bringen, wozl
bei den Mannigfaltigkeiten der- ersten und zweiten Ordnung eventuell
eine Deformation erforderlich ist,

Wenn nun auch die in den obigen Sitzen 1 und 2 enthaltellﬂﬂ_
Widerspriiche abgeschwiicht worden sind, so kommt man doch selbst be!
dem besten Willen, die Theorie der hoheren Mannigfaltigkeiten aufrecht
zu erhalten, in Bezug auf Biegung derselben iiber gewisse erheblich®
Zweifel nicht hinweg.

Bei dem Ausdrucke ,Biegung* denken wir zunichst an einen VO*
wiegend in die Linge, oder zugleich in Linge und Breite ansgedehnte®
Kérper, dessen Enden einander genihert oder von einander entfernt wer
den sollen. Hierbei findet die Biegung in dem Raume selbst statt, VO
welchem der Korper ein begrenztes Stiick ist. Sie wird also charakt€
risirt als Biegung einer Mannigfaltigkeit in sich selbst nach einer der
Mannigfaltigkeit angehtrenden Dimension, wobei natiirlich die Verschieb:
barkeit der Mannigfaltickeit in sich selbst ohne Biegung vorausgeset”t
wird. BEine derartige Biegung ist, wie man leicht einsieht, bei Linie€™
Fléichen und Kérpern des gewthnlichen Raumes stets mit Dehnung oder
Zusammenziehung einzelner Theile verbunden, Wir kénnen daher wob
den allgemeinen Satz aufstellen: Bei jeder Biegung einer Mannig”
faltigkeit in sich selbst findet Dehnung und Zusamme?’
ziehung statt,

Anders verhilt es sich bei der Deformation, Eine Linje lisst gich
unter allen Umstiinden auf einer andern abwickeln , ohne dass sie gedehnt
wird; dabei #ndert sie ihr Krimmungsmass und, was in diesem Falle
hiermit gleichbedeutend ist, ihren Kriimmungshalbmesser. Eine Fliche
lisst sich ebenfalls deformiren, wobei das Kriimmungsmass erhalten blcib.*s
aber die Werthe der einzelnen Kriimmungshalbmesser sich iindern. Die
Deformationsfihigkeit der Linien und Flichen leuchtet uns deshalb ﬂl“f
der Stelle ein, weil sie in Bezug auf die Dimension, nach welcher 819
gebogen werden, unendlich diinn sind. Dies ist aber auch bei den hiher

Ll o L g 4 Fory
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Von Dr. R. BeEz. 311

ren Mannigfaltigkeiten der Fall. Eine Raumgrosse von 7 Dimensionen
ist in Bezug auf einen ebenen Raum von n <41 Dimensionen, in welchem
die Biegung vorgenommen werden soll, von unendlich geringer Dicke.
So wiirde z. B. unser gewthnlicher Raum einem Beobachter, der in der
Vierten Dimension sehen konnte, als eine Mannigfaltigkeit von verschwin-
dender vierter Dimension erscheinen. Dersclbe Beobachter wiirde infolge
dessen die frappante Wahrnehmung machen, dass kein Punkt unseres
Raumes ihm durch einen andern verdeckt wird, dass es kein Vorn und
Hinten in demselben giebt, sondern alle Theile nebeneinander gewissermas-
Sen in fliichenhafter Ausbreitung zu sehen gind.? Er wiirde das Innere eines
geschlossenen Korpers mit einem Blicke durch oder iiberschauen, gerade
80, wie uns das Innere einer geschlossenen ebenen Figur sich vollstin-
dig offnet, sobald unser Auge aus der Ebene dieser Figur in die dritte
Dimension versetzt wird. Vom Standpunkte der Metageometrie aus sehe
ich daher absolut keinen Grund, warum eime n-fache Mannigfaltigkeit,
die in cinem ebenen Raume von n-+1 Dimensionen enthalten ist, sich
hicht gollte ohne Dehnung und Zusammenziehung biegen lassen, da sie
Ja in Bezug auf diese n- 1'° Dimension unendlich diinn ist. Und doch
Wiirde diese Annahme dem Lipschitz’schen Satze widersprechen,

Denn, wenn eine Mannigfaltigkeit gebogen wird, so miisste doch
mindestens ein Kriimmungshalbmesser seine Grisse #indern. Die Aen-
‘iemng eines einzigen Krilmmungshalbmessers aber wiirde nicht mig-
lich gein ohne entsprechende Aenderung in der Linge des Curvenele-
Ments gelhst. Bleibt dieses ungedindert, so miissen auch simmtliche
Kl‘ﬁmmungslmlbmesser ihre urspriinglichen Werthe beibehalten Es
Scheint mir daher ausser Zweifel, dass man nur die Alternative hat, ent-
Veder die Metageometrie ganz aufzugeben, oder wenigstens die Defor-
Mationsfihigkeit hoherer Mannigfaltigkeiten in Abrede zu stellen. Man
Wiirde also, wenn man sich fiir das Letztere entschiede, annehmen miis-
5n, dags eine Mannigfaltigkeit von einer hiheren als der
“Weiten Ordnung nur mit gleichzeitiger Dehnung und Zu-
E”“Jlmenziehung einzelner Theile gebogen werden kénne.

Eine Priifung der im Vorigen gefundenen Resultate wird sich am
esten an den Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen, unter denen
nser Raum die einfachste und zugleich die einzige uns bekannte Spe-
Cieg ist, vornehmen zu lassen. Wir wollen zu diesem Zwecke die bei
(}leialm:‘]g 51) abgebrochene Rechnung gemiss der hiochst schiitzenswer-
then Andeutung“) des Herrn R. Lipschitz weiter f'm'ltsetzen.

T

5) Diese Analogie scheint mir zu wenig zu Gunsten einer vierten Dimension
“ sprechen,

8) Borchardt’s Journal Bd. 81, S. 236.

e
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Wenn n=3 ist, so giebt die Formel 14) das Kriimmungsmass

1 Dy, Dy Dyy
K=; % Dy, Dy Dy |,
(/
i Dy Dy, Dy,

welches sich nach 51) auch in der Gestalt
1_ 1 | dge Ay
[/(a ”u ‘ dys Ay

darstellen lisst, worin Ay, Agy, Ay die in 48) angegebenen Werthe be-

sitzen. Bezeichnen wir ferner den Coefficienten von Dip in der Deter
minante

IDJI Dy, D]::l

Dy Dy D-_':‘.[

Dy Dy Dy
mit d;;, so ist nach einem bekannten Determinantensatze

d.ll Jl:{ dI:I nll Dlz !)l.‘l .

Oyy  Ogy Oy | = Dy Dy, Dy
6.‘5[ 632 63.'5 j)h'l Dﬂ? [J33
und da
lj,‘;.. =da. "1,‘{( 3
g0 wird
4 e 7, A0 "6
. 1 111 :u ;1.; ‘ 1 1 Ay Ay,
t = 1Ay Ay Ay | Z )
(‘ = | sk Ay,
: Ay Ay Ayg | V’— Sl o

A= A;;.
Bezeichnet man ferner die Determinante

Ay dyy Ay

Ay Ay Ay
“fm 113 ‘113'

i
mit 4 und+den Coefficienten von i in derselben mit @, so findet icl

“11=V7{-“l1-

Auff entsprechende Weise wird allgemein

r.ﬁ —]/ Ok

erhalten. Durch Einsetzung dieser Werthe in 18) nehmen die Differen-
tialgleichungen der Kriimmungslinien folgende Form

an:

(u;l-[..;";)f/!-l—( +#é)ap +(@ +;11)3m_”

(e glon (o ont (e 2=,

4 58) 4 (4-22) 0 (.

‘/ ]/ )d:_(}




Von Dr. R. Begz. 379

und der Ausdruck fiir den Kriimmungshalbmesser eines Normalschnittes,
der durch das Element 95 gelegt, wird
N Lo Zeadpidpr

0 VA Zaidpidpr

Wendet man die gefundenen Ausdriicke auf das Riemann’sche

Linearclement

Gl -Az’ (ai'l" - a-ﬂ_;{z -+ ra—‘;jz) »

=1+ ;i (@2 + a2+ x),

an, s0 ergiebt sich, da

z
Setzt man nun €=y, 80 kommt

91
i
1
K = i [?.
Ferner ergiebt sich aus den Differentialgleichungen der Kriimmungs-

Iilliun 1 3
(zve) =0
50 dass also die drei IIaupt]m-imnnungslmlbmesser 013 03 und g den

24
Wungshalbmesser jedes beliebigen Normalschnittes aus Gleichung A). In
Betreff qes Vorzeichens ist zn bemerken, dass simmtliche Kriimmungs-
halbmesser entweder positiv oder negativ zu nehmen sind, da bei steti-
ger Aenderung in der Lage des Curvenelements ein plitzliches Ueber-

8D > b L 143 ' a1
Prmgen des Kriimmungshalbmessers von einem positiven auf einen nega-

Werth — _17 erhalten. Derselbe Werth ergiebt sich auch fiir den Kriim-

. s 1 ; 7SR

tiven Werth, ohne dass einmal —=0 wird, unmdglich ist. Durch das
Q

Riemann’sche Curvenelement fiir # = 3 wird also eine Mannigfaltigkeit

fhy 1
bE‘-btlmmt, deren Normalschnitte dieselbe Kriimmung + 4 oder R

I ai) . 1
laben und deren Kriimmungsmass demgemiiss entweder +-1§3 oder 5
7

18t. Je nachdem man nimlich die Richtung der Normale nach Innen als
lliusitiv oder negativ annimmt, sind die Kriimmungshalbmesser entweder
Sfimmtl'mh gleich 4 R oder gleich — R zu setzen. Die Rieman n’sche
Forme) fiiy das Curvenelement charakterisirt also filx 2> 2
ledigliuh eine kugelformige Mannigfaltigkeit. Wenn Rie-
Mann dieselbe als den Ausdruck fiiv das Linearelement einer Mannig-
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B ~ —n . = e, A o N

faltigkeit von constanter Kriimmung tiberhaupt bezeichnet, so beruht dies
auf der unhaltbaren Voraussetzung, dass eine Mannigf‘altigkeit von con-
stanter Kriimmung in cine kugelférmige Mannigfaltigkeit ohne Dehnung
umgehogen werden kiénne,

In die Kategorie der Mannigfaltigkeiten dritter Ordnung fillt nun
auch der sogenannte ,Nicht-Euklidische Raum®. Bekanntlich ist die
Nicht - Buklidische Ebéne cine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen
mit constantem negativem Kriimmungsmass, sie lisst sich mit Biegung in
sich selbst verschieben und deshalb lassen sich Figuren in derselben,
ebenso wie in der Ebene oder auf der Kugel, zur Deckung bringen.

Wenn der Analogie nach der Nicht-Euklidische Raum
als eine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen mit nega-
tivem constantem Kriimmungsmass definirt wird, so ergiebt
sich seine Unméglichkeit einfach daraus, dass eine Mannig-
faltigkeit ungerader Ordnung von wesentlich negativer
Kriimmung iiberhaupt nicht denkbar ist. Denn sobald man die
Vorzeichen der Hauptkriimmungshalbmesser simmtlich umkehrt, erhilt
man den entgegengesetzten positiven Werth, Eingehendere Betrachtunge?
iiber die Nicht - Euklidische Geometrie werden weiter unten an geeigneter
Stelle ihren Platz finden.

Zu den oben aufgestellten vier Verallgemeinerungen des (GGauss-
schen Kriimmungsmasses tritt endlich noch die Riemann’sche, die Wir
bis jetzt absichtlich nicht beriihrt haben, da sie wenigstens nicht unmit-
telbar auf der Gleichung 30) beruht. Bevor ich jedoch niher auf die-
selbe eingehe, sei es mir gestattet, einige allgemeine Bemerkungen 1%
Bezug auf die epochemachende Riemann’sche Schrift ,,Ueber die Hypo~
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen*!, vorauszuschicken.

Als ich im Jahre 1868 zun Zwecke des elementaren geometrischel
Unterrichts an der hiesigen Realschule es unternahm, einen Leitfaden
der Geometrie auf wissenschaftlicher Basis zu entwerfen,’) hatte ich bereits
ohne die Riemann’sche Schrift zu kennen, welche mir erst, nachdem d‘?r
der Druck meines Buches fast vollendet war, zu Gesichte kam, die Analog!®
des gewihnlichen Raumes mit der Ebene und der geraden Linie wahrgeno™”
men und den genannten drei Mannigfaltigkeiten die Bigenschaft der Gleich-
artigkeit beigelegt, Dieser Ausdruck war Jjedoch insofern nicht gliicklich g€
withlt, als in ihm jene merkwiirdige und, wie ich glaubte, bisher noch nicht
heachtete Eigenthiimlichkeit des gewshnlichen Raumes, dass er unter d:en
Mannigfaltigkeiten oder Raumgréssen von drei Dimensionen genau die-
selbe Stellung einnimmt, wie die Ebene unter den Flichen und die G
rade unter den Linien, nicht sofort deutlich hervortrat. Man charakte:
risirt diese Figenthiimlichkeit mit Riemann ganz treffend durch den AuS

7) R. Beez, Elemente der Geometrie, Plauen, im Mirz 1869,




Von Dr. R. Bega. 381
d“‘wk »Bbenheit", doch wiirde es wohl consequenter sein, sie durch das
Priidicat ,,Geradheit zu bezeichnen, da dann auch die Ehbene als ;,ge-
"a‘.lﬁ Fliiche'* unter den allgemeinen Begriff einer geraden Mannigfaltig-
k‘ilt sich subsummiren liesse. Der Beweis, dass unser Raum eben ist,
W.unlg, sofort zu fiihren sein, wenn die Unméglichkeit eines Raumes von
Vier Dimensionen deutlich sich erkennen liesse. Wire aber ein Raum
Yon vier Dimensionen denkbar und dariiber hinaus kein hoherer Raum
Von mehr als vier Dimensionen, so wiirde die Ebenheit des empirischen
R-a“mes sich ergeben, wenn ausser freier Beweglichkeit der Korper auch
d.‘e Unendlichkeit unseres Raumes constatirt wire. Gibe es aber noch
finen Raum von fiinf Dimensionen und keinen dariiber, so miisste man
“:usﬂcl'dem noch beweisen, dass unser Raum bei einer Drehung um vier
1(l'.Ste Punkte immer mit sich selbst zusammenfiele. Denn wiire dieses
ticht der Fall, so konnte er auch das Analogon der cylindrischen Spi-
tale sein u, 5. w.
Was die wissenschaftliche Bedeutung der Riemann’schen Schrift
T‘]a“gt, so kann es jedenfalls nicht hoch genug angeschlagen werden,
(asg _dm'ch gie zwei neue fruchtbare Begriffe in die Mathematik eingefiihrt
‘?’01'den sind, niimlich erstens der Begriff einer Mannigfaltigkeit oder mehr-
;:ch ausgedehnten Grosse iiberhaupt und zweitens der schon erwihnte
\eg"iﬁ‘ einer ehenen oder geraden Mannigfaltigkeit. Hierdurch ist der
Veg zu ciner Metageometrie erst gebahnt worden.
Wenn ich nun auch den hohen Werth der Riemann’schen Schrift
? Gl‘und]age fiir die Theorie der hsheren Mannigfaltigkeiten vollstéin-
918 anerkenne, so vermag ich doch nicht allenthalben, mich den Voraus-
S¢lzungen Riemann’s anzuschliessen. Eine derselben, niimlich die
flnahmc, dass es moglich sei, constant gekriimmte Mannigfaltigkeiten
s;}:‘:{‘}'er Ordnungen in sich selbst ohne Dv]mung zu verschieben, ist
oben als unhaltbar nachgewiesen worden. Ferner ist darauf auf-
::Z;l:;:m Zl.l “maclnen, dass das Gauss’sche Kriimmungsmass nur fiir tor:
; se Flichen, d. h. fiir Flichen in einem ebenen Raume von drei
ch‘;“-llzoileu, flicht aber fiir gewundene Flichen, 'd. 1'1. f'iil" solche Fli-
Ziehe’n E‘br‘(ih.c (.zmeu ebenen Raum von meh"r als drei Dlmens}onen durc]}-
% di:; DII{Flg ist. Yon der‘ {etztern Z‘—\rt diirften aber Wohlnlm Allgemei-
i & .l(?m_an n. schcu. Flichen sein, ans denen das Kriimmungsmass
‘ﬂllmgtaltlgkmt bestimmt werden soll.
Ianf{“{i‘}iﬁhl 0.1'scllcint mir die Annal.:mc‘., dass das Curvenel.oment einer
gelleng]]-&gwlt- anders als rhn'f;h dlew Quadratwurzel aus einem }ff‘.}lllﬂ"
Cickic verl .erentlalﬁusdruck zweiten n'nfl“os ‘dmgcstallt we}'dcn km.mc,
S em})-ar mit dem Wesen 'der gew.olmhc]‘len Ge?mctr.]e und einer
hmg defe(')g“.mdm‘m T‘-Ietagfﬁorncti@_ zu sein, Die g.ebm.uchhc?lc Darstel-
Nigfals ‘]{ _mvennlem(\.nts einer Fliche und nl!g(fnmm einer hohern Man-

igkeit beruht doch in letzter Instanz auf dem Satze, dass das




382 Zur Theorie des Kriimmungsmasses etc.

A N A PP P 0 AP P I PP P PP S AP o o Al o e P

R

Quadrat einer begrenzten Geraden in einer Ebene gleich der Summe der
Quadrate -ihrer Projectionen auf zwei rechtwinklige Axen ist, Dieser
Satz — der Fundamentalsatz der algebraischen Geometrie — hat seid
Gegenstiick in dem Satze der Mechanik, dass das Quadrat einer Kraft
durch die Summe der Quadrate ihrer rechtwinkligen Componenten sich
ersetzen lisst. Bine derartige Uebereinstimmung in den metrischen Re°
lationen der gewdhnlichen Geometrie und der Mechanik weist oﬁ"enbit"
auf einen tiefen innern Zusammenhang zwischen der Natur des empirl®
schen Raumes und der Beschaffenheit der in ihm wirkenden Kriifte hin:
Infolge dieser Uebereinstimmung sind Geometrie und Physik als solid"
risch miteinander verbunden zu betrachten und jede Aenderung in WM
seren Voraussetzungen iiber den Raum, in welchem Krifte wirken sollem
macht sofort auch eine entsprechende Aenderung der Principien der
Mechanik nithig. Giebt man daher in der Geometrie den Pythagoréiischeﬂ
Satz oder dessen Erweiterung auf — was der Fall ist, wenn man das
Curvenelement in einer 'andern, als der gewishnlichen Form darzustel”
len unternimmt -—, so muss man consequenterweise in der auf dies®
Geometrie zu grindenden Mechanik den Satz vom Parallelogramm der
Kriifte iiber Bord werfen. BEs wird also durch die Annahme, dass maP
das Linienelement einer Mannigfaltigkeit durch die p'® Wurzel aus eine®
homogenen Differentialausdrucke p'** (irades darstellen kinne, die gewdhn-
liche Geometrie und Mechanik vollstindig negirt und deshalb kann diese
Erweiterung der Forni des Linienelements einer Mannigfaltigkeit in %"
serer Metageometrie keinen Platz finden, wobei ich jedoch nicht in Abred‘e
stellen will, dass sie in einer andern Mannigfaltigkeitstheorie moglich 5€l*

Dass vom rein analytischen Standpunkte aus gegen eine solche Ve.r'
allgemeinerung Nichts einzuwenden sei, ebenso wenig wie gegen die
Ausdehnung der fiir den gewthnlichen Raum geltenden mechanische?
Begriffe auf Ridume von anderer Beschaffenheit,®) versteht sich von selbs
Nur darf man nicht glauben, dass eine blosse Applicirung dieser m(‘-ch""
nischen Principien auf anders geartete Riume auch schon eine Dyllam‘k
in diesen Rdumen — also eine Art wMetadynamik* — darstellte. Ls
ist vielmehr ausser allem Zweifel, dass eine Aenderung in den rium™
lichen Voraussetzungen auch eine adiiquate Aenderung in den mechan™
schen Grundbegriffen bedingen miisse, wenn man die Analogie mit der
gewdhnlichen Geometrie und Mechanik aufrecht erhalten will.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wollen wir zunichst “'e‘r'
suchen, den Gedankengang Riemann’s zu reproduciren, wobei uns die

8) 8. Lipschitz, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnungs ”f
welchem das Problem der Mechanik enthalten ist, Borchardt’s Journal Bd.-. 745
ferner die Abhandlungen Schering’s: Hamilton-Jacobi'sche Theorie fiir Kr”'ftt"_’
deren Maass von der Bewegung der Kérper abhiingt, Gottingen 1873, und: e
allgemeinerung der Poisson-Jacobi’schen Storungsformeln, Gottingen 1874
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bereits mehrfach erwithnte Abhandlung?®) von Beltrami wesentliche Dienste
leisten wird, Wenn wir hierbei vielleicht etwas ausfihrlicher zn Werke
Behen, als unbedingt nothig erscheint, so leitet uns nur die Absicht, zum
Verstiindniss der Riemann’sehen Schrift nach Kriiften beizutragen und iiber
nsere Auffassung derselben nirgends einen Zweifel entstehen zu lassen.

Riemann’s Entwickelungen stiitzen sich auf die Verallgemeinerung
der bekannten Gauss’schen Formel

92) 75 = 0p*+ m? 9%

Worin 95 das Linienelement der Fliche, ¢ die von einem beliebig ge-
Wihlten Punkte der Fliche nach einem der Endpunkte von ds gezogene
E{iirzuste oder geodiitische Linie und & den Winkel bedeutet, den dieselbe
m Punkte g=1( mit einer fest angenommenen, ebenfalls geodiitischen Linie
bildet. In diesem Falle ist, wie sich aus Gleichung 30) leicht ergiebt,
Vemn =1, F=0, G=m? gesetat wird, das Kriimmungsmass

1 &m
K=— — T
m do
Ist die Fliiche abwickelbar oder eben, so hat man
52 %) 25? =0+ ¢? 2 9%,

die bekannte Formel fiir das Linienelement der Ebene in Polarcoordi-
laten. Fir die Kugel, deren geoditische Linien ¢ simmtlich grésste

Kreise sind, erhilt man, wenn man

x = R sin % cos o,
y = R sin © sin®,
R
7 == CO% %
Setzt, wodurch der Gleichung
2 o, et
geniigt wird: il e = h
2
92 k%) (’)sz=892+(ﬁ cos %) 095

N . . . of o
Es migen nun neue Coordinaten eingefiihrf werden, welche durch

die Gh‘,iclmngcn g
53) | ei=lotud,

b oz = p sind
oder duyy Hei g
irech das Gleichungssystem
\ T, =@ ’1; )
Ty =@ 4hy,
’1;2"")':12: 1

Aus 53%) findet man

03 #)
deﬁnirt sind.

" ) Teoria fondamentale degli spazii di curvatwra costante, Annali di mate-
atica Sepie 11, Tom II.
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a4 0xt =00+ 02 (042 + 94,2),
woraus in Verbindung mit Gleichung 52), welche man auch schreiben
kann
54) 9s?=0p>+ m? (04,2 + 04,%),
die Gleichung

mmh

0 =0 =0z + (m?*— 0% (94,24 24,%)
entsteht, Durch Differentiation der Gleichungen

findet man aber

oA+ 2a2="

welehe, in die vorige Gleichung substituirt, fiir das Curvenelement di€
wichtige Formel liefert:
Lo R o Ad(m:—g?) (2, 02, — x, D, \2
a5) 08 =0x 4+ 0a,? 4 ( Gl 0xs s 250 .

¢! 2

4 (m? — g?)

Wenn der Factor < verschwindet, so erhilt man das Lineal”
9

element einer Ebene, d. h. einer Fliche von verschwindender Kriimmungi
offenbar steht also dieser Coefficient zum Kriimmungsmass in naher B"
ziehung. Untersuchen wir zuvirderst, welchen Werth derselbe fiir di€
Kugelfliiche annimmt, In diesem Falle ‘st

i 0
= R 8 —_—
m s -

und es niihert sich der Ausdruck

fir =0 dem Grenzwerth
1

Multiplicirt man denselben mit — 4, so erhiilt man das Kriimmungsmas

1 :
der Kugelfliiche 7 Beilidufig mag auch noch bemerkt werden, dass des

Ausdruck @, Dy — g Dary\3
S )

in welchem @, und @, fiir ein verschwindendes o ebenfalls zur Null ab-

nehmen, das Quadrat des unendlich kleinen Dreiecks darstellt, welches

durch die Punkte
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3 (0, 0), (s ), (02y, 0a,)
gebildet wird.
Es entsteht nun die Frage, ob allgemein, wenn m eine be-
liebige Function von ¢ und 6 darstellt, die Gleichung
greiy
56) K=-—lim ﬂ”’_zi)
o

o=0
giltig bleibt, worin K das Kriimmungsmass der Fliche im
Punkte 0=0 bedeutet. Beltrami!’) beweist dies folgendermassen.
Unter der Voraussetzung der Stetigkeit und Endlichkeit des Kriimmungs-
Magses in der Nihe des Punktes ¢=0 folgt aus der Gauss'schen
Forme]

dass m von der Form

57) m=g+be?
Sein mijsse, wo b eine von g und & abhiingige Function ist, die mit
ihren Derivirten nach o endlich und stetig bleibt. Dann hat man im
Pﬂnkt(} g=10

_ — 6 ’)0.
Nun ist mit Riicksicht auf 57)
2_ 9 K
m - 4 =2h0=———3--, 0=0,
algo
4 prd -3
il g el e L gy
0

Einen directen Beweis der Richtigkeit dieser Formel findet man, wenn
Man mit Hilfe der Gleichung 30) unter Zugrundelegung der Gleichung
50) das Kriimmungsmass der Fliche bestimmt und beriicksichtigt, dass
gi" ¢=0 auch @, und x, verschwinden. Denn gchreibt man 55) in der

orm

2_ .2 IS
e m?—g* : : P
(‘S"-:(l‘l"_‘;_'‘1':32)3931d —-—2.1”1.12——&;4——8&[3.2:2

)
+(1+ m 94 @ '7”12) 3%2,

80 ist klar, dass in der Nihe eines gewohnlichen, d. h. nicht mit einer
8=

: . mi—
Smgularitiit behafteten Punktes ¢ =0 auf der Fliche der Quotient ~49‘1—9--
®ine endliche und stetige Grosse darstellen wird, deren Ableitungen nach
aa:x und 9@, nicht unendlich werden. Vertauscht man nun in Gleichung
30) p mit ®,, ¢ mit z,, setat

-__———‘

10) Teoria fondamentale ete. oder Math. Ann. Bd. 2, S.6.
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e ra e
E=14+2"C g3
0
m?— g?
F —- p T x,,
g2
C=14+2_"% 52

und substituirt die Ableitungen dieser Grissen nach @, und @, in die
Gleichung 30), so reducirt sich dieselbe schliesslich, wenn a;=0
@y =0 gesetzt werden, auf den einfachen Ausdruck

2 $ui9
[1"!1'»1”—12:-—311'111”1 49, o—10.
@ (4

Der Quotient g; hat aber fiir =0 zur Grenze die Einheit. Denn das
Linienelement der krummen Fliche fillt fiir =10 offenbar
zusammen mit dem Linienelement
08T =0g 40 9°

der im Punkte g=0 beriihrenden Ebene. Man erhiilt daher auch
auf diesem Wege fiir das Kriimmungsmass einer Fliiche den Ausdruck 56)-

Bevor wir die erhaltenen Resultate, die in der Hauptsache schon
Beltrami gefunden hat, auf Gebiete von mehr als zwei Dimensionen
ausdehnen, wollen wir ebenfalls nach Anleitung dieses scharfsinniged
Interpreten Lobatschefsky’s und Riemann’s diejenige Formel fiir
das Linienelement einer Fliche von constanter Kriimmung ableiten, au8
welcher die allgemeine Formel Riemann's fiir das Linienelement eine®
constant gekriimmten Mannigfaltigkeit hoherer Ordnung hervorgegangen ist:
Zu diesem Zwecke erinnern wir zuniichst daran, dass die Formel 52%%)

05 =0¢? 4 (Rsfn %)23-«92
nicht blos fiir die Kugelfliiche vom Halbmesser R, sondern tiberhaupt fir
Jjede Fliche, deren Kriimmung constant und gleich f]€_2 ist, Geltung hat:
Denn aus dem Satze von der Erhaltung der Kriimmung einer Fliche bei
der Deformation geht hervor, dass, wenn die Kriimmung constant und

it
gleich ¢ ist, die Fliche stets auf einer Kugel vom Halbmesser ’/'(‘_‘ auf-

gewickelt werden kann und dass man daher dem Linienelement einer
solchen Fliche stets die obige Form 52**) geben kann, die zunichst

nur fiir die Kugel abgeleitet worden war. Fiihrt man in das mit iB¥
identische System

95 =0 g} R? gin? I% @A+ 042), 42442 =

eine neue Art Coordinaten ein, weleche durch die Gleichungen
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=2 R lan —
an 2 7
to=2R1, tan Qif‘{
definirt gind , 80 wird
a.{‘i == .;'L1 0 ] + 2 R 291? 0 1
cos® i
2R

odey

da, cos® L =1, 0o+ Rsin%kﬁl,

2R 1
ind ehengo

; 5505 e
ox, cos® 3R Ay 00 -+ R sin b dlg,
Woraus gich durch Quadrirung und Addition, da

; Aod +1,00=0

Sty ergieht
(0,2 4 0a,?) cos?

—_t’)y + R® \m’?— (024042

2 f
== g5
Weg“n 57) ist aber
z® + &, = 4 R* tan® 2%?
i e
cos* i
ST
folglich, :
He 4 R?
Ccos*” _]'.', s 4_1{3 +_‘_.,51 ; =
algg . &y 9
05 1 Voar4d
= o 3 U o™y
i 0a e
St
ode 4 R?
T Wenn man
parpid
Setzt, o
( e ——————
5\)) Z\ § = ______1__ ik I/( .(-12+B[r22.

o o 5

1+ (o249

Dieg iy
'eﬂtalt

s 1
Getlee g da,® + (— e E X

(1+‘(:-+a:,)) (®,* + @y’ )) -

ung berechy et

die Kriimmung nach Gleichung 30), indem man

die Riemann’sche Formel fiir n=2. Schreibt man sie in der
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B i

f ] F=0

o 2
(142 @2 +a)
setzt, oder aus einer der beiden Gleichungen 35) und 39), indem manP

n den Werth 2 giebt, so erhilt man fiir die Kriimmung der Fliche den
constanten Werth W=

Die bis jetat fiir Flichen aufgestellten Formeln wollen wir weite’
in der Art verallgemeinern, dass wir zu den Riemann’schen AUS
driicken gelangen. Offenbar ist die Formel, von der wir ausgingen:

9s?=0dg*+ m® 0 9%
wenn sie in der Gestalt
5= 0%+ m? (9A2+ 042)
mit der Bedingung
AE4at=1
geschrieben wird, ein specieller Fall der allgemeineren Gleichung
60) 082 =00+ m? (04> 4+ 042+ ...+ 04,%),
AR A =1
Fiithrt man neue Coordinaten
61) =0,
k=12 an
ein, die also der Bedingung
62) x4l .+ a,2=¢?
geniigen, so ergiebt sich leicht
dalt a4, 4 0a,2=00"+ 02 (042 + 002 +... +217),
folglich, wenn man 0¢* aus 60) eliminirt:
0s?=Zoa, 24 (m2—o?) 2OAE,
e LA S
S

9

o

Da
7, A—:’.‘

ist, so folgt :
Za) o' — (Jay day)?

Soai= =
Z(xiday — xp Day)?
TE 7—:)71—'_"“:
iy ’:‘:11 2N,
Daher wird
2l 19 Gl
63) 339:23%24_4("’ z 9)2(310% 2Ikdar1>.
]

nd;

Da im Punkte 9g=0 die = simmtlich aufeinander senkrecht !

go stellt
P (.’L‘; 3 ﬂf;2—_— Ll Bm.-)E
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W verschwindende @ das Quadrat der Fliche des unendlich kleinen
Yelecks, welches durch die Punkte
I (0-0:0850) ei (o] roEmRaidas) iR s (E i Rl 25)
hest . : CHTE A : b
Stimmt ist, dar. Seine Projection auf die durch die Linienelemente
Q€
iund a; gelegte Ebene hat den Ausdruck
T 0 Tf — Tf D4
A = =
Dalng dem Friithern wiirde nun auch der Grenzwerth
4(:142-4-9'“')

Lim

» =0

i niichs : o =
Niichster Beziehung zum Kriimmungsmass stehen miissen, da das Ver

i 5g
S8chwi me—g 1y
hwinden von = den Ausdruck 63) auf

pe
=0z 4 0224 . .40z,
welches das Quadrat des Linienclements einer ebeunen n-fachen
Iu’““igf'a]tigk(‘it darstellt.
* Bevor wir jedoch unsere Untersuchung weiter fortsetzen, wollen wir

l‘educirt d

Ung m)el‘zvugen, ob die vorstehende Entwickelung auch wirklich mit den
“gfli)en Riemann’s im Einklang sich befindet, und zugleich diejenigen
_art“"“ seiner Schrift zusammenstellen, welche auf das Kriimmungsmass

fler u . fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit Bezug haben.

Auf 8.9 und 10 heisst es: ;
wind setze ... golche Grissen X, Ty, ... Ty, dass die Quadratsumme

== g2 5 - . s A e -
a $ 1t (8. G1. 62, wo ¢ mit s zu vertauschen ist.) Fiihrt man diese
ll'OSSen ein, so wird fiir unendlich kleine Werthe von @ das Quadrat
[t ini o 5.9 [ . 3 .
10"‘ Linienelements = = 2 a2 [63)], das Glied der niichsten Ordnung in
i s S h .
émselben aber gleich einem homogenen Ausdrucke zweiten Grades
n(n—1)
der . ;
¥ ——5— Grossen (x, da, — x,0x,), (x, 0&; —23dx,) ..., also eine

u : : g . : % §
nendlich kleine Griosse von der vierten Dimension, so dass man eine

: 2 2
*ndliche Grisse (———“(m ; g )) erhiilt, wenn man sie durch das Quadrat
\
(4
( . ;
le unendlich kleinen Dreiecks dividirt, in dessen Eckpunkten die

erthe der Verinderlichen sind (0, 0,0...), (&), @, %4...), (0}, Iy,
*s:..). Diese Grisse behilt denselben Werth, so lange die Grissen @
und g
:‘:e]:n‘ge die beiden kiirzesten Linien von den Werthen -0 bis zu den Wer-
T und von den Werthen 0 bis zu den Werthen  x in demselben Flii-
chelmlﬂmetlte bleiben, und hiingt also nur von Ort und Richtung derselben
:;a;g 3: wird 0ﬂ'eqbar: 0, wenn die darggste]ltc.;\[ann-igfaltigkeit eben, d.h.
adrat des Linienelements auf 282? reducirbar ist und kann daherals

dag .
Mass der in diesem Punkte in dieser I'liichenrichtung stattfindenden
z.eitnchr[fg f.

Mathematik u, Physik, XXI, 6. 27

1 denselhen biniiren Linearformen (z; und @;) enthalten sind, oder




Abweichung der Manmo'rﬂltrgkclt von der Ebenheit angesehen werder:
Multiplicirt mit —# wird sie der Grésse gleich, welche Herr Geh. Hof-
rath Gauss das Kriimmungsmass einer Fliche genannt hat. Zur Be-

stimmung der Massverhiiltnisse einer z-fach ausgedehnten in der VO‘;
S . n(n=1
ausgesetzten Form darstellbaren Mannigfaltigkeit wurden vorhin —Cou

Functionen des Ortes nothig gefunden; wenn also das Kriimmungsmass

n—1) P

. . n .. - - -
in jedem Punkte in SaTy flichenrichtungen gegeben ist, so Wer

den daraus die Massverhiiltnisse der Mannigfaltigkeit sich bestimmer
lassen, wofern nur zwischen diesen Werthen keine identischen Rel#”
tionen stattfinden, was in der That, allgemein zu reden, nicht der
Fall ist,*

Ferner auf S. 12:

»Um dem Kriimmungsmass einer »-fach ausgedehnten Mmmigf"l'
tigkeit in einem gegebenen Punkte und einer gegebenen durch ibn
gelegten I'lidchenrichtung eine greifbare Bedeutung zu geben, mus$
man davon ausgehen, dass eine von einem Punkte ausgehende kit
zeste Linie vollig bestimmt ist, wenn ihre Anfangsrichtung gegebel
ist. Hiernach wird man eine bestimmte Fliche erhalten, wenn mal
simmtliche von dem gegebenen Punkte ausgehenden und in dem 8%
gebenen Flichenelement liegenden Anfangsrichtungen zu kiirzeste®
Linien verlingert, und diese Fliche hat in dem gegebenen Punkt®
ein bestimmtes Kriimmungsmass, welches zugleich das Kriimmungsmas®
der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in dem gegebenen Punkt®
und der gegebenen Flichenrichtung ist.

Aus den angezogenen Stellen geht deutlich hervor, dass Rieman?
nicht sowohl einen bestimmten Ausdruck fiir das Kriimmungsmass einet
n-fachen Mannigfaltigkeit aufzustellen beabsichtigt, als vielmehr die Mei-
nung ausspricht, dass man die Massverhiltnisse derselben bestimme!
n (n:l) Fli-

2

konne, wenn das Kriimmungsmass in jedem Punkte nach ——

chenrichtungen gegeben ist,

Wir wollen zuniichst untersuchen, ob es im Allgemeinen 1“051“’h
ist, aus der Formel 63) die Kriimmung einer Fliiche zu bestimmen, weleh®
die beiden Linearelemente x; und ‘_ enthilt, Wir setzen zu diese™

Zwecke in 63) simmtliche z bis auf die genannten z; und 51(’131' No
und erhalten

. lig G a T R
63%) o0s2=oa2+ aar,..‘~’+(4 e L )) (ﬁq S el 1 '1') )
o 5 )

worin

4

(m? £y 9:3) m? — (@24 a,2)
# (@i ey

Q
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Die Formel 63%) hat dann ganz die Form der Gleichung 55), so dass
Man vergycht ist, zn glauben, der Grenzwerth

iy
64) k= —3lim (w)ik’ o=01)

rgiibe wie dort das Kriimmungsmass der durch das Linearelement 63%)
tharakterisirten Fliche. Dass dies jedoch falsch sein wiirde, lehrt fol-
gende einfache Betrachtung. Die Gleichung 56) ist aus 30) abgeleitet
“"Ol‘den, bei deren Entwickelung vorausgesetzt wurde, dass die Carte-
Sischen Coordinaten x, y, ¢ einer Fliche als Functionen zweier unab-

Angigen Parameter p und ¢ gegeben seien, so dass also die Gleichungen

stattfi
nden z=f(pq), y=rp ), z=f3(P,§f).

Die Fliche, deren Krimmung durch die Gleichung 56) ausgedriickt
bt ist demnach eine solche, welche in einem ehenen Raume von drei
mensionen enthalten ist. Da wir eine Curve, die in einem ebenen
?a“mﬁ von zwei Dimensionen, d. h. in einer Ebene liegt, als eine tor-
Sl?nS]“SO Curve oder als Curve von einfacher Kriimmung bezeichnen, so
Wirden wir dor Analogie nach jede Fliche der gewthnlichen Geometrie
— 2lso auch die in Rede stehende — zu den torsionslosen Flichen oder
“lichen von einfacher Kriimmung zu rechnen haben. Kinen Gegensatz
2 diesen bilden die gewundenen Flichen, die einen Raum von mehr
48 drei Dimensionen durchziehen. Sie sind das Analogon der Curven
df’PPelter Kriimmung. Wenn eine solche im gewéhnlichen Raume durch
le G]cichungen
5 xc.:fo(f"’)a &'1=f1 (1’)1 ‘T2=f2(p)’
M ebhenen Raume von n+4 1 Dimensionen aber allgemein durch das
.yStem wr— o)kt 2 >
Sich darstellen liisst, 'so wiirde dem entsprechend eine Fliche von dop-
Peltey Kl‘iimmung durch das Gleichungssystem
O =T D P k=0, 1; 250, n>d

1) charakterisiren sein, Hieraus ergiebt sich aber das Linearelement
erselben :

65) 052 =2 om;?

= a,, Op2+ 2a, Ip, 2py + a5 8P
nd die Coefficienten dieser Form wiirden die Werthe haben:

Wird

11) Dieser Ausdruck ist identisch mit dem von Lipschitz aufgestellten:
., Rodw)—2 fo (duw)]e

s ol AL ;
so T ) () — V)

ia'ld Man nur ein gewisses Geschleckt von Formen in Betracht zieht. (Siehe
o hite, Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Func-

10/ : "
ten von y Differentialen, Borchardt’s Journal Bd 72.)

27 %
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&a*k &
;=2 (3}71-) )

0z 0Ty

p, Opy '

y a2
Upg= 2 (ﬁ) .

0 pg

dig ==h;

Der analytische Ausdruck fiir das Linienelement einer ge
wundenen Fliche unterscheidet sich demnach nicht von de™
iir das Linienelement einer Fliche einfacher Kriimmung

und doch beruht er auf wesentlich anderen geometrischen Voraussets
nten

ungen. Wenn nun die Gauss’sche Gleichung 30) aus den Coefficie
den

dieser quadratischen Form 65) das Kriimmungsmass einer Fliche fin
lehrt, so darf man nicht ausser Acht lassen, dass die ganze Entwiﬁk_e’
lung auf der Annahme n=2 basirt ist. Denn nur in diesem Falle ist
die Normale eines Punktes der Fliche eindeutig bestimmt, Ist 72> 2, e
ist die Lage der Normale unbestimmt, wie bei den Curven doppemfr
Kriimmung. Man hat dann zuniichst diejenige ebene Mannig!'nltib‘:’k'glt
von drei Dimensionen zu construiren, in welcher zwei auf’einand-ef
folgende Flichenelemente liegen -— die Kriimmung_;snmnnigf':h]tigke]t'
Denn ganz cbenso, wie bei den gewundenen Curven im Ausdrucke des
Kriimmungshalbmessers die Bestimmungsstiicke der Osculationsebene a0%
treten, miissten auch in der Formel fiir die Kriimmung einer gewullde"en
IPliche die Bestimmungsstiicke des ebenen dreifachen Osculationsraumé®
enthalten sein. Dies ist aber bei der Giauss’schen Formel nicht d":r
Fall, und zwar aus dem einfachen Grunde, weil sie eben nur fiir Fli-
chen gilt, deren Osculationsriume siimmtlich mit dem einen, cmpirisc]!
gegebenen Raume zusammenfallen.

Durch das Vorstehende halte ich es fiir erwiesen, dass im All-

gemeinen die Kriimmung einer Fliche, deren Linieneleme?

: 2 . . 5 . in

durch die Gleichung 63%) gegeben ist, sobald sie nicht 1
einem ebenen Raume von drei Dimensionen liegt, durch dlt
is

Gleichung 64) nicht gefunden werden kann, und somit
die Unhaltbarkeit der Riemann’schen Definition dargetha™

oL i 5 er
Aber auch zugegeben, dass es miglich sei, die Kriimmungen d
J A : . en
N = Fldchenelemente zu bestimmen, welche durch die 7 Kant

Lo b ‘ ich .
des rechtwinkligen Elementar - Parallelepipedons (e Tin)i B

legen lassen, so ist nicht abzusehen, wie aus denselben das Kriimmungs”
mass der Mﬂ“nigl"a]tigkcit zusammengesetzt werden soll, wenn
dieses Parallelepiped mit demjenigen zusammenfillt, welches die Eler
mente der n Kriimmungslinien im Punkte ¢ = 0 bilden. Dies findet nu¥
Statt bei den ebenen und kugelférmigen Mannigfaltigkeiten und desh®

nich?
A
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A

g‘”angt man auch bei diesen, wie wir noch zeigen wollen, mittelst des
Riemann’schen Verfahrens zu einem richtigen Resultat.

. n(n—1)
Wir schicken die Bemerkung vovaus, dass die e Werthe des
Ausdy ; : :
usdruckes /3 (md =) L
lim r—Tu e QT_ !

Unmiglich von einander verschieden sein kinnen. Denn da

mP—g® mP— (24 Lo . sl Th)

o "“”'(TT;-_’_{;;_.B?K_T__”*_mnzjz ’
80 wird fiir g = (0, wodurch auch x;, @y,...#, Null werden, der vorstehende
Ausdruck sich einem Werthe niihern, der von den « unabhingig ist.
Denselben Grenzwerth wird aber auch

mi—o®\  m’ — (zi+ 20

(* o )1-,\.“” (;L.l,z_'k_'.jjkz)z
lHlben. Denn es bleibt sich jedenfalls gleich, ob man in dem Ausdrucke
mi_ ¢
‘B.r‘ gleichzeitig alle  gleich Null setzt, oder erst (»n—2) derselben
Und gehliesslich auch noch die iibrigen zwei, Da nun die ebenen und
k“gemirmigen Mannigfaltigkeiten in jedem Punkte nach jeder beliebigen
]{‘!iiuhenrivlltnng, die durch zwei senkrecht aufeinander stehende geodi-
Usche Linien bestimmt ist, denselben Werth der Kriimmung besitzen, ja
zv.vei belichig gewiihlte, einander senkrecht durchsehneidende geodiitische

mien iiberdies auch als Krimmungslinien angesehen werden konnen,

8 wird gich fiir sie in der That sowohl das Kriimmungsmass nach den
n(n—1

‘_——2“* Flichenrichtungen im Punkte ¢=0, als auch die Kriimmung
d

ér Mannigf'uhigkuit gelbst in diesem Punkte berechnen lassen.
Ny J . . - e sl v y “l >
Eine ehene #-fache Mannigfaltigkeit lisst sich durch das System

6[)) "L'k._—_I_'kU:b'f'.,"Ul"I"bk,l]}.d"i-...+bk,n Pay
e s
Worin g i i ) i ; verdinderlichen Punktes
die # die Cartesischen Coordinaten des verdnderlich )

f’i die # Parameter bedeuten, darstellen. Unterwirft man die Constanten
) den Bedingungeu ;
basd b bt kb =
borbos+ birbisd oo bar bna=0,
50 sind (iq Geraden: p;, pg ... pn auf einander genkrecht und das Linear-
elemen hat die Form ;
9s?=0das 4+ 02 + ...+ 02n’
In di = 31’12 + op+.  + O pas
tsem Falle ist nach 63)

4(m?—o¥)
—%meﬁi,in e=0
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N A PP PP 2 N e e P A A A A P P P AP AP PP AT PP S PSPPI AP I

n(n—1)

fiir simmtliche ° 3

nation der p aus den Gleichungen 66) erhilt man aber die Gleichung
der ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit in der Form
F=a(zy—a)) + o, (&, — 2"+ ...+ a (2a —z,") =0.

Das Kriimmungsmass dersélben ergiebt sich aus der Formel!2)

Flichenelemente (9p;, dp;) Null. Durch Elimi-

0SSR o ey
R g s
| L e
67) A | 2 : &S
["n an Fn] Frm
. or oy B T TR i
worin 1"-=aT, F:.-i=a—1_!, S:V1f02+ﬁ‘13+ ..+ F,? ebenfalls g‘lc"’h
Tk &y
Null,

Um das Curvenelement der kugelfsrmigen Mannigfaltigkeit zu erhal
ten, setze man

@, =Rcosg—,
@ —Rsingcos{)
1 = R 11
@ —Rsz’ngcas{} cos o,
= 7 €089 208 iy,
68) )
Zp— 1= B sin % sindy sin By ... sind,_qcos S
@. =R s L sind, sind, in & in it
1 e — ) 7 L Sindy .. sind, _qsind,_y,

welche Werthe, wie man leicht sieht, der Gleichung des kugelf'ijrmig"'u
Raumes

xltal4.. Fa2=R2
geniigen. Das Linienelement dieser Mannigfaltigkeit ist dann

632=6x02+6‘;r12+...+3xu2
2
69) =_892+(R sin %) 1092 +sin® 9, 09,2 + ..,

3 oot sind By sin®9y, .. sin? B, _909%, 1 f-
etzt man

12) 8. Mathem. Annal. Bd. VII, S, 392.
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A =089y,
Ay = sind, cos iy,
68)
Ap—1=sin 9, sind, ... sindy,_a cos s
An  =sin® sindy ... sinGp_g SiNFn—1,
80 ist

R R R
nd man erhiilt das Linienelement der Mannigfaltigkeit in dor Form
F

69 %) as?uag‘-u,-(mm%) (@A2+ 042+ .. + 3%

AT ™ - L
Fihrt man in diese Formel neue Coordinaten ein, welche durch die
G]eichungen

fJJ.'TQAJ.') ]":lnzv' - n

definiyt sind, worin die A dieselbe Bedeutung haben wie vorher, so folgt
Zopt=00 4 0* T 01
und man findet ganz wie bei Ableitung der Gleichung 63)

ghisag QiEEs
4(R S 9) E(E"am- — Pk 3]’;)2

70) 0s® =X 9 pi*+ o 5
Fiiv 9 =0 wira
4 (.1?232':112 ﬁ — 92) 1
. i — - j—
Lim = o ——=—1. 72

; 1
Multlplicirt man diesen Ausdruck mit — 3, so erhilt man 22 welches

das Kl'iimmungsmass einer Kugelflieche ist. Dasselbe Resultat erhilt man
aber auch, wenn man (n— 2) der p gleich Null setzt und unter Voraus-
hletzuhg der Torsionslosigkeit der hierdurch bestimmten Elementarfliche

[T 2e 7 . - . nl M
85 Kriimmungsmass derselben ableitet. Das Linecarelement dieser Fliche
hat dany die Form

R2sin® ~ — g* o 5
S R St pi 0Pk — PrOriY?
08 = opt+opi4+a\ —— =l % (o) )

4
¢

und ag ir es im vorliegenden Falle in der

i ist leicht nachzuweisen, dass w
hat mit einey torsionslogsen Fliche zm thun haben. Denn um direct
Yo :
N dem Ausdrucke .
ot =0oa 24 a4+ ..+ 0
« der Bedingung
: SAE= s
i = R
in : b ; i T
g ligen, zu der Formel 70) zu gelangen , haben wir fiiv @ folgende

s .
rthe zu substituiren:

thQi die
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e A N A AN AN P AP P PN i B P

0
a,= It cos B
)
T, =R Prin 2 :
0 R
Vo 11 10
dly == [i!—zi\'?n % 5
& 0 n
fEE Al
r,= R £n sin 5— ™
0 R

Setzt man hier alle p bis auf p; und py gleich Null, so erhiilt man

[
xy= R cos =

B’
P . 0
Ly = ])) — SN —
& > &?HR v

¢
=R &l
@
Diese drei Gleichungen repriisentiren eine im ebenen Raume Ly Pis o
gelegene Kugel
x? + x4+ a2 = R?,

deren Curvenelement durch die Gleichung 71) gegeben ist. Die geOdﬁ"
tischen Linien sowohl, als die Kriimmungslinien der kugelférmigen Man-
nigfaltigkeit sind grésste Kreise; daher lassen sich fiir o=0 die 9P als
die Elemente der 2 Kriimmungslinien ansehen, die vom Punkte 950
ausgehen. Bedeuten nun g; und g« die zu den Elementen op; und Pk
gehirigen Hauptkriimmungshalbmesser, so kann das Kriimmungsmass Kf"
der durch die Gleichung 71) charakterisirten Fliche einerseits durch di€

Formel
R?sin? % — o?
Kip=—3 Lim Feasr ey gt L 0,

andererseits durch :
1
Qi+ Qk ?
dargestellt werden, Das Kriimmungsmass der #-fachen l{ugelmannigfal-
tigkeit ergiebt sich daher

Kip =

1 u-l/i'ﬁﬁ—-T}

V&g

1
l(,k pa— ‘ﬁé

fe it o
0103 0n
und da

ist :

1
]n'

K=
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Das gleiche Resultat erhiilt man, wenn man das Kriimmungsmass
derselben Mannigfaltigkeit:

&t + a4+ wat = R
4us der Formel 67) berechnet, worin
F =al4+a4+.. . +a,*— R,

Bo=2an, S=VFIFFIHIFEE
Fiv=Fu=0, Fi=2
20 setzen ist.
Der Formel 69 *), welche einen Ausdruck fiir das Linienelement des
n-fachen kugelfsrmigen Raumes liefert, wollen wir endlich noch die
destaly geben, welche Riemann dem Linienelement einer constant ge-

fimmten Mannigfaltigkeit von » Dimensionen iiberhaupt vindicirt.
etzen wir

72) pr= 2R}, lan :‘2%{ d
50 wird
0 "29_la +Rsz’ng('),l
Pr €COS ﬁ— r0Q 7 =
alsg
73 2 ( 2 si E)zs* Bus i ubaiinh o
) 0o + ]I“”[;’ Z0A, cos >R aprt.
Durel Vﬁl‘glcichung von 69%) und 73) findet man
05 = cos? _9_’ VEap,
N 5 2R
Un ist wegen 72)
e S a0 ‘
¢ S Zp.~ =4 R* lan* 2[{,
olglich :
oy sl 4 R
g ARy
algo 2R 4R Zp,
08 = HrsE Y Zap,*
| Zp,d :
od 4 R?
eI, wenn man
-
e
o
Setzt .
& ds = e Lt VZop,:, r=1,2,...n
14 5 =p,?
: 4
Dig

5 5¢ Formel stellt also das Linienelement einer kugelfor-
'gen Mannigf’altigkeit dar. Wenn Riemann sie iiberhaupt
 Ausdruck fiir das Linienelement einer Mannigfaltigkeit

al
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von constanter Kriimmung angesehen wissen will, so beruht
dies|, wie schon oben erwiihnt worden ist, auf der unhaltbaren Vor-
aussetzung, dass eine Mannigfaltigkeit von constanter Kriim-
mung sich deformiren und auf einer kugelformigen Mannig-
faltigkeit von ebensoviel Dimensionen aufwickeln lasse.

Die kugelfsrmige Mannigfaltigkeit, deren Linienelement durch die
Gleichung 74) gegeben #ist, besitzt — wie nach der Ableitung dieser
Formel nicht anders zu erwarten steht — in ihren simmtlichen Elemen-
tarflichen, die ohne Ausnahme torsionslos sind, die Kriimmung «. Den?
setzt man alle p bis auf p; und p; gleich Null, so kommt

s = ' VapE+ apd,

14+ 7 (2 +p4d)

welche Gleichung dieselbe Form hat, wie 59). Die Torsionslosigkeit d‘?"
betreffenden Fliche ergiebt sich durch eine #hnliche Betrachtung, wie
vorher, Um das Element
0s* =oxlt+oxtd.. .+ ox,’?

des kugelférmigen Raumes

: zltai4.. = R?
in die Form 74) zu transformiren, hat man
Q
T, =R cos-]— 3
@ 0

Dr .
Ty =ll sin ~— col ==

2R D

mit der Bedingung

Ep,t =4 R:tan? Qi}i

zu getzen. Dann verschwinden, wenn man die p bis auf zwei glﬂl
Null setzt, alle « bis auf drei, folglich hat man eine Fliche, welche 1.n
einem ebenen Raume von drei Dimensionen liegt, fiir welche also die
Gauss’sche Formel 30) giltig ist. -

Gehen wir noch einen Augenblick auf die Formel 60) zuriick,
aller Wahrscheinlichkeit nach Riemann seinen Betrachtungen zu Grund®
gelegt hat. Sie lautete:

P =00+ m? (DA 2+ 047+ ...+ 047, A24A24.. . F12=1
oder, wenn wir statt der 4 die in 68%*) gegebenen Werthe einfithren®
75) 0s*=00+ m? (292 + sin®9, 09,2 +...+ sin® @, sin®9,... sin* {},,.2332"")’
und stellte die Verallgemeinerung der Gauss’schen Gleichung

0s*=0a¢* 4 m* 99,2

dar. Um das Linienclement der kugelformigen Mannigfaltigkeit aus

ich

W eI Ghe’

ihr

Al : : a8
zu erhalten, hat man m= R sm% zu setzen, KEhenso ergiebt gich @
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o P

Linienelement der ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit, wenn man fiir m
die Grisse o substituirt. Denn wenn z,, @,, ... ®, die Cartesischen Co-
ordinaten einer ebenen #-fachen Mannigfaltigkeit bedeuten, so erhilt
Man das Linienelement, in Polarcoordinaten ausgedriickt, wenn man

&y =g cosidy,
. — y: " » £
&y =g sindy cosdy,

Tp—1=Q Sind, sind, ... sind, _ocost,_y,
Ty =@ sing, sindy ... sindy o8NPy 4
Sétzt. Man findet dann
0s? =30,
=00+ 02092 + o? sin 9, 98,2 + ...+ o? sin 9, sin® B, .. sin29,_2 29%, .
Dass aber die Formel 75) dem Linienelement jeder beliebigen an-
de‘m Mannigfaltigkeit Geniige leistet, diirfte wohl nicht zu erwarten sein.
erzu ist sie offenbar nicht allgemein genug. Wir ersetzen sie daher
durch die umfagsendere Gleichung:
76) 082 =0 +m?2 09+ mP2 092 +... +m_108% ;.
: Da fiir =0 das Linienelement der n-fachen Mannigfal-
tigkeit zusammenfillt mit dem Linienelement der in diesem
}lnkte beriihrenden ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit, so
WMiissen die m folgenden Grenzbedingungen Geniige leisten:

5
Lim—1 =1,
m
Lim —2— = sin &,
) 2
=

Lim

1 ; ; ;
—— = sin sindy ... sindp—_2.

Auch Beltrami und Lipschitz haben in ihren spiiteren Abhand-
l.lngen”} allgemeinere Gleichungen abgeleitet. Von den Formeln, die
816 daselbst aufstellen :

08 = a;r02+270,-kam,-axk, 2= 1, 2, eon—1
und

352=8R2 +2h‘l,:kal;0r Elps, :":11 21 wee ”_11
-‘—-—___—‘-——_

13) B eltrami, Sulla teorica generale dei parametri differenziali, 8. 17, und

ng Pﬁhitz, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung, in welchem

¥ '01.’19111 der Mechanik enthalten ist. Borchardt’s Journal Bd. 74, S. 146,
"), in welcher 2(U+H)==1 zu setzen ist,

Lipg
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ist aber nur noch ein Schritt bis zu der Formel 76). Dass diese aus
der allgemeinen quadratischen Form

08 = Zair da; 0y
wirklich abgeleitet werden konne, ergiebt sich aus Beltrami’s Theorie

des ersten Differentialparameters. Wir erhalten mit Hilfe derselben fol-
gende Transformationsrelationen :

o 0o 0p

78) ZikT ox; 0xy e 0L
29,
79) AL B

ki

a dx; Oxk
ik 09, 09, 1

80 i ey
) * u da; dxr m?’
o 09 09,
81) Sip— — L =,
a dx; dxy
worin
(l’l‘ Qg o (l|n|

Ggy Mgy ..n G3g|

|

’ y1 n2 ...

(i :

|
|
|
Ann ’

0a

o) =
¥ 8{1,'5

ist. Die partielle Differentialgleichung 78) stellt den erste®
Differentialparameter von ¢ in Bezug auf die Form

@ = Za;. 0x;0 )
dar. Sie féllt zusammen, wie weiter unten gezeigt werden soll
mit der Hamilton’schen partiellen Differentialgleichung»
welche das System der isoperimetrischen Gleichungen

dr
am 3 ox ¢ o '__'d.'L‘,' j=s1. 9
LT, | B i [ Ao B

ersetzt, denen die z zu geniigen haben, damit das Intﬁg"al

- V ’ - da; dxp 7
¢ Lt e e

ein Minimum wird. Fiir =2 hat Gauss in Art, 22 seiner DisqU
siliones circa superficies curvas unter Voraussetzung der gewshnlichen Form
des Curvenelements einer Fliche

0 =E0p*+2F0pdq+Goq?

die betreffenden Transformationsrelationen [s. GL. 5) und 6)] gegeber
Dieselben sind:
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S e s e T PP

-

or or 0 r\?
o e n() Caplz (0
9q ap' Bq+ op/’
(F” a:)aq) (]:‘?7 ar)(')‘(p
0q ap 0q 0q op/op”
Setzt man hierinp =p;, 0 =15, E=a;5 E= =06 =dg;, 0, G
el / ]

2
12 =a, so lassen sich diese Gleichungen iibersichtlicher schreiben:

1( ((,-?) or or (81))_
—{ e 37171 —-2(1128-1)—!8—}12-}—(111 5;; =1

1 ( o or do or 0 or Bq))
=\a, —— gy — — — =
. TEAGEL ()]: 2p 2ten dpy “(7)1, o p, 8;1 op,
Oder, da
‘ oo 5= gy = a1~ %oy 1 T %0 T %1y %1 =S S

ist:

Sy i o= o o (U0
t \Opy @ 0p L O0py & \Op, !

@y or 9o o Or 0p | oy Or 0 | Oy Or 0@

@ Op, 3p, " @ Gpy0py @ OpyOp, | @ Opydmy
Welche beziiglich den Gleichungen 78) und 79) entsprechen., Es ist also
Zur Velvnllqtmd!gunn‘ noch die dritte Gleichung 80) hinznzufiigen:
((’}m) 2(11,34;0 f)rp ct,,(()(p) 1
op, a c)/: E)p 2 py m?
oder in der Ganss schen Bezeichnungsweise

SO g (A2 sl 208 ooy

m* \dg op 04 op
nt zur Bestimmung der Funetion m. Die vierte Gleichung 81)
‘mmt fijr 4 —9 in Wegfall.
Eine ausfiihrlichere Ableitung der Gleichung 78) soll am Schlusse
der Alrllan[”unﬂ gegeben werden, nachdem zuvor die Zulidssigkeit der
form, unter welcher Beltrami im Anschluss an Riemann’s Abhand-
das Linearelement einer Mannigfaltigkeit von constanter negativer
\r"mm“ng und die Berechtigung der damit im Zusammenhang stehenden
icht . Euklidischen Geometrie des Raumes gepriift worden ist.
(Schluss folgt.)

b

Sie die

'll!]u-

Berichtignngen im vorhergehenden Theile der Abhandlung.

0 e a;
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