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»Grundziige einer allgemeinen axonometrischen Theorie der darstellenden
Perspective'* im 2. Hefte des gegenwirtigen Jahrgangs dieser Zeitschrift
(5. 81 flgg.) an. Sie ibertragen die dort gewonnenen Resultate anf |
die riumliche Projection und geben damit die Grundziige einer ax0
nometrischen Theorie der Reliefperspective und der collineaven Ver
wandtschaft riumlicher Systeme. Die Leichtigkeit, mit welcher dies®
Uebertragung von Statten geht, oder umgekehrt die Rinfachheit def
Specialisirungen, durch welche die Theorie der Planperspective aus der-
jenigen der centrischen Collineation und diese aus der Theorie der pro”
Jjectivischen Collineation fliesst, diirfte ein Zeugniss fiir die Brauchha.f‘
keit der Methode sein. Sie ist eben durch das axonometrische PrinclP
bedingt, nach welchem die Bildfigur auf dasjenige Coordinatensyﬂt’cl_n
bezogen wird, welches die Abbildung des Coordinatensystems der Orr-
ginalfigur reprisentirt. Bei Untersuchungen iiber collineare Veﬁ"”‘nflt
schaft wird das Bildeoordinatensystem hiufig beliebig angenommen,
sofern dieselbe dargestellt wird durch drei lineare Relationen der all-
gemeinsten Form zwischen den Coordinaten zweier entsprechender P““kt?'
Den Connex zwischen dieser Darstellungsweise und unserer axonﬂmetr,l'
schen Methode stellen die $§ 13 und 14 her. Dabei wird beiliufig 41°
collineare Abbildung eines Ellipsoids, namentlich seine Abbildung ’.’:]'5
Kugelfliiche, besprochen. — § 12 giebt ein einfaches Criterium d”‘i:m’
dass eine durch fiinf Paare entsprechender Punkte gegebene Collineatio”
eine centrische sei, und lehrt ein einfaches praktisches Verfahren, 2%
solche Systeme in perspectivische Lage tibersufiihren, was jederzeit &%
doppelte Weise (directe und inverse Lage) geschehen kann, —

XVIL

Axonometrische Theorie der perspectivischen und
projectivischen Collineation im Raume.,

Von
Prof. Dr. Guipo Hauck

in Tilbingen,

(Fortsetzung zu V, Heft 2)
(Hierzu Taf. VIII, Fig. 1—5.)

Die folgenden Ausfiihrungen schliessen sich direct an den Aufsats’

Der
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! Unterschied zwischen gleichstimmiger und ungleichstimmiger Collineation
Wird durch die in den 8§85 9, 12 und 14 enthaltenen Bemerkungen ins

Mehtigo [icht gesetzt. — § 15 bespricht die in der allgemeinen Theorie
Wit inbegriffene Collineation ebener Systeme. — Schliesslich wirft § 16

®I0 interegsantes Licht auf die ganze Theorie, indem er die axonometri-
8 o : . e

then Coordinaten mit den Chasles’schen und projectivischen Co-
0 1 . .

tdinaten in Beziehung setzt.

§ 8.

Allgemeine Sitze iiber Collineation,

; Es erscheint zweckmiissig, die Fundamentalsiitze iiber Collineation

M Raume, auf die wir uns im Folgenden beziehen werden, als Einlei-

' Wng vorauszuschicken. *

$ i Zwei yiiumliche Systeme heissen projectivisch collinear, wenn

Sl_“ 80 aufeinander bezogen sind, dass jedem Punkte des einen Systems
“In und nur ein Punkt des andern Systems entspricht und dass solehen
unkten des einen Systems, die in gerader Linie liegen, stets solche
_unktﬂ des andern Systems entsprechen, die ebenfalls in gerader Linic
liegen. Alsdann entspricht auch jeder Ebene wieder eine Ebene, jeder
Fliichg pyter Ordnung wieder eine Fliche n'* Ordnung, _

’ Existiven in zwei collinearen riumlichen Systemen zwei einander
®htsprechende congruente Strahlenbiindel, sq liegt der Specialfall der
ci"“tl“lschnn oder perspectivischen Collineation vor. Man kann
amlich e solche Systeme in perspectivische Lage iiberfilhren, indem
mm} Jene zwei Strahlenbiindel zur Coincidenz bringt. Zwei centrisch
“llineaye Systeme in perspectivischer Lage haben ausser ihrem gemein-

Schaftlichen Strahlenbiindel, dessen Centrum wir Collineationscen-

um nennen, anch noch simmtliche Punkte einer Ebene entsprechend

8®mein, welche wir die Collineationsebene nennen. Je zwei ent-
8?""-011&11(1(} Gerade beider Systeme miissen sich in einem Punkte der

Omn(’-ationsobmm schneiden, den wir die Spur der Geraden nennen,

Von zwei perspectivisch collinearen Figuren kann jede als die Relief-

du ng der andern angesehen werden. Denn die Eindriicke, welche

* Alg wichtigste Originalarbeiten iiber Collineation im Raume vergleiche man:
. U8, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, S. 801 ﬂgg: = Ponccicf,

‘ﬂ:fte des propriéiés projectives des figures. Neue Ausgabe, Paris 1865, Tome I,
]);t‘i‘;ﬂlﬂgg, — Magnus, Sammlung von Aufgaben und Lehrsi’ut:/.f:n aus der ana-
e 0_101‘1 Geometrie des Raumes, Berlin 1837, S: 72 flgg. — Richelot, Ueber
S einfachste Correlation in zwei ritumlichen Gebieten, Crelle’s Journal Bd. 70,

[ Moy,

li. :37-ﬂgg_ — Miigis, Ueber die allgemeinste eindeutige Correlation zweier riium-
(’}‘31‘ (:‘rebildc, Koénigsberg 1868, — Stephen Smith, On the Focal Propertics

‘ ;‘O’gﬂﬂi'aphic Iigures, Procedings of the London Mathematical Society, Vol. 11,
Y B, 196 ﬂg‘g‘_




404 Axonometrische Theorie eote.

P R S o o e e T

beide einem im Collineationscentrum befindlichen Auge machen, sind
identisch. Mit Riicksicht hieranf fassen wir von zwei collinearen Figuren
die eine als Original- oder Objectfigur, die andere als Bildfigur auf,”
wobei jedoch ausdriicklich constatirt werden mige, dass es vollstindig
gleichgiltig ist, welche Figur als Original und welche als Bild genommen
wird, und dass ein Tausch zwischen Original und Bild Jjederzeit vO¥*
genommen werden kann.

Diejenigen Punkte des Bildsystems, welche den unendlich entfern-
ten Punkten des Originalsystems entsprechen, nennen wir Flucht:
punkte. Dieselben liegen alle in einer Ebene, welche wir die Flueht-
ebene nennen und welche das Bild der unendlich fernen Ebene 408
Originalsystems repriisentirt. Alle Punkte des Originalsystems, welche
den unendlich fernen Punkten des Bildsystems entsprechen, nennen Wi
Gegenpunkte; sie liegen alle in einer Ebene, der GcgencbeneowF
welche der unendlich fernen Ebene des Bildsystems entspricht. Flueht
ebene und Gegenebene sind beide der Collineationsebene parallel (den?
die Schnittlinie der Fluchtebene mit der Collineationsebene ist der Flucht:
ebene und der unendlich fernen Ebene des Originalsystems cntsprech"‘“d
gemein, liegt also im Unendlichen).

Zu einer gegebenen Originalfigur ist die Bildfigur wvollstindig and
eindeutig bestimmt, wenn die Lage des Collineationscentrums oder Auges
der Collineationsebene und der Fluchtebene in Beziechung zur Origina]‘
figur gepeben ist. Man kann alsdann das Bild u irgend einer Gerade®
m der Originalfigur auf folgende Weise finden: Construire (Taf. vtk
IMig. 1) die Spur # der Geraden m als Schnittpunkt derselben mit de
Collineationsebene. Construire den Fluchtpunkt # als Sechnittpunkt der
I"luchtebene mit einer dureh das Auge 4 zur Geraden m gelegten Paral-
lelen. Dann ist ¥ F das Bild u.

Zieht man durch das Auge 4 cine Parallele zu u, so schneidet dies®
die gegebene Gerade m in deren Gegenpunkt 6. Da nun die vier Punkte
AFMG die Ecken eines Parallelogramms bilden, so folgt: Der Abstand
des Auges von der Gegenebene ist gleich dem Abstande der Collined
tionsebene von der Fluchtebene.

8§ 9.

Axonometrische Behandlung der Reliefperspective.

Gegeben sgei irgend ein riumliches Ohject durch die auf ein recht-
winkliges Axenco01'tlmat(',nsystvm 0, xyz bezogenen Coordinaten Sf‘-”‘_"d
Punkte. Wir stellen uns die Aufgabe, dessen reliefperspectivisches Bil

e : as . . . . 1 L ‘e

* Wir tibertragen diese Determination auch anf projectivisch collineat
Systeme.

** Vergl. 8.83 Anmerkung.




Von Prof. G. Havoxk, 405

S e e N e I A P A AP PP APt o PPN PP PP PP PP P

“W construiren, wenn die relative Lage von Auge, Collineationsebene
"_T“} Fluchtebene gegen das Objectcoordinatensystem gegeben ist. Wir
lisen diese Aufgabe wieder dadurch, dass wir zunichst das Bild der drei
Cf‘mrdinatr'naxvn und dann fiiv jeden einzelnen Objectpunkt das Bild
S€Ines projicirenden Parallelepipedons construiren.

‘Das Bild der drei Coordinatenaxen sei der riinmliche Dreistrahl
»SME (Heft 2, Taf. 11, Fig. 1).* Derselbe ist bestimmt durch die
dl'.ei scheinbaren Axenwinkel, die wir wieder mit Wigy Wy, Mg be-
“elchuen, wobei aber nun

b7 Wig =+ Wyg + Wy < 360°,

Im Uebrigen gelten die Ausfiihrungen des § 1 Wort fiir Wort auch

o

fiir die Reliefperspective.  Wir haben wieder die Reductionsformeln:
@x : L
L 68) g T T - SV e
sk ¥=—9y Sty

WO fi und g; wieder die Abscissen der Fluchtpunkte und Gegenpunkte
Tepriisentiren.

Ebenso behalten die in § 3 besprochenen graphischen Methoden
der Conx'dinntonreduciion, sowie die Constructionen am scheinbaren Axen-
SYstem, durch welche das Bild eines Punktes aus seinen reducirten Co-
Ordinaten erhalten wird, in der Reliefperspective ihre wvolle Giltigkeit.

U sind jetzt Taf. 1T, Fig. 1b und Fig. 2 als planperspectivische Ab-
bild“ngen der in Wirklichkeit rdumlichen Figuren anzusehen.

Die Aufgabe kommt somit wieder darauf hinaus, die neun Grund-
Constanten

iy fi und ¢; auszudriicken als Functionen der Orientirungs-
Constantey

Die auf as Objecteoordinatensystem bezogenen Coordinaten des
Uges seien a,, ay, ay; die Axenabschnitte der Collineationsebene seien
™15 My, my, und die Axenabschnitte der mit ihr parallelen Fluchtebene
im,, qMmy, gmg, Wir haben also die sieben Orientirungsconstan-
ten S0 gy, sy My, My, My ¢,
Die drei Coordinatenaxen (Taf. VIII, Fig. 2a) méogen von der Col-
tionsebene in den Punkten MM,

d : : :
en Punkten Ny, Ny, Ny, von der Gegenebene in den Punkten G,, G

li :
fea ., von der Fluchtebene in

2
8 Und von einer durch das Auge zu diesen drei Ebenen gelegten Pa-
1y ‘

alleleben o in den Punkten H,, H,, H

y 21 3

Schlug T 3 ;
blusse vop § 8 citirten Satze zufolge ist nun
69)

H,Gi=N My =mi—qmy.
Diese Bemerkung liefert uns die Mittel zur Berechnung der drei
*8enstrecken 955 93+ 95. Die Gleichung der durch 4 gelegten Parallel-

e 5
ene ist sunichst:

geschnitten werden. Dem am

# ; ; : ; . :

Auf Taf, IT im 2, Hefte sind die Punkte O und & mit o und o bezeichnet,
Zioi ¢

CHechrift . Mathematik u. Physik. XXT, 6 28

q
Tl

PO s




406 Axonometrische Theorie etc.

&y ey g

70) 24

my My my my my g

Deren Axenabschnitte sind:
) R (ml-{-mz_l_m3 ]
und hieraus folgt fiir die drei Axenabschnitte der Gegenebene oder die
drei Gegenstrecken: i
L MR (e g _)
72) gi= 0; H; + H; G; = m; (nzl+7112+rns +1—¢).
Fiihrt man also die Bezeichnung ein

+m +I_Q’!

8

II. 73) %= 1L

T my g
so hat man fiir g; die Werthe:
IV. 74) gi=nm;.
Die geometrische Bedeutung der Hilfsgrosse » ist dieselbe wie be
der Planperspective:

75) = :

)

(et ]
wenn ndmlich wieder 40 mit » und 48 mit o bezeichnet wird.
Um die iibrigen Grundconstanten zu bestimmen, sind die Schluss

- folgerungen genau dieselben wie bei der Planperspective. Die COU"di_'

d, LY : 1 ‘o
naten von £ sind -, -2, -f, woraus sich fiir die Strecken £ M; di®
%' x
Werthe ergeben:
= m; g ‘)‘2
[.II. 76) {,r,iz= ’I‘i2_27+_2' %
H

Hierauf folgt aus der Bemerkung, dass die Punkte My, My, M den
Coordinatenaxen und deren Bildern entsprechend gemein sind:

V9T fi=({1—%)u,
und schliesslich ergiebt sich aus den drei Dreiecken M; 8 M,:

VI. 78) oot e S BE S ]
: 2 i g
Wir sehen also, dass fiir die Reliefperspective genan dieselben For
meln gelten, wie fiir die Planperspective. Nur die Hilfsgrisse # hat
einen etwas andern Werth. — Hat ¢ den Werth 1, so fillt die Fluc.ht'
ebene mit der Collineationsebene zusammen, und die RcliefpeTSPcc“vc
wird zur Planperspcctive.

Durch die drei Axenwinkel Wygy Moy, Wy, ist das Bildeoordinate?”
system nicht vollstindig bestimmt, insofern aus denselben zweierlei A)?eﬂ'
systeme construirt werden kinnen, die zu einander symmetrisch S”".'
Das eine ist mit dem Objecteoordinatensystem gleichstimmig, das ander®
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“ngleichstimmig. Zur Entscheidung iiber die Wahl zwischen diesen
Wei Formen wird uns folgende Betrachtung die Mittel liefern:

Wir haben im Vorangehenden — entsprechend Taf, VIII, Fig. 2a

stillschweignml angenommen, Collineationscentrum und Co]lineatinns:
thene liegen zwischen Gegenebene und Fluchtebene, d. h. es sei
1<1. Man iiberzengt sich jedoch leicht — wvergl. hierzu Taf: VI1I,
Fig. 3a —, dass unsere Formeln auch fiir den Fall gelten, wo ¢>1
ist, Zwischen diesen zwei Fillen besteht folgender charakteristische Un-
tersc]ﬁed:

Liegen Collineationscentram und Collineationsebene zwischen Gegen-
ehene upg Fluchtebene, so liegt jeder Punkt der Originalfigur mit seinem
ilde ayf einer und derselben Seite der Collineationsebene. Hieraus
folgt, dass jeder Dreistrahl der Originalfignr mit seinem Bilde gleich-
Stimmig ist. (Denn sind S, S,, §; die Spuren der drei Strahlen, P und
die zwei Scheitel, so liegen die Spitzen P und II der zwei Pyramiden
8:1‘Q283 £ und §, 838311 auf einer und derselben Seite der gemeinschaft-
IChen Grundfliiche.) Liegen dagegen Fluchtebene und Gegenebene zwi-
Schen Collineationscentrum und Collineationsebene, so liegen irgend zwei
“btsprechende Punkte aunf entgegengesetzten Seiten der Collineationsebene,
ung hieraus folgt, dass jeder Dreistrahl der Originalfigur mit seinem Bilde
ungleichstimmig ist.

Wir nennen im ersten Falle die collineare Verwandtschaft zwisclien
eiden Figuren eine gleichstimmige, im zweiten Falle eine ungleich-
stimmi,ge‘a‘:

Aus dem Gesagten geht nun fiir die Construction des Bildcoordina-
tensystems folgende Regel hervor:

Das Bildcoordinatensystem ist gleichstimmig oder ungleichstimmig
i . . e
it dem Objectcoordinatensystem zu construiren, je nachdem ¢ < 1ist

Eliminiyt man aus den obigen Gleichungen die sieben Orientirungs-
“Obstanten, so bleiben noch zwei Beziehungen zwischen den neun Grund-

‘Oustanten, Es sind dies die ans den drei Gtleichungen
VIIL 79) M (g +91%) =12 + [ — 2 i fy coswar
(1111'(;]1

Elimination von A2 folgenden.

Diese Gleichungen sprechen die Aehnlichkeit des Fluchtpunk-
tendreiecks und des Gegenpunktendreiecks aus, wie dies bei

. *In der Reliefsculptur und der decorativen Kunst findet nur die gleichstim-
mllge Centrische Collineation Verwerthung. — Als wichtigster Specialfall der un-
Bleig h

Ve : : ST rische Collineation zu
Stimmigen centrischen (ollineation ist die involutorische Colli

e i
mmen yyjt q=n.

28%
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der Planperspective néiher erortert wurde. Alle hieraus gezogenen Fol-
gerungen gelten also auch fiir die Reliefperspective., Namentlich erinner?
wir an die zwei graphischen Bestimmungen eines Grnndecon-
stantensystems (s. Heft 2, S. 91 und 92). Es tritt bei diesen Con-
structionen nur die eine Aenderung ein, dass Punkt ® nunmehr ausser
halb der Ebene des Fluchtpunktendreiecks anzunehmen ist

Soll ein Grundconstantensystem mittelst Rechnung aufgestellt Wer
den, so diirfen sieben Grundconstanten willkiirlich gewiihlt werden. Map
wiihlt entweder /), f;, f;, 5, myy, my, A willkiitlich und hat dann 2uF
Bestimmung von g, g,, g, die Gleichungen 23) oder 24), oder mal
wihlt fi. fo, foy 015 99y 05, A willkiirlich und hat zur Bestimmung vO!
Wiy Moy, Wy die Gleichungen 29).

Jedem Werthsysteme der Grundconstanten entsprechen zwei Bﬂ‘?'
systeme, — ein mit dem Originalsystem gleichstimmiges und ein Mi*
ihm ungleichstimmiges.

Bezeichnet man wieder den Fusspunkt der vom Auge auf die Eben®
des Fluchtpunktendreiecks gefiillten Senkrechten als Hauptpunkt “rfd
die Liéinge dieser Senkrechten als Augdistanz, so gilt Alles, was .'u
der Planperspective (vergl. Heft 2, S. 94) iiber Hauptpunkt und Augdis
tanz gesagt wurde, auch fiir die Reliefperspective. Auch die Formel?
XIX) und XX) behalten ihre Giltigkeit.

§ 10.
Malerische Perspective. — Bemerkungen iiber optische Wirkung:

Unter den Specialfillen verdient in erster Linie die malerisch®
Perspective und deren Unterfall: die Cavalierperspective, i
achtung. ;

Was in § 6 hieriiber bemerkt ist, behilt in der Reliefperspective sein®
volle Giltigkeit. Namentlich beachte man die zwei Gleichungen 40) and 41)
und die graphische Bestimmung eines malerisch - perspectivischen G"“’.'d‘
constantensystems (Heft 2, Taf. I, Fig, 7). Bei letaterer tritt nur die 0”‘10'
Aenderung ein, dass die auf einander senkrecht stehenden Geraden Fy I
und ®{ nunmehr windschief sind. Taf II, Fig. 7 ist jetzt als plar’
perspectivische Abbildung der in Wirklichkeit rdumlichen Figur 2t be-
trachten. — Bei der Cavalierperspective ist Wy = 900, die W'ah
der iibrigen Grundconstanten w,y, wy,, f,, ¢y, p ist vollstindig willkiirliet

0 . ' Rl . us
In der Kunst wird zu reliefperspectivischen Constructionen fast &

R AT i - iors ‘o (lava
schliesslich die malerische Perspective verwendet; namentlich ist es die C2
lierperspective, welche die in praaxi gebriiuchlichsten Constructionsmethod®

* Man vergl. hieriiber: Pou dra, Traité¢ de perspective-relief, Parts 186,
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liefert, 1o}, glaube jedoch, dass auch eine schiefe Annahme der Colli-

Heationschene in gewissen Fillen ihre volle Berechtigung hat. Die physio-
logische Seite der Frage, inwieweit die Annahme einer verticalen Stellung
der Bildebene oder Collineationsebene in der Planperspective oder Relief-
Perspective nothwendig oder zweckmiissig ist, wird nicht selten mit einer
S€Wissen Leichtfertigkeit behandelt, und sclleim‘: mir daher ein genaueres

=
ngehell auf diesen Punkt — wenn auch von unserem eigentlichen
r

Thema etyag abliegend — doch nicht iiberfliissig zu sein.

Der Grund dafiir, dass im Allgemeinen die malerische Perspective
Unter gallen Perspectivarten die naturgetreuesten Bilder liefert, liegt in
dem Umstande, dass nur bei ihr verticale Linien sich als Parallelen dar-
Stellen, was mit unserer Gewohnheit, von verticalen Geraden einen pa-
f‘alleleu Eindruck zu erhalten, harmonirt. Diese Gewohnheit aber findet
ihre Physiologische Erklirung in Folgendem: Hat die optische Axe des
Uges beim Betrachten eines Objects eine horizontale Lage, so hat das
lichenelement der Netzhaut (gelber Fleck), auf welches das von den
b"(‘-chenden Medien des Auges entworfene Bildchen fillt, eine verticale
Stellung. In diesem Falle ist also jenes inverse Bildchen ein malerisch-

B\

P{"“r‘speﬂtivischcs, in welchem alle in nalura verticalen Linien sich als
arallelen abbilden; in diesem — aber nur in diesem — Falle kommen
Uns dahey Jene Linien als parallel zum Bewusstsein. Die genannte Stel-
ung deg Auges ist nun bei aufrechter Haltung des Kopfes die natiirliche
U:nd deshalb gewshnliche, und daher riihrt es, dass unserem Aunge ver-
ticale Linien allerdings fiir gewohnlieh éinen parallelen Eindruck
Machen, [y parallele Eindruck hort jedoch auf, sobald wir mit schief-
gestellter Augenaxe — von unten hinauf oder von oben herab — be-
Obachten. Es entstehen in solchem Falle Netzhautbildchen, idhnlich jenen
ltnnﬁtiirli(alltaxl FPhotographien architektonischer Objecte, die mit gencigter
Camerq obscura aufgenommen wurden.
Aus dem Gesagten geht hervor, dass bei der malerischen Perspective
.er A“gpunkt so angenommen werden muss, dass von ihm aus das ver-
tical aufgestellte Bild oder Relief mit horizontal gestellter Augenaxe
“®quem betrachtet werden kann. Diese Regel wird anch im Allgemeinen
]fnmEl‘ befolgt. Nur bei Abbildungen aus der Vogel- oder Froschperspec-
live wird die Einhaltung dersclben unméglich, und es wird daher fiir
Solehe giq Bildebene hiufig mit Vortheil geneigt angenommen. — Relief-
abbildungen aus der Vogelperspective sind nun zwar dusserst selten, wohl
;:bf" treten solche aus der Froschperspective héufig auf, z. B. in den
Mes-, Gibelfeld- und Deckenreliefs, und fiir diese diirfte sich daher aus
I angefithrten Griinden unter Umstéinden eine schiefe Annahme der
'nl"“‘-‘ationsel_»eno empfehlen. Da bei einem Relief dieses Genres noch
Or Weitare giinstige Umstand hinzukommt, dass der Standpunkt des Be-
Sthayeyg nicht willkiirlich, sondern fast immer genau vorgezeigt ist, so
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glaube ich, dass, wenn bei der Construction eines solchen Reliefs jener
Punkt als Augpunkt und die Collineationsebene senkrecht zUr
Augenaxe des Beschauers gewiihlt wiirde, man iiberraschende Effecte
erzielen kionnte, #

§ 11,

Schiefwinkliges Objectcoordinatensystem.

Unseren seitherigen Betrachtungen haben wir stets ein rechtwink:
liges Objecteoordinatensystem zu Grunde gelegt. Es ist jedoch nothwen-
dig, unsere Untersuchungen fiir ein schiefwinkliges System zu erweitern.
Im Wesentlichen éindert sich hierbei Nichts, nur die Formeln 1), VD)
und VILI) erleiden einige Modificationen,

Sind ug,, Uy, uy die von den drei Coordinatenaxen eingeschlossenel
Winkel, so erhalten die genannten Gleichungen folgende Gestalt:

! ‘ mia; 1 m;
LI, 80) uf =mf — 22" e Lg% (@x cos ug+ ay cos ug;)
# 32 #

VI®. 81) R pd gl — m,“’—:mﬁ + 2m;my. cosuyy,
2ui

" VI 82) %92 +g4® — 294 g cosug) = f2 42 — 2f; fi cosmyy, .

Der letaten Gleichung zufolge gilt auch bei Zugrundelegung eines
schiefwinkligen Coordinatensystems der Satz: ,, Fl uchtpunktend reieck
und Gegenpunktendreieck sind ihnlich.* Dagegen kommt de*
Satz, dass die Winkel dieser Dreiecke alle spitz sein miissen (vergl. S. 91)
nunmehr in Wegfall.

§ 12,
Projectivische Collineation,

Die Achnlichkeit von Fluchtpunktendreieck und GegenpuuktendreiGCk
ist das charakteristische Merkmal der perspectivischen Collineation. O]“"e
diese Aehnlichkeit haben wir den allgemeinen Iall der projecti‘”‘
schen Collineation.

-Wihlt man also die Grossen uy, w,,, Ugy 5 G1y oy Ja und wyg, a8
W3y f1y f3y [y vollkommen willkiirlich und bezieht irgend eine Origin®"
fignr auf das Cartesische Coordinatensystem mit den Axenwinkeln #ik
construirt sodann zu diesem eine Bildfigur mit Zugrundelegung von ik
als scheinbaren Axenwinkeln, f; als Fluchtstrecken und g; als Gegel”

* Wenn Herr Poudra in dem oben citirten Werke (S, 91) vorschliigt, e
Gibelfeldern die Horizontebene schief aufsteigend anzunehmen und d?l;
Relief bei der Aufstellung eine leichte Neigung nach vorn zu geben, so muss 1¢
diesem Vorschlage meine Zustimmung entschieden versagen, wiewohl ich glad .

- . A2 y . . €
dass ihn bei demselben Ghnliche Gedanken wie die oben ansgesprochenen gele!
haben,

.
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Strecken, go ist die Bildfigur mit der Originalfigur projectiviseh collinear,
und gwar gleichstimmig oder ungleichstimmig collinear, je nachdem das
Bildcoordiuatvnsystem mit dem Originalcoordinatensystem gleichstimmig
oder ungleichstimmig construirt wird.* Man kann sich dann umgekehrt
die Bildfigur als urspriinglich denken, indem man sie auf das Cartesische
Coordinatcnsysmm mit den Axenwinkeln ;. bezieht und die friihere
Originalﬁgur aus ihr dadurch entstehen lisst, dass man u;; als schein-
bare Axenwinkel, g; als Fluchtstrecken und f; als Gegenstrecken nimmt.

Statt die collineare Beziechung zweier riumlicher Systeme durch die
Willkiirliche Annahme der Grundconstanten zu bestimmen, kann die Be-
SLimmung; auch dadurch geschehen, dass fiinf beliebig gewiihlten Punkten
‘?‘58 einen Systems, von denen keine vier in einer Ebene liegen, irgend
finf Punkte des andern Systems, von denen ebenfalls keine vier in
éiner Ehene liegen, als entsprechende zugewiesen werden.

Wir stellen uns dementsprechend die Aufgabe: Wenn fiinf Paare
“Ntsprechender Punkte einer Collineation gegeben sind, 1. zu jedem
Sechsten Punkte des einen Systems den entsprechenden des andern Sy-
stems gy construiren; 2. die Beziehung aufzufinden, die zwischen den
Zwei gegebenen Punktsystemen stattfinden muss, damit die Collineation

ine concentrische sei; 3. vorausgesetzt, dass diese Beziehung stattfindet:

die zwej Punktsysteme in perspectivische Lage iiberzufiihren.

Zum Behuf der Lésung dieser Aufgaben miissen wir unsere axono-
Metrischen Anschaunungen von den seitherigen perspectivischen Fesseln
befreien, Was wir bisher nur als reliefperspectivische Abbildung eines
Cartesischen Coordinatensystems betrachtet haben, stellen wir nunmehr
Wabhiingig von jenem als eine neue Art von Coordinatensystem auf,
_ It fithren hierfir den Namen ,axonometrisches Coordinaten-
S¥stem! ein. Die Namen: Coordinatenursprung, Coordinatenaxen,
Ax&nwinkel, erkliren sich selbst. Statt des Namens ,,Fluchtpunkte't
fithyen wir den Namen ,,Knotenpunkte ein und nennen deren Ab-
Scissen wAxenlingen*. Den Namen ,Fluchtpunkte'‘ reserviren wir
Ausschliesslich fiir die Bilder von unendlich fernen Punkten und verwen-
fl"“ nur in bestimmten Fillen Fluchtpunkte als Knotenpunkte, — Soll
gend ein Punkt £ auf ein axonometrisches Coordinatensystem, dessen
U“'Pl‘ung 0 und dessen Knotenpunkte &, &,, &, sind (Taf. VIII, Fig. 4),
%0gen werden, so zieht man Ky E, welche die Ebene K, 0K, schneidet
0 e, zieht Ne, welche die Linie &, &, schneidet in 2, zieht endlich A,e,

1 und DE, welche die drei Axen schneiden in den l’unkten‘El, E,
* Dass der zunfichst nur fiir die centrische Collineation (s. § 9) nachgewiesene

Satg, »In zwei collinearen (ebilden sind entsprechende Dreistrahlen entweder

:-H'mm“iCh gleichstimmig oder simmtlich ungleichstimmig®, auch fiir die projec-
Syt 3 =] X -

e”'"f_‘-‘vhc Collineation gilt, beweist sich aus dem am Schlusse dieses Paragraphen
"Withnten Satge,
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und E;. Wir nennen diese letateren Punkte die »Coordinaten-
punkte* und ihre Entfernungen von 0 die waxonometrischen Co-
ordinaten‘ des Punktes Z.

Diese Construction lisst sich auch in folgender Form aussprechen:
Um irgend einen Punkt Z auf das axonometrische Coordinatensystem
0, K, K, K; zu beziehen, legt man durch je zwei Knotenpunkte &; & und
den Punkt % eine Ebene, welche die dritte Axe in dem Coordinaten-
punkte #; schneidet.

Wie umgekehrt ein Punkt im Raume aus seinen axonometrischen
Coordinaten construirt wird, bedarf keiner weitern Erklirung. -

Das Cartesische (,‘uordinatensystem ist ein specieller Fall des axono-
metrischen: die Knotenpunkte sind die unendlich fernen Punkte der Axen:

Zwei axonometrische Coordinatensysteme mit gemeinschaftlichen Axen;
aber verschiedenen Knotenpunkten nennen wir conaxial. Zu jedem

axonometrischen Coordinatensystem existirt also ein conaxiales Carte:
sisches.

Es seien nun (Taf. VILI, Fig. 4) 0K, K,K,E fiinf Punkte des einen V0B
awei collinearen Systemen, Q K, K, Ky E die ihnen entsprechenden Punkte
des andern. Es soll zu irgend einem sechsten Punkte P des ersten SY-
stems der entsprechende Punkt 77 des zweiten Systems construirt werden-

Wir wiblen irgend einen der fiinf Punkte des ersten Systems, 2. B.
0, als Ursprung, drei andere, z B. i K, Ky, als Knotenpunkte eines
axonometrischen Coordinatensystems, auf das wir den fiinften Punkt £
nach der oben besprochenen Procedur beziehen. Mit den fiinf Punkten
QK K, K, E verfahren wir genau ebenso. Sind alsdann E, E, E; “n_d
i B, E; die Coordinatenpunkte der Punkte E und E, so sind durch di®
Punkte OE; K; und Q E, K, aunf Jje zwei entsprechenden Axen zwei pro-
jectivische Punktreihen bestimmt Um nun zu Punkt P des ersten SY°
stems den entsprechenden Punkt I7 des zweiten Systems zu construire
heziehen wir Punkt 2 auf das lateinische Coordinatensystem, suchen 2%
seinen Coordinatenpunkten 7, 7, Py die entsprechenden Punkte I 1,17
der drei griechischen Punktreihen® und construiren aus ihnen als €O
ordinatenpunkten den Punkt I7,%#*

. A . . * e 1]
Bei Anwendung dieser Coustruction auf eine grossere Anzahl VO'I
Punkten ist es hiufig von Vortheil, die zwei Coordinatensysteme conaXi®

* Man bringt zu dem Ende die zwei Punktreihen O F, K; und & E, K; in Per
spectivische Lage, indem man sie so legt, dass die Punkte O und & zusammen
fallen (vergl, § 3).

** Diese Construction ist tibereinstimmend mit der schon von Mobins 82
gebenen; vergl. Mdbius, Bar. Calcul, 8. 829. Dagegen diirften die folgende®
Constructionen neu sein,
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0 dndern, in der Art, dass statt der Punkte K KK, und K, K, K, die
0°°l'dinatenpunkte irgend zweier anderer entsprechender Punkte als Kno-
tenpunkte gewihlt werden, Es kénnen namentlich die den unendlich
ten Punkten der drei griechischen Punktreihen entsprechenden Punkte
& €36, construirt und diese als Knotenpunkte des lateinischen Coordi-
natensysiems beniitzt werden; alsdann bestimmen sich die Punkte des
8riechischon Systems durch Cartesische Coordinaten. Oder man kann
Umgekehrt die Punkte des lateinischen Systems durch Cartesische (lo-
Odinaten bestimmen und hat dann als Knotenpunkte im griechischen
Ystem die den unendlich fernen Punkten der lateinischen Axen ent-
SPrechenden Punkte F F, Fy zu nehmen.

Ueberhaupt empfiehlt es sich, die Punkte ¢,6,6; und F F,F, gleich
<u Allf'img zu construiren,® indem sie die beste Auskunft iiber die Natur
der collinearen Bezichung ertheilen. So ergiebt sich z. B. als Lisung

®F Zweiten oben formulirten Aufgabe aus dem Vorangehenden unmittel-
ar der Saty.

Die nothwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dass die
durch gje zwei Punktsysteme bestimmte Collineation eine centrische
Sei, besteht darin, dass die zwei Dreiecke &, G, Gg und F, F, F, ihn-
li(‘.]l sind,

Trifft dieses Criterium zu, so kinnen die zwei Systeme durch fol-
g,eude Praktische Construction in perspectivische Lage gebracht werden
(Taf. VIIL, pig, 9).

Errichte tiber dem Dreieck G,GyGy als Basis eine mit F, ¥, F,Q

-ihnliche Pyramide 6,6,6,.4, und iiber dem Dreieck F F,F; als Basis
eine mjt G, Gy G40 ihnliche Pyramide F,F,F, 4'. Lege die zwei hier-
durch entstandenen #hnlichen Gebilde (Doppelpyramiden) 6, 6,6, 04
nd 7, By, Py 4'Q 50, dass die homologen Kanten parallel sind und dass

16 zwei Punkte A4 und 4° in einen Punkt 4 zusammenfallen. Als-
danp liegen heide Systeme perspectivisch und haben Punkt 4 als Col-
liﬂeationscentmm.

Man kann die zwei Doppelpyramiden in zwei verschiedenen Formen
“°l}st1‘uircn: bei der einen liegen die beiden Spitzen auf der nimlichen

Cite der Grundfliche, bei der andern auf entgegengesetzten Seiten, Bei
®r einen Form sind die zwei thpe]pyrmuidun direct #hnlich und wer-

* Dies wird am zweckmiissigsten auf graphischem Wege geschehen. Uebri-
Seng bestimmen gich die Fluchtstrecken und Gegenstrecken auch leicht durch
di “nung: ginq k; und »; die Abscissen der Punkte K, und K, ferner e, und ¢
telestaionn?]et“ﬂ(:lmn Coordinaten der zwei Punkte E und &, so erhilt man mit-
er Formeln 1):
83) ow g (R — nr.')‘ {"'-,- €; (“.‘i )
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den also in direct #hnliche Lage gebracht (Fig.2b), bei der ander®
Form sind sie invers dhnlich und werden in invers dhnliche Lage €
bracht (Fig. 2a). Zwei centrisch collineare rdumliche Systeme kinnen
demnach jederzeit auf zwei verschiedene Arten in parspectivisch@
Lage iibergefiihrt werden. Da bei der Lage a) je zwei entspmch(’-ﬂdB
Punkte der zwei Systeme auf der nidmlichen —, bei der Lage b) auf ver
schiedenen Seiten vom Collineationgeentrum liegen, so ist die Lage a) (bet
weleher die zwei Doppelpyramiden invers éhnlich sind) als directe —
die Lage b) (bei welcher die zwei Doppelpyramiden direct #hulich sind)
als inverse zu bezeichnen.*

Fig. 2a und 2b zeigt die zwei Lagen fiir den Fall, dass diejenigen
zwei Doppelpyramiden, bei welchen die Spitzen auf der nimlichen Sﬂife
der Girundfliiche liegen, invers #hnlich sind; Fig. 3a und 3b zeigt die
zwei Lagen fiir den Fall, dass diese zwei Formen direct ihnlich sind:
Im Falle der Fig. 2 ist die Collineation eine gleichstimmige, im Falle
der Fig, 3 eine ungleichstimmige.

Der Beweis fiir die Richtigkeit unserer Construction fiir beide Lage®
in beiden Fillen beruht darauf, dass von den zwei projectivischen Punkt-
reihen auf je zwei entsprechenden Axen der Ursprung, der 1<‘luc}:tp11ﬂkt
und der unendlich ferne Punkt der einen Reihe resp. mit dem Ursprung®
dem unendlich fernen Punkte und dem Gegenpunkte der andern Reihe
durch jene Construction thatsiichlich in perspectivische Lage gﬂbl'acht
sind; damit liegt aber auch jedes vierte Paar entsprechender unkte der
zwei Punktreihen perspectivisch, also 4; mit K;, ferner E; mit E; un
daher auch E mit B,

Schliesslich moge noch der Satz erwiihnt werden, dass zu zwei PF
jeetivisch collinearen Systemen jederzeit, und zwar auf fiinffach uﬂ"“‘}‘
lich verschiedene Weise ein drittes construirt werden kann, das mit
beiden centrisch collinear ist. Am einfachsten wird die Bestimmud8
wenn entweder die drei Axenwinkel des gesuchten Systems als Rechte
gewiihlt, oder wenn drei Paare entsprechender Punkte der zwei gegebe”
nen Systeme als- Bilder von drei unendlich fernen Punkten des gesuch'
ten Systems genommen und gleichzeitig als Knotenpunkte verwerth®
werden.

* Findet die centrische Collineation bei directer Lage ihre pr."sktische V('Jsfe'

werthung in der Reliefsculptur und in der decorativen Kunst, so hat die inV® ;
Lage eine wichtige Bedeutung in der Optik, insofern das von einem LinseHSyst’eu‘
entworfene Bild eines Objects mit dem Object gleichstimmig centrisch CO'-
linear in inverser Lage ist. Man vergl hieriiber die Abhandlung VoD ™
bius: ,Entwickelung der Lehre von dioptrischen Bildern mit Hilfe der Colline®
tionsverwandtschaft, in den Berichten der kinigl. siichs. Gesellsch. d. Wisserns=™
zu Leipzig, math. - phys. Classe, 1855, S. 8 flgg.
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§ 13,
Transformation auf das conaxiale Cartesische Coordinatensystem. —
Collineare Abbildungen eines Ellipsoids.

Von zwei projectivisch collinearen Figuren sei die Originalfigur auf
dag rechtwinklige Coordinatensystem €, xyz, die Bildfigur aunf das axo-
n‘Ometrische Cocrdinatensystem R, F, £, F; bezogen. Die collineare Be-
Zleﬁmng beider Figuren sei hestimmt durch die neun Grundconstanten
Piky fiy g,

Sind nun £y ¢ die axonometrischen Coordinaten irgend eines Punk
tes 11 der Bildfigur, ry3 die auf das conaxiale Cartesische System bezoge-
Yen Cartesischen Coordinaten desselben Punktes, so bestehen zwischen
S%§ und rYy3 einfache Beziehungen. KEs ergeben sich niimlich aus der

fmerkung, dass z. B. &, foy f; die Axenabschnitte der durch F, F, und
gelegten Ebene sind, dass folglich die Gleichung dieser Ebene in den

Oartefiiﬁ‘:hen Coordinaten 1y lautet: % +!? e ﬁ— =1, — die Relationen:
} 2 3
0T S A S ok SadVipigill hiwddiaE W
LR e T g o
fo 1 fs £ h f

Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichungen I) ein, so erhlt
may folgende Beziehungen zwischen den Coordinaten xyz eines Punktes
dey Originalfigur ‘und den Cartesischen Coordinaten rY3 des entspre-
thendep Punktes IT der Bildfigur:

) D} 3
85) T = ____‘(113‘1_,7 e = : 9‘2—}; g e ,,,,,,,,(,li‘{;l,,ﬁ_
AT e g g BT G R T
Bty s Foritia fo fie

Alg Beisvpiel fiir die Anwendung dieser wichtigen Relationen stel-
0 wir ung folgende Aufgabe:
Gegcben sei im Originalsystem ein Ellipsoid

86 _,cE ?}2 22
: i B e

ie axonometrischen Grundconstanten zu wihlen, damit dem-

s ollineare Abbildung ein bestimmter Flichentypus, namentlich
ugelfliiche, entspreche?

Die Anwendung unserer Formeln 85) auf die Gleichung 86) liefert

Wie sind
S?Ibgn aIH ¢

=z
e die Ahbildung der Fliiche die Gleichung:
87) e i e B (l‘ Ao )”
- — pd a2 I _ = —| = -_—+_—1 =0
a2 /12‘}" b2 fzz c? f;}g fl +/2 f:!

oder entwickelt:
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)+ L () + 3 (-
Fiaa AT N 7 Lai\ie

kY H3 A x Do S g3
—2L-2 22 42422420 1=,
f1l3 fafs sl 1 [s 8
Bezeichnen wir zum Behuf der Discussion dieser Gleichung die De-
terminante derselben mit 4 (so dass also

88)

Uy Gy G ay |
e R sy S

3y Q39 gy Gy
[y @y ay

ist, wo nach bekannter Bezeichnungsweise ay,, 2a,,, 24, 24,4, .. ©

Coefficienten von %, xy, ¥z, @, ... bedeuten), so ergiebt sich fiir 4 fol-
gender Werth: Sl
89) 4= 1 9 9vdy

S "'flgf-zufsz a2b%cd "

Hieraus folgt* vor Allem, dass 4 nie positiv. werden kann, das$
sich also ein Ellipsoid nie als Regelfliche, sondern nur als Ellipsoid'
elliptisches Paraboloid oder elliptisches Hyperholoid abbilden kann.**

Welcher dieser drei Fille eintritt, hiingt davon ab, ob die Geger
ebene das Originalellipsoid nicht schneidet oder beriihrt oder schneidef:
BEs sind also hierfiir lediglich die drei Griissen g; massgebend, und P
ergiebt sich folgendes Criterium:

Die Abbildung ist ein Ellipsoid, Paraboloid oder Hype*"
boloid, je nachdem:

: g .
90) a® b Cil—

it teyst

Fragen wir endlich nach den Bedingungen, die die Grundconstante?
erfiillen miissen, damit sich das Ellipsoid speciell als Kugelf'liicllﬁ ab-
bilde, so liefert die Vergleichung der Gleichung 88) mit der allgemeiﬂe‘:1
— auf das Cartesische System mit den Axenwinkeln 0y Wyg Wy bezog®”
nen — Gleichung einer Kugel

12924 32 21y coswyy, 4 203 cosmgy + 231 coswy,
—2pr—299y—2r3+45=0

folgende Bedingungen :

: gl2 ) : (922 ) : (‘(]32 )
Tl 40 CRER Sanes] (64 R et e B T = W.
/‘]2 a? 1 /21 52 1 f:sz o? '

91
) ; 15 el 1718
COSMy g = W ff03f1)23:H‘F7} W cu.s'm_.“:—l—,’—f-l W
/g gl :

3. Al‘tﬂ-s

* Vergl. Hesse, Vorlesungen iiber analyt. Geometrie des Raumes,
S. 4656. (Die Determinante A ist dort mit C, bezeichnet,)
# Vergl. Mobius, Bar. Calcul, S. 314.
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Da hiernach vier Grundconstanten unbestimmt bleiben, so kénnen
Weitere Best.immungsgleichungen noch die Gleichungen VIII) hinzu-
_gemgt werden, Damit ist der Poncelet’sche Satz® bewiesen, dass
Jede Kugel als die Reliefperspective eines beliebigen Ellipsoids angesehen
Werden kann, — Oder es kinnen die drei Gréssen g¢ willkiirlich gewiihlt
Verden, womit die Aufgabe geliost ist: Ein beliebiges Ellipsoid und eine
dasselphe nicht reell schneidende Ebene so collinear abzubilden, dass das

S0id sich als Kugelfliche darstellt und das Bild der Ebene ins Un-
ndliche {114,

alg

§ 14.

Bestimmung der Collineation durch drei lineare Relationen zwischen
den Coordinaten zweier entsprechender Punkte.

Die Leichtigkeit, mit welcher sich die Aufgabe des vorigen Para-
8raphen erledigte, ist eben durch das axoncmetrische Princip bedingt,
n’?"h Welchem die Bildfigur auf dasjenige Coordinatensystem bezogen
Wird, dessen Axen die Abbildungen der Coordinatenaxen der Original-
ﬁ_g'“' sind. Bezieht man aber nun die Bildfigur auf ein vollkommen will-
lirlicheg Coordinatensystem X FZ, das wir, wie das Coordinatensystem
der Originalﬁgur, rechtwinklig und mit diesem gleichstimmig an-
Nehmep wollen, so gehen die Formeln 85) iiber in Gleichungen von fol-

géndey

AL AL X+ ayV 4+ a, 24 ay
A X+ d,Y4dZ4d,]’
by X4+ b, ¥4+ b, Z+ b,
92) y=

d X+ d,Y+d,Z+d,’
X e, ¥4 e, Z 4,

T XA Az d,
Diege Gleiclmngen représentiren den allgemeinsten analytischen Aus
*uck fiir die collineare Beziehung zweier riumlicher Systeme und bilden
‘;ﬂuﬁg den :‘\usgangspunkt bei der Untersuchung der cnIlh‘maren \r‘"er-
andtselyafg, ## Us ergiebt sich nun fiir uns die Aufgabe, diese Bestim-
EZEHgsa“ der Collineation mit unserer axonometrischen Methode in Be-

"Ng zu setzen, d. h. es ergiebt sich die Aufgabe:

Wenn die collineare Beziehung zweier rdumlicher Systeme durch

247 g
die Formeln 92) gegeben ist, die neun axonometrischen Grundconstan-
ten Wiky fiy

9; auszudriicken als Functionen der in jenen Gleichungen

enthaltenep Coefficienten a; b; ¢, dy . %%
-\_'_-—__

——

+; }/’re"g]._ Poncelet, Traité des propr. proj., Tome I, S 396. e

e B, n den 8. 403 citirten Arbeiten von Magnus, Richelot u'nd Migis
efficie tD"" 91_011 _(Iie Gleichungen 92) nicht Eimlerr}, _wenn man aii,mrnthch'e 16 (?o-
effi; TN mit einem nud demselben Factor multl.phclrt, 80 kann einer dieser (_,0-

lenten — 4 gesetzt werden, so dass alsdann ihre Anzahl sich auf 156 reducirt.
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Wir beginnen die Losung dieser Aufgabe damit, dass wir das Bild-
system transformiren auf dasjenige Cartesische Coordinatensystem Thd
dessen Axen die Bilder der Axen des Originalsystems sind. ‘

Die auf das Coordinatensystem X¥Z bezogenen Coordinaten d€8 *
neuen Ursprungs seien p, p,p,. Die Richtungswinkel der neuen Axe!
seien @ gy, B, 6,6, ¥, 7:7s; zwischen den letzteren bestehen die Be
ziehungen:

cos* oy 4 costay + costay =1,
93) cos® B, + cos® By + cos* By =1,
cos?y, + cos? y, + cosy, = 1.
Alsdann -haben wir die Transformationsformeln:
\ X=p +rcose; +ycosp, + 3 cosy,,
94) ? Y=p, +1x cosay 4y cos B, + 3 cosy,,
Z =p, - x cosay 41 cos By + 3 cosy,.

Wendet man nun diese Substitutionen auf die Gleichungen 92) ’f‘n'
so miissen die letzteren identisch werden mit den Gleichungen 85). Dief
liefert folgende Bedingungsgleichungen:

a py + ag py+ agps +a, =0,
95) bypy+ by py+bsps+b,=0,
e Pyt Pyt oy + ¢y = 0;

\' by cosey + by cosay + by cosey, =0,

SIS

ey cosay 4 ¢y cosay + ¢ cosay =0,

96) ! G cos 3 + ¢y cosfly 4 e cosBy =0,
a, cosf, + a cos i, + agcos By =0,

, ;. €08y =+ ag cosyy + agcosy, =0,

by cosy, + by cosyy + by cosy, = 0;

S 4 cose + ay cos oy + ay cos oy

/1 4y py+ dy Py + dypy+ d,
gs _ by cos By + by cos By + by cos By

97) ’ fo - dipitds pet+dyp,+d, ‘
s - €1€08%y + ¢ cosyy + ¢5 cosyy : ‘
_f_a_ d1P1+dng+d3p3+d4 2 '
ki 4 d; cos'e; + dy coswy + dy cos @y |
fi Ao+ dyp dypy+dy [
98) 1 _ d, cos B, + d, cos B, + d, cosp,

R ’f17’1+d2}’2+(131’3+"’4 ; I
1 d;cosy, + dy cosy, + dy cosy,
fs d P+ depytdyp,+d, z
Aus den 18 Gleichungen 93), 95), 96), 97), 98) bestimmen B(']‘:
nun die 18 Grossen p; o; fiy: fig:. Schliesslich ergeben sich dan® {
drei Axenwinkel »;; aus den Gleichungen
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cosmwy, = cosa, cosf3, 4 cosa, cos B, 4 cos ey cosfy,

COS Mgy = c0S 3; oSy, = cos Py cosy, = cos Py cosyg,
COS gy = €08y, €OS ey =+ oSy, CoSa, - oSy, CoSay,

99)

Zum Behuf der Auflésung unserer Gleichungen fiihren wir folgende
Bezeiclmnngen ein: Wir bezeichnen die Unterdeterminanten der Substi-
ttionsdeterminante

dyy agyay a| |
100) R— by by by b,

R e i

dray o e, q

mj . . .
i 4,4,.. B, ..., ferner die Unterdeterminanten der Determinante

A
101) Dy=|b, by b u
€ € G i

T mit &HIQ’IE"~%1
1.'18 liefern nun zuniichst die Gleichungen 95) fiir die Ursprungs-
:’Ordlnaten — und die Gleichungen 96) und 93) fiir die Richtungswin-
el folgende Werthe: |
102) L 1
‘ . bi= Dq 3 [\
91{2 |
A U f
B it
il R al |
o T S S
@12 + @22 + @3‘2 '
Mit diesen Werthen erhillt man sodann aus den Gleichungen 97)

9 ;
§) ung 99) fiir die axonometrischen Grundconstanten folgende Aus- &
ticke . {

cos o=

103)

cos? yy =

{
104) y oy 3

R YA+ A AU
D, 4, : .

R VB + B+ 8 i

oy
I
-+

D4 B4 i J
E . _ L RYEGEE G |

oh
Il

o
l
-+

D, % i
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%A B+ A By + A By

cos$ ng'f-’/';i{lz_l_;ngd i A, 5 V“B z+ \H z—;ﬁﬁ-’,
106) COS Moy = 46,4+ “‘,(, + B, 6, ‘
SV, ’+5 FE O )G 6t 6
G U + G % + 6%
COS Mgy = —

G ‘”+(52+L VU + U2+ U2

Die Gleichungen 105) und 106) kénnen noch auf eine etwas ander®
Form gebracht werden. Bildet man niimlich nach dem Multiplications*
theorem das Quadrat von D, und bezeichnet die Unterdeterminanten der

so entstehenden Determinante
I 92 %3
107) DE=\qy 3 a5 [

a1 sz 933 |
\)[12+3122+\H0 ‘113
A B, + Uy B, + A, B, = 0 ins st

Man erhiilt daher fiir f; und cosw;y folgende Ausdriicke:

mit Q;x, 80 ist z, B,

R YO,
'fl L~ [)_1 A, 2
108) s B O
Y DBy
. R 7/03:-;
i Bty | WA oA
0
COS Wy = {;”
‘11¢
109) O"‘
v ['HSH'ZL —
Vs 99 *‘H
0,
COS Mgy = —— 4 5
Vr)i"l*ll

Die Gleichungen 105) und 108) lassen die Vorzeichen von fi 8
bestimmt. Dieselben bestimmen sich aus denjenigen der g;, insofer”
fi und g; entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Beziiglich der Axenwinkel »;;, muss noch entschieden werden,
aus denselben das Bildecoordinatensystem zusammenzusetzen ist, ob g “lemh

wie

stimmig mit dem Originalcoordinatensystem, oder ungleichstimmig: D. !

}.
es ist zu entscheiden, ob die durch die Formeln 92) bestimmte Co
lineation eine gleichstimmige oder ungleichstimmige ist. =

Das Bild des Dreistrahls o, zyz sci w, Ent  Wir denken uns £

0
mit (), x‘ ¥Z paralleles Coordinatensystem mit Ursprung in . Sind dm
X'F'Z die auf dieses System b(‘rogenvn Coordinaten cines auf @5
liebig gewihlten Punktes, ebenso X”F” Z" und X' F" /"' die Ct)mdmﬁt
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ZWeier ayf oy und of beliebig gewiihlter Punkte, so ist der Dreistrahl
@ En¢ mit 0, X¥YZ gleichstimmig oder ungleichstimmig, je nachdem
KL FiZ
110) O e A 21
P
Es handelt sich nun darum, diese Determinante, die wir mit 4
bezefchnvn wollen, auszudriicken in den Coefficienten a; bicid; .
Zwischen den Coordinaten unserer drei Punkte bestehen vermige
Lage auf den drei Strahlen wé, oy, of folgende Beziehungen:
by X' b P’ b2 =0,
Cy X’ +{‘2 o + PSZ’ :0,
]11) (‘11{'"-{—{'21’"+(:32::0,
a, X'+ a, V' L=
a X" a, "+ A L=,
by X"+ by V"' b, 2= .
S_'etz'c man daher je eine Coordinate der drei Punkte — 1, so erhiilt man
fiir 4 folgenden Werth:

ist,

ihrer

L,
A, QI,i
. ) () QI|
| 1 1 2 3 1 1
e a2 % :}%Tiﬁs, By, B | = o O
B, B, | *’lld‘z‘w@ G i A B, €
(S:]_ 52 1‘: 1 “2 i}
& g 2

Wir haben somit (weil 0, X¥Z mit o, xyz gleichstimmig) den Satz:
Die durch die Formeln 92) bestimmte Collineation ist eine gleich-
Stimmige oder ungleichstimmige, je nachdem

113) A B 6, Z 1.

Diegsem Criterium entsprechend ist nun das Bildcoordinatensystem
“Ntwedey gleichstimmig oder ungleichstimmig mit dem Originalcoordi-
m zu construiren.

a AIlHIerkung. Substituirt man die obigen Ausdriicke in den Be-
mg_"““gsgleiclmngen 90) und 91), so ist damit die Aufgabe gelost: Welche
.ez“'hungnn miissen zwischen den Coefficienten einer linearen Substitu-
s obwalten, damit einem im Originalsystem gegebenen Ellipsoid

Natengygt,

5 +§=] im Bildsystem ein- bestimmter Flichentypus (nament-

¢h eing Kugelfliiche) entspreche?

§ 15.
Collineation zwischen ebenen Systemen.

A In gey vorangehenden axonometrischen Theorie der collinearen Ver-
a A : : ;i
Ndtscha gy von riumlichen Systemen ist die Collineation zwischen ebenen

Zeit, :
Sehrift f. Mathomatik v, Physik, XXI, 6. 29
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Systemen mit einbegriffen, insofern man nur nothwendig hat, von den
unseren Betrachtungen zu Grunde gelegten Coordinatensystemen immer
nur eine Coordinatencbene, z. B. die @y-Ebene, bezw. &n-Ebene, 2"
beriicksichtigen. Es migen in dieser Beziehung folgende Andeutunge?
geniigen :

Das axonometrische Coordinatensystem in der Ebene wird gel‘ildp‘t
von zwei vom Ursprung O ausgehenden Axen mit den Knotenpunkte®
K, und &,. Auf dasselbe wird ein Punkt £ dadurch hezogen, dass man
Ky E und K E zieht, welche die beiden Axen in den Coordinatenpunkte?
I, und £, schneiden; O, und (%, sind die axonometrischen Coordind”
ten des Punktes Z.

Die collineare Beziehung zwischen zwei ebenen Iiguren kann da-
durch bestimmt werden, dass man die fiinf axonometrischen (irunt]con.'
stanten wy, fy f3 ¢y 9o willkiirlich wiihlt, die Originalfigur auf ein Cartest
sches Coordinatensystem O, ay bezieht und die nach den Formeln
Liafi®i T pmnada

r—g,’ y—9
reducirten Coordinaten auf das axonometrische Coordinatensystem £2, Fy
mit »,, als Axenwinkeln und f;/, als Axenlingen bezieht.

Dass zwei collineare ebene Systeme immer, und zwar auf unen
verschiedene Weise, in perspectivische Lage gebracht werden kin

§
2

dlieh

nen, * ergiebt sich folgendermassen:

Geht man von der perspectivischen Abbildung eines ebenen Qystems
aus, indem man die xy-Ebene eines rechtwinkligen Cnm-dinatonsyst“ms
O,zyz als Ebene des Originalsystems wihlt, die Lage der Ebene des
Bildsystems durch ihre drei Axenabschnitte m, m,m, und die Lage df"s
Auges durch -seine drei Coordinaten a,a,a; bestimmt, so erhilt map %
den Gleichungen II) bis VI) (S. 406) die fiinf Grundconstanten wisfil?
7,9, ausgedriickt als Functionen der sechs Orientirungsconstanten 7, my M3
ayaza,. Will man alsdann umgekehrt die sechs Orientirungsconﬁtm'ten
als Functionen der fiinf Grundconstanten ausdriicken, so bleibt eint der
ersteren unbestimmt.

Ist die collineare Beziehung zwischen zwei ebenen Systemen durch

vier Paare entsprechender Punkte 04, K, £ und QK K, E gegnb(‘-ﬂv 80

. g g -te
ist das Verfahren analog mit dem in § 12 angegebenen. Die dort geleh‘lte
Lisung der Aufgabe, zwei collineare Systeme in perspectivische Lag.

on:

tiberzufithren, reducirt sich fiir ebene Systeme auf folgende Congtruct! ;

. 3 v ; ¥ = (i 405
Bezieche die Punkte £ und E auf die zwei axonometrischen !

: N - 3 jel
ordinatensysteme 0, &, K, und &, K, K,, ihre Coordinatenpunkte 5‘;1 ¢
ihe

E\E, und E, E,; construire fiir die zwei projectivischen Punktré

3t Crelle‘a

#*Vergl. Jacobi, ,,Theoria analytica generalis projectionis centralis
Journal Bd. 8, 8. 338.
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OE K und E, K, den Gegenpunkt ¢, und Fluchtpunkt £, desglei-
chen fiir die zwei Punktreihen O, K, und £ E, K, die Punkte &, und
Fy; lege dureh Gy Gy (Taf. VIIL, Fig. 2) unter beliebigem Winkel o
-8¢gen die Ebene des Origin&lsytems eine Ebene und construire in
dieser ein Dreieck G, Gy A Hhnlich F F,8Q; lege ebenso durch F, F,
inter demselben Neigungswinkel ¢ gegen die Ebene des Bildsystems
¢lne KEbene und construive in ihr ein Dreieck F, F, 4 &hnlich GG, 0;
zieche 40 und 42 und bringe die zwei so entstandenen #hnlichen
Tetracder 06 Gyd und AF F,8 in dhnliche Lage, so dass Punkt A
mit 4 zusammenfillt.

Die zwei Tetraeder kinnen sowohl direct dhnlich, als invers dhnlich

Onstruirt werden. Hierdurch sind zwei verschiedeme Arxten der perspac-
th],c;c[",n I

age — ecine (resp) inverse und eine directe — bedingt,
You denen Jede einzelne durch Verinderung des Winkels ¢ beliehig
4 Yariirt werden kann, — Mit @ =10 oder =180 fallen die zwei Systeme

c:‘ éime und dieselbe Ebene. Demnach kionnen zwei collineare ebene
]

_Y8teme in einer und derselben Ebene auf vier vers chiedene Arten
i o s X # c o

N perspectivische Lage gebracht werden.* Die Figuren 5 (Taf. VIII)

“Igen  diese vier Lagen: Iig. a) und b) die zwei directen, Fig. ¢) und

1) die zwei inversen Lagen, a) und ¢) mit ¢ =0, b) und d) mit p=180°,
Die Ausﬁ'ihrungon der §§ 13 uud 14 lassen sich ehenfalls mit Leich-
tig:
=]

it auf ebene Systeme iibertragen:
Die Transformationsformeln vom axonometrischen znm conaxialen
“Artesisclen Bildcoordinatensystem lauten:

114) AW acuiif
i
fz f]

Zwischen den Coordinaten @y eines Punktes der Originalfigur und

Cartesischen Coordinaten 1y des entsprechenden Punktes der Bild-
BUr bestehe

dep

n die Beziehungen :

b
91 7 92 3
115) i R e Tl
r ) ; r H
L2 Ee g
fi "1 i h
| Als Criterium dafiir, dass die Ellipse
116 AR
I ) a® ux b?

Sich im Bijg,

: ystem als Ellipse, Parabel oder Hyperhel abbilde,
Igiebt gich ;

* Vergl, qie 8. 403 citirte Abhandlung von Stephen Smith, S, 202

29*

i

¥

a

?
|
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a® b

=

117 —+—==1.
) 912+922>

Fiir den Kreis erhilt man die Bedingungen:

el
418} fi\a® g AN ! T fils cosmy

Da hiernach drei Grundconstanten unbestimmt bleiben, so kénunen 2. B.
die zwei Grossen g; willkiirlich gewiihlt werden. Damit ist der P02~
celet’sche Satz* bewiesen: Eine Ellipse und eine sie nicht schneidend.e’
Gerade konnen stets so projicirt werden, dass die Ellipse sich als Krel
abbildet und dass das Bild der Geraden ins Unendliche fillt.

Ist die collineare Beziehung zwischen zwei ebenen Systemen durch
die zwei linearen Relationen
g | a, X + a, Y_—l—_is

(11X+d2)’+d3’

b X5, 740,

d, X +dy ¥ +dy
gegeben, und bezeichnet man die Unterdeterminanten der Substitutions
determinante

119)

a; Qg aa
120) = by by by
dy dy dg

mit 4, 4,... B;..., so driicken sich die fiinf Grundconstanten folgender
massen in den Substitutionscoefficienten aus:

D R Vb24b7°
gl='_ji! f‘1=iFV1A+3 )
121) g 122) 3 8 :
; e g R Val+ay
o By’ S By ;
123) COS Wy, = i s

& ]/c.zl2 + a,? ]/hl2 + la.f'

§ 16.
Schlusswort. Chasles’sche und projectivische Coordinaten.

Die in § 12 definirten axonometrischen Coordinaten stehen in naher
Beziehung zu den allgemeinen projectivischen Coordinaten, Sie kinne™
nimlich als eine Modification der Chasles’schen Coordinaten™*

: A ; shiub
gesehen werden, welche ihrerseits einen Specialfall der — von MoDIY

* Vergl. Poncelet, Traité des propr. proj. des fig., Tome I, S.53.

# Fiir die Ebene findet man die ausfiihrliche Behandlung dieser Coordin
in Chasles, Traité de Géométrie supériewre, Paris 1852, S. 341 flgg. o
Raum ist das von Chasles in seiner Geschichte der Geometrie (s, die deuts®
Ausgabe von Sohnke, Halle 1839, S. 282) aufgestellte allgemeinere Coordin
gystem in derselben Weise zu specialisiren, wie Chasles dies in seinem
de Géom, sup., S. 341, fiir die Ebene ausgefiihrt hat,

aten
i de?

aten”
T@'a“e

1o
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Angedeuteten, von v. Staudt ausgesprochenen und von Fiedler nutz-

A gemachten und mit den tetrametrischen Coordinaten identificirten —
allgemeinen projectivischen Coordinaten® repriisentiren.

Es sei nimlich 0, K, K, Ky ein axcnometrisches Coordinatensystem,
kll‘zks seien die Axenlingen, ¢,¢,¢, und wy: die axonometrischen Co-
ordinaten zweier Punkte # und . Bezeichnen wir nun mit e,(9) eyl ¢, )
nd 2(y@ () die auf dasselbe System bezogenen Chasles’schen Coordi-
taten der Punkte £ und P, ferner mit z(F)y(F)z(F) die auf dasselbe Sy-
Stem mit £ alg Einheitspunkt bezogenen projectivischen (Fiedler’schen)
Coordinaten von P, so definiren sich die Chasles’schen und projectivi-
Sthen Coordinaten durch folgende Gleichungen:

124) 26 — ey Y AT z ;
ki—® ky—y ky—z
@ Y -
ke, — )y o ( T
d 125) ﬁ:‘*”’:itcj= bl y(m:y(‘}z ky—y. z(.f-’;=zc)= by —2 :
e\% &0t e, ey ey® €s
e, —e, hg— ey kg —eg

~ Sind 4,4,7,1, die auf das Fundamentaltetraeder 0K Ky K, mit E als
Emheitspunkt bezogenen tetrametrischen Coordinaten voun P (so dass also

X"_‘:‘ﬁ“: ist, wenn p,Pohyp, und ¢ eseg¢, resp. die Abstinde der Punkte P

A Ud £ voy den Ebenen 0 K kg, OK K, O Ky, K K,K; bedeuten), so ist:
126) M ah) h=¢n_ s P,
X4 X4 %4

Ist eine Collineation dureh fiinf Paare entsprechender Punkte OK K, K, E

Und S?JKI K, K, E gegeben, so finden zwischen den axonometrischen,

hasles'schen und projectivischen Coordinaten zweier entsprechender
Unkte P und 17 folgende Beziehungen statt:

127) ¢ = 0y ) #k p und ¢ entsprechend
("‘151_”1‘31)"”"""131(3‘1—51), d 1
128 (e __E(c),..:
) el ”‘_IE"“( ),

1
129) wm) — pim).

I So brauchbar sich auch die axonometrischen Coordinaten nament-
ich iy constructiver Beziehung vermdge ihrer Handlichkeit und An-
; Vergl. M&bius, Bar. Caleul, S. 320 und 329; v. Staudt, Beitriige zur

Metrie der Lage, 2. Heft, Niimberg 18567, S. 266; Fiedler, Ueber die projec-

X Ec_heu Coordinaten, in der Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft
! Ziirich, Bq 15, S. 152 figg., oder Fiedler, Darstellende Geometrie, Leipzig

Geo
1vj

L 8 507 figg.

_Diese Gleichung folgt unmittelbar aus Gleichung I) in Verbindung mit 83).

Tiechischen Buchstaben haben hier und im Folgenden fiir das griechische

Nktsyster genau dieselbe Bedeutung, wie die gleichlautenden lateinischen Buch-
0 fiir das lateinische System.

ol

Dig g
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schaulichkeit erweisen, so ungeeignet zeigt sich hiinfig ihre Anwendung
bei analytischen Untersuchungen (schon darum, weil die Ordnung eine®
Fliche nicht mit: dem Grade ihrer Gleichung in axonometrischen C‘?'
ordinaten iibereinstimmt). Der Uebergang von axonometrischen Coordi-
vaten zu Chasles’schen oder projectivischen oder tetrametrischen kant!
aber nun nach den obigen Formeln jeden Augenblick mit Leichtiglkeit
bewerkstelligt werden. Am besten wird man thun, alle vier Arten Wlﬂ
Coordinaten gleichzeitig zu beriicksichtigen, indem man sich die Modi®
ficationen, die die Form eines analytischen Ausdruckes beim Uebergang?
von einer Art zu einer andern erleidet, jederzeit priisent erhilt und sich
eine moglichgte Fertigkeit und Ungenirtheit im Changiren aneignet.

Die in § 12 gegebene Lisung der Aufgabe: ,,Wenn eine Collined:
tion durch fiinf Paare entsprechender Punkte gegeben ist, zu jedem
sechsten Punkte den entsprechenden zu construiren*, ist tibereinsti®”
mend mit der sehon von Mébius, dem scharfsinnigen Ertinder der
tetrametrischen Coordinaten, gegebenen Construction. Sie fliesst jﬂdoch
hei Mébius nicht mit der innern Nothwendigkeit aus der Natur sein®
Coordinatensystems, als dies bei unserer axonometrischen Methode deF
Fall ist. Es ist bei Mbius weniger die Theorie der barycentrisehe?
Coordinaten, als vielmehr die Theorie der geometrischen Netze, welche
speciell jener Construction das Leben gegeben hat. Mit dieser Con
struction hat aber pun Mobius den Grundgedanken der allgemeine®
projectivischen Coordinaten ausgesprochen und damit den Keim zu der
Verschmelzung der constructiven und analytischen Methode gelegt, deren
wir uns heute erfrenen. v. Staudt nahm den Mobius’schen Gedad
ken auf und verarbeitete ihn weiter, indem er die Doppelverhﬁltniﬂﬂe
als Variable einfithrte * Aber erst Fiedler wurde sich der emiﬂ""'n'
ten Bedeutung dieser Coordinaten vollstiindig bewusst, Er hat das Z1'el
seines Strebens: die analytische und constructive Methode so enge Mit”
einander zu verkniipfen, dass es sich bei ihrer Anwendung nicht meb?
um ein aul — aut, sondern vielmehr um ein sive — sive handle, dul'_ch
die Ausbildung der projectivischen Coordinaten auf’s Schinste realisitt
und sich dadurch das hohe Verdienst erworben, die Kluft, die zwische®
beiden Methoden bestand, fiir immer geschlossen zu haben.

* Uebrigens deutet schon Mébius 8. 830 an: , — die zwei oder dreéi DOPP(eie
verhiltnisse, wodurch jeder andere Punkt der gegebenen Figur in Bezug auf
ersten vier oder fiinf Punkte vollkommen hestimmt wiardy




