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XVIIIL

Zur synthetischen Behandlung der ebenen Curven
dritter Ordnung.

Von
MiLiNoWSKl,

Oberlehrer am Gymnasium zu Weissenburg im Elsass,

I, Allgemeine Eigenschaften,

Um auf rein synthetischem Wege die Eigenschaften der ebenen Cur-

ven drittey Ordnung zu erforschen, geht man wohl am besten von einer
4rve dritter Ordnung aus, welche als Ort der gemeinschaftlichen Tripel

€* In einem Kegelschnittnetze vorkommenden Biischel auftritt und die

daher nach Steiner (vergl. Steiner’s Vorlesungen, herausgegeben von
Chl‘oete.r) Tripelcurve heissen soll. Namentlich ist in den Eigen-

Schaften deg Kegelschnittnetzes auch ein Mittel gegeben, die Polareigen-
Schaften der Curven dritter Ordnung abzuleiten, was ich in einem Pro-
gralmm des Tilsiter Gymnasiums vom Jahre 1872 in einer Abhandlung:
nDig Polaren der ebenen Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkten®,
Msgesprochen habe. Gleichzeitig hat Herr Dr. Slawyk in seiner Inaugu-
‘"ﬂlldiasertation »Die Polareigenschaften der allgemeinen ebenen Curven
drittey Ordnuug“ (Breslau, Jungfer's Buchdruckerei) die Polareigenschaf-
ten der ebenen Curven dritter Ordnung aus den Eigenschaften des Kegel-
seh‘“ittnetzes abgeleitet. Um diese Ableitung allgemein giltig zu machen,
]‘.’-lbt noch zu zeigen, dass eine Tripelcurve eine ganz allgemeine Curve
dritter Ordnung ist, also z B. auch erzeugt werden kann durch ein
((‘-gt’ﬂschnittbiiaclm] und ein projectivisches Strahlenbiischel —Letateres
abe jel im Programm des Gymnasiums von Weissenburg vom Jahre

(118_75 in der Abhandlung ,,Die Haupterzeugungsarten der ebenen Curven
F;é]ttu\‘ Ordnung“ bewiesen. Spiiter bin ich jedoch auf einen weit ein-
. ern Beweis gestossen, den ich im Folgendensmittheile. Daran kniipfe
ch die Theorie der Polaren einer Curve dritter Ordnung, indem ich von
i:;r (_)h‘aﬂlos’schm] Erzeugungsart ausgehe. Die angewendete Methode
" ®infach und lisst sich modificirt auch bei Curven hiéherer Ordnung

Zur . -
Anwen dung bringen.

1. Haben zwei projectivische Kegelschnittbiischel
(4 BCD) (ninpudnd...) und (ABCD)(A2LIIE. ) zwei
Gl‘undpunkte AB gemein und entspricht das Geraden-
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paar (4B,CD) dem Paare (4B, C'D’), so erzeugen beide

durch die Durchschnitte homologer Elemente eine

Curve C? dritter Ordnung, die auch durch jedes dieser

Biischel und ein projectivisches Strahlenbiischel er-

zeugt werden kann, dessen Scheitel M auf €3 liegt.

Jeder Kegelschnitt des einen Biischels (4 BC D) wird von allen Kegel*
schnitten des andern (45 C' D) in den Punktpaaren einer Involutio?
geschnitten, deren Centrum auf €2’ liegt; nennen wir diese Involutions:
centra Ay K,K;... und lassen jedem Kegelschnitte ,?® z?#?. . das ihm
zukommende Centrum entsprechen, so ist
(MG &g By vin) il g e ),

Bbenso wird jeder Kegelschnitt des zweiten Biischels von allen des ersted
in einer Involution geschnitten. Simmtliche Involutionscentra LyLyLg:
liegen auf €0 und es ist wieder

(LT Ly Yy RAIIREy,
(R K VRN L F !

Der Schnittpunkt (CD, ¢'D') entspricht bei dieser projectivische®
Beziehung sich selbst, also liegen die Punktreihen perspectivisch und €8
schneiden sich die Geraden &, L;, K,L,,... in einem Punkte M. Diese
Geraden sind aber die Durchschnitte der homologen Kegelschnitte #y by
#° g%, .... Lassen wir jede Gerade jedem der Kegelschnitte, dere?
Durchschuitt sie ist, entsprechen, so ist zwischen den Kegelschnitten o8
den Geraden eine projectivische Beziehung hergestellt und daher liege?

" die Schnittpunkte (%,24,%), ... auf einer Curve C? dritter Ordnung.

Anmerkung. Haben die projectivischen Biischel (4BCD) und
(4BC'D) die Geradenpaare (458, CD) und (4B, C'D') nicht als homo
loge, so umbhiillen die Geraden, welche die Schnittpunkte homologe*
Elemente verbinden, einen Kegelschnitt, welcher €0 und ¢’ beribrt:

2. Ist eine Curve €® dritter Ordnung durch eiB
Kegelschnittbiischel (4BCD)|#2x2x2. ..} und ein projec
tivisches Strahlenbiischel M (sy8385...) entstanden, 8°
kann sie auf unzihlige Arten durch dasselbe Strahlen-
biischel (#) und andere projectivische l{egelscllﬂi“"
biischel erzeugt werden, deren Grundpunkte auf ©

also auch

liegen.
Die Kegelschnitte 2 x,%x.2... migen s, in E, F,, E,F,, EgFy =
schneiden; ferner seien Gy Hy, GyHy, ... die Schnittpunkte von #y% %5+ *"

mit S, $3, .... Legt man durch 4 und die Punkte E; Fy Gy Hy eine®
Kegelschnitt 4,2 und durch Al Fy Gy Hy einen andern A% so bestimmeln
beide ein Biischel mit den Grundpunkten 4 B5'C'D', von dem ein Kege:

schnitt 4,® durch L I, gehen muss, weil E, Fow s BB BBy iy oA Invos
lution sind,
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Lassen wir den Strahlen 8,858 die Kegelschnitte 4,24,24, entspre-
ehen, go igt dadurch eine projectivische Beziehung hergestellt; wir nen-
den 1212 .. die den Strahlen 8485 ... entsprechenden Kegelschnitte. Die
beiden Biischel M(sys5...) und (4B'C'D){A 242 ..} erzeugen eine Curve
CF dritter Ordnung, welche mit €° zusammenfallen muss. Dazu ist nach-
“Uweisen, dass #,® und A2 sich auf s, #;® und A2 sich auf S5y ... schnei-
den, — Jeoqer Strahl des Biischels (s,5,...) wird von beiden Kegelschnitt-
biiseheln (%2%% . ) und (A2A%...) in einer quadratischen Involution ge-
BChnitten; auf jedem Strahle fillt ein Punktpaar der einen mit einem
punktpaa.m der andern Involution zusammen. Ordnen wir die beiden

ege]sclmittc, welche durch das gemeinsame Punktpaar gehen, einander
“W; 80 ist zwischen den Kegelschnittbiischeln dadurch eine projectivische
ezichung hergestellt. Wenn auf dem Strahle s sich die beiden Kegel-
Schnitte 42 und A2 der Biischel schneiden, so lisst sich zeigen, dass der
®gelschnitt #* von keinem andern Kegelschnitte des Biischels (4,%...) in
“Wei Punkten eines Strahles von (5;...) geschnitten wird. Der Kegel-
wird von allen Kegelschnitten von (4,2,..) ausser in 4 Gruppen
¥on je drei Punkten geschnitten, deren Verbindungslinien einen Kegel-
Shnitt @ einhiillen. Zu den Tangenten dieses Kegelschnittes gehort auch
‘1 weil die Kegelschnitte (x,*.. ) und (1,°...) die Gerade s, in derselben
BVolution gchneiden. Daher kann man von M nur noch eine Tangente
an @ ziehen, welche also der einzige Strahl durch M ist, auf dem sich
* und ejp Kegelschnitt 4 des Biischels (4,2...) schneiden. Dadurch ist
“Wischen dep Kegelschnitten von (x,2 ..) und (4%..) und den Strahlen
YR (s;...) eine projectivische Beziehung hergestellt. Da in dieser aber
u19;¢22u32, A*3*A2 und s;s,s, entsprechende Elemente sind, so miissen
Such “42"423,,, L A homologe Elemente der drei Biischel sein. Die
Urven €3 ypq C,® haben also unendlich viele Punkte gemein und fallen
daher Zusammen.

Folgel'ung-. Die Curve C? welche durch die projectivischen Bii-
Schol (4BCD) und (M) erzeugt ist, wird von jedem Kegelschnitte % in
Sechs Punkten geschnitten.

Es seien EFG drei beliebige Punkte von A% die nicht auf C? liegen,
XY awei beliebige Punkte von €% Die fiinf Punkte £FGX ¥ he-
men einen Kegelschnitt ¥2 und wenn F die Curve C® durchlinft,
chléuft ¥2 das Biischel (EFGX). Wenn darauf X die ganze Curve
durchléiuft, so erhilt man alle Biischel, die im Netze ((£FG)) vor-
MMmen k§nnen und daher anch den Kegelschnitt A% Dieser schneidet

ung

8tim

dur
8

d 13 . : X
8her ¢ I zwei Punkten X, ¥,. Auf dieselbe Art denken wir uns jetat

alle Kegelsehnitte des Netzes ((£.X;F,)) entstanden und folgern, dass
die Curve (3 noch in zwei weiteren Punkten Z,Z°; schneiden muss.
esting 1 durch M schneidet €% in £, F, llll(.] der durch E F X, ¥,Z,

mte Kegelschnitt trifft die Curve ¢® noeh in U, so kann nach dem

i
Kin Strah] ¢
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Vorigen €3 erzeugt werden durch die Biischel (#) und (X, ¥,2,0). Die
Elemente dieser beiden Biischel sehneiden K2 in einer Involution und
einer dazu projectivischen Punktreihe und die drei Doppelpunkte beider
Reihen sind weitere drei Schnittpunkte von A2 und €3

Ginge &2 zufillig durch M, so wiirden die Biischel (¥ ) und (X, ¥, % 0)
diesen Kegelschnitt in zwei projectivischen Punktreihen treffen, deren
Doppelpunkte Schnittpunkte von A% und €3 sind.

3. Eine Tripelcurve wird von jedem Kegelschnitt®
in sechs Punkten geschnitten.

Sind 4 5C drei Schnittpunkte der Tripeleurve C* und des Kegel
schnittes &% und [4], [B], [(] die Geradenpaare durch 4, B, C, welche
zu den Kegelschnitten des Netzes gehioren, dessen Tripeleurve €° ist:
so bilden die Polaren der Punkte von A? beziiglich [4], [B], [C] drel
projectivische Strahlenbiischel (4), (5), (€), von denen die beiden erste® |
und beiden letzten je einen Kegelschnitt [4 8], [5 ] erzeugen. Beide
schneiden sich ausser in B moch in drei Punkten, deren conjugirte in
Bezug auf simmtliche Kegelschuitte des Netzes die Punkte von &2 sinds
welehe dieser Kegelschnitt ausser 4 BC noch mit €® gemein hat.

6. Liegen sechs Punkte der Tripelcurve C° ’”ff
einem Kegelschnitte, so liegen zwei von ihnen mit
den conjugirten der vier ilibrigen auch auf eine®
Kegelschnitte.

Sind 4 BCDEF sechs Punkte, in denen (® von einem Kegelschnitt®
getroffen wird, C''E'F’ die conjugirten der vicr letzten, so ist

1) A(CDEF)'N B(CDEF),
\ A(CDEF) N A(C'DE'F'),
| B(BCDE)A B(U'D'E'F),
da A(CC'DD'EE'FF') und B(CC'DD'EE FF") involutorische Biischel gind,
also:
3) A(C'D'E'F) N B(C'D'E'F).

7. Jede Tripelcurve kann auf unendlich viele A¥”

ten durch ein Kegelschnittbiischel und ein lal‘rrjvcti""

2)

sches Strahlenbiischel erzeugt werden.

I.Beweis. In Steiner’s Vorlesungen, herausgegeben von Sehrot”
ter, II. Aufl., 8. 507, ist der Satz bewiesen: ,,Wenn man durch L
Punkte eines Tripels der Tripelcurve und einen beliebigen Punkt @ 4¢*
selben ein Biischel von Kegelschnitten legt, so trifft jeder Kogelschmtt‘
desselben die Tripeleurve im Allgemeinen noch in zwei neuen Punkte™
deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt # der Tripelcurve liuft
welcher der dem Punkte ( conjugirte ist.* Die Verbindung dieses Satz?
mit 2 liefert den Beweis.

Anmerkung. Hieraus folgt auch sofort der Satz in 3.
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: II. Beweis. Wir nehmen wieder vier beliebige Punkte 4BCD der
I‘;"ipelcurve C? und legen durch sie die Kegelschnitte #®x,2#,%. .., welche
@ noch in EF, E F, E,F,, ... schneiden. Eg treffe EF die ¢* in M
nd es gei M’ der conjugirte Punkt zu M, dann bilden M'EF ein Tripel.
urch dieges Tripel und 4B lege man einen Kegelschnitt A%, welcher 3
Boch in einem Punkte 7' trifft, der mit 47 zu einem Tripel gehort.
L_("gh man dann durch 4B7M’° die Kegelschnitte 424,22,2..., go miissen
diese (3 i solchen Punkten treffen, deren Verbindungslinien dureh M
gehen (vergl. Steiner); deshalb miissen nach 2) auch EF, E, F,, E, F,, ...
durch gehen.
8. Alle Kegelschnitte, welche dieselben drei Paare
von conjugirten Punkten haben, bilden ein Netz.
: A4, BB, 0C’ seien drei Punktpaare; auf ihren Verbindungslinien «, b, ¢
Sm’d durch die Punktpaare drei Involutionen bestimmt, deren Punktpaare
i L BB BBys -y ¥7s 71¥ 1y +.. heissen mogen. Sind DE
aw.ei ganz beliebige Punkte, so ist durch diese ein Kegel-
Schnigg bestimmt, der 4 nud 4, B und B, € und €’ als conjugirte
Punkte hat. Denn von allen Kegelschnitten des Biischels (0 Eaq’) geht
tur  ein einziger durch ein Punktpaar auf b; dasselbe gilt von den
Kege]schnitten des Biischels (D Eaye’;). Diese beiden Kegelschnitte seien
A% ung #,*; sie bestimmen ein Biischel mit den Grundpunkten DEFG,
de?sen Kegelschnitte « und & in den Punktpaaren der Involutionen
ou.x, o und Bf, ... schneiden. In dem durch %* und #* bestimmten
Biische) giebt es nur einen Kegelschnitt, welcher ¢ in einem Punktpaare
er Involution 79’ ... schneidet, und dieser ist der einzige Kegelschnitt,
Welcher durch je ein Punktpaar der Involutionen auf @, &, ¢ und durch
D unq geht.

Alle Kegelschnitte, welche durch einen Punkt D gehen
11'11(1 A4, BF, ¢’ als Paare conjugirter Punkte haben, bilden
“In Biigehel.

Durch » una E, D und & sind zwei Kegelschnitte A% 1,® bestimmt,
;‘i'ieh; ?in Biischel bestimmen; die Kegelschnitte desselbefl h.aben L‘iﬁm.ll’lt-

4, B, €C' als Paare conjugirter Punkte. Ist A ein beliebiger
ul}kt‘: 9 ist der Kegelschnitt, welcher durch £ und XA geht und A4,
W A,2L C" als Paare conjugirter Punkte hat, ein Kegelschnitt des Biisi:hels
I )s weil er @, b, ¢ in Punktpaaren der Involufionen ady .oy BB, ...
:;{?’ '+~ schneidet und dies dieselben sind, in denen a, b, ¢ von den
®gelschnitten des Biischels (A22,2) geschnitten werden.
- Durch zwei Punkte D und # sind also zwei Biischel be-
stlmmt; 8ie haben einen Kegelschnitt gemein.

Und Zwar ist dies derjenige Kegelschnitt, welcher durch 2 und F
Eeht und 44, p B, €C' zu Paaren conjugirter Punkte hat. Die Ge-
Amtheit a)oy Kegelschnitte bildet ¢in Netz. Durch drei von ihnen
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sind die iibrigen bestimmt, und dies ist die Steiner’sche Defini-
tion des Kegelschnittnetzes. .

9. Ist eine Curve dritter Ordnung durch die
Schnittpunkte homologer Elemente eines Kegel-
schnittbiischels und eines projectivischen Strahlen-
biischels entstanden, so ist sie eine Tripelcurve.

Es sei (4BOD)(x*x2x? ..) A\ M(ss,s,...). Die von beiden erzeugt®
Curve sei €% Die Tangente in M an C® schneide die Curve noch in
so lisst sich erkennen, dass sich durch T an C® noeh andere Tangenten
zichen lassen. Bestimmt man nimlich auf allen Strahlen durch T 20
ihren beiden Schnittpunkten mit €®* und 7 den vierten harmonischem
dem 7' zugeordneten Punkt, so muss der geometrische Ort dieser Punkte
die €® in M und noch in anderen Punkten treffen. Einer von ihnen
sei M. Man kann nun nach 2) die €3 durch dasselbe Strahlenbiischel
M und ein anderes Kegelschnittbiischel erzeugen, dessen Grundpunkte
man dadurch festlegt, dass man durch 4BM° und die Punktpaare EF
und E, F;, in denen s und #* s, und x? sich treffen, zwei Kegelschnitte
£2 und R2* legt, die sich noch in G schneiden mégen, so dass also
ABG M’ die vier Grundpunkte sind. Sind By Fy, EgFy, E, F,die Punkte,
in denen sy, 83, & von %% %2 #? geschnitten werden, so wihlen wir
drei von ihnen, etwa £,, £,, E,, und legen durch sie eine 'I.‘ripci.lcm""3
@? so, dass sie 4BG als ein Tripel, # und ¥’ als conjugirte }’ﬂ“kf‘?
hat. — Alle Kegelschnitte u?ys,2.. , welche 456 als Tripel und #
als conjugirte Punkte haben, bilden ein Biischel. In Bezug auf dasselbe
seien’ By, By, E', die conjugirten Punkte von E,, %, E,. Simmtlich
Kegelschuitte +?+,®.. , welche &, &'y, E, L'y, E E’, als conjugirte Punkte
haben, bilden ein Netz, zu dem also aunch das Biischel pu,® gehort un
die Tripelenrve G* desselben’ geht durch 457G MM B, E', B, k' E B’y lm:i
kann (vergl. Steiner a. a. 0.) durch ein Kegelschnitthiischel (4 BGM)
und ein Strahlenbiischel (M) erzeugt werden. Den Kegelschnitte?
K2R R2Q,R,? dieses Biischels, welche durch EE, £, Ey £, gehen, ent-
sprechen die Strahlen M (EE, E,£,£,) und diesen wieder die Kegel
schnitte #?x,*x,>x%%,® des Biischels (4BCD). Aus 2) folgt, dass der
Punkt ¢ auf €* liegt und dass C® und @® zusammenfallen.

10. Wenn die homologen KElemente zweier proje¢’
tivischen Kegelschnitthiischel sich auf einer Gerade®
schneiden, so liegen ihre iibrigen Schnittpunkte 3%
einer Tripelcurve. 2

Die Kegelschnitte x*x*x2. . und A*4,24,2 .. der projectivischen Bi-
schel (ABCD) und (4, B, €, D,) schueiden sich resp. in den Punktpaar®®
EF, E F\, E,F,. ... einer Geraden ! und ausserdem in G #, G Hys
Gy H,, ... Wir bezeichnen die Geraden 6#, Gy Hy, Gy By - mif 9‘}
Gis gy +++y 80 ergiebt sich zunéichst, dass keine zwei derselben sichauf




Von MILINOWSKI. 433

TR S T R S e B S

Schneiden kénnen. Denn wiirden etwa g, und g, sich in 0 auf / schnei-
den, 5o mijgsten die Polaren von 0 in Bezug auf #%, und 4%, in eine
Gerade Om zusammenfallen und auf dieser ligen die conjugirten Punkte
Yon 0 beziiglich beider Biischel. Ebenso miissten die Polaren von 0
Bach 42, ypq A%, mit o, zusammenfallen, so dass also O ein gemein-
Schaftlicher Eckpunkt der zu den Biischeln (x*x%% .) und (A*4.2...) ge-
hiirigen Tripel sein miisste, was nicht vorausgesetzt ist. Die Geraden
99;... mogen ! in JJ, ... schneiden, so lisst sich zeigen, dass (JJ, ..)
A(“gxla-..)ﬂ(kgll'z...) ist. Denn erstlich entspricht jedem Paare homo-
loger Kegelschnitte (#24%) ein Punkt J und zweitens diesem Punkte wie-
T jenes Kegelschnittpaar, weil es nur einen einzigen Strahl durch J
geben kann, auf dem sich zwei homologe Kegelschnitte schneiden.
Schnitten sich drei der Strahlen 99:95-- , etwa gg,9,, in einem
unkte M und wiire
M(99:9:9s-+ ) N (525 n57ng?...),

80 mijggte auch, wenn J'y... die Schnittpunkte von ¢’y... mit ! wiiren,
: (T Lo i) AT Ty Ty i)
S€ln, g, p, J'y mit J, zusammenfallen. In drei von den Punkten Ty
® seien J, 7, J,, schneiden sich die homologen Elemente #,23,% g4, #°4:2¢;,
x,ﬁl“zg“ so dass also J, mit Ly und Gy, Jr mit £, und G,, Js; mit E, und
s und daher auch g'q mit g4, ¢» mit gr, ¢'s mit g, zusammenfillt. Daher
Schneiden sich in M die sechs Strahlen 99195949-9s- Hieraus schliessen
Wir, dagg es keinen zweiten Punkt " geben kann, in welchem sich drei
der Strahlen ¢.° schneiden, weil sonst die drei Strahlen g,g-g sich
fch in ihm treffen miissten. Entweder gehen also durch M alle Strahlen
ey oder es wird jeder beliebige derselben, ausgenommen ¢g, g gq0r s,
Vou allen anderen so geschnitten, dass keine zwei Schnittpunkte zusam-
Menfallen, so dass also die iibrigen Strahlen g... Tangenten eines Kegel-
Schnittes sind, der sich aber auf einen Punkt reduciren muss, da sich
You allen Punkten der Geraden ! nur je eine Tangente an ihn ziehen
lisst, D, aber in keinem andern Punkte als M sich drei Gerade g...
treffay kinnen, so muss ¥ jener Punkt sein. Wenn also drei der Ge-
Taden ¢ sich in einem Punkte treffen, so thun es alle.

: Gingt‘-n keine drei der Geraden ¢... durch cinen Punkt, miissten sie
finen Kegelschnitt einhiillen, der sich aber wieder auf einen Punkt M
}‘educil't, weil von den Punkten von / aus-sich nur je eine Tangente an
ihy ziehen ligst.
i Es treffen sich also alle Strahlen ¢g... in einem Punkte # und dahey
¥t der Ot der Schuittpunkte (x242), ... eine Curve dritter Ordnung und

Nacly ¢ - 3
h 9) eine Tripeleurve.

Der Satz, dass eine Curve dritter Ordnung, welche durch ein Kegel-
s":"hl"llht.l)iixsch(-ﬂ und ein projectivisches Strahlenbiischel erzeugt ist, auf

st
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unendlich viele Arten durch zwei solche Biischel erzeugt werden kanm
ist eigentlich auf einem Umwege bewiesen, indem zuerst gezeigt ist, dass
jede Tripeleurve durch zwei solche Biischel auf unziihlige Arten hervor
gebracht werden kann und jede Curve dritter Ordnung, die durch ein

Kegelschnittbiischel und projectivisches Strahlenbiischel erzeugt ist, als *

eine Tripeleurve hetrachtet werden kann. Doch kann man jenen Saté
auch direct beweisen, indem man die Aufgabe der Curvenerzeugung
gewissermassen umkehrt und die Frage stellt: Wenn auf jeder von
drei durch einen Punkt 4 gehenden Geraden 99, 9 ﬂnclf
zwei Punkte BC, B C,, B,(, und ausserdem beliebig zwe!
Punkte DEangenommen werden, welches ist der gemnei.ri-‘whe
Ort der Punkte X¥ von der Eigenschaft, dass die Punkte
BC, B C,, B,Cy, mit den vier Punkten DE X ¥V je auf einem Ke-
gelschnitte liegen?

Durch BCDE lege man einen beliebigen Kegelschnitt #% so wird €F

von den Kegelschnitten der beiden Biischel (DE B, C,) und (DE B, Cs) in’

zwei (uadratischen Involutionen geschnitten, welche ein Punktpaar X{
gemein haben. Die durch dasselbe gehenden Kegelschnitte seien #;° %3
und die Gerade, welche es verbindet, sei 4 Dann sind X ¥ Punkte
des gesuchten Ortes. Sind A2u?... andere Kegelschnitte dureh BCDE
so erhilt man auf jedem zwei Punkte X,¥,, X,F,, ... des gesuchten
Ortes; die Kegelschnitte der Biischel (2CD, E,), (BCD,E,), welche dur(‘:h
sie hindurchgehen, seien 1,°4,% u,®u,% ... und die Geraden, welche si€
verbinden, /, m, .... Ordnen wir je drei Kegelschilitte der Biiscllf*l
(BCDE), (BCDE), (BCD,E,) einander zu, die sich in X F, & Fi»
Xy ¥y, .. schneiden, so sind dieselben projectivisch aufeinander bezoge?
und erzeugen eine Curve.

Die Involutionscentra der quadratischen Involutionen, in denc?
#*u?. .., also die Kegelschnitte des Biischels (BCDE), von den Kegel-
schnitten der Biischel (B€ D, £,) und (A CD,E,) geschnitten werden und
die wir mit K K,, Z L,, M, M,, ... bezeichnen wollen, liegen auf den
Geraden B, C; und B,C, und bilden aufihnen zwei projectivische Punkt”
reihen.  Diese liegen perspectivisch; denn wiihlen wir aus dem erste?
Biischel das Geradenpaar (DE, BC), so ist das Involutionscentrum &Y
B, €, wie auf By, der Punkt 4. Daher laufen die Geraden Alm :°
durch einen Punkt S und die Punkte X VX ¥, .. liegen auf einer Curve
K% dritter Ordnung, die auch durch jedes der Kegelschnittbiische
(BCDE), (B,C,DE), (ByC,DE) und das projectivische Biischel (S) Mi
zeugt werden kann, wenn jedem der Kegelschnitte »%x 2x,* der Strah
ky A*3,%1,* der Strahl 7, ... zugewiesen wird. 2

Wenn wir den Kegelschnitten #%x %2 des Biischels (X YDE) a8
Geraden gg,9, der Reihe mach zuordnen, so ist dadurch zwischen d"’?
Kegelschnitten des Biischels und den Strahlen von (4) eine ]n'ﬂj"’c“‘
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Vische Beziehung hergestellt. Die homologen Elemente erzeugen also
eine Curve €% dritter Ordnung, Wir erhalten eine andere Curve C*
drittey Ordnung, wenn wir das Biischel (X, 7, DE) withlen und den
egelschnitten A2 4,242 die Geraden gg, g, zuordnen. Weiter konnen
Wir die Kegelschnitte der Biischel (X F DE) und (X, ¥, DE) projectivisch
adurch aufeinander beziehen, wenn wir der Reihe nach den Kegel-
sehnittep #*u;®x,* des ersten Biischels die Kegelschnitte 273,24, des
@Weiten gyordnen. Bei dieser Zuordnung entspricht dem Geradenpaare
(DR, x ¥) das Geradenpaar (DE, X, F,). (Vgl.1, Anm.) Daraus folgt wieder,
Wie vorher und wie in 1 gezeigt ist, dass die beiden Biischel (D £.X F) und
(DEXI F}) eine Curve dritter Ordnung erzeugen, welche auch durch jedes
dieser Biischel und das projectivische Strahlenbiischel (4) erzeugt werden
AN, Es miigsen also die Curven €3 und C,? zusammenfallen, Wihlen wir
Andere Kegelschnittbiischel (DEX,¥,), ..., so folgt, dass wir die Curve (3
durh diese und das projectivische Biischel (4) erzeugen konnen, wodurch
“Uniichst wieder der Satz 2 bewiesen ist, dass eine Curve dritter
_rdn“ng, welche durch ein Strahlenbiischel und ein pro-
Jeetivisches Kegelschnitthiischel erzeugt ist, auf unzihlige
Arten durch dasselbe Strahlenbiischel und andere Kegel-
8ehnitthiigohel hervorgebracht werden kann,
Da also alle Punkte X YX, ¥, ... sowohl anf €% wie auf K® liegen,
% fallen beide Curven zusammen und C* kann durch ein Strahlenbiischel
(S) und jedes der projectivischen Kegelschnitthiischel (0 BC), (DE B, C,),
(DEBQ{';), also auf unziihlige Art durch das Biischel (§) und andere
Projectivische Kegelschnittbiischel erzeugt werden. s bleibt noch nach-
“Mweisen, dass S jeder beliebige Punkt von C? sein kann., — Wir halten
D fest und lassen E auf C? sich #indern in £'Z"...; es entstand S durch
e Durchschnitt von X ¥ mit €3 X Y aber waren die Schnittpunkte von
** mit (3, Wenn wir nun Kegelschnitte durch BCDE'X, BCDE"X, ...
legen, g9 schneiden sie €® in immer neuen Punkten F'V”... und die
Geradey XY, Xr”, ... treflen * in §'S”.... Lisst man £ die Curve 3
durchlanf‘en, so durchlaufen auch ¥ und S dieselbe, so dass also S jeder
ff]iebige Punkt von €® sein kann. Damit aber ist ganz allgemein be-
Wlesen;

Ist eine Curve C® durch ein Kegelsechnittbiisehel
und ein projectivisches Strahlenhiischel erzeugt, so
kann sie auf unendlich viele Arten durch zwei solehe
Biischel erzeugt werden.

Aus diegem Satze und dem Satze 9 lassen sich viele der wichtig-
Bfen Eigonschaften der Curven dritter Ordoung, namentlich auch ihre
I019‘”“.E."’-mschaf‘ten rein synthetisch ableiten.

= —— <
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II. Polareigenschaften.

11. Zieht man durch einen Punkt 4 einer Tripel-
curve €% Gerade gg,..., welehe €% noch in BC, B, Cyy o
treffen, so liegen alle Punkte %A,..., welche 4 vOD
jenen Punkten harmonisch trennen, auf einem l{ege]‘
schnitte 4% der €® in 4 beriihrt und die erste Polare
von 4 nach C® heisst.

Man denke sich C* durch ein Strahlenbiischel (4) und ein projec:
tivisches Kegelschnittbiischel erzeugt, so werden die Polaren von 4 nach
den Kegelschnitten des Biischels ein zu (4) projectivisches Strahlen-
biischel (4) bilden und beide Biischel erzeugen den Kegelschnitt 4%

12. Sind 4 und B zwei Punkte von €3 A% und B
ihre ersten Polaren, so fillt die Polare von 4 nach P’
mit der von B nach 4° zusammen.

Die Gerade 4P treffe €° noch in C; die Polaren 4% und A? treffen
AB in A und B. Durch einen Punkt €, von €3 ziehen wir die Geraden
A€, und BC;, welche €® noch in B, und 4, treffen; die ersten Polared
4" und B;* von 4, und € treffen die Geraden B4, und 4B, in %, }“‘a
B,, dann sind AABC, AU, B, C;, BBAC, BB, 4,C, je vier harmonisch®
Punkte, also treffen sich AA,, BB, CC, in einem Punkte A, BBy
A4, CC in einem Punkte B’ so dass also A B'C in einer Gerade?
liegen. Wenn 4, mit 4 und B, mit B, also 4,2 mit 4%, B2 mit B 20
sammenfillt, so geht die Linie A'B'C in die gemeinsame Polare von A
nach B% und B nach 4? iiber.

13. Die drei ersten Polaren 4%B2€2% von drei ﬂuj
einer Geraden g liegenden Punkten 4BC der Curve
schneiden sich in denselben vier Punkten. Ordnet
man den Kegelschnitten 4252(? die Punkte 4BC zu, 8°
ist dadurch zwischen den Kegelschnitten des Biischels
und den Punkten von g eine projectivische Beziehung
hergestellt der Art, dass, wenn 2 und 0 zwei Punkt®
von g, P* und 0* ihre ersten Polaren sind, die Polare
von F nach 0% mit der von ¢ nach P2 zusammenfillt. :

Ist D e¢in Schnittpunkt von 4% und B2, g0 verbinde man ibn mit
ABC. Die Verbindungslinien treffen € in sechs Punkten eines Kegel”
schnittes, in Bezug auf welchen 0/ und ¢ Pol und Polare sind, also m“si
C? auch durch D und somit durch jeden Schnittpunkt von 4° and &
gehen. — Die Polaren von 4 nach 42 B2 (2P? geien abep, die von ABC{,
nach 4% seien (tb'c’p’, 80 ist ((1[)('])) 'f\"(a!)'c'p") und da wegen 12 b and b,
¢ und ¢’ zusammenfallen, miissen auch p und p’y d. h. die Polaren VU.“
4 nach P? und von P nach 42 zusammenfallen. — Hs seien weiter die




Von MILINOWSKI. 437

S e PP PSP PP

PO]aren von P nach 42B2C2P2(02 mit a b e n und die von 4BCPO
L 191511 91
. ’ ’ ’ . .
Nach p2 it a, b’y ¢’y p ¢, bezeichnet, so ist
(ayby¢;py05) N (6,0 €401 4)
v by mit by, ¢, mit ¢/, zusammenfillt, so muss auch die
P nach 0% mit der Polave ¢y von 0 nach P2 zusammen-

und da @ mit a
Polare ¢, von
falle,

14, Zieht man durch einen Punkt P beliebige Ge-
raden gg,..., welche €% in 4BC, 4, B,C, ... treffen, so
bestimmen ihre ersten Polaren 42B2C? A2BAES2,
Biischel, In jedem von ihnen entspricht dem Punkte
P derselbe Kegelschnitt P2 vorausgesetzt, dass die
Projectivische Beziehung dadurch hergestellt wird,
dass den Punkten ABC, 4 ﬁ‘lé’i, ... ihre ersten Polaren
Zugeordnet werden. P2 heisst die erste oder conische
Polare von P.

l‘2p£8t X ein beliecbiger Punkt von €% X2 geine eorste Polare, sind

1-.. die dem Punkte entsprechenden Curven, sind abep die Polaren
Yon X nach AB*C?P% abep’ die von 4BCP nach X2, go ist (abep)
’!\_(“b"P'}. also fillt p mit » zusammen. Ebenso folgt, dass, wenn p,
die Polare von X nach P? ist, diese mit p" zusammenfallen muss. Da
also die Polaren 22 und P* die Eigenschaft haben, dass die Polaren
aller Punkte X von €3 nach ihnen in eine Gerade zusammenfallen, so
fallen, p2 und 2? selbst zusammen.

Jeder Geraden g ist ein Kegelschnittbiischel zugeordnet, dessen
Mdpunkte die vier Pole von g heissen. Dann kénnen wir dem
®ben bewiesenen Satze den Ausdruck geben :

15. Dreht sich eine Gerade um einen Punkt P, so

durchlaufen ihre Pole die erste Polare P2 von P.

i Die Gerade ¢ heisst die zweite oder gerade Polare jedes

Ter vier Pole

16. Folgerungen:

@) Liegt ein Punkt auf der ersten Polare eines andern,
so liegt der zweite auf der geraden Polare des ersten
und umgekehrt.

b) Beriihrt eine Gerade die Tripeleurve €%, so fallen zwei
ihrer Pole mit dem Berithrungspunkte zusammen.

¢) Die gerade Polare eines Punktes von C? beriihrt ¢* in
diesem Punkte.

d) Die ersten Polaren aller Punkte einer Geraden bilden
ein Biischel.

e) Die ersten Polaren aller Punkte bilden ein Netz.

17. Die Polaren aller Punkte P... ¢iner Geraden

.9 nach ihran ersten Polaren P?... werden von éinem

ERINOREI £ it o Physik, XXI, 6. 30
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Kegeischnitte 6> umhiillt, welcher die zweite Polaré

von g nach C? genannt wird und mit dem geometrischen
Orte der Pole von g beziiglich aller P2 oder mit dem
Orte der den Punkten P... von g beziiglich des Bil-
schels (P#...) conjugirten Punkte zusammenfillt. Der
Pol von g nach P? fillt dabei mit dem zu Pconjugirte®
Punkte zusammen.

Ist (0 ein ganz beliebiger Punkt, so bilden seine Polaren beziiglich
aller P2... ein zur Punktreihe P... projectivisches Strahlenbiischel, VO
dessen Strahlen zwei durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen:
Diese seien P, und P,, ihre ersten Polaren P,? und 7% so treffen sich
die Polaren von P; nach P* und von P, nach P? in @ und es giebt
auf g keinen andern Punkt, dessen Polare nach seiner ersten Polaré
durch 0 geht. Daher werden alle diese Polaren von einem Kegelschnitte
G? eingehiillt. — Es seien PP, ... die Pole von g nach P2P2.. PPy
die conjugirten Punkte zu PP,.... Die Polare p; von P nach P, mus#
durch P und P und, da sie mit der Polare von £, nach P? zusammen~
fallt, auch durch P und 9, gehen; die Polare von P, nach P’ muss
durch §, und P und, da sie mit der Polare von P, nach 72 zusamme?"
fallt, auch durch P und P’y gehen u. s. f. Da also P und P sowoll!
auf p,, als auf py, py, ... liegen, so miissen sie in einen Punkt ?“'
sammenfallen. — Die Polaren von P8 beziiglich aller £2... schneiden ﬂlf’ll
in dem zu P conjugirten Punkte P und die Polare von P nach P s
die einzige eines Punktes von g nach seiner ersten Polare, welche durch
P geht, also liegt P auf G

18. Liegt ein Punkt 2, auf der Polare eines ander®
P, nach seiner conischen Polare P2 so liegt der letzte
auf der conischen Polare P2 des ersten. -

Wenn P, auf der Polare von P, nach seiner conischen Polare Py
liegt, so muss P, auf der Polare von P, nach P2 oder auf der Polar®
von P, nach P welches nach 13 dieselbe Gerade ist, liegen, d. h 992
muss der Beriihrungspunkt dieser Geraden mit P,® sein oder auf £
liegen.

Hieraus folgt unmittelbar der Satz: .

18a. Die gerade Polare eines Punktes P nach €
fillt mit seiner Polare nach seiner conischen Pol8r®
P? zugammen,
den man auch auf folgende Art beweisen kann:

Alle conischen Polaren, welche durch einen Punkt P gehe L%
ein Biischel. In ihm kommen drei Geradenpaare vor (11,), (I14) (¢ rlt)f;
deren Pole 0, ¢', 0" sein mogen, Die geraden Polaren aller Posk
von ! und !/ miissen sich in @, von 7 und 7, in @', von I’ und 71 in
Q" schneiden, also ist die gerade Polare von P die Gerade OQ'Q”’ des

n, bilden
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Sie mugs durch jeden dieser drei Punkte gehen, Wenn ! durch P geht
und €3 5y 4p¢ schneidet, so fallen die geraden Polaren von 4ABC mit
den Tangenten in diesen Punkten an C?® oder mit den Polaren von 4B ¢
bezﬁglich der conischen Polaren A2B2(? dieser Punkte zusammen. Ks
l‘fnh‘iillen die Polaren der Punkte von !/ beziiglich der conischen Polaren
'e8er Punkte einen Kegelschnitt, der sich auf den Punkt @ reduciren
U85, weil die Polaren von 4 BC beziiglich 4* 8202 durch 0 gehen, also
Muss die Polare von P beziiglich der conischen Polare P2 von P durch

8ehen, Auf ganz dieselbe Weise zeigt man, dass diese Polare auch
durch O und 0" gehen muss und also mit 000" zusammenfillt.

Ueber die Lage der Scheitel der drei Geradenpaare eines Biischels
cf’niﬂcher Polaren und ihrer Pole, sowie iiber die gegenseitige Bedeutung
'eser sechg Punkte geben uns die Siitze 14, 17 und 18 Aufschluss. Die Schei-
tel oy drei Geradenpaare (@1, (7)), (I'0",), welche in einem Biischel coni-
s‘fhal‘ Polaren vorkommen, seien Q, Q', Q"; ihre Pole @, ¢, 0”. Es muss
¢ Polare von ¢ beziiglich (/'/;) mit der von 0" besziiglich (11;) zusam-
Menfallen und da erstere durch Q', letztere durch Q gehen muss, so ist

‘Q’ die gemischte gerade Polare von ) und 0. Daher muss £’ von
+ 2 durchy I, und Q¢ von Q' durch 11, harmonisch getrennt sein,
folglicy, ist 0 der Schuittpunkt von Q'Q”, und ¢ der von Q7 mit
er Geraden g, auf welcher Q0’0" liegen. Ebenso zeigt man, dass o’
SOy liegt, und so folgt:

19. Die Pole derjenigen conischen Polaren eines
Biischels, welche Geradenpaare sind, bilden mit den
Scheiteln der letzteren die sechs Ecken eines voll-
Stindigen Vierseits.

Die conische Polare von Q sei Q%  Da die gerade Polare von 0
ch gie Polare von ¢ beziiglich 0% oder (71,) ist, so muss sie durch
gehen yng daher muss 0O sowohl auf der geraden, wie auf der coni-
Schen Pylare von Q liegen. — Ferner ist die Polare von £ beziiglich
al]e"' Conischen Polaren P?. . der Punkte P... der Geraden g oder
00~ die Gerade Q'9Q” und daher miissen die Polaren aller Punkte
O"' Yon ¢ beziiglich ©? auch in die Gerade Q'Q” fallen, welche durch
mdgeht. Dies aber ist nicht anders moglich, als wenn Q2 in zwei Ge-

© zerfiillt, deren Scheitel in 0 liegt, so dass dadurch der Satz ge.
Wonnen g,

20. Ist die conische Polare eines Punktes 0 ein
Geradenpaar mit dem Scheitel O, so ist die conische
PO_]are von O -auch ein Geradenpaarmit dem Scheitel 0.
uf jeder Geraden ¢ giebt es drei Punkte, deren conische Polaren
®hpaare gind, also liegen sie simmtlich auf einer Curve dritter
rdnlmg und wir folgern mit Hilfe des letzten Satzes:

A
Gery d
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21. Die Pole derjenigen conischen Polaren, welch®
Geradenpaare sind, sowie die Scheitel der letztere?
liegen auf einer Curve dritter Ordnung A% welche die
Hesse'sche Curve von €% genannt wird.

Sind ABCDEFGHJ die neun Grundpunkte eines Biischels vOT
Tripelcurven C3C%..., so konnen wir jede erzeugt denken durch das
Kegelschnittbiischel (4 BC ) und Strahlenbiischel (8), (S,), .. , dere?
Scheitel auf einem Kegelschnitte § liegen, welcher durch die fiinf Punkt®
EFGHJ geht. Da die Biischel (8), (8,), ... in projectivischer Beziehung
stehen, so schneiden sie § in projectivischen Punktreihen, die aber
siimmtlich zusammenfallen miissen, weil die fiinf homologen Punkte
EFGHJ zusammenfallen.. Diese Punktreihe auf ® sei TT°7”.... Dureh
A ziehen wir eine Gerade g, welche die Kegelschnitte des Biischels
(4BCD) in einer zu diesem und daher auch zu 777" .. projectivische®
Punktreihe MM M"”... schneidet. Die Biischel (5), (S;), ... schneiden g
in den zu den vorigen projectivischen Punktreihen NN'N”..., N, N, N pe

Jede von diesen hat zwei Punkte, die mit ihren homologen in der
Reihe MM'M"”... zusammenfallen, und diese Punkte sind die Schﬂit.t‘
punkte von ¢ mit C*C;3. .. Um sie zu finden, wiihle man einen beliebl”
gen Punkt @, dann ist das Biischel Q(MM 'M”...) A (8) A (Sy) N
Das Biischel ) erzeugt mit jedem der anderen einen Kegelschnitt [0
[08,],.... Alle diese Kegelschnitte gehen durch 0. Die Strahlen des
Biischels Q(MM'M”...) schneiden & in einer zur Reihe 7'7'7"... P**
jectivischen Involution, von deren Punkten drei mit den homologen ”f]er
Reihe (777'7"...) zusammenfallen. Nennen wir diese drei Punkte Q"0 %
so bilden alle Kegelschnitte [0S], [0S,], ... ein Biischel mit den vier
Grundpunkten 00'0”0" und schneiden also g in einer Involution. Da
aber die Schnittpunkte von g und [0S] mit denen von g und C? zusd™
menfallen, so folgt:

22. Jede Gerade durch einen der Grundpunkte
eines Biischels von Tripelcurven wird von diesen Cur-
ven in einer quadratischen Involution geschnitten:

Die Transversale g schneide die Curven C3C. .. in den Pun]:‘itpi""‘fen
B'C’, B\ C, .... Man lege durch diese Punkte die Kege]achn}tte
K*K?. .. eines Biischels und durch 4 eine beliebige Gerade {, 50 R
(K% 1), (K21), ... Curven dritter Ordnung. Ist P ein beliebiger 1’111.11‘t
von I, so lisst sich zeigen, dass die conischen Polaren desselben bezilg”
lich (&%1), ... ein Kegelschnittbiischel bilden. Da (K2, 1) eine Tripel
curve ist, so gelten von ihr die oben abgeleiteten Sitze iiber Polar®®
der Tripelcurven. Unter den Kegelschnitten des Biischels (& ”{12"'2)
giebt es drei Geradenpaare (xz,), (yy,), (2%,), deren Scheitel xY

sein mogen. Sind 22 .., 4¥q2.., &% .. die conischen Polaren VOE
XYZ beziiglich (K%1), (K1), ..., so schneiden alle £... die Grerad®
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T2, alle 42 .. die Geraden yy,, alle ¢2... die Geraden zz, in denselben
vier Punkten und bilden daher drei Biischel. Die conischen Polaren von P
bezﬁglit'h (K% 1), ... seien n*.... KEs treffen sich die Polaren von P be-
aiiglich &2, ., 7., ... in drei Punkten X', V', Z, welche dem Punkte
p beziig]ich jener Kegelschnitthiischel conjugirt sind, und weil die Polare
Yon P beziiglich & mit der von X beztiglich 7? zusammenfillt, so sind
N e conjugirte Punktpaare beziiglich aller n%.... Zwei von
den Kegelschnitten A? .. beriihren 7 in MM’, dann sind die conischen
olaren p?... von M Geradenpaare mit dem gemeinsamen Scheitel M’
Weil nun die Polaren von P heziiglich aller p*... sich in M’ schneiden,
S0 miissen auch die Polaren von M beziiglich aller z?.., sich in M’
schneidcn, d. h. M und M’ sind auch conjugirte Punkte in Bezug auf
alle n2.,  Lotatere haben also vier Paare conjugirter Punkte nnd bilden
daher eip Kegelschnitthiischel. Sind P2 P2.., die conischen Polaren von
P in Bezug auf €3C%..., so miissen P2 und =% P2 und =2 ... sich in
dens@]bcn Punkten auf !/ schneiden, also schneiden alle P2... die Gerade
{ in den Punktpaaren einer Involution. Zieht man von P aus durch die
}ib]'igen acht Grundpunkte BCDENFGHJ Gerade, so folgt ebenso, dass
Jf"de dieser acht Geraden von den Kegelschnitten P2, . in einer Involu-
tion geschnitten wird. Also treffen sich alle P2... in denselben vier
unkten, R folgt:
23. Die conischen Polaren P?2P2... eines Punktes
Pin Bezug auf die Tripelcurven eines Biischels bilden
selbst ein Biischel.

Hiermit wiiren einige Hauptsiitze iiber die Polaren der ebenen Cur-

Ven dritter Ordnung auf synthetischem Wege abgeleitet.
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