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" normsle:

Démonstratlon de l'intégrabilité des équations différentielles
ordinaires.

Par
G. Peano 3 Turin.

' Soit donné le systéme d'équations différentielles, ramené & la forme

d
"ﬂ—%(t Tyy + ooy Tn),

dzx

n

at = ?’n(t: Zyy ooy Bn),

od les ¢, ..., p. sont des fonctions continues aux environs de
t =0, 2y == a,,..., Zn = a,. Dans cette Note on prouve que l'on peut
déterminer un intervalle (b, b"), et, -dans cet intervalle, » fonctions
2, ...%, de ¢, qui satisfont aux équations données, et qui, pour {=7»,
prennent les valeurs @, ... a,.*)

Toute la démonstration est réduite ici en formules de Logique,
analogues aux formules d’Algébre; car, bien qu'elle ne soit pas difficile,
son développement complet avec le langage ordinaire serait d’une
comphcatzon excessive.

- -Dans la premidre partie on explique les notations mtrodultes,, et

';}jon développe quelque théorie dont dans la suite on doit faire usage.

L dot é@e partxe contlent la démonstration«du théoreme.

-démonstra.hon de Yintégrabilité des équations différentielles, indé-

- pendente @5 la théorie des imaginaires, laquelle exige des conditions restrictives

specialys, a}été donnée par Cauchy, et (incomplétement) publiée par Moigno
Legons de '&zlcul @iff. et de calcul intégral, 1844, Vol, 20, p. 386—454 et 518—534.
Elle auppose Pexistence et la continuité des dérivées partlelles des ¢ par rapport
aux . Bl & &i¢ ensuite donnée par diverses auteurs, sous des conditions
reetnctlves Qnelque peu différentes, et dont nous parlerons daus la suite,
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Premitre partie.
§ a.
Explication des sigmes
K (classe), ~ (€f), v (om), = (nom), & (est), == (est égal), O (est- combenu
ou on déduit), A (rien ou absurde).*)

1. Nous écrirons K au lieu du mot classe (variété, ensemble d'stres
quelconques, Klasse).
Si a, b, ¢ sont des K, alors:

2. anb~c signifie «la classe commune & g, b, ¢».

3. abe 1w «an~bne» lorsqu'il n'y a pas d’ambiguité & craindre.
4. avbuec ,,  «la plus petite classe contenante les a, b et ¢».
5 =a »  «la classe des non a».

6, 2sa » <z est un a».

1. z,yea ,  «x et y sont des a>.

8. a="0 - «les classes 4 et b sont identiquess.

9. apd »  «la a est contenue dans la b> ou «tout a est b».
10. A »  srien» ou «la classe nulle». Ainsi abem ) signifie

<nul a est b».
Si a, b, ¢ sont des propositions, alors
11. a ~ b ~c signifie «Faffirmation simultanée des propositiohs a, b, e»,
12. abc yw  f@nbnco
13. avbuc ,, <«une au moins des @, b, ¢ est vraies.

4. -a »  «lanégation de a». Sila proposition ¢ contient un
des signes de relation (), ==, &, etc. il est plus commode. d'écrire
le signe de négation — avant le signe de relation. Ainsi nous
écrirons @ = == au lien de = (a ==3), et z= 5 g au lien de
~(@sa)on 2s=a. Ainsi, i g et b sont des K, b ==y -
signifie <quelque & est b».

*) On doit & Boole I'étude des opérations et relations de Logique. Ces
questions ont été ensuite étudiées par plusieurs Auteurs, Voir l'intéreseant ouvrage
E. Sochrdder, Vorlesungen uber die Algebra der Logik (Bwacte Logik),
Lexpzxg, 1890;
dont le premier volume vient de paraftre.
Jai déja réduit en formules les propositions de guelques théories, dans mes
Arithmetices principia, nova methodo exposita, Turin 1889;
Principii dt Geometria, lagicamente esposts, Turin 1889;
Les propositions du -tinguidme lore d%Buclide, . réduites en formules,
(Mathesis, t, X);
pubhcahons auxquelles je renvoie le Lecteur pour des plus amples explications.
Le 'signe = est la lettre initiale de 4ac/; les signes ) et A sont les initinles
renversées des mots contient et vras.
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15. a==0b signifie «les propositions a et b sont équivalentes>.
16. apb » «de la @ on déduit b» ou «si a, alors b».
17. »  «absurdes. Ainsi g =b = p signifie a 0 .b.

Si a, b sont des propositions contenantes des lettres indéterminées

z, ¥, ... alors:

18. a0, b signifie «quelque soit z, de a on déduit d».

19. @ D.y b »  «Siz, y satisfont & la g, ils satisfont anssi 3 la b».

20. a=;b »  «pour toutes les valeurs de z, les propositions
a et b sont équivalentes», '

21. @ ==, signifie «la condition a n’est pas, en regard de z, absurde »
ou «l y a des z qui satisfont & la condition a>».

Nous séparerons les différentes parties d’une formule au moyen
des parenth®ses, selon l'usage. Mais, pour séparer les propositions
partielles d'un théordme, on adoptera les points . : ... :: etc. Pour
lire une formule divisée par des points, on unira d’abord les signes
qui ne sont pas séparés par des points, puis ceux qui le sont par
un, puis ceux qui le sont par deux, etc. Ainsi

ab.cd:ef.g.. h.kl signifie {[(ad) (cd)] [(efg]) [h(kD)].

Lorsquune formule n’est pas contenue dans une seule ligne, elle
se continue dans la suivante, un peu & droite.

Ezemples.
1. 3 & «Nombre premiers.
2. «Multiple de 6» o «Multiple de 2».
3. «Multiple de 6» == «Multiple de 2» ~ «Maultiple de 3».

Dans les exemples suivants, an lien des mots «quantité réelle»

nous écrirons q. (Voir le § b). :
4, a,beq.p.ab=>0a.

«Si a et b sont des quantités (réelles), on & abe=bar. Ici les
points divisent la proposition en hypothdse, signe de deduction, et thase.
b aybsq.a?+b0?=0:0:a=0.b=0.

6 ‘a4, b6q.ab==0: 0 aem(.0.be=0,

Dans les ex. 5 6,7 lee dinsent les propositions en trois parties;
les hypothdses et théses sont complexes; la thdse de 7 est U'égalits
logique entre deux égalités algébriques.

Quelquefois il convient» de conmdérer la formuale ternaire g 0b
comme un composé binaire de a et O b; ou de a () et b.

8 aba,yeq.0 2ty =a6.2—y=bie=:2z=a+4b.2y
=a —b. PR T .



Intégrabilité des équations différentielles. 185

Iei le signe .. décompose la proposition en deux parties; la
premiére est formée de 'hypothese et du signe de deduction. La partie
qui suit .. est la these; elle est décomposée par les : en trois parties,
les deux membres d’'une égalité logique, et le signe d’égalité.

9. a,bea,\b,deq:x6q.0:-a8+b2xFc=a2*Fbz+¢
npia=a.b=b.c=c.

«Ktant a, b, ¢, ', ¥, ¢ des nombres, si, quelque soit le nombre

z, les deux trindmes az®- ... et a'2? 4 .- . sont égaux, alors. . .»,

10. g,beq.0:i2eq. 22+ az+b=0im=3 .. =-a2—40>0

«8i o et b sont des nombres réels, la condition nécessaire et

suffisante pour V'existence d’une racine réelle de I'équation 224 az b =0
est a? — 4b > 0>,

11. e,b,a,0’eq.p " 2,yeq.az+by=0. ax+by-0 2
—-=0.0v y—=0 o=y A= ab ——ab-=0.-. ’

12, a,b,ceq.a>0.leq:Dp v meq .. 2eq.2>Mm:0y.a?
ozt e>liime,p. .

«Soient a, b, ¢ des quantités, dont la premidre positive; soit I une
nouvelle quantité. Alors il existe un nombre m tel que, pour toutes
les valeurs de x supérieures & m, soit ax® 4 bz 4+ ¢ > I»; ou
caz® 4 bz -+ ¢ devient infini en méme temps que z».

Les notations ci dessus expliquées suffisent pour exprimer toutes
les relations de logique entre individus, classes et propositions, les-
quelles dans le langage commun sont representés par un trds grand
nombre de mots. Toutes les propositions d’une science quelcongue peuvent
g'exprimer au moyen de ces notations, et des mots qui représentent
les 8tres de cette science. KElles seules suffisent pour exprimer les
propositions de Logique pure. Nous en éerirons ici quelques - unes,
comme exercice:

1. aeK.p.apa {quod est, est},
2. a,bceK. apb bpec:p. dpc {syllogisme},
8. aeK.piaa=a ava==a. =(~a)=a. a=a=A. GpA=4.
. Gy p=a.
‘4 a,beK. p:ab=>ba avb="boa. abf)a ayavb =@nb)
=(=a)u(=b). =(avb)=(=a)n(=b) sl
o ‘a,b,ce K. pi(ab)e=a(bc) =abe. (avb)u0=av(bu0)=aubuc
an(boc)y=(anb)v(anch av(dnc)= (avb) (aw&')

6. a,6eK. p..apb =:x8a ,. 28
Mathematische Annalen. XXXVIf. 13
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La correspondance entre les signes ~, v, &, ... et les mots ¢f,
ou, est, ... est seulement approchée; car les signes ont toujours la
méme signification, ce qui n’est pas des mots dans le langage commun.

§ b.
Signes Q, q, 9, & 4, ga, m.
Nous. poserons:
1. Q = «quantité positive» ou «nombre positif».
2. q = «nombre réel fini»,
3. 6 == «les nombres x qui satisfont & la condition 0 <2 < 1».
4. #7t, ot £, et ¢, sont deux q, = «les mombres compris entre
f, et ¢,, ot égaux & Vune des limites». P.ex.on a § =071,
5. Qa = «nombre complexe d’ordre #»*)
~ On appelle nombre complexe d’ordre n le systtme de % nombres
réels. Nous désignerons par (xi, Zyy + 40y &) le complexe formé des
nombres %,, &,, ..., %, qui s'appellent les élements du complexe.
Oxn définit égalite de deux complexes x=(2,,%,..., &a) ot Y= (Y1, Ys, .1, ¥n);
leur somme et différence, le produit du complexe z par un nombre
réel a, le complexe O, et le module, mod 2 ou mz, du complexe ,
comme il sult

6 r=y. = wt”‘yi- Ty =Ygy s Tn == Yn.
oz y = Y, Tk Yy ey T Yn)-
8. dz e=(ax,, ak,, ..., ax).
9. 0=(,0,...,0).
10. mz =4y, + 22+ .- + 2.2 %)
Si z & q, ma réprésente sa valeur absolue.

. Les plus importantes propriétés des nombres complexes sont données
par les formules suivantes: :

_;11&‘;.; maqn D.x==2x. .
"‘,12 L HYEeqn - T=y:).y=2.
St o=y =0 0 =2
4 ,x,. g«fq» 9 ~’¢+ %SQK-‘

. ™ Ici les nombres comgnlexes sont introduits seulement ponr sxmphﬁer les .
formules, cax ils’ perimettent 4’6 _&’iﬁme Jettre “seule et une équation seule au
lteu de n lettres ou de n 6qumons~ bBee;propnétés énoncées quelques unes sont
évidentes; les'autres sont démontgées dahs ma. Note Intégration par séries des
dquations différentielles linémives, Math: Atin, XXX, p. 450. '

**) On pourraib anssi définir pdi mm, la: plus grande" des valeurs absolues
des élements de x; alors les propnétes des modules sont presqu évidentes,
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15, ,yeq@w.).2+y=y+2.

16. ,9,2eq .0.@+y)+s=2+4+(y+)=2+4+y+».
1. z,y4,2¢6qn.2=9y:0.2+2=y-+2.

18. zequ.aceq:pn.ax&qn.

19. z,yequ.aceq:p.a(x+y) =azr+ ay.
20. zequ.a,beq:.(atb)z=0ax+ bx.
21. 5 10 .b(ax) = (ba)x = bax.
2. zequ.p:2—2=0.24+0=2.1l0=r.
2. z26q.):mzreQ.v. mx=0.

24. z,9y¢qn.0.-mz+y)<mz+ my,

25, aeq.z&eq:) m(ar)=(ma)(mz).

26. mQ0=0.

On définit aussi la limite @ d’un complexe variable z, et Ton a:
27, limze=aq.="limm(z — a) = 0.

On définit la dérivée d'un complexe z fonction d’un variable réelle
¢, et Yon a: )

28. dz

d
me<m-— rr

¢

§ c.
Fonctions; inversion.

1. Dans la formule f(2), ou fx, pour désigner une fonction de z,
la lettre f s’appelle signe (ou caractéristique) de fonction.

2. Si aetd sont des K, par b/a nous indiquerons «les signes -de
fonction qui 2 chaque a font correspondre un b», ou «les représenta.tlons .
(Abbildungen) des a ‘dans les by. - L

3. Si a, b sont des K, et feb/ a., .pous -, mdrquerons, avec
M. Dedekind*) par f le signe de la fonction, inverse (mgekehrte
Abbildung) de f. Done, si.ysb, fy désigne la classe des z qui
satisfont & la condition’ y = fz. :On a:

y=fz.-=-zefy.
Lorsqu’il y a un-seul 2 qui satisfait & la relation y = fz, ee qui
arrive pour les repreisentatzons semblables (dhnliche Abbzldungm) , 00 &:

y=fz - =-z=fy.
*) Was sind wid was sollen die Zahlen, Braunschweig 1888, p. 8. L'Auteuté ’

adopte linversion seulement pour les représentatxons semblables, Dans mes ‘Arith."

principta et Principic di Geom. par commodité typographique, aun heu de £
j'éeris [f). IR
18*.-
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4. En appliquant V'inversion & opération indiquée par m (module),
si p est une Q, mp indique les complexes d'ordre quelcongue dont le
module est p.

PeQ.z2equ:y:mae==p- ==.zsmp.
Pour mdlquer «les complexes d’ordre n et de module p» il suffit d’Scrire
Gn ~ Mp; mais nous écrirons seulement mp, car dans cette Note il
g'agit toujours des complexes du méme, ordre.

5. Bi p est une proposition contenante une lettre (variable) z,
il résulte déterminée une classe s formée des individus = qui verifient
la condition p; et I'on a

ZTES-==.p.
Considérons le signe «z &» comms un signe de fonction; on peut résoudre
cette égalité par rapport & s, et T'on a
s=2Z:&p.
Done, Zép signifie «les & qui satisfont & la condition p» ou «les

racines de l’équation p».
Par ex. la déf. 3. du § b s'énonce

b=qnze(0<2<L1).
La déf, 3 de ce § s’énonce:
a,b:K.febla.yeb:g.fy=7E(y=[x).
6. Sia,beK, et feb/a, si s est une K contenue dans @, alors,

émvant M. Dedeklnd*), fs 1nd1que la classe des b qui sont I'f de
quelque 8; en signes:

a, b, ssK. febla.spa:y.fs=ye[zes. y==vfx -l
Nous généralisons un peu cette notation; si dans une formule qui
contient dans une seule place une lettre x, nous substituons & z le
nom a d'une classe, on obtient Iensemble des valeurs de cette formule,
lorsque x prend toutes les valeurs de la classe a.

Exemples: .
. 889.0 .04 Q= «les nombres supérieurs & a»,”
” a — Q = «les nombres inférieurs & a»,
w @+ Qe=q~Zilz>a.v.2<a],
4beg.a<b:g.(a+Qn~(0—0Q)=qnTe(a<2<h).
1l faut distinguer (a+Q) ~ (6—Q) de a~b, défini dans le §b, prop. 4:
a,beq.p.a"b=g - éb—a).
Ces deux expressions représentent l’mtervalle (a, b) Vune sans, Vautre
avec les points extrémes.

*) Ib, P 6



Intégrabilité des équations différentielles. 189

7. Si a est une classe, par la convention précédente, Ka, ou
K ~ a représente I'ensemble des classes xa, ou z est une K quelconque.
Mais, en variant «, xa représente toute classe contenue dans a; done

a&eK.p.Ka = «classes contenues dans a» ou «classes de a».

Ainsi Kq signifie «classe de q»; et Kq, signifie censemble de qu» ou
« Punktmenge».

Par la répétition du signe K on obtient KK q, (dont nous nous
servons seulement dans §e P9 (4) et (5)) qui signifie «classe de classes
de gy» ou «nom commun de plusieurs ensembles de points»> ou «pro-
priété que des ensembles de points peuvent avoir».

8. Si le signe f fait correspondre, & chaque individu de la classe
a, une classe de b, et si s est une classe contenue dans @, alors fs

indique la classe des b qui sont un f de quelque s; en signes
o,beK.fe(Kbja.seKa:p.fs=gilres.yefa:==, ]
Ainsi, si @ ¢ KQ, ma signifie «les g, qui ont pour module quelque a».

reqa.p€eQ:D. x+m9p==x+ Omp-—«les g, dont Ia dlﬁ‘érence
4 x a un module non supérieur & p».

reqn.-pp eQ.yext-omp.ssy4-6mp .o+ Gﬁ(p-[-p’).

§ c.
Observations sur le § o. )
, 1. Dans le § précédent nous avons introduit quelques notations,
et expliqué les cas particuliers, dont on: fera usage dans cette Note. -

Mais il n'est pas inutile de donner quelques autres explications snr,
cette importante théorie. . : . ;s -

L'idée de fonction (correspondance, opération) est prmntlve or
peut la considérer comme appartenante & la Logique. Comme exemple
pris du langage commun, posons h = «homme», p=«le pbre des;
on a p & h/h. :

Dans I'Apalyse on a log s‘q/Q, sin £ q/q; mais on n'a p,as
tang £4q/q, car tang — n'est pas uie q.

2. Par «(b/a) continue» nous entendons les b/a qui ont la propneté
de la continuité. Cette proprieté est définie seulement pour les fone-
tions réelles d'uné variable réelle, et pour les complexes d’ordre m
fonctions des complexes d'ordre n. Le théordme de la continuité um*"

forme s’enonce: o .};
%y % £q.fe(q/®, «,) continde. heQ:p . keQ. z, 2 e 7.
wm(z— &) < k: Qs m(fx-——fx)<h o ke 7

t )
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La proprieté fondamentale des signes de fonction est
a,beK.febla.2ea:p.fxeb.

Lorsqu'on dit que f & b/a, on n'exclut pas que Yopération f soit aussi
définie pour des étres non appartenants & la classe a:

abceK.febla.cya:.febjc.
Lorsquon dit que fzb/a, on ne suppose pas que tout b soit I'f de
quelque a:-

a,byceK.febja.bpc:p.fec/a.
On- a aussi:

a,bcsK.fecla.fech:p.fecfavd).

3. Lorsque f est une #hnliche Abbildung, on a:

=7fz, et y=ffy.

Ainsi p. ex. sizeQ, et y2q, on a:
y=logz.=.z=1log y; logy =e; log log & =x; loglogy=y.
Dans toute formule algébrique ou logique finissant par une lettre z,

on peut considerer l'ensemble des signes qui précédent # comme un
signe de fonction. Ainsi, si #, @, b sont des q, de

b=a+2z ona z=qa-+b, aulieu de Ze=="5b—q,
b=a><z, ona z==a>b, au lieu de x==~§--

(On ne peut pas appliquer cette notation aux puissances a®, car les
deux lettres ne se trouvent pas dans la méme ligne. On peut imaginer
des conventions analogues, lorsque une formule commence par une
lettre 2. Voir mes Arith. principia pag. X11I).
Ces conventions sont analogues & celle dont ont a fait usage pour
établir la formule - _—
xas-=—--p:==:s=_mep; e

On -a ainsi
’ Ze(wes)==s
(«qui est bonus» = «bonus»),

o e (@Ep) =
(«x est une racine de l’equatmn tang z = 2» szgmﬁe <tang = 2»).

4. Lorsque f-n’est pas semblable, fy est une classe. On a alors
y=7ff1 y, et zef ffz; il sera.xt contralre a nos conventions d’ecme

z = ffy. Ainsi, si Yon pose, b= «homme» » == <le pere de», on a
p & h/h non semblable, et 'on a:

’

=pr-=- 2Py -~
<y est le pere de z» = «x esh un fils de yoi ~.. T

’
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Analoguement

y=sinz = zesiny,

au lieu de z = arec sin y. -
& 8in sin 2

«z est un des arcs dont le sinus est sin z».

5. Mais, si les conventions adoptées suffisent pour notre but,
elles ne résolvent pas encore en général le probléme de l'inversion.
Soit en effet f le signe d’'une fonction, qui & chaque individu 2 d’une
certaine classe fait correspondre une classe fx. On aura & considerer
les deux relations

y=1[fz (y est la classe fz; y est identique & f2),
yefe (y est un individu de la classe fz).

En vertu de la convention adoptée, on peut invertir la premidre, et

Pon a z&fy. Pour résoudre la seconde par rapport & =z, il faut une
convention nouvelle. Posons z &f y. Alors on a:

fy=7¢ (y = fx) = «les individus = tels que la classe fz est y»,
fy=z¢(y efr) = «les individus & tels que y est un fa».

Par exemple, x étant une classe de g, designons par Dz la classe
dérivée (suivant M. Cantor) de , et dont nous parlerons au §d. Alors
y =Dz (y est la classe dérivée de x), e'invertit par z s Dy (z est
une classe dont la dérivée est y); on ne peut pas écrire z = Dy, car,
dans des hypothéses convenables, il y a une infinité de classes dont
la dérivée est . Et la relation.y ¢ Dx (y est un point de la dérivée
de ), d'invertit par z ¢ D'y (x est une classe dont la dérivée con-
tient g).

Jai adopté ce second signe d'inversion dans mes Principii di
Geometria, pag. 9. Soient a, b, ¢ des points; désignons par ab l'en-
semble des points du segment rect:hgne ab; alors ¢ §ab sxgmﬁe «c esb
un point de ab». On peut eons1derer, dans ab le signe @, qui- précéde
b, comme un signe de fonetion, qui & chaque pomt b fait correspondre
. une classe ab de points, ‘En résolvant la relation ¢ s ab par rapport

abon absdec; done a'c désigne celle des deux parties indéfinies de
la droite ac, divisée en ¢, laquelle ne contient pas le point a.  La
formule 3 c-provient de Vinversion de ¢ == ab, et en supposant a et b
des points, ¢ est un segment dont une extremxté est en a; et alors:
ac représente l'autre extremité du segment c. 2
Des deux s1gnes d'inversion f et f, on ne peut pas exprimer le
second par le premier, mais on peut expnmer le premler au moye#n
du second et d'ume nouvelle convention nécessaire dans d'autres’.
récherches. Décomposons en effet le-signe == en ses deux parties ‘esf"
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et dgal d; le mot est est deja répresenté par &; répresentons aussi
I'expression égal & par un signe, et soit ¢ (initial de fGog) ce signe;
ainsi au lien de @ = b on peut écrire asch. Alors, si l'on inverte
la ysfe par x&f'y, ou invertira y = fz, c'est-d-dire yeifz par
zs(tf)y. Par ex, si y est un q, D'y signifie «les classes dont la
dérivée contient le point y»; et (tDYy signifie <les classes dont la
dérivée se réduit 3 y.»

6. Le signe ¢ permet aussi de résoudre une autre question. On
peut considérer une classe comme étant up individu, et ainsi former
des classes de classes (KK). P. ex. si a est un point, b une droite,
et ¢ un faiscean de droites, dans les propositions aeb, «a est un in-
dividu (point) de b», et bee, «b est un individu (rayon) de c», la lettre b
designe d’abord une classe, puis un individu de la classe ¢, la quelle
est une KK de points, .

Les formes du syllogieme

aob.bgc:o.ao'c,
aeb.bpec:p.acc

sont exactes; mais des premisses @ eb.bsc on ne peut pas tirer
de consequence. On voit aussi plus clairement qu'on doit bien distinguer
les deux signes ¢ et ).

" Ow peut aussi considérer les KK comme des individus; leurs clagses
sont'des KKK; et ainsi & linfini; wais lon s'arréte bxentbt dans le
langage Acommun' et dans les applications. ‘

- Pour indiquer la classe constitue des individus @ et & on éerit
quelquefois a ubd (ou @ - b, en suivant la notation plus usitée). Mais
il est plus correct d’écrire saq v +b; alors, par. Iidentité logique

‘ zsaub:=:xsa.uxeb:
on a exactement: cet oy

Zgetauibi=:2c1a.0.2¢eth:== xwa u a:==b

- Cette distinction est nécessaire }orsque a et b sant .des _classes;
alors g ub, en vertu de la notation 4 du §a- demgne l& classe dont
les- individus sont les individus de @ ou de b; 1@ u1bh désigne. la classe
dont les. judividus_sont @ et b. . 8i a et b sont des droites (ponctuelles),
av b désigne I’ensemble des. points qui se trouvent sur l'une-ou sur
Lautre des droites a et b5, taveh désigne la couple des droites o
et b; les individus de @ v - sont. des pomts, ceux de ta ybb sont des
droxtes
La formule 23 du §b pom'ra aussn s’écnre

T Egn. Q mxa(QuoO) A
m s (Q v 1‘0) / ql\ - »"H) o :.' -

ou
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. 1. Les deux définitions, données aux N. 6 et 8, de fs, o s est

une classe, la premidre apphquable si f fait correspondre un individu
& chaque individu, la deuxitme si f fait correspondre une classe &
chaque individu, sont bien distinctes. Ainsi, si #¢Q, ma désigne
Pensemble des qa, dont le module est z, ou, si l'on adopte le langage
géometrique, la surface sphérique de centre origine et de rayon z.
Alors par la notation du N. 8, on a

mo=ye(zefd.yemaz:m=e=y),
ou, en opérant sur les deux membres par le signe ye, on a:
Yemb - = - TE0, Yyrmasme=y,

«affirmer que y est un m¢ signifie qu'il y & un nombre 2, appartenant
& lintervalle ¢, tel que y ait pour module ce z». Donc mé désigne
Vensembles des q, dont le module n'est pas supérieur a I'unité, ou la
sphére (volume) de rayon 1; elle est une Kq,.

Mais si Von attribue & m¢ la signification donnée au N, 6 on a:

mb = ye(zed .y = mg:=e=,)
on

yeﬁe- =.‘.a:a$.y===§ia::~=xA

caffirmer que y est un mo signifie qu'il existe un z, dans Vintervalle 8,
tel que y soit identique & la surface sphérique de rayon z». Done,
par le convention du N. 6, m¢ désigne Vensemble des surfaces
sphériques dont le rayon n’est pas supérieur & V'unité, Les individus
de mé sont maintenant des surfaces sphériques, et m9 est une KKqy.

8. Les notations du N. 6 et 8 ne donnent pas, dans cette
Note, lieu & des difficultés, qui se pourraient présenter dans d'sutres:
cas. Car, lorsque on domne & fs une signification, il faut d'abord
s’assurer qu'elle n’a pas deja regu une signification différente, Ensuite,
lorsque f fait correspondre une classe 3 des individus, il est nécessaire
de distinguer si Pon entend par fs ce quon a défini au N. 8, ce qux
se présente ordinairement, ou si I'on entend la classe des classes qui
résulte du N. 6, et quon doit étudier dans quelques cas.

Pour év1ter ces difficultés, désignons p. ex. par fs la classe

définie au N, 8; c'est-a-dire posons
fs=ye(@es.ysfe:mm,y). o
_ Alors la classe considérée au N. 6 résulte indiquée par ifs;, car, |
- 8i dans la définition qui precede on écrit ¢f au liea de f, et y ==fa: .
.au lieu de y e ¢x, on a: '

ifs = ye(zes. y,,‘==f'qa,: - ==§,A).

3
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On pourra supprimer les signes v et ¢, lorsqu’il v’y a pas d’ambiguité
& craindre, et I'on retrouve les définitions des N. 6 et 8,

Par ex., si, étant z un ¢, (un pomt dans la varieté & » dimen-
sions), on désigne par pz la droite qui projette £ d’un point fixe
alors, si y est une droite (pouctuelle) quelconque, on a:

Py ==«le plan qui projette la y». Il est une Kqu.
¢tpy = «le faisceau des rayons qui projettent les points de y».
- Il est une KKqy,, dont les individus sont des droites.

Siz est un faisceau de droites,

Pp#==cla varieté & 3 dimensions qui projette le plan de 2».

= Elle est une Kqj.

tp# = «’ensemble (étoile) des droites qui projettent les points
= du plan de 2». 1l est une KKq,, dont les individus

sont des droites. ‘

tp2==«le faisceau des plans qui projettent les droites de #»,
= Il est une KK q,, dont les individus sont des plans.
tip# == «lensemble des faisceaux de droites qui projettent les

~ droites de #». 1l est une KKKq,, dont les individus
sont des faisceaux de droites.
§ d.

Signes 1, 1,, max, min, C.
P, Hp, Ts; substitution,

Notations.

a&¢Kq.9.Va=«la limite supérieure des a».
»w D -le=« ,  inférieare ,, >,

a,b sq .0 .max (a,b) = «le plus grand des deux nombres a et b,
w «Q-min(gb)=« , petit , , -, » *

Lol M

Ainsi p.ex. '0 =1,16=0, ;,Q=0. Les théorémes connus
qui perme%tent de reconnaltre l’exxstence des limites 1" et ], s’énoncent:

5, weKgia~=up .psq.an(p+Q) =p:0.lacq.

«8i a est une classe de nombres réels, non nulle, et si il y 8
un nombre p, tel que des nombres de la classe a, et supérieurs a p
n'existent point, alors la Tlmlte supeneure des a est un nombre réel
et fini» - N : :

5. asKq.amw=p.peQ.ax(p-= Q) Q.I,a,_eq.
6. a,bcKq.apb:n:l'a<lb. la,>lb " '
. acKop.2ca:p.ljm(a —2) =
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«Si @ est une classe de complexes d’ordre # et si x est un de ces
nombres, la limite inférieure des modules des différences entre x et
les différents nombres a est 0». Car 0 s m(a — ), c'est-3-dire une
des modules de ces différences est précisément 0,

acKqu.p:Imasq = «la classe a est fines.
Définition.
8. atKgn.p.Ca=qnnze[lm(a —2)=0].
«Si a est une classe de q,, par Ca nous entendons l'ensemble

des qa, qui sont des z tels que la limite inférieure des modules des
différences entre cet 2 et les différents a soit nulle».

Si, par «distance du point 2 & l'ensemble a» on entend la limite
inférieure des modules des différences entre z et les a, alors:
Ca == «les points dont la distance & @ est nulle».
On peut encore définir Ca, sans les mots «limite inférieure» comme
suit: .
Co=qunZEi[heQ.0n.0n (% F 9TR) == A)
Ca=aqunZi[heQ.pp  yea.my —a) < h:==yp)
On peut lire Ca par «la classe a completées,

Observations sur la définition 8.

Etant donnée une K¢y, parla considération des infiniment proches,
on peut en déduire une infinité d'autres classes. M. Cantor (Math.
Ann. XV, p. 1, et XVII, p. 355) a étudié les propriétés du systeme
dérivé, Soit Da la classe dérivée de a; on peut la définir:

Da=qun7e(heQ.on . yeay==z.my—z) <h: "'"”vA

Dg = go n 7 {}ym[(g = :2) —~ 7] = 0}. : coeas
(Ici le signe ¢ a la signification expliquée au §¢’ N 5 et 6).

Alors on a

Ca=<auDa
«la classe Ca est formée des points de a et des points de la classe dérivée
de g». Mais la classe Ca a une définition et des proprietés plus simples que
celles de Da, comme on voit des théormes qui suivent; et elle suffit
dans notres applications. la classe Ca est, suivant Cantor, le plus
petit ensemble fermé (clausus, abgeschlossene Punkimenge) contenant a.
La proposition Ca == o signifie «’ensemble a est fermés.

Si a est une classe de qn, on peut décomposer, comme jai falt
dans mes Applicagioni geometriche p. 153 et dans les” Arithmetives
principia § 10, Pensemble des q. en trois classes Ia (intérieur:d @)y
Ea (exterieur & a) et La (limite de a), définies par les équationsi-
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B Ia==q.,n§ETs(p 8Q.2 4 WP Y a:==pA)=«les complexesz
tels qu'on puisse déterminer un nombre positif p de fagon que tous
les g, dont la différence 3 £ a un module non supérieur & p soient
contenus dans la classe g».

Ea =I=a = «les points intérieurs & la classe des non a».

La = (=1a) (~ Ea) = «les points qui appartiennent ni & lune
ni & lautre des classes Ia et Ea»r.
Alors on a:

Ca=1IauLag=~Ea.

Notations.

9. Nous renfermerons les démonstrations des théoremes dans
des {}. Dans ces démonstrations nous adopterons aussi les abréviations
suivantes. ‘ :

10.. P1, P2, ... désignent les propositions 1,2, ... du méme §,
ou elles sont rappellées, §2 P4 désigne la proposition 4 du § 2.

11. Hp et Ts signifient I’Hypothése et la Thése du théordme
qu'on démontre. Pour indiquer I'hypothése d'une autre proposition
on fera suivre Hp du signe de la proposition.

12. Pour indiquer ce que dévient une proposition p, lorsque au
lieu des lettres 2, y (variables) qu'elle contient, on substitue a et b,

on écrira (Z’ 2) P ANous adoptons ainsi le signe connu de sub-
?

stitution, bien gqu'on puisse exprimer ce résultat au moyen du signe
d’mversmn
Théorémes. :
13, aeKgqa.p.apCa. _ , : {P70P13}.
4. a,0eKqn.apd:p.CapCd.
{Hp.z:Ca:p:lim(a —2) > lm(b—2).,m(a— x)==0 0
7 -z &Cb}.
- 15, a,bsKqa.p.C(abd)p (Ca) (CH).
ocofHp.piabpa.abyb.P14:5:C(ab) 9 Ca. Cad)9.Co: . Ts}
- 16 bt Kqn: Co=w:Cb="0:0p.0(ab) =ad
- {Hp P13, P15 0 b (€ (ab). C(abd) o (Ca) (Ch) = ab 0. Ts}
1. a,b:Kquix § gatpy .}y d[(dub)'—=2]=min [l,m(a——-x), Lm(b—2)].

18. "a,b¢Kqu.p. C(aub)aodqu A{Pl7 o P18}
19. aeKqu.22qa:0. lm(a——x)=:lm(0a-—a:) A
20. a¢Kqi.5.C0a4=Ca. .- B {P19 0 P20}

2. aeKq.Va,lijasq:p. la,l,aeCa BT
22, aeKqu.Ca=a.l'maceq.fe(g/a) centmue 0 Cf‘a.gfa,
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“§e
Limites de classes variables.
Définition.
1. f¢(Kqn)/Q.0.f0= }‘gfh—--qnnxe[}gx})l,m(fb—x) e 0].

Conséquences immédiates.
2. fe(Ka)/Q.2equ:heQ.0n.2efh. .. 25f0.
{Hp.o.Lm(fh —2z) =0.p.Ts}.
8. fe(®Bq)/Q.0-unZe[heQ.0s.26fR] /0. {P2=P3}.
4. fe(Kgu)/Q.aeKgu . keQ:hebk.0s.fhDac.f00 Ca.
{Hp.wef().heek:0:}.igxoliin(fh*w)-so.l,m(fh-—:i)
2hme—a):p:lim@e—a2)=0:9:2¢Ca} ‘
5. f9e(Ka)/Q:heQ.0n.fROgh.0.f00g0.

{Hp.2&f0.heQ:0:lim(fh—2)>1m(gh—z). hml,m(fhwx)
=0:p:limlmgh—2)=0:5:2¢g0}.

6. f,98(Kan)/ Q.0 lim(fhngh)yf0ngO.
{Hp . heQ:0:fhnghfh.fhrghygh:P5:p.Ts}.
6. ffufoeBa)/Q:heQ.on. fih0fhpfih:i0=1£0.0.f0
= f,0 = f,0. {P5 PE}.
1. fe(Kqn)/Q.p . Yim fh = lim C(fA). {§d P19 5 P7}.

Tke’oréme.
8. fe(Kaw/ Q.- C(f0) = -
{YHp.2eCf0. keQ:p. (x-l—ém-—k) f0-r==ﬁ
() Hp.2:Cf0. ke Q.2 £f0. a:s:v+9m k K EQR
e . On. fhn (a‘ 4 4m k) '.-===;.A ya;+9m—j‘-kox
Jomk. gk eQrheth . s fhn(a:+9mk)-=A
Sy AL
@) Hp.2:Cf0.keQ.(1). @ 0k eQ:hsbh.gm.fh
A @ - ME) == A ==y A
@ Hp.zsCf0.(3):0. zef0.
(5) Hp. (4): 9 . CfO o f0.
(6) Hp. (5). §d P13 .Ts.}

R
PR
T S
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Théoréme.
fe®a)/Q ke Q . h<k:us.fhofb peQ:heQ.0,
.fhnoiﬁp—=A::O.f0;—==A_

Démonstration.
Hp.ceKqu.heQ.cnfhe=p .k cth:p.cnfk=A
Hp.c¢,¢' e Kda B W eQ.cnfh=p.c'nfl = .W&Qnbh

AE 10 . (cue)nfh = 4. {Bo@}.
Hp.o,c'eKqu: 0 . heQ.confh=p: == FeQ.c¢
AfH = A==y pti= k" eQ.(coc)nfh ==p:==44A.
(@0 6)}.
Hp . 4« =KaqunCe[h e Q.cnfh = pA:=sA).(B):0. " u
e KKquiic,¢' e Kgn. Do »m€vcsu-=:ceu.v.¢
o émp & u.

ueKKqgiie, ¢ e Kaqn. Do mcvc sur=z:ceu.v.c’'cu
siseu.l'msequopnaeCs:ikeQ.Op.2 4 fmkeu

o=y AL

{Cantor, Ueber umendliche, lineare Punkimannichfaltigkeiten,
, Math. Ann. XXIII, p. 454} .

Hp . u=Kqunce[kaQ Or-Cnfh==A]l.4).0B):p::2
efmp:keQ.r.2F0ME su.. ==, ).

Hp.(6):pn . cebmp. ke Q.0x:heQ.0n. (x4 0mmk) nfh
—= A ===, AL :

Hp. () :puzebmp:heQ.0n. Im(fh—2) =0 .. ==, ).

Hp.(8):9:2¢f0 == A.

Hp.(@9):p.Ts.

ot enn s Théorémes.

fs(an)/Q hkaQ h<k: o“fhgfk .heQ.0n. fh
A—-—A th, l’mfhsq m—=p A fO== ).
' ' {PQOPIO}

fe(Kan)/Q hkeQ Wk Okk Crhofk::Q.f0=qun ¢
(heQ. On- z &fh)..

{()Hp.reQ. heQ W<h:ig. keth o fkofh' ‘P4 . O

fOQCfH .CIH Qfh . FOQTA .
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@ Hp.(1):0.f0DqunZe[heQ.0s.z¢fh]
Hp.(2).P3:().Ts}.
12. aeKq.a==p.fe(Kqn)/a.tea.p:ft==4. Cft ft
I'mfteq.ot,t'ea. ' >t fEOft:) . .ze(tsa
cDe- X Efl) == j. {P10~P11p P12}.

§e.
Observations sur le § e.

Dans le §e on étudie les classes variables fh, qui dépendent
d’une variable positive 2 et I'on définit leur limite pour A = 0. .

P 1. «8i f fait correspondre une classe de qn & chaque nombre
positif 2, par fO, ou par limite de [ lorsque % tend vers O, on
entend l'ensemble des complexes # qui ont la propriété que la limite
inférieure des modules des différences entre les individus de f% et z,
lorsque % tend vers 0, a pour limite O».

Ces limites jouent un rdle important dans cette Note; mais elles
ge présentent aussi dans une foule d'autres récherches. Ainsi dans
les applications du calcul infinitésimal & la géometrie on parle toujours
de la limite d'une ﬁgure variable, p. ex. de la ligne commune & deux
surfaces d’'une méme série (caractéristique), sans la définir. La définition
qu'on propose ici est évidemment la plus simple. Je I'ai deja donnée,
avec quelques théoremes, dans mes Applicazions geometriche p. 302.

On voit tout de suite que:

P2 et P 3. «L'ensemble des points communs & toutes les classes-
fh appartient a fO»..

P4. «Si la classe variable f%, pour une valeur de % et .pour:
toutes les plus petites, est toujours contenue dans une classe deter=:
minée @, alors la limite de fh est contenue dans Ca». . :

P 5. «Bi de deux classes variables fh et g7, la premlére est-
tonjours contenue dans la seconde, la limite de la premidre est aussi
.contenue dans la limite de la seconde».

P 6. «La limite de la classe commune & deux classes variables
est contenue dans la classe commune & leurs limites»,

P 6. «Si f,fi, f, font correspondre, & chaque mombre positif, des.
classes de qq, et si, quelque soit le nombre positif 7, la classe f, 4 est
toujours contenue dans fh, et celle-ci dans £, h; et si les limites. de-
fih et f,h coincident, alors la limite de fh est la valeur commune.de;
ces deux limites».

P 8. «La plus petite classe fermée, qui contient fO est fO» "-;,Oﬁ}i
«f0 est une classe fermée». e
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Comme exercice nous expliquerons ici toutes les formules de
la P9 et de sa démonstration. Les mots entre [ ] ne sont pas con-
tenus dans les formules.

Théoréme.

P 9. Soit f le signe d'une fonction qui & chaque quantité positive
fait correspondre une classe de q,. Supposons que, lorsqu'on attribue
4 la variable deux valeurs quelconques % et %, dont la plus petite est A,
la classe fh soit toujours contenue dans fk. Supposons enfin qu’il y
ait un nombre positif p, tel que, quelque soit le nombre positif &,
il existent toujours des nombres de la classe f& dont le module n’est
pas supérieur & p. Alors la classe fO n'est pas nulle [c’est-a-dire,
il y a des g, qui appartiennent & la classe fO; la classe fh, lorsque A
tend vers O, tend effectivement vers une limite].

Démonstration.

(1) Dans les hypothéses du théoréme, si ¢ est une Kq,, si A est
une quantité positive, [si nul ¢ est un f4, c'est-a-dire] si les classes ¢
et fh n'ont rien de commun, et si% est un nombre non supérieur 3 h,
alors nul ¢ est fk. [Cette proposmon est évidente; mais si Von désire
la démontrer & V'aide des axiomes logiques, on aura:

Hp(1).9.fkQfh. «Dans les Hp. dela (1), la fk est contenue
dans fh».

fEofh.p.cnfkcnfh. «Sifk est contenue en fh, la classe
commune & ¢ et fk, est aussi contenue dans ¢~ fh», par Vaxiome
désigné par P16 dans Arithmetices principia pag. IX.

Hp(1).g.¢cnfh=A.p.c~nfk= p» Mais on a supposé que
¢ ~fh soit nulle; donc, par les P7 et P38 des Arith. pr., on déduit
la these»].

(2) Dans les méme Hp, étant ¢ et ¢” deux Kqn, et % et & deux
nombres positifs, si nul ¢ est £k, et nul ¢’ est fA'; et si lon désigne
par A” un nombre positif non supérieur ni & A ni & &, alors la classe
formée des deux classes ¢ et ¢’ et la classe fh” n’ont aucun point
commun.

Cela résulte de la proposition précedente. [On peut la prouver
comme il suit: '

Hp(2).(1):p:cnfh”" = A .c" n fh" = A . (Arith. pr. P41 . P30)

D-(cue)fh = p. <«Des Hp dela (2), et de la proposition (1), on
deduit que ..., et par deux principes de logique on déduit la Ts».]

(3) Et si ¢ ot ¢’ sont deux Kq,, alors affirmer qu'il existe une
- quantité positive h telle que nul ¢ soit fh, et une autre &’ telle que
nul ¢ soit /A, est équivalent & affirmer I'existence d'une quantité po-
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sitive A" telle que nul individu ni de la ¢ ui de la ¢’ appartienne a
la classe fA”". , - o
La (3) est conséquence de la (2).

(4): Toujours dans la méme Hp., appelons u les, classes de qa
qui sont des ¢ telles qu'il n’existe aucun nombre positif A tel que nul ¢
soit fh [c'est-a-dire appelons u la propriété des ensembles de points
¢ tels que, quel que soit le nombre positif A, quel que ¢ soit fh]; alors,
par la prop. (3) on a: _

... t.est une classe de classes de complexes, ou une propriété dont
les ensembles de points sont susceptibles ou non;

8 ¢ et ¢’ sont des ensembles,de points quelconques, toutes les
fois que Ia plus petite classe contenant ¢ et ¢’ a la propriété w, ung
ag. moins des ¢ et ¢’ & la propriété w, et réciproquement, si I'une
d'entre. elles a cette propriété, leur emsemble ¢ v ¢’ 8 aussi qette
propridlé. . [Cette proposition est. la (), deus, Jequalle,an & pris loy
négstions des deux membres da Uégalité qui' oquatitng Ia thisal;.., .

I'ensemble des q. dont le module n’est pas sppérigur &.p.a lp
pmpl‘i'éité“- : - s TR T S P
.. (P) Mais, par un théortme de Cantor, si % est une propriété
des ensembles de poiuts;

et 8i ¢ et ¢’ sont deux ensembles quelconques, affirmer que ¢ u ¢’
a Ia propriété u équivaut & affirmer que I'une des classes ¢ et ¢’ a
cette propriété;

et 8'il y a une classe s qui a la qualité u, ev si [elle est finie,
clest- &-dire si] la limite supérieure des modules de s est une quantité
finie; . : :

.. -».slors il existe un 2, qui est un point de la classe Cs [c'est-a-dire
on up. point de 8 ou un point de sa dérivée] ,.,e?,;tel,qga, qnel.que. soit
le nombre positif k [arbitrairement petit], ls sphire ;(salide) mgbg
centre est x et le rayon est kX & la propriété  [sntrement dit, il

xiste, pn point de Cs tel que tout eppemble de points qui le contient
son intérieur 3 la propriété «}. |, i ... . :
[L'utilité -des notations de Liogique est-iei évidente. On peut aveo
elles, écrire en deux ligues l'enomcé d'on théordme qui dans loriginal
occupe une page. La forme des théordwes est maintenant d'une pré
cision rémarquable; on voit clairement toutes lee conditions restrictives
qu'on doit sppposers, et il est peu probable dans les développements
d?%ﬁgbliqr, quelqu’ une, plus ou moins cachée daus un énoncé ordi-
naire. On trangforme les théordmes comme on transforme les formules
d’Algdbre, 6t cels avec une facilité et une stret6 qu'on ne peut pas
atteindre avec le langage commun. Lsa prop. (5) dans la publicationspshd -
tionnée de M. Cantor est appellée Théoréme I Les lettres’ . 1 . .

Mathematische Apnalen. XXXVII. 14
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Y, Py, P, P, G, g
de M. Cantor correspondent ici &
%, C, ¢, 8, G, 2.
Il y a quelque peu de différence entre le théoréme de M. Cantor
et la proposition (5) dont nous ferons usage].

(6) Dans les Hp. du théordme & démontrer, si % [a la méme
signification que dans la (4), cest-a-dire, si ] désigne les classes
qui ont quelque point commun avec toutes les classes fh, par les
prop. (4) et (5), on déduit I'existence d'un point z, dont le module
n'est pas supérieur & p, et tel que, quelque soit le nombre positif %,
Vensemble des q, dont la différence &4 # a un module non supérieur
a k, a toujours la propriété w.

(1) Cela signifie qu'il existe un point #, de module ¢p, tel que,
quelque soit le nombre positif £, on a que, quelque soit le nombre
positif 4, il existe des fh dont la différence & z a un module non
supérieur & k. [La (7) s'obtient de la (6) en substituant dans le second
membre & la lettre u sa définition).

(8) Donc il existe un point z, de module ép, tel que, quelque
goit &, la limite inférieure des modules des différences & z des points
de fhest O, [il existe un point z commun 4 toutes les C(fh), quelque
soit le nombre positif A].

[Remarquons la transformation par laquelle de (7) on passe & sa
équivalente (8). En général, si h, k& sont deux variables, et si p, g, r
sont trois propositions, dont la premitre p contient la seule lettre Z,
la deuxidme g la seule %, et la troisitme r toutes les deux % et k;
alors la proposition: .

P Or- g Oar «quelque soit k, pourvu qu'il satisfasse & la condition
p, on déduit que quelque soit la valeur de h satisfaisante & la g, on
aura la verité de r»
peut aussi s’'écrire

Pg Onarr «toutes les fois que h et k& satisfont aux conditions p
et ¢, sera aussi satisfaite la r»
et, par conséquence, on peut encore lui donner la forme

g Or.p Opr «de la condition ¢ on déduit que: de la condition p
on déduit la »». -

Or une proposition partielle de (7) est:
keQ.0r:heQ.0n. (x4 6ME) A fh === ).
Intervertissons les h et %, en suivant la régle énoncée. On obtient
heQ.on:keQ. 0. (4 0ME) nfh==).
Or par la définition de la limite inférieure, on a: :
keQ.n . (@4 mk)nfheme= p o=l m(fh— 2) =0,
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Et au moyen de ces deux transformations on passe de la (7) & la (8)]

(9) Donc il existe un = appartenant & la classe fO.
Ainsi est démontré le théortme.

Deuxiéme partie.
Réduction du théordme.

1. Pour n’avoir plus & revenir sur les conditions de continuité des
fonctions ¢, @,, ..., @, de ¢, z,,...,Zs, on les supposera continues
pour toutes les valeurs des variables. Si elles sont seulement continues
pour les valeurs appartenant & la varlete V définie par les con-
ditions

b—k<t<b+k, aj—h <&, <ay4hiye..)tn—hy<Tn< antFin,
il suffit de poser
2 t—b ’ 2 xi —a

t—tang——-—-——, z, =tang;~T—.’...
1

pour représenter la variété ¥V dans une autre, dans laquelle les variables
t, z,, ... ne sont plus assujetties & aucune condition.

2. Introduisons les nombres complexes, et posons z == (z,,%,,...,Za),
o, ) = (P, P3y - - -5 Pn). Alors le systeme donné d’équations se
réduit 3 une seule:

d

& =9,
entre la fonction complexe z, et la variable réelle ¢; la (¢, z) est
fonction continue des deux variables. Le théordme qu'il sagit de
démontrer dans cette Note s'’énonce alors:.

atqn-beq:::b b+ Q.feqn/bY . fb=0a:teb™ b .Q. dﬂ

=@, ft) .. ==ssA-

«Si a est un complexe d’ordre n, et b um nombre réel, alors on
peut déterminer b et f, on b est une quantité plus grande que b, et
f est un signe de fonction qui & chaque nombre de Il'intervalle de b
a b fait correspondre un complexe [en d'autres mots, f¢ est un com-
plexe fonection de la variable réelle ¢, définie pour toutes les'valeurs
de Vintervalle b~ 5'); la valeur de ff pour ¢t =1b est a; et dams tout
Iintervalle b~ %" cette fonction fi satnsfmt & l'équation différentielle
donnée ».

3. On peut supposer les valeurs initiales b et a nulles, car:il suffit
de poser tb+t Zw==a - 2 et alou, pour t-b et % w.q O
atl' =0,z =0.

On peut aussi supposer (0, 0)-=i-0 car si l’on pose a:-htnp (G,GH-d,

14°
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le second membre de l’équa.tlon dxﬂ’érentlello en z’ et ¢ s'annulle avec les
variables..

Enfin, puisque @(¢, z) est continue, et ¢ (0, 0) =0, on peut
déterminer deux nombres positifs p et ¢, tels que I'me(0¢,, mp) <1,
Si % est le plus petit des nombres p et t,, et que l'on pose 2=Fk2', t=Fk?,
on obtient 1'équation dlfferentwlle =-=(p ', x), o0 @' (¢,2) =kt k),
et 'on a 'mo’ (9 mé) < 1. 8i, au lieu de 2, ¢, @', on éerit z, ¢, g,
on & l’équa,txon == @, z), ot 9(0,0)=0, et Tme(4 mé) < 1.

Donc, sans bter de généralité & la question, on peut supposer

19 o(t, z) toujours continue,
2 9(0,0) =0,
39 I'me (%, mé) < 1.

Nous supposerons toujours ces conditions satisfaites, bien que plusieurs
propositions, comme on voit facilement, en soient indépendantes. Nous
voulons démontrer:

Théoréme.
fequ/0-fO=0:286.0,- _L=¢(t f) sm =y

«On peut déterminer dans l'intervalle de O & 1 une fonction com-
plexe f¢ de la variable réelle ¢, qui s’annule pour == 0, et qui dans
‘tout cet intervalle satisfait & I'équation différentielle donnée>.

Résumé de la démonstration.

La démonstration du théordme, réduite en formules de logique,
est contenue dans les § 1—§ 7. Bien que les développements complets
soient assez longs, les principes de cette démonstration sont simples
et naturels; on peut affirmer qu'on doit nécessairement retrouver les
mémes propositions toutes les fois qu’il #'agit de traiter compléetement
Vintégrabilité des équations différentielles, sans d’autres hypothéses que
celles de la. continuité.

§ L
On étudle d’'abord les fonctions f¢ qui satisfont 3 une mégahté de
la forme

pH 12 «p(t,m)<h

ob, A est un nombre posxtxf, on pourrait dire que ces fonctions satis-
font par approcsmation a I'équation différentielle donnée.
Pl. «Bi f, et ¢, sont des nombres réels distincts, et si A est une
smankité positive, on_ appelle B(%, &, h) les wigmen; ou curactéristiques,
¥ 11
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des fonctions complexes définies dans l'intervalle t."t,, o, qm dans;tout
cet intervalle satisfont & la condition B».

On voit facilement que (P15), étant ¢, un q, z, un q,,, et h
un Q, la fonction ft =z, 4 (¢ — ¢,) q:(to , %,) satisfait & la condition
p dans un certain intervalle £ ~¢”, qui contient & son intérieur ¢,.
Et{ plus généralement (P 16), la fonction x, - (¢ — #,)2, ol # est un
complexe dont la différence & ¢ (%, a:o) a un module moindre qne' h,
satisfait & la méme condition, aux environs de f == ¢,.

P2. «Ktant ¢, et ¢, des ¢, % un Q, et Z, un g, On appelle
B(zy, %, ¢,, b) les complexes & tels qu'on puisse détexminer une fone-
tion f¢, satisfaisant dans l'intervalle {,” 7, & la condition #, et qui pour
t==1t, et t =1¢ a les valeurs 2, et z».

Donc B(zy, b, %, h) desugne l'ensemble des valeurs que prennent
. pour t==1¢, les fonctions f¢, qui pour t =1, ont la valeur z,, et qui
dans l'intervalle ¢, ¢, satisfont 2 la g. Endemment, si l'on donne
arbitrairement 2, %), ¢, h, on'ne peut pas toujours affirmer l'existence
de la classe B correspondante. N :

De la définition résulte immédiatement que: :

P9. 8i z, est un B(z, #, ¢, h), alors &, est un B(z,, ¢, &, h).

P10. Si b <%, B(z,, %, t,, k) est contenue dans B(z,, ¢,, %, k).

P14. 8i £, ¢, t, sont des q, disposés par ordre de grandeur,
si x,, x, sont des qa, et si les classes B(z,, % ,t,, k) et B(x,,y, 8y, h)
ont des points communs, alors z, est un B(a, ¢, %, k).

Lorsque » = 1, et' que par conséquence les g, se réduisent aux
nombres réels q, les classes B sont en général I'ensemble des points
qui satisfont & une double inégalité a <z <b; quelquefois ces classes
g'étendent & l'infini, ou manquent.

§ 2.

P1. «Soient ¢,, ¢, deux q, ¢, < ¢,, z,un q,, et p un Q. Appelons
! 1a limite supérieure des modules des valeurs de @(f, z), 10rsque t
varie dans Vintervalle #,~ 7, et z dans la sphdre de centre , et’ de
rayon p. Supposons f; — ¢y < -— Alors, h. é6tant une quantlté posxtxve,
quel que soit ¢ dans l’mtervalle ty t,, il y a des points de la classe.
B(z,, ty, ¢, b), dont la différence: 3 #, & un module non supérieur
a (E—t)b. Lo

P2. «Et, par conséquent, dont la dlﬁérence A @, & un .modale.
nen supérieur & p». ok O

P3. «Si, dans ‘la P2, &. q,, t,, @y p on substifue .0,.1, 0,1,
on: obtient que; quel que aout le nombre positif 4, et qibl quofsmt ¢
dans Vintervalle 6, il y A du B(O, 0,t,4) dont le: n\odnleuut Anférigu
& Lunité». - - Gito O I S RIE R LR EE
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. P4. «Donc quels que soient la quantité positive &, et t dans 6,
la classe B(0,0, ¢, h) existe effectivement».

§ 3.

Pour étudier les autres propriétés des B, on démontre d'abord
le lemme:

Pl. «8i dans un intervalle de £, & #, > #, deux fonctions réelles
fit et f,t satisfont aux inégalités f,"t < ¥ (¢, fif), et f,'t > ¥ (¢, f2t),
ol P(f, £) est une fonction réelle des deux variables réelles ¢ et z; et
si les fi¢ et f,t ont la méme valeur pour ¢ = ¢,, on aura f,¢, < f,f,».

On déduit des théortmes qui limitent les classes B.

P7. «On peut déterminer une quantité positive h telle que, quel
que soit ¢ dans l'intervalle 9, les modules des points de B(0, 0, ¢, k)
soient tous moindres que ¢», et en conséquence, P8, «moindres que
I'unité».

P9. «h et k étant deux quantités positives, alors non seulement
B(z,, t,, t,, k) est contenue dans B(xz,, ¢, ¢, h + k), comme dit §1
P10, mais les points limites de la premiere classe sont aussi contenus
dans la seconde».

Les §§1—3 contiennent les proprietés des classes B, qui se
présentent dans la suite. On peut encore noter que les classes B
sont nférieures a elles mémes et continues.

§ 4.

P1. «Appelons maintenant A (z,, %, ¢,) la limite de B(z,, ¢,, ¢,, k),
pour h = 0>,

Alors on a:

P4. «Si la fonction ft satisfait dans lintervalle de ¢, & ¢ &
'équation différentielle donnée, et si sa valeur pour ¢ = ¢, est z,, alors
ga valeur pour f«={, est un des nombres de la classe A(z,, %,, ¢,)».
Nous en démontrerons la réciproque dans le § 7.

P7. «Quel que soit ¢ dans I'intervalle 4, la classe A (O, O, ¢) existe
effectivement». C’est une conséquence du théoréme sur les limites des
classes, démontré au §e P9.

P9. «La classe A(z,, ¢,, t) est la classe commune & toutes les
classes B(z,, ?,, ¢, h), lorsque A prend toutes les valeurs positives».

P16. «Quel que soit ¢ dans l'intervalle ¢, le module de tout
nombre de la classe A (0,0, ¢) est inférieur & l’umt,e»

'P19. . «Htant Zy un gy et ¢, un q, si I'on fixe une quantité posltlve
k -[arbitrairoment petite], on peut déterthiner deux nombres ¢’ et ¢”,
Von inférieur, l'autre supérieur a 7,, tels que, quel que soit ¢ ddns
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Yintervalle £'~¢”, mais différent de ¢,, et quel que soit le complexze z de
la classe A (z,, ¢,,?), on ait toujours: ;

?::’o — o xo)] < kb,

P20. «Si ¢, et £, sont des q; et si f¢ est une fonction complexe
définie dans tout l'intervalle 7, #,'; si, étant ¢ et'#, deux valeurs quel-
conques dans DVintervalle ¢~ ¢, 1a f a la propriété-que f?¢, est un
A(ft,t,¢); alors dans cet intervalle la fonction f¢ satisfait & I'équa-
tion différentielle donnée».

mod

§ 5.

La démonstration, en général, du théoréme, est donnee au § 7.
Mais dans ce § et dans le suivant nous examinerons deux cas parti-
culiers. Ici nous examinons le cas dans lequel la classe A (0,.0,2)
laquelle, lorsque ¢ est un ¢, existe effectivement, se réduit & un.senl
nombre,

P4. «8i, quel que soit ¢ dans !l’mtervalle 9, A(O 0, t) et un'
complexe d'ordre n, et si lon pose ff{== A(0,0,1); alors f¢ est yne
fonction complexe de la. variable ¢, définie dans Dl'intervalle ¢, qui
s'annule avec #, et qui dans le méme intervalle satisfait a l'équa,tipn;
différentielle donnée ».

P5. «Et elle est la seule qui satisfasse a ces conditions»..

Pour reconnaitre des cas, dans lesquels A (0, 0, £) est un q,, on & la

P3. «S'il existe un nombre positif p, tel que, quelque soit ¢ dans
Pintervalle 6, ot quelques soient les complexes z et 2/, de module non,

gupérieur & l’umté le rapport nle (:n?;) )(t 12 goit toujours momdre

que p, alors, quel que soit ¢ da.ns 4, la classe A(0, O, t) se nguit ’E'

un noinbre>.
Mais, pour que A (0, 0, ¢) se réduise & un q, il n’est pas nécessaire

que le rapport considéré ait. toujonrs une valeur moindre gu'une
quantité finie p.

La condition m[q»(:;a(?;) _:)(t’ x)] < p est 6quivalenrte E'l’exisbence

d6°n? quantités positives ¢, tellés qite, quels que soient £, z ot x ﬂa,ns
la variété conmderée, on ait touJours*) ~

mod [g); (t xi, EXTS %) “P‘(t xuxza ’xn)] < cﬂ mod (‘”l —»xx} |
+ ngOd (xz —‘xg) + + Cin mOd (xn"'xn), T

car 11 Sufﬁt de poser p an (le maximum des ) o

‘) C’est la. condmon supposée pa.r M. L:psehxtz (Bulletm de .Darbouar~: .

X, p.'149; Anniili: @i Matematica; serié 11, t. 1I,.p, 288; Differential- !deht@al-
rechnung, p. 500). PR
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Le méme condition est unme comséquence de lexistence et de la
continuité des dérivées partielles des fonctions réelles g;(¢, z,,:. ., )
do;
dxj ’
Réciproguement,, si le rapport consideré a toujours une valeur moindre
qu'npe quantité finie p, on ne peut pas déduire l'existence des dérivées

par rapport & x, . .o Zs; car il suffit de poser ¢y = max mod —~

partielles %%1-, mais on déduit que les extrdmes oscillatoires de ces
! .

fonctions sont toujours finis.*)
On a ainsi démontré les théorémes de Cauchy et de Lipschitz,

: § 6.

Lorsque n == 1, la question se simplifie. Dans ce cas on pourrait’
démontrer que A (0,0, ¢) est un intervalle, c’est-id-dire I'ensemble des
points compris entre les limites inférieure et supérieure de A (0,0, ¢),
y compris ces limites. On démontre:

P8. «Si ft est la limite supérieure de A (0, 0, £), alors ft est une
quantité fonction de ¢, définie daps I'intervalle ¢, qui s'annule avec la
variable, et qui dans le méme intervalle satisfait & I'équation différen-
tielle donnée».

P9. «La limite inférieure de A0, 0,¢) a aussi les mémes
pr0pr1etés»

Mais lorsque ces limites ne coincident pas (le cas de la coincidence
a été étudié au § 5), il y a une infinité d’autres fonctions qui satisfont
aux mémes conditions, et dont I'existence résulte du § suivant.

J’ai douné le théordme, qui est l'objet du § 6 dans ma Note
Sull’ integrabilita, delle equazion: differengiali di primo ordine (Atti Acc.
Torino, 1886, t. XXI), avec une démonstration quelque peu différente.

§ 1

Pour démontrer le théoréme en général, formons la fonction ft
définie par les conditions suivantes:

P9. - «Posons £0 == 0».

P10., «Posons fl1 égal & un nombre arbitraire de la oclasse
A(0,0, .

Alors, quelque goit ¢ dans 6, il y a une classe commune a
A(0,0,¢) et & A(f1,1,¢) (84P18). Il peut arriver que cette olasse
commune se réduise i un seul individu; appellons le f#; alors, en
suivant les démonstrations du § 5, on pent prouver que ft satisfait &
P'équation dlﬁ‘étentlelle donnée; et elle est la seule solution qui s'annule

B T e D
»\;)x ' qultwm. Sm‘prmpn di caleolo integrale, Giarnale di matematiche,
t. XIX. ) o
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pour ¢=0, et qui pour {=1 prend la valeur f1, arbitrairement choisie
dans la classe A(0,0,1). Dans ce cas la solution de l’éggﬁt,lon
différentielle est définie par sa valeur initiale, et par sa va]eur‘ finale
qw'on doit prendre en A (0, 0, 1). ‘ L

Mais si cela n'arrive pas, on peut diviser l'intervalle 0™ 1 ex; Jeux’

parties égales et prendre pour f(——) un mdmdu arbltrame de la classe

A(O,‘O,: A(f 1, 1, 2) et ainsi de. suite.

PIl. «En général, si ft est définie -pour tous les nombrés
1 2 2" —1
valle ¢, alors, si ¢ est la moyenne arithmétique de deux -mowbyes
successifs ¢, et ¢, de cette suite, prenons pour f¢ '-ﬁn;indfividu arb?iraire
denlawclasse ‘commune ¥ A(ft, ¢, t) et A(ft,, by, EH. -1 b ciavaiayg

‘P12, «Enﬁn, 81 ¢ est un nombre de l’mtervalie 9 mam‘ n’ox;”de
T }(‘)

la fqrme ral oh r et s sont des entlers, pre,nons ft égal 3, i;qgﬁvxdu
commun 2 toutes les classes A (f4', ¢ t), oﬁ t est un nmnbre queb

RS A REEDN S 1

» 1, quon obtient en divisant r fois _}?ypter-

conque dans ¢, de la forme —2—»

0l ‘West pas évident & priori que les deﬁmtlons donnees ’éoienb
'comp'a.tlbles On le prouve dans les . S

" P13. «La fonction f ainsi définie faxt eﬁ'ectlvement correspbndre
i chaque nombre & un g,». ~ ki

P14. «Quels que. soient Lt da.ns 9 ft' ‘ot un mdmdu &e “Iat
cldsse A(ft, t, ).

“Voici quelques exphcatmns sur la. de‘monstratmx; de ces:j gﬁ‘ ;
théorzmes:

vy (1)(2) (3). «lls sont wrais .pour. r==0»¢ o e o b

" (4) (5) (6) (1) (8) (9). «S'ils” sont vraIs po ,une ﬁalep.r ﬂe rj, ils
le sont aussi pour la valeur 7 - 1

(10) (11) (12). «Donc il sont yrais pour toutes les valeurs de ¢ de

8 .
la forme praid f usazaly sel v

wulitie uh Ll m 3) '

(15). «Bi?, est un nombre-de- I'intérvalle 6, mais non de la forme
28, , il- éxiste *eﬁ"ectivémeﬁf? des: individus ‘commulis & toutes les: elassbs
A(ft, ¢, t), on-t egt un gombre quelcogque 'deVintervalle 4, mfeneur

a. fp ot de la forme . —-» e e T
(16) B i n'y 5 qwun seals. 7 T o ;}:’g,"})\
(17) (18). s Appelotis-le o;, alors il st anse: COmMmPE tpg‘;'gg,‘

¢ A2 2R SN
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cladses A(f2', ¢, £)), ou ¢ est un nombré quelconque de lintervalle

6‘ supéneur &%, ot do'la forme =

AAAAA

(19). «Done il 7 & un et un geal mdmdu commun aux classes
de ]8 P 12»

" (21). «Ainsi est prouvée la P13».

'(22) (28) (24) «La ‘prop. 14, dé§ja démontrée (12) lorsque ¢ et 4

ont la forme —2'_-, est aussi vraie lorsque un’seul a cette forme, ou

quaucny des deux n'a nne telle forme; elle est- donc démontrée en
générab

'"P15 "« La fonction f¢ ainsi déﬁme, gatisfait dans Vintervalle ¢ &
Véquation donnée, comme il résulte de la P14 et de la 20 du §4». -

< Nows avons traduit Vexpression @a, ol a,est une Kqa, qui se
présente dans les P10 et P11, par «un individu arbitraire-de la classe a».
Mais comme on ne peut pas appliquer une infinité de fois une loi
arbitraire avec laquelle & une classe @ on fait correspondre un individu
de cetté classe, on a formé ici une loi déferminée avec laquelle &
chaque clagse a, sous des hypothéses convenables, on fait correspondre
un individu de cette classe:

P1. «Si @ est une K q,, nous appellons wale complexe (alc1 ) Byy Tyyeen)
dont le premier. élémeat z, est la limite supérieure des premlers éléments
.des complexes de la classe a; - .

.o, deuxidme élément 2 est- la lnmte supérieure des deuxiemes
&léments des complexes qui appartiennent & la classe a, et dont le
premier. élément est z,;

" Te troisibme élément g est la limite supeneure “des troisimes
éléments des complexes qui sont des Lz ob qu1 ont pour premier
élément 45 ‘et pour deuxléme Zy; ‘

et ainsi de suite».

P2. «Si a est une Kq,, non nulle, ﬁme, ot fermée, alors wa
ést un ihdividu de Ia classe a. ’

§1 A
~ Sur les olasses B.
ji!iii‘lﬁi s Bzt ten ., Défmitions. ...
" &toeq-ftrs to + Q th-@ Bos b h) = (Qa/ts " t) nfs

i ftat b orm [, 1] <B}Y.

*) En supposant que la dérivée d'une fonction £t satisfaive ' une inégalité,
on suppose ici l’existence de 1a dérivée ordinaire, ou au moins des deux dérivées
& droite et & gauche, qui satisfassent & 14 Wduib’ indgalits. * ﬁaturellement aux
extrémes de 1'inteérville, oon' ¢onsiddre I'uflé senlombst-des ‘dékivées;
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teq.t etgc+ Q. heQ . eqaryy. B(xo,to,t,,h)zq‘nnwe'
[FeBly, by, b). fto =2, fb =z : == A] E Y
t,,sq.heQ.xosqn.o.B(zo,to,to,k)—_-axo.

Conséquences immédiates. . A
theq.t et +=Q.2eQ:p. ﬁ(to:tuh)cﬁ(tl:to’h) ,

" chykeQ b <k:p . By tis k) D Blls by B).
tosq tieto+Q.tet+Q.2eQ:D. B (85, 12 ) O Bts; 8y ):
t07tl’t2£q th <t <t .heQ. f‘ﬁ(tortnh) f‘”ﬂ(tntz:h)

0. &b, k).
bheq. t1850+Q heQ. féﬁ(to,i‘;,h) O fttsB(ftwto»tuh)
Zy € Qu. by, 41 €Q . heQ x‘sB(xo,fo,t,,h) O~ xosB(x,,tt,to,ih)

{P4 o P9}.

to,tlsq k, keQ, k<k xoeqn Q- B(%ato, tuh)OB(xo:toatuk)
. 4350;1?10}

tosq tt*”o"‘Q ty &t +Q hGQ %eqn_xzaB(xo:to;tz)h)
20 . B@ay tgr by B) R B(g, by, 8y B) = = A {PGQPII}
bheq.bhety+Q.5et, +Q.2eQ. x5 & qn- 8By, 4,1%,hk)
&y B(@y, by, by, h):0) @ & B(%, 89,5, B) {P7pP12}.
bheq.t ety +Q. 6,64 +Q.heQ.xy&qn. x,sB(xo,to,t,,h)
20 B(@yy by by, B) 0 By, by b, B) {Pl2===P13}
heq.diely +Q thet4Q.heQ. xo;xzeqn B(wo’to:tuk)
. "B(‘”z:tz:tnh)"—A D2 8B(x,, to;tz,}") (&)
{Pl2=P14}

“. Théorémes dont dans la suite on ne fem pas d'usage. -
t«“l Xy & Qn - ft =25 (E—10) P (b} Zy)-R 6 Q: Q.Jtﬁ&%~—Q
t"etd-{-Q fs_ﬁ(t t"]&)'-atv' A= v .

120 20500 heQ. #2001 [s—p(m, 0)) <. ft=xo+(t—to)x

R i’eto Qi'sto-i-Q)’sﬁ(t t”h) -==¢rA

L § 2. »
Existence des olasses- B, - - -. . - i ¢
el n v g Théoréme. P RER L -5

s/‘

(ta—'o)l<£ heQ:p:tety=t .. B(xo,to, «:@,‘
AL g)En - = 4 el
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Q. Psaxo.

, Démonstration. g
Hp . K, ¥ 6Q .t f ety . m(t — ) <¥ .20 62, + 6mp
cm(@ — &) <K' : Qa0 mei2) — @, @) < h:ii-
=gk A
{Cest le théoréme connu sous le nom de la continuité équable,
 gleichmiissige Stetigkeit} . '
Hp .ksQ.. t,yt ety ¢, m(—1t) <k.z,d' exy4 émp.m(z—2)

T LK - m[@(t, 2) — @, 2)] < hii==A.

®)

®)

(7)

{Hp(1). k = min (¥, ﬁ,'i) 10 @)

Hp(2) £ atyt, .o emy 4 (F —£) W01 £ st —4, . &' <+ K. [t

=g 4 (=)o, 2):n:ft"eB@,t, ¢ k). ft" ez,

+ @' —t,)6m1. .
{Hp.tet'—t":o:t,t’st—tl.t—t’<k~m(ft—-x’)S(t-—t’)l

<kl.fted +0Tp:0:mlp(f) — ot 2)] <h- L

=9, ) :0:m[ S — ot )] <.

Hp.g:feB(t, ¢, h).ft =x. §1P8:0.Ts}.

Hp@).t ety t, . & sxy+ (f —t)0ml.t" et —¢t, . &' <t+k:p
B@, B n g+ @ —t)0mI == {(3)0 @D}
Hp(2) .t ety t, .o s B(xy, by, £, h) n 3+ ( —8,)0m1] . ' 6 £ — 4,
ki) B, by, 8 h) A [+ (7 — 1)) == A
{4).§1P13:0.(5)}.

Hp(2).2 =15 {t st t,. B(@y, Lo by, B) n[2gF(E—to) 6T === p } 1 0 2
toes . teg et =t . 0'<t +k:iQne. .t ez {(5)n(6)}.
tyeq.tiety+Q.0cKq 808t tyss.keQo st st~

WLk U esii 8 =101
{Proposition évidente} .

Hp6). .2 =t §. L {6) (Do ()}
HP(2) tely” tt O B(%, 2,8, b) < [Zy+ (E— 1) Ml]m=p
o {®) =(9)}.
"ﬂp‘o"rs. @@ o0 =r1}.
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2. theq.tyety+Q.xeqn . pe Q. l=1mep(lt, 2,4 émp)
. (tl—-t")l <p'h8Q .t&to"tlto . B(xo, ta, t, h) ﬁ(xo+
fmp) == A {Pl. 0 P2}.

3. heQ.teb:0.B(0,0,4,h) AMmbam== ) v

{(O 1 0 1>P2-=P3}.
h bt % p

4 heQ.te0:0.B(0,0,¢,h) == 4 {P3oP4}.

§ 3.
Propriétés des olasses B.
Lemmes.

{Dans les lemmes suivants, ¥ (¢, #) désrgne une fonction réelle
des deux variables réelles ¢ et ¢} .

L fheq.fiet,+Q.fi,Leq/tyt ity =tfaly .ttt . 0c i
<YGLAYD - HE>EAY D A <t

{M) Hp.g::fi'ty <fity.0::0 ety +Q:te(+Q) ~n(t—Q). 0.
flt<f2t.'.-=¢' A- \.

@ Hp.t,=1Fce[t et b, :te(ty+Q) n(E—Q) .. it <fot]. (1)
0t e+ Q.6 <h il <fib

@) Hp@).fit,=ht:0 - [ty < fi'ty: ts(to"l'Q) (tz—Q) - Ot

it <fait 9. A- y
(4) Hp(2).(2).(3):D:t ¢t + Q. tz <t. f:tz < f,t, |

'ﬂt<f2t'.‘_=5A::0::t3:€to—tl t3>t.2 ts\t+Q)
Ats—Q). 0 it <ft ==y A::D-A-
(6) Hp@).(4).(®):0:t, =1 -f1t1<f2t1°
Hp.(@®):p .Ts.}
2. tyeq.tisty—Q.fi,fse A/l fily =Tilotetyt, . o.f“t
<¥HAY) - Ht>¥E 1. fity > foty., S
Dém. analogue. Il sufﬁt aussl de changer t en ¢ dans lo
lemme 1}. ¥ ; B

LI

Pt
¥

*) Iei f, et fy désignent les dénvéea des £, et f. Suy letin existdnce on
fait les mémes suppositions que dans la noto am § 1. Im fonotlona f, et f, sont
dqno nécessairement continues.
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3. theq.t ety Q. .1, Leq/tt . ity =1t tsto-'t,..ong,'t

<YOAY - fit> v fit):g - LR lh "‘“ >0
{PlnP2-—P3}.
Théorémes.

4. teq.t, ety +Q .k, ke Q. .z, aequ:tetyt .0 I m{p[t
+ (¢ —tyat (t—to)ﬁ<h+k>] — a} <k feBli ) h)
=z, . 0. m(ﬂ’ a)<h+k

{Hp . fit = m[ft — 5, — (t—to) a) . fut = (b—ty) (b F). B (¢, 2)
=h+1Vm{p[t 2o+ —t)a+me] —a}:0::f,fr ¢
qQ/b 4 ity =hty =0t ed=t, .0 . (i< m(f't—a)

St — o ) + wle@ ff) —a] <h +1'm{o[t, 2,
+(t—'to)a+mf1t]—a} =9G N1) .t =h+ k > w(t
%) -~ f’t’ f't‘ >0::9. Ts}.

5, tosq.t,eto—_{-_Q h, st 2y, aeq .p&Q.m —1)
<;:;f;rﬂ' U'm[e(t,—t, @y + mp) —a] <k.z, ¢B
(Zoy b9y b1y B): D .m(‘”—‘”—w"-—a)<h+k

{(1) Hp .t &ty t:0: 2,4 (¢ — )+ (¢ — ) Th+E) 0 2o+ 604
—ty)E(math+E) Q5+ mp . Vm gl zp+(E—1ty)a
F+(E—t)mt+k)]—a}<I'm[p(t,~t,z,+ ¢mp)—a] < k.

(2) Hp.feB(, b, ) . fly=2x,.ft,=2,.(1).P4:.Ts.

Hp.(2):p.Ts}.

6. feq.t ety Q. 1keQ.x,a8qn.p Q. m(t — 1) ><(math+4k)
<p.Ump(¢, 2+ dmp) —a] <k3Q:B(”o»to,tt’h)Oxo
+ (¢, —ty)[a + 6m(h+k)]. {P5 ="P6}.

7. heQ:te6.n,.B(0,0,¢,k)gmot... == 7.

{(HreQ. <1 —1Vmehmb): == . »

(2) th h<1—1meg(s, m9) 0 keQ. I'mop@, md) <k <1
—h: -=p A

(3) heQ. h<l-—-lm(p(9 mé) . keQ . I'mp(h, m0) <k <1

_h.teo. (O t 0, 0, 1)P6.0.B(0,0,t,h)or_n9t.

to’ b, wo; G, p
(1) @ @) o PT}. A
8 hEQited.g. 'B(OOth);)ma =i A {P1p P8},
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Théoréme. o o
9 Toeqn.theq.ti ey +Q.hkeQ:p. CB(xo,to,t,,h);)B(xo,
tyy 4y b+ ).
Démonstration.*)

(1) Hp.z eCB(=y, 4, ¢, k) - a =9, z): 0 bhelty+Q)n (Y

—Q.p Q. Unmlplt;t, 7, + 0Tp) — a] < +k: -
at‘z!pA' h

)

*) Nous traduirons en langage ordinaire cette longue démonstration: _

(1). Dans les Hp, du Théor., soit 2, un point de la olassg, CB(mo,t,,,t,, h).
[Le cas nous interesse, ol z n'appartient pas 8 la classe B (z,, to, iy, A), .mais o1 i]
est on point limite de cette classe]. Posons, pour simplifier, & == @ (t, 2;). Alors
[par la définition de la continuité) on peut déterminer un nombre f,plus grand
que to et plus petit que ¢,, et une quantité positive p, de faqpn que, lorsque ¢
varié dans l'intervalle t,”¢,, et que z acquiert toutes les valeurs gui dxﬁérenﬁ de z,
d'une quantité dont le module n’est pas supéneur 4 p, les valeurs de q:(t &)
dxﬂ“érent de a = gt 2,) d'une quantité' dont le module soit tou;om inférigur

a —— k . . . . ';(', Lo 4

(2). x, et a ayant la mbme mgmﬁcahon que dans (1), el 6y et P sont des
nombres qui ont les. proprietés qu'on vient d'expliquer, et mi Y'om appells # le
plus grand des nombres: ¢, et £, — ;—;fm; alors ¢, est plus grand que'#,
et plus petit que f,; lorsque ¢ varie dans l'intervalle ,"¢;, et & dans la sphdre
de centre x, et de rayon p, les différences entre les valeurs de @ (¢, #) et a ont
des modules toujours moindres que ——k et le produxt de t;—t, par ma -]—h—i—k

west pas supérienr 3 p. : &
"* (8). Dans les mémeés notations de (1), 8i p est un nombre posth ot t.
une qua,ntxté entre t, et t‘, qui’'a les propnetée qu'on ﬂent d‘énonébr{,y ‘to‘u’ﬁe 1&'

R 1Y
sphére de centre x; -+ (t,—t,)a, et de xayon (t,—t.)(h +5 T Ic) et ppx;tagm
dans B, by, by, A+ K).

Spoaith o0 st
"En effet soth z, un point de cettae sph&re posons ft=-w, -!- it

t‘ tl } &y — w‘)

Alors les valeurs de la fonction f% ) pour te-t, o F t, ‘sont tespactlvement I3
et Zys . quel que soit 2 da.ns l'mtervs.lle p, §y,» la -différence entre fiet’ m, a8 un

module inférieur & p [ car dans cette d:ﬂ&'ence ~:—-—-—— (g~ 2y), lo premier i‘aobeur
' nest pas aupéneut & Y'unité, et pumque a:. est un point de la. sphére on &:
[y 2ty b)) < (fr—ty) (k+ k) ol

d'on
wev—e) < (o {mat i+ 2 B <t-w (ma bk <p] t

Par conséquence la d1t¥érence entre qz(t, ft) et a a un module inféneur 3 -’-k— '

PR 1 FT 083
D’aatre part f e 2 ; et m[f't — op(t, ft)] nest phs supéneur 3. l,a gom‘mé
- ty —
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(2) Hp(1).t e (t,+Q)n(t—Q) .2 Q. U'm(p(t,~t,2, 4 0mp) — a]
<-——k. t3== max(tz, tl —_ m—m) !0 'th(fo+Q) (tl

— Q). I'm [p(%~ tufvx+9mp)-a]< k- (t,—t) (ma
+h+E<p.

de m —a], qui est infériour ou égal & k4 o, et de m[p(t, /1) — al,

tl - ‘A
inférieur & ':‘Tk' Donc, quelque soit ¢ dans ¢,"¢;, on a m[f't — (¢, ft)] <h-}k.

Cela signifie que la fonction f est une de celles qu'on a appellées B (i, ¢y, A+ k);
et 8a valeur x, pour ¢t =1, est effectivement un point de B(xy, ¢, ¢y, b+ %).

(4). Maintenant [puisque @, est un point limite de B(xy, ¢,, t;, )], on peut
déterminer un point x," de B(w,, %), t;, b) dont la distance & z, soit plus petite

que le nombre positif -;—k(t, —1y).

®). =4, a, p, t, ayant toujours la méme signification, si x, est un point
qui & les propriétés qu'on vient de dire, alors toute la classe B(x, ¢, ts, h) est

contenue dane la sphdre de centre x,-}(f, —t,)a et de rayon (¢, —¢,) (h+%—k),
dont on a parlé dans (3).

En eoffet si dans la P6, & ¢, ¢, k, 2, on substitue ¢, ¢,, %k, z,, on voit
que tontes les hypothdses sont satisfaites; on déduit que B(z,', ¢, Iy, h) est
contenue dans la sphére de centre x," - (¢{,—?)a, et de rayon (¢y—t,) (h+%k);

de la [pnisqno m(x,'——w,)(—%—k(t,— t,)] on déduit la prop. & démontrer,

(8). Donc, par les (3) et (6), la classe B(x, ¢, #,, h) est contenue dans
B(ﬁ., Ph tlr h+k)-

(7). Dans les Hyp. du Théor., si x, est un CB(x,, ¢y, &, h); si p est un
nombre positif, et ¢, un nombre plus grand que ¢, et plus petit que ¢, tels que
lorsque ¢ varie dans t,"¢, et & dans la sphere de centre x, et de rayon p les
valeurs des modules des différences entre les valeurs de @ (¢, x) et ¢ (¢, «;) soient

toutes moindres que —;— ki 8 (b —ty) [mop(ty, z) + k4 k] < p; et siz, est un
point de B(z; ¢, &, h), dont la distance & a, est plus petite que;—k(t,—- ts);

alors, par la §1P11, il y a des points communs aux deux classes B (2o, &, 3, k)
et B(z/, ty, &, b); )
© denc il y a aussi des points communs aux deux classes B(x,, iy, &, h) et
B(ay, ¢, t;, h+4 k), car, par la (6), 1a dernitre classe de cette couple eontient la
deuxidme classe de ]Ja couple précédente; :

_doiis, 1 y & aussi des points communs aux deux classes B(zy, &, t5, b+ k)
et B(ct, t, &y, h-+k), car par la §1P10, la premidre de cette couple contient la
premidre de la couple précédente;

et enfin, par la §1P14, x, est un point de B(x,, to, t, h+k)

(8). Daus lp conclasion de (7). n’entrent plus p, 4;, et «y'; mais comme dans
les (1), (2) et (4) on & démontré leur existence, on a:
- -Des:Hyp. da Théor., si w, est un point limite dé B (i, t,, ¢, h), il est un
pomt de B(a,, t,, t,,h-}-k) ; ‘

" Kitai eat déraontrd lo théordme,
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Hp(1) . p £ Q. t; & s+ Q) n (4—Q) . I'm[p(t—t,, 2, + ITp) —a)
<5k (h—t) math+B) <p:g:iz + G—i)[a +
0 (ht2 k)| 0 By by, &, h+F).

{(Hp . sy e, + (s —t) [a+ 08 (b +28)] . ft =, +
Z’—_—_-%-(xa—x,):: Ditfly=2 . fly=1mzy .. tsty¥ :
tftez, + 0Ep. mlp(t, f)—al <X .m[ft — o(, 1))
Sm[B=8 o] 4m(p@t, ) — o <(b+2H) + 5 b=
btk feBlt, by, h+E). x,,sB(x,,t,,ts,h-i-k)}

Hp3) . o . # ¢ B(x,, &, ¢, ) . m(a:, ——a;l) < = k(t1 t,)

:—=¢ A

Hp(3) . " & B(%,, ty, &, &) . m(zl—xl)< k(tn‘—ts) 0 Bz,
byt )02+ —t)[a+ sm(h+28)]

1
:(“ b5k '>P6.o.B<x,',t,,ts,h)ow,'+<ts——t.>><
btk x,

| [a—]—eﬁ(h—{—%k)] .Q.(5)}.

Hp(5).(3).®):0- B(-'L'utnts»h)oB(‘”utntsah'f'k)

Hp(5) . §1P11: 9 : B(a,, toats:h)"‘B(xututa’h)-'l"A (6) 0

' B(xo’toytayh)“B(xnti'ts,h“"k)_"'A §1P10:
B(w,, tyy by, h+E) A B(xt,t,,ta,hf-i-k)——A SLPI4 ) 8y
& B(@gy 8, 8y, R 4-F).

Hp . @, ¢ CB(=,, %, %, h) . (1) (2} (4) (7) 0. xtaB(xo» toy

th+ k).
Hp.@®8):9.Ts. o
. 8§ 4
Sur les ¢lasses A.
Dépnitions. 7 T 4
theq.tiety Q.2 6¢at) A(”o:to,tx)"‘B(xmto;tuo)“’hm
B(@q, to) b B)- ce vtk

bheq - ZgEq:) . A(%:to’to)"’% S

Mathematische Anualen, XXXVII, 15
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- : Théorémes.” '
8. Zyeqn.tyteq. 2 6q0:hsQ.0n. 2y & Bz, &y, 8, B) . 0. 7,
& A(zy, &, ) , {§eP2 P3}.

. dfe
4.'a:‘,‘eq,l,.to,t,eq.fsq,,/to—t1 flo=x,:tet, ¢t . 0,.—% ==

o Tl [0 ft e Ay, oy B).
. {Bp.0:heQ.0nfe Bty by, h). On.ft € B(g, %, 8, B): 9. Ts} .

S %8G - b 4 8Q1 D - Q.A(‘”og foy b).= A (%o, by, ).
{§eP8p P5}.

{6?”081(1 t1;50+ Q xo..eqnb pEQ.l=1me(tt, 5, 4 ¢mp)

m(tl"'to)< teto ti Q- A(w01to’t)""=A -

{(1) Hp .§1P10: o . h, st h<k: 0;,;; B(z,, %y, h)()B(xo,

t, £, K). -

(2) H’p.§2P2:o;hsQ.O,,.B(xo,to‘,t,h)ﬂ(xoq-oap)_:A.‘
Hp.(1).(2).§P9:95.Ts}.

T te0:0.A(0,0,f)m= A, ‘{(to : 2 ;) ps_—_m}.
0 1 0

T

B fy,t60.4 <t.26qn. mTy< b0 Ay, by 8) == A.

{ 1 l“t") P6 — P8}
. t’

9. %o & Ga. to,tsq 0. A(xo,to,t)—qnnxs[keQ On- st(xo,to,th)]

{§3P8 §ePl1:g. P9Y.

10.:,:1:‘,4sqn fyyteq. th 0. A(xo,to,t)oB(xo,to,t k)

| Lo {1?901310}

:_ I‘B‘"xoeqn tyrti 6 Q@ 8 A (@, by b)) . € A2y, 8, k). SN

{Ep PO:0::heQ:pu:x 8Bz, £, ¢, h). §1P9 On a:,,

e B(xl, tl7t0? h) P3 O TS}

12 theq ety +Q.tet,+Q. .2 e0n. x,sA(x‘,,to,t) Z, & Az, .
' tu AENE wz‘sA(xo:joi 2) :
{HP 'PIO D::heQ:n xleB(xoa toytuh) 7y € B(zy, 4y, 8y B)

§1P12 On - mzeB(xd, ta, tyy h) 10 . Ts}. :

15, tosq tiato+Q t, ety +Q.% eqa . xneA(xo,to;tl):f:)'A'

(@5 hy ) O Ao, oyt . o {P12OP13.}.
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14. ¢, eq bet,Q . keQ . 2y,a8q, . p Q.. 1= Vmo({, ¢,
Z, - émp) . m(t,——-to)<p Vm[g(ty~t, z, + 60ip) — a]

<k.z sAxy, t,4): 0. m("”‘ a)<k
{Hp . b =k — I'm[o(t," tl,xo—l—emp)——a] o:th.l'm

h h
tyy ty55) - 10 xt(—t a)<(k———)+2 0 - Ts}.
15. te6.26A(0,0,8):0. . ma<t. !

0¢t1001zx«
: P14==P15 P7.P10:5. P15
{(to G k LN x,) } 0u{§3 0« }

16. to,tse fy < t.2y8 A0, O to) 0- A(xo,to,i)-==A
. {Hp. P156: 5 :mz, < ¢, . E8: s Ts}.

1. 4y,te0.48, <t.2yeA(0,0,¢). 26 A(x,,4,,8):0.-m(z—2,) <t—1,.

{(;; 2 1;‘ x)PM P17}

17, ¢, ted. to<t xosA(OO %) 0. A(x;,to,t)oxo+9ﬁ(t—t,,)
{P17 = P17}
18 doy by by 88 by <t <ty . %y e A0, 0, 4) . 2y & Ay, fyy ) 1 ) -
A(Zys by &) 0 A(Zyy by, 8)) == A
{(1) Hp fh=B(a:o,to,t,,h)nB(wQ,tg,t,,h) 0. szq,,/Q
2) Hp(l).h=Q. P10t 02y s Blay oty h). SLPH ' M= .
(3) Hp(). &, keQ.h <k, §1PlO o X fhofk PNy
4 Hp(l) heQ.§1PI13: - fhoB(OOt',h)
(b) Hp.§3P8:p .. heQ. lm&(&(),«t,,h)<1 —===;.A
®, Bp(1).(1).@).(3).(4).(5)-§eP10:0. f0-==A
@) Bp(1) . §0P6. 0. 0.0 A8 oy £~ A @) i, g
CBp.(®).(D:p.Ts). |
19, % & Ga t,éq. keQ 0 Stst — Q. t"ato-l-Q tet'=4.t
. "'=to xéA(xo: toa t) Dh-’t'm[t_t (to1xo)]<k
)‘;’; .\r:‘ el _=‘,‘, A Sy .
{) Hp. 4y £+ Q 2,64, + Q. psQ k'm[q)(t, tz,xo'f"smi’)
Vel d)] <kiem=y a0 ke o .

16‘
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@ Hp().# == max (s, ¢, — .t

P )
we(ty, 2o) + %
= min (%, to+m7) St 25 Azy, b, £) .

=Yme(ty—1t, x4 imp): : < mo(ty, %) +.m(E—&)

ot ok, %), P14:~.T
<l (ﬁ” 4] x,) 0-2¢

Hp ay. @):0 . Ts}. |
20. )8 e:q:. fa Qo/ly= By i by b e 8=ty s fE, & A (ft, ¢, b
D:tetyd -0 —f£==q>-(t ..
{(l)Hp 1ty to ke Q. P19:0 oot 88— Q. 8" st Q.
- pu: m[t:T"“P(tft)]<k::-_—_~,’,.A.

Hp.t4t to Qo -—=<P(t ft)}

§ b.
Existence de ],’mtégrale lorsqne A(0, 0, t) se réduit & un seul nombre
» , . complexe.
R Lemme.

1. absg. z;sQ feq/0~¢t :te0- t, oS < a4 bftF0.
0o fh<g@E—1. '

{Hp gt=e‘““[ft-————(e“—,1)] Q g0==0 tebt .- dd%,t’

-~ (% —_—a — bft) <'0;’.0 .‘. :qt,‘< 0\.'."0 TS} .
P " Thébrdmes.’ - o

2. peQ L ERTR, of e Otzz ufp(, ) — o, x)]<p>2
C @l eQitibig,. B(0,0,4, k) ym0."h & 0%’ . 4, eé

| x,,xzeB(O 0 t,,h) (0. m(xz—x,)<—-(ef”x——1?
{HP fnf25!3(0 ts,h) f10=f20’=0 hth==a .fit, =12, O
ts9t, Ot 57 m(f;,t ---fit)<m(f.‘,t—]"tt)<m[f'2

@t fr8)] 4 m[ff t=@t [ )]+ mloE, f,t) — (8, i)
m{fzt Pty o)) <h. mfy e fi0)] <h.fi1, frteme



Intégrabilité des équations différentielles. 221

- m[w(t L) — 9 D] <p>< m(fyt —fi8) gk ebs,
T 0 g (At <2htpx<m(fyt—fi): Py Te)

3 psQ 80.2, & M2 Dy . W[ (Y, )~ (2, 2)] < p>Xm (' —z)
“te0::0.A(0,0,¢) & qu.

{(1) Hp. §4P7 0-A400,0,¢)m = 4.

(2) Hp.§3P8:p. . % ¢Q. B(0,0,4, K) g mb:me=y 4.

(3) Hp.KeQ. B(O0, Ot,h)ome 2,2, 6 A(0,0,¢). §4P10 pP2: o
thebh.on. x,,a:,sB(O 0,2,2).0n. m(z,——a:,)<

(@ —1):0:m@—s) <L B @a—1)=0.
(4) Hp.xi,x28A(O,0,t).(2).(3):0.x,=$2

Hp ). (4) 0- TS} i i,:-':'}
4 ‘tee. 0; A(OOt).sqn t==A(005) .0 fsqn/G £Q =0
. P té‘@ Og ———‘9’(t ft) R .i’ ,i 1!}}

{(1) Hp byt e0. 4 >0 .§4P18:: A(O 0,1~ A(ftl,t,, )“‘=A
fteqn 0: ftsA(ft,,i,,t) §4P11 ; 0;: ft,sA(ft ] 4).
(2) Hp .t 4 e0.(1):0.ft e A(ft,1,1,). ' ;
~ Hp.(2).84P20: 9. Ts.}. ' !
5. tee-ot.A(0,0,t),sqn,:feqn/e'f0=0:t_89-gp%ét-‘—(;:@a
Ly ft).p:ted.0c. ft=A(Q,0,7). {§4P4,Q_.,P5},~;:

’

7

88 R T T AL SR e ¢ {8

Intégrabilité dans lo oas do- het 1.t
- Dans ce § on sappose nw l “Alors les compfexes qn s¢ rédaisent
aﬁx nombres réels q RIS Sy P
. Fhéorésmes. -
L to &q.-4 5to+ Q wq; Ty EQiTy <wo heQ . SB(zo’totiu h)
z ¢ 3(“’oatd’ “'4)]‘) “’1 >4 “’1 8 B(@y, b, by ) - %‘,
& B(#y), by, b, b). .
{(1) Hp.f, g & (q/%%) continues. f%, >9to ft: <9t1 0-- tzﬁto tx
ft2='.9t2""'=&A
. (2) Hp'. f:gsﬁ(to’ b h) ﬁo = & . Tt ‘=’“'1 ~9to‘="”o gti “’%

H i

(1) 0 tzato t‘ ft2==g't2 —#"A . . .;.uf

. /1) . (}”r§
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Hp(2)..8, st ¢t, . ft, = gt,. §1P8:( : ft, e B(xy, by, ,, )~ B(z,
by by B) n B2y, 8y &, B~ B2y, by by, B): 0 2 B2, by By )
~n By 4y, &y, B) == A . B(%,, &, £, k) n B(zy, &, 1, B)
—w= AL §1P14:9 . Ts.

Hp.(2).@):0.Ts}.

bheq . Liety,+Q.2),2,eq.2) <. ¢6A(x,,%,8).2 ¢
Ay, 6y, 8) .2 > @2 ' A(®y, 8y, 8,) . 2, € A(zy, by t,).

{Hp.§4P10. P1: 0 ::h e Q. 0u: 2, e B2, by, 1, h) . 7, eB(xy),
foy 8y, b) - §4P3 . Ts} .

theq.tety+ Q.22 6q.2) < xy:0:1"A(z, b, ¢)
2> VA, t, 4)) . LA (%, b, 8) = LA, &, t).

{P2 o P3}.

te6.0:1’A0,0,%) & A0, 0, &) . 1,A(0, 0, t) § A0, O, ).

{Hp. §4P7. §4P15. §dP5P5": 5:1"A(0, 0, ¢), 1, A(0, 0, ¢) e q.
§dP21. §4P5: . Ts}.

t,t,ed.t, >t.x=1A0,0,¢.2,=1A0,0,¢):9.2

=1’A(x, t, tl)'

{1) Hp.P4:9:22A(0,0,7).8§4P13:p:A(=, ¢, )0 A(0,0,¢)

@)
(3)

4)

1.

:0:VA(z, 4 t) < a,.

Hp .§4P18: . A(0,0,8)n Az, t,,t) == A.

Hp.a' e A(0,0,¢). 2" e A(x,,¢,,8) . P3:p:a'<z.z,eA(2,1¢)
JAW, L) <VA(=, t,t): 0.2, <V'A(z, ¢, ¢,).

Hp.(2).(8):p.24, <VA(z,¢t,1).

Hp.(1).(4):p.Ts}.

b, t,60 .6, >, x=1A0,0,¢) .2, =1A0,0,¢):0 .2
== 1, A(z, 1, 1,). {Dém, analogue & la précédente} .

fte=1A(0,0,8).4 ¢ e0:0.ft & A(ft ¢ 1,).

{(1) Hp Ay > t.Phig i ft,=1A(ft,4,8): 0. Ts.

@
©)

Hp.t>¢ . (D):p:fteA(ft,,t,t). §4P11: 5. Ts.
Hp.t=1¢ .8§4P2:5 . Ts.

Hp.(1).(2).(8): 0. Ts}.

ft="VA(0,0,8).p . fzq/0. fOm0:t50- 0 gy At e 900, ).
{Hp PT. §4P20 K Ts}
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9. ft=1,A(0,0,8).0..feq/0.f0m0:850. 0, It = o, 1o).
{Dém. analogue & la précédente}
10. feq/6.f0=0:£s0. 0;-—-q>(t fty.n:tsb. o
.1,A(0,0,5) < ft<I'A(0, 0, ?).
{§4P4.p . P10}.

§ 7
Démonstration de I'intégrabilité en général.
Notations pour les P1 et 2. ‘

Si 2 = (2, #,, ..., &) est un q, par E,z, E,z, ..., E,2 nous

désignerons ici le premier, le deuxiéme, ..., 1’nime glément de z:
Elx=w1, E2$=$2, .oy Enx=¢go

Les signes E,, E,, ... sont donc des q / qn. Ces fonctions sont
continues et distributives.

Si @, &q, par la convention de Ilinversion (§c), E,z, signifie
«les g, dont le premier élément est z,». _

Pour simplifier I'écriture, dans la déf. 1, et dans la démonstration
du théoréme 2 on suppose n = 3. C

Définition de Uopération .
1- aGannxl= I’Eiaoxz = 1'E2 (aﬂE-;xi)-xa = l,Ea(ahE—lxiﬂE;xz)
1000 = (2, 7y, Zy).

: Théoreme.
2. aeKqu.am==).1'maeq.Ca=a:).0aca.
{Hp.§dP22: 5 : 2, 6Ba.an Bz == .ClanEz)
=anBa,:0:7,eE,@~Ez).anE2 nEz,
—=p:0:2, 8B E 2 nE2).6n Bz~ Ea,
A Eytrg === p 10 12, Ty %y 8 q . (% 2,y ) s{a:g.’l‘s}.

. Théorémes.
3. t£6.0.0A(0,0,5)eA(0,0,t). {§4P7.§4P15. §495 P2:9. P3}
4. t,t,e0.t, >t .2,8A0,0,¢). Zy 8 AZy, by by) .t e b, Ere)
co[A(Zy b, ) A A’(%,’ Ly t)] 8 A(@y, 4 8) A ARy, 1), 0).
{§4P18 . §4P17. §dP16.P2:9. P4}.
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® 3o e

10.
11.

12,

13.
14.

M)
@)

@)
O]

{(@
®)

G. Pzaxo.

Notations.
N == «nombre entier positif ou nul».
reN.p .2 =06n —2N7 == «l'ensemble des nombres O,

D) 2r—1
g e -——2—,:—

7 1»,

’

Ze=7é(rsN.xe%,:==,)) = <les nombres de l'intervalle 6,

de la forme —:7, od 7 et s sont des N».

Conséquences immédiates.
2,0%2,02,p...0Z 0.
reN.teZ,:p.2¢teN.
reN.teZp=2,:09.t— r+1’ bt —5 r+1 & Z,.
CZ =o.

Définitions de la fonction f.
f0 == 0,
fl=wA(0,0, 1).

1 1
reN.fequ/Z . teZppymZ, .t =1t — 2"+"t2=t+F‘—

‘0~ ft = o[A(ft), b, ) n A(ft,, &, 1))

tebdmZ. 0 fte=me[t'eZ.0¢ .2 A(fE, ¢, )]
Théorémes.

feqn/9.

t,t e0.0.ft' e A(fL, ¢, ).

Démonstration des théorémes 13 et 14.

F

£5qa/%, {P9.P10.P3: 5. (1)}
tyt' 82 . ' >t:9:¢t=0.8=1.P10.P9 . P3:(.ft'¢

A(ft, 8, 1),

t,t sZ,.(2).84P11: . ft' ¢ A(f2, ¢, ).

reN.fequ/2 :¢,t 62, .0,. 1t e A(f2,¢,¢) .-
qn/Zr-H,‘
Hp.teZy1n2,:9.ft¢qqa.

n.fe

Hp t6Zppr=Zy .4 ==t — M- -t ,fH.P7:o:t,,t,

62, . ft; £ A(0,0,4)) . £t, 6 A(ft,,4,,4,).Pd: (. ft & q,.
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) Bp.teZea.(a).(F): 0. fteqa.
Hp.(y):0-Ts}. L _
6) Hp@4).teZe .t eZppa =2, . ' >t £ e A(ft, 8, %00
{Hp.t,-=-t’—-#:o:t,ezptl?_t.ftlaA-(ft,'-t,ti)'.ft’s
. A(ft,, ¢,t’). §4P12: 0 . Ts}. ,
@) Hp(4). teZ,.H-Z, £ 82t >t . ft7e AL, £, t).
{Hp .ty =t+ 50t <t <. t,e 2.t & A(ft,t,1,)
£t sA(ft,,t,,t) 9. Ts} -
(7 Hp(). tte&,.+1—Zr >t 0 £ s At 1, 8).
{Hp.t,=t+ »1-1 b=t — ,+1 L0t < <t <t Lyt
Y e, fty 8 A(FE, 1) . Bty s A(fly, by, t) T sA(f’t,,t,,t"

:p . Ts}.
(8) Hp(4).t,t &Zmpa.(5).(6). (7) Q- ft eA(ft t t) 4
9 reN.fequ/% :t,¢ &2, . ()” ft’ eA(fttt) o feg
JZpgy it 8 62y . Qur - £ eA(ft t, t). ‘ :
{®®0®)- |
(10) reN.p .. feqn/ 28,1 e\Z,., .Qee . ft e A1, 2, ).
{(1) 3) ¥) p (10)}. |

e/ } {10 = a1 (2}

(12) ¢,¢ s 2.0 . £t e A(ft, ¢, ¢)

(13) teZ.o.ft2 A(0,0,8).  ~ {(12)0(13)}.

(14) fye 6 = Z . gt = A(Ft, 8,8 6 = Zn(ty— Q) . $4P5. §4P16
. 8§4P15. §4P13: §:sf'§VERYL /a . tea. i : Cgt = g¢
LGt = A Vi ghghdoidyt s @ B >driny.gt gyt
§eP12:: 9. xs(taa O xe,gt)—uA '

(15) lheb=27.p. xe[ta& (t— Q) 0, wsA(fttto)]—=A

_ {avpasy. T
(16) ty e 0. %)% 6qn:te D n (t‘, Q) o :v,,:véeA(fttto)
SEg =Ty e, T
{Hp.teZn (b= Q) §4Pl7 n: s mift— x1)<to—-t w(ft— xz)
| <to-t 0. m(fvz—-wﬂ<2(to—t) R

Bp.o:teTn Q). o . migs—ar) < 2g— )10 Tohprsscs
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A teb0=Z .2y =Zc[teZn(t,—Q). .z eA(f8, £, 4,)]: 0 Xy & Qu.
{(15) (16) o (17)}.
(18) Hp(17) t'eZ Aty + Q):D .28 A(ft, 1, t).
{@ Hp.keQ.t, s Zn(ty—Q). fy—t, < = . §4PIT : 3 : A(fty,tyyto)
0ty + 0T £ m(ft, — z,) < & . §4P18: 0 A(fty, 1, &)
0 %+ tmk. A(ft, 4, %) » A(ft t to)“"‘A 0: (@ +omk)
A AL, 8, ) == A
Hp.(a): 9: 2,8 CA(ft, ¢, %) . §4P5: o . Ts}.
(19) ts60=2Z.0.7e[t' eZ ..z e A(ft', ¢, t)] eqn.
{17) (18) o (19)}. |
(20) feqn/ (6 =2). {(19) 0 (20)}.
@1) feqn/0. {(11) (20) g (21) = P13}.
22)teo=Z.t' ed:n:fte A(ft, ¢, 8):n:ft" e A(ft, 8, ¢).
@3) ¢, e0=%.0.ft s A(fL, ¢, t).
{Hp.t" e Zn(t=t):p:ft" ¢ A(ft t,t"). £’ & A(ft", ", ¢)
10 - Ts}.
24) t, ¢ 50. 0.1t s A(fL, 1, t).
{(12) (22) (23) p (24) = P14}.

Théoréme
15. te0.g. =g, f1). {P14.84P20: 5 . P15}.

-

§ 8.
Observations.

On a ainsi prouvé que, étant donnée 1'équation

R — 9t 1),

od le second membre est une fonction continue, il existe au moins
une fonction f#, définie dans les environs de ¢ =10, qui pour ¢=17
scquiert 1a valeur arbitraire @, et qui satisfait & I'équation donnée.
La condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction soit unique
est que A(a, b, ¢) se réduise & un seul individu.

' En supposant seulement la continuité de la fonction @, la classe
A(a, b, t) peut effectivement contenir plusieurs nombres. Nous en
donnerons ici quelques exemples, pour n == 1. '
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Soit I'équation entre les variables réelles x et ¢
‘ )

de _ 3x°

dt
ot le second membre est founction continue. Les fonctions qui satis-
font & cette équation, et s’annulent avec # sont (pour ¢ > 0)

19, r=13=14(0,0, £),
20, z2=0=14(0,0,%),

3%, les fonctions qui dams un intervalle O—¢, sont nulles, et qui
de ¢, & - co_ont la ‘valeur (t — ¢,)°

Ces dernidres fonctions coincident entre ‘elles dans un intervalle
fini, On arrive & des résultats analogues en considérant des équa.txons
qui.ont des solutions singuliéres. s

* Voici une autre exemple , ou il n’y'& pas de solutions- smguhéres,
bien que la solution qui s’'annule avec ¢ soit indéterminée. - :

Soit I'équation

dz 4zt
dé - x’+t‘

Si Ton fait tendre = et £ 30, le second membre a pour limite 0,
car on peut le réduire & la forme

4zt?
N
ol le premier facteur a pour limite 0, et le second est toujours com-
pris entre — 2 et 2, Si donc on suppose le second membre nul avec
« et #, il sera fonction continue des deux variables. Les solutions de
cette équation, qui s’annulent avec £, sont

1. z=1t2=1A4(0,0, ),

D, g —42=1A(0,0,%),

3. z=0, .

P g=c—YrFt et c=pEF*—e¢, od ¢ est une con-
stante positive.

Ces fonctions, égales pour #e=0, sont différentes pour toutes
les antres valeurs de £. Les autres intégrales de I'équation proposée sont

&=+ (c+ YET .

La condition de l'existence et continuité de la dérivée de ¢ (3, z)
par rapport & #, on au moins d'une limite supérieure finie pour le

rapport 2, w’) q’(t 2 , suffisante pour déduire Vexistence d’une solu-

t.

tion unique qm a une valeur initiale donnée, comme on a va dansﬁ
le §5, n'est pas nécessaire. Considérons en effet I'équation
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o e
L aqi == (PCQ) )

od ¢ (z) est continue et jamais nulle pour les valeurs de 2 dans lintervalle
?:7,?: Al)org,‘_gyi:xo est ?ne valeur da.ns cet intervalle , et que I'on pose

il existe une et une seule fonctxon z de t définie dans lintervallé
Wb"qm satisfait:a I'équation ‘donnée; et qui pour ¢ = £, a la valeur Zy3
¢ comme cela résulte de l’mtegratxon de cette équation. Et sur lw
§égz§g,de @ (@) on. 38 pas. fait. d’hypothéses.
wouoreque, @(f,2). a_ une. dérlvee ,.@,(t, x) par rapport & z finie. et
contmue, alors, en supposant ¢, et ¢, suffisamment proches, A(a:o, b, 4
est; 1a,_valeur,, pour fe= 1ty de -la ‘fonction qui satisfait & l'équation
différentielle , etqui pour ¢:= #; a la valeur x,, Sa dérivée par rappori;
& x, est

ﬁl ¢ A(Zoy toy 1)1 A2

=== et"

A A (20, 8, )
SYoemindd g o - d@e



