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Ueber die sogenannte H-Curve.
Von

Lupwic BorrzManN in Wien.

Es sei mir gestattet die Eigenschaften dieser Curve, welche ich
zur Versinnlichung gewisser gastheoretischer Sitze benutzte*), hier
unabhiingig von ihrer wirmetheoretischen Bedeutung kurz zu be-
handeln. Diese Eigenschaften treten am klarsten und in der einfachsten
Weise hervor, wenn man die Construction der Curve an ein ganz
triviales Beispiel der Wahrscheinlichkeitsrechnung ankniipft.

Wir betrachten zunichst folgenden einfachen Fall: In einer Urne
seien gleich viel weisse und schwarze Kugeln von sonst vollkommen
gleicher Beschaffenheit. Wir machen aus der Urne, vom Zufalle
geleltet eine beliebige ungerade Anzahl (21N -4 1) von Ziigen, we]che
wir der Reihe nach mit

Tty Bty o oy Zyy Zoy - -« Zy

bezeichnen. Nach jedem Zuge werfen wir die gezogene Kugel wieder
in die Urne zuriick.

Es sei ferner n eine beliebige gerade ganze Zahl, die kleiner als
2N -+ 2 ist. Wir bezeichnen mit a; die Anzahl der weissen Kugeln,
welche zusammen bei den % Ziigen Zi, Zgyi, ... Zitn—1 gezogen
wurden, wobei % eine beliebige der 2N — n -} 2 positiven oder nega-
tiven ganzen Zahl inclusive der Null sein kann, welche zwischen — N
und N — # + 1 inclusive liegen,

Wir construiren nun in der Ebene ein rechtwinkliges Coordinaten-
system. Jedem Werthe des % soll derjenige Punkt B; entsprechen,
dessen Abecisse

O.A.k == == k/ n
und dessen Ordinate A4; By = y gleich dem stets mit positiven Zeichen
zu nehmenden Zahlenwerthe des Ausdruckes 1 — ES—" ist. Bezeichnen

¥) Nature 51, S. 413, 28. Febr, 1895. Wied. Ann, Bd. 60, 8, 892, 1897. Da-
selbst findet sich sogar eine Figur einer H-Curve.
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wir diesen Zahlenwerth mit einem dartber gesetzten Striche, so
ist also

20,
(1) y=1—="29.

Wir erhalten so zuniichst eine Reihe von 2N — n -+ 2 discreten
Punkten B_x, B_y41, - - - Byt1-a. Wir wollen nun sowohl die Zahl =
als auch die Zahl N sehr gross gegeniiber 1 werden lassen, aber die
letztere Zahl in noch weit hiherem Masse, so dass der Quotient N/n
ebenfalls sehr gross gegen 1 wird, wobei wir zwar an beliebig grosse
aber immer endliche (nicht im metaphysischen Sinne unendliche) Zahlen
denken, Dann werden je zwei benachbarte Punkte B; und By, sehr
nahe an einander riicken, denn die Differenz ihrer Abscissen sowie
ihrer Ordinaten verschwindet mit wachsendem n; erstere ist nimlich
gleich 1/n, letztere hat hochstens den Zahlenwerth 2/n.

Wir wollen daher die Reihe der mit B bezeichneten Punkte eine
Curve und zwar die H-Curve des Lottos nennen, obne damit behaupten
zu wollen, dass sie auch wirklich alle Eigenschaften besitzt, welche
sonst in der Geometrie von Curven gefordert werden. Es fehlt ndmlich
die Eigenschaft, dass die Lage jedes Punktes durch eine unverinderliche
analytische Formel definirt ist. Diese Lage ist vielmehr vom Resultate
eines wirklichen von unbekannten Ursachen abhingigen Vorganges
bestimmt, man konnte fast sagen dem Zufall iiberlassen. Trotzdem
lasst sich micht liugnen, dass man, wenn N eine noch so grosse Zahl
ist, wirklich 2N - 1 Zige in der geschilderten Weise machen und
wenn man auch noch fiir # einen bestimmten Werth annimmt, der
klein gegen N aber gross gegen 1 ist, die betreffende H-Curve d. h.
die betreffenden 2N — n -+ 1. Punkte B zeichnen konnte. Wirde
man nochmals 2N -+ 1 und dann wiederum 2N 4 1 Ziige machen, so
konnte man beliebig viele andere H-Curven zeichnen, welche zwar
durchaus nicht untereinander gleich wiren, aber doch gewisse gemein-
same Bigenthiimlichkeiten hitten, um deren Auffindung es sich eben
handelt.

Da n sehr gross angenommen wird, so ist a; hochst wahrschein-
lich d. h. fir die weitaus grosste Mehrzahl der Werthe von % sehr

nahe gleich %n, daher y sehr nahe gleich Null. Die H-Curve fallt

2a,\b
#*) Man konbte auch y == (1 -——y;) setzen und unter b die Zahl 2 oder

eine andere positive Zahl verstehn. Man wiirde dann eine grossere Mannigfaltig-
keit von H-Curven erhalten, Da es mir aber gegenwirtig keineswegs auf eine
erschpfende geometrische Discussion aller mdglichen der H-Curve verwandten
Gebilde, sondern nur auf eine moglichst kurz gehaltene Versinnlichung der in
der Physik Anwendung findenden FEigenschaften derselben ankommt, so be-
schréinke ich mich auf den im Texte betrachteten Fall,
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also nahezu an allen Stellen fast mit der Abscissenaxe zusammen.
Wenn man aber nur N gross genug wihlt, so wird man auch Stellen
der H-Curve erhalten, wo sich dieselbe um ein endliches Stiick von
der Abscissenaxe entfernt. Wir wollen solche Stellen Buckel nennen.

Wenn wir z. B. N = 1000 . 2" setzen, wobei schon n eine sehr
grosse Zahl ist, so haben wir Chance, dass im ganzen Verlaufe aller
2N -+ 1 Ziige von Z_y bis Zy 2000 Mal der Fall vorkommt, dass in
einer Reihe von # sich folgenden Ziigen jedes Mal eine schwarze Kugel
gezogen wird. Ist % der Index des ersten Zuges in dieser Reihe, so
ist ap = O, daher 4; B ==y=1. Ebenso wird die Ordinate der
H-Curve gleich 1, wenn # Mal hintereinander eine weisse Kugel ge-
zogen wird, was fiir N == 1000 .2" im Verlaufe aller 2N - 1 Ziige
ebenfalls ungefihr 2000 Mal vorkommen wird. Der grosstmogliche
Buckel, dessen hochste Ordinate gleich 1 ist, wird daher im Verlaufe
aller 2N - 1 Ziige etwa 4000 Mal vorkommen. Noch weit grisser ist
die Anzahl der Buckel von geringerer aber um Endliches von Null
verschiedener Hohe.

Die im Bisherigen betrachtete H-Curve besitzt trotz ihrer Stetig-
keit keine Tangente in des Wortes strengster Bedeutung d. h, die Rich-
tung der von einem bestimmten Punkte der Curve zu einem s¢hr nahen
Punkte gezogenen Sehne nihert sich nicht unbedingt einer bestimmten
Grenze, wenn der letztere Punkt dem ersteren immer niher riickt.

Lassen wir z. B. k um eine Einheit wachsen, gehen also vom Punkt
By zum Punkte By, iiber, so wiichst die Abscisse um 1/n. Ferner ist a
die Anzahl der in den Ziigen Zi, Ziy1, . . . Zx4n—y gezogenen weissen
Kugeln. Lassen wir % um eine Einheit wachsen, so scheidet von
diesen Ztigen der Zug Z; aus, dagegen kommt der Zug Z, dazu.
Wurde bei jedem dieser Ziige die gleiche Farbe gezogen, so #ndert sich
der Werth von a;, daher auch der von y nicht. Die Gerade BiBiq.
ist also der Abscissenaxze parallel. Wiirden dagegen Kugeln von ver-
schiedener Farbe gezogen, so #ndert sich der Werth von a; um eine
Einheit. Die Aenderung der Ordinate beim Uebergang vom Punkte
By zum Punkte By, bat also nach Gleichung 1 den Zahlenwerth 2/n
und ist doppelt so gross als der Abscissenzuwachs, so dass die Gerade
B; By mit der Abscissenaxe nach der einen oder andern Seite einen
Winkel bildet, dessen Tangente 2 ist.

Trotzdem nihert sich die vow Punkte By zum Punkte By, ge-
zogene Sehne in der tiberwiegenden Mehrzahl der Fille einer Limite,
welche wir die Quasitangente nennen wollen, wenn [ gross gegen die
Einheit aber kleiner als # gemacht wird.

Sei z, B. die Ordinate von B; ==1, so dass B; die grosste Ordi-
nate eines Buckels von der hochsten moglichen Hohe ist. Dann ist
das dazu gehorige a; gleich Null oder 2. Wir betrachten den ersten
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Fall @z =0, d. h. bei den Ziigen Z;, Zpt1, .. . Zyyn—1 wurde keine
einzige weisse Kugel gezogen. Gehen wir zum Punkte By, iiber, lassen
also & um ! wachsen, so sind die ! Ziige Z;... Z;y;—, hievon weg-
zulassen, dagegen die ! Ziige Ziyn ... Zrintr—1 hinzuzunehmen. Wir
wissen, dass in den ersten [ Ziigen keine einzige weisse Kugel gezogen
wurde; in den letzteren werden, wenn ! eine grosse Zahl ist, wahr-

o e 1 , . .
scheinlich nahezu -1 weisse Kugeln gezogen worden sein. Daher ist

@4, wahrscheinlich um 1/, I grésser als a;. Nach Formel (1) ist also
die Ordinate des Punktes Bjy; um I/» kleiner als die des Punktes B;
und da die Abscisse des ersteren Punktes um ebensoviel grosser ist
als die des letzteren, so ist die Gerade By By, unter einem Winkel
von 45° gegen die Abscissenaxe geneigt. In #hnlicher Weise ldsst
sich auch die Richtung der Quasitangente berechnen, wenn die Ordi-
nate von B; einen andern um Endliches von Null verschiedenen Werth
hat. Wenn B; eine nur sehr wenig von Null verschiedene Ordinate
hat, also jener Mehrzahl von Curvenpunkten angehort, welche sehr
wenig von der Abscissenaxe entfernt sind, so ist die Quasitangente
der Abscissenaxe parallel.

Ich rathe vielleicht nicht fehl, wenn ich glaube, dass die Geometer
von Fach der H.Curve spotten werden. Dem gegeniiber mochte ich
nur erinnern, dass die von Meteorographen, Barometergraphen, Thermo-
metergraphen etc. gezeichneten Curven einen Habitus zeigen, der an
die Eigenschaften der H-Curve erinnert. Es ist auch keineswegs aus-
geschlossen, dass bei den letztern Curven in jedem Momente die Lage
des zu erwartenden Punktes durch vielerlei sich entgegenwirkende
Ursachen bestimmt ist, welche nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen bald
etwas hoher bald etwas tiefer gelegene Punkte bedingen, aber im
Verlaufe langer Zeit doch Regelmissigkeiten zeigen, so dass die nach
einem etwas entfernteren Punkte gezogene Sehne an jeder Stelle eine
ziemlich fixe Neigung gegen die Abscissenaxe zeigt, unbeschadet der
zahllosen kleinen Zacken der Curve. Ja es kann sogar ofter als wir
meinen der Fall eintreten, dass eine Kraft, die uns constant scheint,
es nur im Mittel in einem lingeren Intervalle ist, wihrend sie, wenn
man ibren Verlauf in den kleinsten Zeittheilen beobachten kénnte,
daselbst den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung folgende Oscil-
lationen aufweisen wiirde.

Ich will nur noch auf eine einzige Bigenschaft der H-Curve etwas
naher eingehen. Hs ist offenbar gleichgiltig, ob wir die 2N - 1 Ziige
in der Reihenfolge Z_y, Z_wy,... Zy oder in der umgekehrten
Zyy Zya, ..« Z_y anordnen. Es braucht zwar nicht jede einzelne
H-Curve beziiglich der Ordinatenaxe vollkommen symmetrisch zu sein,
aber durchschnittlich verliuft jede H-Curve in der Richtung der
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wachsenden Abscissen nach dem gleichen Gesetze wie in der Richtung
der abnehmenden. Es kann nicht moglich sein zu beweisen, dass sie
eine Eigenschaft fiir wachsende Abscissen, nicht aber eben so gut fiir
abnehmende besitze.

Wir wollen nun eine Curve J zeichnen, welche dieselbe Symmetrie
beztiglich der positiven und negativen Abscissen aber in jedem Punkte
eine Tangente im gewohnlichen Sinne hat. Dieselbe soll, wie die
H-Curve grosstentheils sehr nahe der Abscissenaxe verlaufen, nur an
einzelnen Stellen soll sie sich um Endliches dariiber erheben. Wir
wollen alle Punkte P der Curve J zeichnen, denen eine bestimmte
ungewdhnlich grosse Ordinate g, zukémmt. Wenn wir von jedem
dieser Punkte aus um ein endliches Stiick in der positiven oder nega-
tiven Abscissenrichtung fortschreiten, so werden wir wohl auch in der
Regel zu Punkten mit kleineren Abscissen gelangen, allein der Dif-
ferentialquotient dy/dz wird fiir ebensoviele der Punkte P positiv als
negativ sein. Der Mittelwerth dieses Differentialquotienten fiir alle
Punkte P ist Null.

Dies gilt jedoch nicht fiir die H-Curve. Wir wollen auf derselben
wieder alle Punkte ¢ verzeichnen, denen eine um Endliches von Null
verschiedene Ordinate y, zukémmt. Lassen wir fiir alle diese Punkte
die Abscisse um Az = 1/n wachsen, so werden zu diesen Zuwichsen
des x zwar theils positive theils negative Zuwichse der Ordinate ge-
horen. Setzen wir dagegen fiir die gleichen Punkte den Zuwachs
Az der Abscisse gleich I/n, wobel ! eine grosse Zahl ist, so ist der
dazu gehorige Zuwachs Ay der Ordinate nicht nur fast ausnahmslos
negativ, sondern es eilt der Mittelwerth des Quotienten Ay/Ax fiir alle
Punkte @ sogar einer bestimmten Limite zu, wenn ! immer mehr
wachst, so lange es nur kleiner als % bleibt.

Natiirlich gilt dasselbe beim Fortschreiten in der positiven und
negativen Abscissenrichtung. Die Limite des Quotienten Ay/Az ist
also der Grosse nach gleich, aber entgegengesetzt bezeichnet fiir positive
und negative Az.

Fiir die Lage des Punktes @ sind 3 Fille moglich. Erstens: der-
selbe kann auf der héchsten Spitze eines Buckels der H-Curve liegen,
so dass diese von ihm aus pach beiden Seiten abfillt. Zweitens: er
kann der hochsten Spitze eines Buckels so nahe liegen, dass die
Curve zwar nach der einen oder andern Seite oder sogar nach beiden
noch ansteigt, wenn man in der Abscissenrichtung um 1/% oder ein
kleines Vielfache davon vorwirts geht, aber sobald man die Abscisse
um I/n wachsen oder abnehmen ldsst, nimmt die Ordinate ab, wenn
l eine sehr grosse Zahl ist, die noch immer klein gegen » sein kann.
Der dritte Fall ist der, dass der Buckel, auf dem sich der Punkt @
befindet, in endlicher Entfernung gleich hoch oder um ein endliches
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Stiick grésser als y, ist. Bs ist nun die charakteristische Eigenschaft
der H-Curve, dass die Haufigkeit ihrer Buckel mit wachsender Hohe
derselben so rasch abnimmt, dass unter allen Punkten € nur ver-
schwindend wenige vorkommen, fir welche der dritte Fall eintritt.

Die eben auseinandergesetzten charakteristischen KEigenschaften
der H-Curve erfahren keine Beeintrichtigung, wenn man von den
mit B bezeichneten Punkten je 2 benachbarte durch eine beliebige
sehr kleine Curve verbindet. Algebraisch kdnnen solche kleine Ver-
bindungscurven in folgender Weise construirt werden. Wir nehmen
an, der Zug Z, geschehe zur Zeit Null, der Zug Z, zur Zeit v =1/x,
Z, zur Zeit 27 = 2/n . . . Zy zur Zeit kr. Ferner verstehen wir unter
fx(t) eine Function, welche immer den Werth Null hat, wenn beim
Zuge Z; eine schwarze Kugel gezogen wurde. Wurde dagegen beim
Zuge Z; eine weisse Kugel gezogen, so soll sein

fir t< (b—n—v)7: fi(t) =0,

y f—n—)r << —n)r: fi(t) = @[t — (k—n—0)7],

y (b—m)r<i<hrifi() =1,

w Bt Bt)r: fi(f) = @ [(B+v)r—1],

»w E+vyz<LE:fi () =0.

Den einfachsten Fall erhilt man, wenn man » = 1 anpimmt. Man
kaun aber auch v gleich 2 oder 3 ja selbst gleich einer Zahl setzen, die
gross gegen 1 ist, wenn sie nur klein gegen # ist. ¢@(u) kann dabei
eine beliebige Function % sein, welche fiir v =0 den Werth Null,
fiir % = vz den Werth 1 hat und vom ersteren bis zum letzteren
Werthe continuirlich wichst. Setzt man dann

k==n
y = fi(t)
k=—N-n
und trigt auf der Abscissenaxe die Werthe von ¢, auf der Ordinaten-
axe die dazu gehorigen Werthe von y auf, so erhélt man eine im
mathematischen Sinne continuirliche Curve. Fiir v = 1 fallen simmt-
liche Ordinaten dieser Curve, welche zu Werthen des ¢ gehoren, die
ganze Vielfache von 7 sind, exact mit den Ordinaten der einzelnen
Punkte zusammen, aus denen friiher die H-Curve bestand. Fiir andere
Werthe des » weichen sie nur um Verschwindendes ab.

Die neue H-Curve, welche wir die continuirlich gemachte H-Curve
des Lotto’s nennen wollen, hat also sogar gewissermassen eine Tan-.
gente im gewshnlichen Sinne des Wortes, wenn der Abscissenzuwachs
kleiner als 1/n ist. Ist dagegen der Abscissenzuwachs Az gross
gegen 1/n aber noch immer klein gegen 1, so ndhert sich der Quotient
Ay/Az nochmals einer andern Limite, welche der Quasitangente
entspricht.
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Es kann natiirlich hier bloss meine Absicht sein zu zeigen, dass
Curven von diesen Eigenschaften tiberhaupt geometrisch construirbar
sind und dass es daher keinen Widerspruch involviren kann, jener
H-Curve analoge Eigenschaften zuzuschreiben, welche in der Theorie
von Gasen vorkommt, die aus einer sehr grossen endlichen Zahl voll-
kommen abgeschlossener Molekiile bestehen. Fiir solche Gase nimmt
die Grosse H, welche das Mass der Wahrscheinlichkeit oder Un-
geordunetheit eines Zustandes darstellt, mit ausserordentlicher Wahr-
scheinlichkeit zu, wenn man von einem geordneten Zustande ausgeht,
d. h. von einem solchen, fiir den H um Endliches von seinem Maximal-
werthe verschieden ist. Spiter bleibt dann H durch enorm lange Zeit
gleich seinem grossten Werthe, nimmt aber nach noch weit lingerer
Zeit abermals einen Werth an, der um Endliches von seinem Maximal-
werthe verschieden ist.

Die H-Curve gleicht der zuerst betrachteten, wenn die Stbsse
unendlich kurze Zeit dauern, da dann der Werth der Grosse H nur
im Momente des Stosses eine pldtzliche Aenderung erfihrt; sie gleicht
aber der contivuirlich gemachten H-Curve des Lotto’s, wenn die Stosse
eine kurze aber endliche Zeit dauern. Die umgekehrte Zeitfolge-der
Zustinde des Gases ist immer auch moglich. Es wird also auch még-
lich sein, dass H zu Anfang noch sehr nahe seinem Maximalwerthe
ist und in verhiltnissmissig kurzer Zeit davon bedeutend abweicht;
allein die Aufgabe einen Anfangszustand simmtlicher Gasmolekiile zu
finden (wir wollen ihn einen kritischen Anfangszustand nennen), welcher
der letzteren Bedingung geniigt, ist gewissermassen mehrdeutig. Denn
ein solcher Anfangszustand ist nicht durch den dazu gehérigen Werth
des H bestimmt, sondern nur dadurch, dass die Anfangslagen und
Anfangsbewegungen simmtlicher Molekiile einander in bestimmter

Weise angepasst sind.

' Natiirlich konnen sich wirkliche Korper niemals absolut wie
Systeme verhalten, die aus einer grossen endlichen Zahl von Gas-
molekiilen bestehen. Dies gilt schon desshalb, weil ja erstere niemals
ganz ausser Contakt mit allen tibrigen Korpern gebracht werden kdnnen.
Dass sich wirkliche Korper hiufig angenihert wie Systeme verhalten,
welche aus einer endlichen Zahl von Gasmolekiilen bestehen, die an-
fangs einen geordneten Zustand haben, fiir den H wesentlich von
seinem Maximalwerthe verschieden ist, dagegen niemals wie Systeme
von Gasmolekiilen, die sich anfangs in einem kritischen Zustande
befinden, fiir den also H anfangs noch seinen Maximalwerth hat,
aber bald wesentlich kleiner wird, erklirt die mechanische Natur-
anschauung daraus, dass der Anfangszustand der Welt einem geord-
neten Zustande von Molekiilen entspricht.

Da wir nun die Korper, mit denen wir experimentiren, immer
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dieser Welt entnehmen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie sich
anfangs in einem geordneten Zustande befinden, eine sehr grosse und
dieser Zustand geht, wenn wir ussere Einfliisse moglichst fern halten,
jedesmal in einen ungeordneten iiber. Dass eine Welt ebensogut
denkbar wire, in welcher alle Naturvorgiinge in verkehrter Zeitfolge
ablaufen wiirden, unterliegt keinem Zweifel; jedoch hitte ein Mensch,
welcher in dieser verkehrten Welt leben wiirde, keineswegs eine
andere Empfindung als wir. Er wiirde eben das, was wir Zukunft
nennen, als Vergangenheit und ,jumgekehrt“ bezeichnen.

Wien, Weihnachten 1897.




