C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Annalen

Jahr: 1913

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Géttingen
Werk Id: PPN235181684_0073

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684_0073

LOG Id: LOG_0029

LOG Titel: Uber die gegenseitige Beziehung der Rander bei der konformen Abbildung des Inneren einer Jordanschen Kurve
auf einen Kreis. (Mit 2 Figuren im Text)

LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN235181684
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235181684

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

C. Cararafovory. Konforme Abbildung Jordanscher Gebiete. 305

Uber die gegenseitige Beziehung der Rander bei der konformen
Abbildung des Inneren einer Jordanschen Kurve auf einen Kreis.

Von

C. CaraTHEODORY in Breslau.*)

Die groBen Fortschritte, die in der Theorie der konformen Abbildung
wihrend des letzten Jahrzehnts gemacht worden sind, sind erst durch
eine Bemerkung ermdglicht worden, durch welche die Untersuchungen
auf die Betrachtung der immeren Punkte der abzubildenden Gebiete und
Flichen beschrinkt werden.

Dieses hat unter anderem erlanbt die Mdglichkeit der konformen Ab-
bildung des Imneren von einfach zusammenhéingenden schlichten Gebieten
auf das Inmere eines Kreises zu beweisen, ohne iiber die Natur der Be-
grenzung der betreffenden Gebiete irgend welche Voraussetzung zu machen.

Diese Methoden versagen aber, wenn man die Frage stellt, wie sich
die konformen Abbildungen in der Nihe des Randes verhalten bzw. auf
welche Weise die Rander selbst aufeinander bezogen sind. Einige Uber-
legung geniigt um zu zeigen, daB dies in der Natur der Sache liegt: Die
neueren Existenzbeweise bestehen nimlich darin, eine Folge von Funk-
tionen zu konstruieren, die fiir 2| <1 gegen die gesuchte Abbildungs-
funktion konvergiert, und es ist gewdhnlich bequem fiir diesen Zweck
Funktionsfolgen zu konstruieren, die auf der Kreisperipherie |#] =1 tber-
all divergieren und die also fiir das Studium der Abbildung in der Um-
gebung des Randes unbrauchbar sind.*¥)

-*) Die Hauptresultate der vorliegenden und einer im nichsten Hefte folgenden
Arbeit habe ich auf der Karlsruher Naturforscherversammlung im September 1811
vorgetragen. Ich erhielt dort Kenninis von parallelen Untersuchufxgen, .die I'ierr
E. Study tiber denselben Gegenstand gemacht hatte, und die er seitdem in seiner
Schrift ,,Konforme Abbildung einfach zusammenh#ngender Bereiche' [T?ubner 1918]
publiziert hat. Einiges aus meinen hiesigen Untersuchungen hat er in sein Buch anf-
genommen; das Kapitel IIT meiner zweiten Arbeit ist durch die Studyschen {ber-
legungen, die ich im Ms. lesen durfte, angeregt worden. ' *

*) 8. z. B. meine ,Untersuchungen {ber dje konformen Abbildungen von festen
and verinderlichen Gebieten [Math. Ann. 72, 8. 107—144] S. 144.
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Im folgenden wollen wir dagegen unsere Aufmerksamkeit auf die Ab-
bildung der Rénder richten: Das einfachste aber auch wichtigste Problem
in dieser Hinsicht besteht wohl darin, fiir die in Betracht kommenden
Gebiete notwendige und hinreichende Bedingungen aufzustellen, damit
bei den konformen Abbildungen dieser Gebiete auf den Einheitskreis eine
eineindeutige und stetige Abbildung ihrer Rénder auf die Peripherie dieses
Kreises existiere, die aufierdem mit der konformen Abbildung des Inneren
stetig zusammenhiingt; wie dies bei den konformen Abbildungen, die durch
elementare Funktionen geliefert werden, stets der Fall ist.

Die Untersuchungen von H. A. Schwarz*) haben gezeigt, daB diese
Eigenschaft immer besteht, wenn der Rand des abzubildenden Gebietes
aus einer endlichen Anzahl regulirer analytischer Kurvenstiicke gebildet
ist, die sich unter von Null verschiedenen Winkeln schneiden.

Spiter hat Painlevé®*) gezeigt, daB es geniigt von diesem Rande
vorauszusetzen, dafl er stiickweise aus Kurven besteht, die, wenn map die
Kurve durchliuft, eine sich stetig indernde Tangente zulassen. Paraf hat
ferner in seiner These®**) die iiber die Anwendungen der Poincaréschen
Ausfegemethode berichtet, noch weniger Voraussetzungen bendtigt. Bei
allen diesen Resultaten sind eine ganze Anzahl von mdglichen Singulari-
titen des Randes z. B. Spiralpunkte ausgeschlossen.

In seinem Enzyklopddieartikel hat nun Osgoodf) die Vermutung
ausgesprochen, daBl bei der konformen Abbildung des Inneren eines durch
eine beliebige Jordansche Kurve begrenzten Gebietes auf das Innere eines
Kreises die Jordansche Kurve und die Kreisperipherie eineindeutig und
stetig einander entsprechen.

Diese Vermutung von Osgood ist in der Tat richtig und ihrem Be-
weise ist unsere Untersuchung gewidmet.

Eine Jordansche Kurve ist nach ihrer Definition eine Punktmenge,

- . . . . . 0w , 0%u
* a) Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung -a—a-;-,z-}—é—y—;,:()
[Berl. Ber. 1870, S. 767—1795, Ges. Abh. II, S.144—171]. b) Zur Integration der
. 2 ok .
partiellen Differentialgleichung %+%§=0 {J. £ Math. 74 (1872), S.113—128;

Ges. Abh. II, 8. 175—210].

**¥) Sur la théorie de la représentation conforme [C. R. 1891, 1¢* gem. S. 653].
Vgl. auch die vor kurzem erschienene Diss. von E. A. Hintikka ,,Uber das Verhalten
der Abbildungsfunktion auf dem Rande des Bereiches in der konformen Abbildung
(Helsingfors 1912).

*+%) Sur le probléme de Dirichlet et son extension au cas de I'équation générale
du secor ordre [Annales de Toulouse VI (1892), H. S. 1—175].

1) Allgemeine Theorie der analybischen Funktionen [Enc. d. Math. Wiss. II B 1,
Art. 19, S. 56].
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die eineindeutig und stetig auf eine Kreislinie abgebildet werden kann;
wir haben daher den Satz:

Ist es auf irgend eine Weise miglich, die Begrensung eines einfach su-
sammenhdngenden Gebietes eincindeutig und stetig auf eine geschlossene Kreis-
linie abzubilden, so wird bei jeder konformen Abbildung des Inneren des Ge-
bietes auf das Innere eines Kreises eine derartige eineindeutige und stetige
Beziechung der Rinder aufeinander realisiert.

2. Der Beweis der Osgoodschen Vermutung wiirde zur Zeit (1900), wo
sie ausgesprochen worden ist, vielleicht nicht mdglich gewesen sein.
Seitdem ist aber die Analysis durch eine der weittragendsten Entdeckungen,
die diese Disziplin zu verzeichnen hat, bereichert worden, ich meine dag
Lebesguesche Integral und die Sitze, die Herr Lebesgue mit seiner Hilfe
bewiesen hat*).

Die Untersuchungen von Lebesgue haben Herrn Fatou**) zu einer
Reihe sehr bemerkenswerter Resultate gefiihrt, deren eines die Grundlage
fiir die vorliegende Arbeit bildet.

Ich beginne mit einem moglichst einfachen Beweise des Satzes von
Fatou, worauf in einem -zweiten Kapitel die Vermutung von Osgood be-
wiesen wird.

Kapitel 1.
Hilfsséitze.

3. In der oben erwihnten Arbeit des Herrn Fatou steht unter anderen
schonen Resultaten folgender Satz, den wir mit moglichst einfachen Mitteln
beweisen wollen:

Ist die eindeutige analytische Funktion [(¢) fiir |2| <1 reguldr und [}
beschrimkt®*¥), so gibt es auf dem Einheitskreise |2| = 1 iiberall dicht liegende
Punkte, fiir die, bei Anniherung lings eines Radius des Kreises, die Funktion
F(2) gegen einen bestimmten Wert konvergiert.i)

Dieses Resultat wollen wir durch folgenden Zusatz vervollstindigen,
der aus den Untersuchungen von Fatou beinahe unmittelbar hervorgeht:

Ist () nicht konstant, so muf auf jedem Kreisbogen die Menge der
oben erwihmten Gremswerte mindestens drei verschiedene Werte enthalten.

*) Intégrale, Longueur, Aire [Annali di Matematica (8)7(1902), 8.231—359.] Legons
sur'Intégration et larecherche des fonctions primitives [Paxis, Gauthiers- Villars, 8. 1—186].
™) Séries trigonométriques et séries de Taylor [Acta Math. 80, S. 385—400].
*+) D, h. es gibt eine endliche positive Zahl M derart, daB fiir |#|<C1 der
absolute Betrag |f(2)| < M wird.
+) Durch geringfiigige Modifikation des Beweises kann man feststellen, da8 bei
beliebiger geradliniger Annéiherung gegen die betreffenden Punkte von |z]=1, die
Funktion f(s) gegen demselben Wert konvergiert. cf. Study a. a. O.

20*
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4. Wir bemerken zuniichst, daf es keine Einschrinkung der Allgemein-
heit ist bei dem Beweise unseres Satzes f(0) =0 zu setzen, da wir diese
Bedingung durch Addition einer Konstanten immer erfiillen kinnen.

Es sei also die analytische Funktion f(¢) fiir |¢| <1 regulir und
ihr absoluter Betrag

) If(e)| <M
auBerdem sei f(0) = 0.
Wir betrachten den Kreis

|| =0 <1

und fithren die Funktion ein:
9 83
Tl g f(2)

) Flo, 9) = [ f(ee?ad = [ L2as.

0 ¢

Das letzte Integral kann, weil fT(:l im Kreise |2] <1 regulir ist, lings
eines belichigen Weges genommen werden, der die Punkte #=¢ und
# = g¢® verbindet und ganz im Inneren von |z| < 1 verlduft. Aus diesem

Grunde ist F(g, #) eine eindeutige Funktion im Kreise |#| < 1, was durch
die Gleichung .

(2) F(@; —”) = F(@; ;ﬂ)
ausgedriickt wird.

Nun bemerke man, daB nach dem bekannten Satze von Schwarz in
unserem Falle \Z}?‘ < M fir 2| <1 ist.

Also liefert die Gleichung (1), wenn man & festhilt und ¢ monoton
wachsen 1aBt
(o + a0y

9+ a0
(®) |Flo+be9)—Flo < | [as|+ | [10as|<2mne,
¢ o€

und wenn man @ festhidlt und O variiert

4 | Flo, &+ A8) — Flo, #)| < M|AD|.
Aus (3) entnimmt man, daB '
(5) Lim F(g, 9) = F(¥)
Q=1

fiir jedes 9 existiert und daB die Konvergenz gleichméfig ist.
Die Funktion F(9) ist demnach stetig, und wegen (4) gilt tiberdies
fiir diese Grenzfunktion die Bedingung

FO@+AN—F@ | 5.
= ?

AD
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die Funktion F(&) besitzt daher beschrinkte Differenzenquotienten (sie
geniigt der sogenannten Lipschitzschen Bedingung).

5. Das Poissonsche Integral angewendet auf den Kreis j2|~o <1
liefert, wenn man z = r¢'? setat, und r < @ nimmt,

1 92_,.8

ta
fle) = ﬁﬁff(peiﬂ o — 2rg cos (p — ) +r*dq)
“n

und nach partieller Integration (bei welcher wegen (2) der aus dem Inte-
gralzeichen heraustretende Teil verschwindet)

et — 1t

—1 N a
1@ = 52 [ Flo 0) s —aresm o709
-7

Das letzte Integral ist von o unabhingig und wegen der gleich-
m#Bigen Konvergenz der Funktion unter dem Integralzeichen gegen eine
stetige Funktion von ¢, wenn o gegen Hins konvergiert, kann man in
der Formel ¢ = 1 setzen und schreiben

1— 72

k4
. 1 d
®) &) == o [FO & im0

Eine ganz #hnliche Formel erhélt man, wenn f(2) gleich einer Kon-
stanten C ist; dann kann man néimlich schreiben

n

1 1—r?
C= 2% 01 — 27 cos («p—ﬂ)—&-r’d‘p
=n
und nach partieller Integration
F3
_ CQl—r%) 1 d 172
™ = i Toress i ") OPa T sreostp—m 5+ 129"

—

Insbesondere liefert (7) fir C =1 und & = 0 die Relation

n
1 d 1. ¥ 1—rt 2
(8) —-ﬁf(pﬁ;a 1-2roosq:-{—:ﬁdq’=1“(1+r)’= 1’
-1 1 +T
die uns niitzlich sein wird.

6. Es sei ¢% ein Punkt des Einheitskreises, in dem F(g) eine end-
liche Ableitung F'(&,) besitzt. Wir wollen zeigen, daB die Gleichung .

9) Lim f(ré%) = F'(9,)
re=1
besteht.
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Dabei geniigt es &, = 0 zu setzen, da wir den allgemeinen Fall durch
Drehung des Koordinatensystems, indem wir 2 = ¢%¢ schreiben, auf den
speziellen Fall #,= 0 zuriickfiihren konnen.

Wir konnen nach (6) und (7) schreiben

’ F O @d 1 —— g2
fr)— F(O)__'—(il_{_"r“)’_ f(FGp)ﬂpF <0))dq, T:m’;ﬂ_?d

-7

Nun wihle man eine positive Zahl 1, die kleiner als x sein mag und setze

—1 , 1—g?
(10 He, H= jkmw—wF«md¢;:gag+wd%

1 ’ d 1— 2
1) JG, 1)=~§;;{f+/(F<¢)—qu<0>)% r———_mos’(p—md(p},
sodaf

\ , 0 (4 —
12 - FO=——TEED 4 He D+ I )
ist.

Bemerkt man, daff nach (1) und (5) F(0) = 0 ist und setzt
(13) F(p) = ¢F(0) + ou(9),

so wird, wenn man mit h(1) die obere Grenze der Funktion %(p) im
Intervalle — 4 bis + 4 bezeichnet,

Lim A(4) =
1=0

Wir bekommen aus (10) und (13)

1 —
Hir, ) = — ——fgo W(OD)M 1—__—27;55‘;,‘,7_,.2‘190,
und wenn wir bemerken, daB
d 1—r _ 1 —r¥sing
(14) dp 1—2rcosp+ 2 (1—2rcosp+r)?

eine ungerade Funktion von ¢ ist, die fir 0 < ¢ < nicht positiv und
fir — 7w << @ < 0 nicht negativ ist,
2

30 1—ot
[H(r, 4)| <——Q quq, r:rco:,p'ﬁd%

kA
h(3) 1—r*
<~ %z q)d(p 1~—2rcos¢pw+r’dq)’

—n
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also schlieBlich nach (8) fir » <1

|G, 3] < -22G- <.
14—

Um J{r, 1) abzuschgtzen, bemerken wir, daf im Integrationsintervall,
wegen (4) '

| F(p)| <=
ist, daB ferner im selben Intervall nach (14)
| 2 1—r? 1—rt 1—r*

|dp 1 —2rcosg 7% <Zi——2rcosx+r2)3 <(1~—cos*}:)-§

ist, und erhalten also aus (11)
[J(r, D] <
Wir haben schlieSlich nach (12)

’ w(M - F'(0) F(0)
1) — F(0)] < h(2) + [ZEEET D 4 2 (1 —r).

Ist ¢ eine beliebige positive Zahl, so kénnen wir 1 so klein annehmen,

daB h(1) < <. wird; dann folgt aus obiger Ungleichung, daB, wenn (1—7#%)
J 9 ? g

z (M F'(0)) (1—72).

sintl

hinreichend klein ist,
ifn)—F O] <e
sein muB. Hieraus folgt aber unmittelbar die zu beweisende Gleichung (9).

Wir haben also das Resultat, daf fiir jede Stelle &y, wo F(&) diffe-
renaiierbor ist, bei Anndiherung von & lings des Radius ré% am die Peri-
Dherie des Kreises |2| =1, unsere Funktion f(2) gegen einen bestimmien
Wert, nimlich gegen F'(8,) kowergiert.

7. Der grundlegende Satz von Lebesgue, den wir in der Hinleitung
erwihnt haben, lautet nun folgendermaBen:

Eine reelle Funktion, die in einem Infervalle definiert ist und dort be-
schrinkte Differenzenquotienten besitzt, ist in jedem Punmkie des Intervalls
differensiierbar, aufler hichstens in einer Punkimenge vom Mape Null. Diese
LPunktion ist auferdem, abgesechen von einer additiven Konstanten, gleich dem
unbestimmten Lebesqueschen Integral iber ihre Ableitung.*)

* Fir den Beweis dieses Satzes verweise ich auf die oben zitierten Arbeiten
von Lebesgue und auBerdem ganz besonders auf den Cours d’Analyse Infinitésimale
von Ch. de la Vallée Poussin (2¢ édition) I, S. 269.

Einen HuBerst einfachen direkten Beweis des in Frage kommenden Resultates
hat Herr G. Faber in seinen schdnen Untersuchungen ,Uber stetige Funktioment
[Math. Ann. 69 (1910), S.372—448] 8. 881 gegeben. Ein leicht zu verbesserndes
Versehen des Herrn Faber auf 8. 886 seiner Abhandlung ist so offenbar, daB es auch
ein wenig aufmerkeamer Leser bemerken muB.
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Aus diesem Satze folgt insbesondere, daB eine Funktion mit be-
schrinkten Differenzenquotienten, deren Ableitung iiberall auBer in einer
Punktmenge vom Mafe Null verschwindet, konstant sein muB.

8. Die im § 4 eingefiihrte Funktion F'(9) hatte, wie wir sahen, be-
schrinkte Differenzenquotienten. Nach dem Lebesgueschen Resultate be-
sitzt sie fiir eine iiberall dichtliegende Punktmenge des Kreises |4 =1
eine Ableitung. Also muB nach § 6, bei Anniherung von 2 lings des ent-
sprechenden Radius gegen einen dieser Punkte, unsere Funktion f(2) gegen
einen bestimmten Wert konvergieren, womit der erste Teil unseres Satzes
bewiesen ist.

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, setzen wir voraus, daf
f(2) in jedem Punkte eines Kreisbogens & < & < 9,, in dem sie nach
obigem bei Anniherung lings des Radius einen Grenzwert besitzt, immer
nur zwei Werte &« oder f§ annehmen kann. Die Funktion

( 2’) f (Z) —_— Ot) ,
die nattirlich auch den Bedingungen des Fatouschen Satzes gentigh, nimmt
dann in diesen Punkten ausschlieBlich entweder den Wert Null oder den
Wert i an. Nun konnen wir unsere frilheren Rechnungen auf g(2) an-
wenden und die Gleichung

— d —
15 9@ =90 =52 [ 60 & v 49,

die der Gleichung (6) nachgebildet ist, ableiten.

Die Ableitung des reellen Teiless RG(p) von G(p) muB nun nach
Voraussetzung im Intervall 9, < ¢ < @, tiberall auBer hochstens in einer
Punktmenge vom Mafle Null konstant sein; also ist RG(9) auf dem
ganzen Kreisbogen &, < &< &, linear in &. Die Gleichung (15) lehrt uns
jetzt, wenn man sie in ihren reellen und imaginiren Bestandteil spaltet,
daB Rg(s) auf dem ganzen Kreisbogen &, < & < &, analytisch ist. Nach
dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip mu8 g(#) und daher auch f(#) lings
dieses Kreishogens' analytisch sein und daher nach Voraussetzung kon-
stant und entweder gleich « oder gleich B sein. W. z. b. w.

9. Der Fatousche Satz 1aBt die Mdglichkeit offen, daB f(z) bei An-
niherung an |¢| =1 léings des Radius in einer gewissen Punktmenge vom
Mafle Null nicht gegen einen Grenzwert konvergiert.

Dies liegt in der Natur der Sache: Man kann Beispiele von Funk-
tionen geben, bei denen die Punktmenge, fiir welche keine Konvergenz
stattfindet, tiberall dicht liegt und in jedem Intervalle die Michtigkeit des
Kontinuums besitzt. Ebenfalls kénnen Beispiele von Funktionen gebildet
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werden, die fiir eine iberall dichte Menge von Punkten des Einheits-
kreises |2| = 1, welche in jedem Intervalle die Machtigkeit des Kontinuums
besitzt, bei beliebiger (nicht nur geradliniger) Anniherung gegen einen
festen Wert konvergieren und doch nicht konstant sind¥)

Diese Beispiele zeigen deutlich, daB der Beweis des Fatouschen Satzes
ohne Zuhilfenahme der Resultate von Lebesgue unmoglich wire.

10. Bin zweiter Hilfssatz, den wir brauchen werden, lautet folgender-
maBen: Bei jeder konformen Abbildung des Inneren eines einfach zusammen-~
hiingenden Gebictes, dessen Begrenzung einen freien Kreisbogen A B enthall,
auf das Innere des Kreises |2| =1, wird der Kreisbogen AB stetig auf
ein Stiick von |2| =1 abgebildet, dessen Endpunkte nicht susammenfallen.

Unter einem ,freien Kreisbogen auf der Begrenzung eines Gebietes G
verstehen wir folgendes: ist C ein beliebiger Punkt des Kreisbogens, der
zwischen 4 und B liegt und x ein Kreis vom Radius ¢ mit dem Mittel-
punkte C, so soll, bei hinreichend kleinem ¢, der eine der beiden Kreis-
sektoren, in die x durch 4ACB zerlegt wird, ganz in G liegen. AuBer-
dem verlangen wir, daf alle diese Kreissektoren, die in G enthalten sind,
auf derselben Seite des Kreisbogens ACB liegen. Man kann immer er-
reichen, indem man ev. 4 mit B vertauscht, daB das ,linke Ufer” des
Kreisbogens ACB, wenn man diesen in der Richtung von 4 nach B
durchléuft, in G enthalten ist.

Unsere Behauptung ist eine beinahe selbstverstindliche Folge des
Schwarzschen Spiegelungsprinzips.

Wihlen wir nimlich einen ®Beliebigen Punkt C' auf dem gegebenen
Kreisbogen zwischen 4 und B und filhren durch eine linear gebrochene
Substitution die u-Ebene, in welcher G liegt in eine w,-Ebene tiber, sodaf
den Punkten 4, C, B in der u-Ebene resp. die Punkte 0, 1, 0o der u;-Ebene
entsprechen, so geht das Gebiet G in ein Gebiet G, tiber, das ganz in

der lings der positiven reellen Halbachse aufgeschnittenen u;-Ebene liegt.
1

Durch die Substitution w; = u* geht (bei geeigneter Wahl eines
Zweiges dieser Substitution) G in ein Gebiet Gy tiber, das ganz in dem
Quadranten liegt, der durch die positive reelle und die positive imaginire
Halbachse gebildet ist; dabei ist zu bemerken, daB das linke Ufer des
Kreisbogens AB in die reelle Halbachse itbergegangen ist.

Endlich fiilhre man die Substitution u, = gii};- ein, welche das Ge-
2

biet G, der ugEbene in ein Gebiet Gy der ug-Ebene tiberfiihrt, das ganz
oberhalb der Achse des reellen liegt und im Einheitskreise |us| <1 ein-

* cof. die §§ 50—51 meiner im nichsten Hefte erscheinenden Arbeit.
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geschrieben ist. Der Durchmesser — 1, + 1 dieses letzten Kreises bildet
ein Stiick der Begrenzung von G5. Zu G, fiigen wir sein in bezug auf
die reelle Achse der u,-Ebene symmetrisches Gebiet hinzu und nennen das
Gesamtgebiet '; das Gebiet [ enthdlt den Durchmesser — 1, 4 1 des
Kreises |ug| <1 in seinem Inneren.

Wir bilden jetzt das Innere des Gebietes I' auf einen Kreis |u,| <1
derart ab, daB die Punkte w; =0 und w, =0 und in diesen parallele
Richtungen einander entsprechen.

Dann werden, wegen der Symmetrie des Gebietes I' nach dem Schwarz-
schen Spiegelungsprinzip*) die geradlinigen Strecken (— 1, + 1) der beiden
Ebenen #; und u, einander entsprechen. '

In der u,-Ebene entspricht dem Gebiete G der u-Ebene ein Gebiet G,
das mit der oberen Hilfte des Einheitskreises |u,| <1 zusammenfillt.
Dabei ist der Kreisbogen ACB in den Durchmesser des Kreises iiber-
gegangen; die Abbildung dieser beiden Linien aufeinander ist eineindeutig
und nicht nur stetig sondern sogar apalytisch.

Jede konforme Abbildung des Gebietes G auf einen Kreis [z <1
kann man erhalten indem man, wie vorhin, zuerst G- auf G, abbildet, und
dann eine geeignete konforme Abbildung von G, auf |2| < 1. Da bei der
letzten Abbildung, die mit Hilfe von elementaren Funktionen zu realisieren
ist, der Durchmesser (—1, 4+ 1) des Kreises |#,| <1 immer einem Kreis-
bogen mit wverschiedenen Endpunkten entspricht, so ist unser Hilfssatz
bewiesen.

Kapitel*IL.

Jordansche Kurven.

11. Unter einer Jordanschen Kurve versteht man eine Punktmenge,
die eineindeutig und stetig auf die Punkte einer (geschlossenen) Kreislinie
abgebildet werden kann; unter einem Jordanschen Kurvenstiick ferner eine
Punktmenge, die eineindeutig und stetig auf ein geradliniges Intervall
einschlieflich der Endpunkte abbildbar ist.

Eine Jordansche Kurve y zerlegt bekanntlich die Ebene in zwei
Teile**), von denen der eine ein ganz im Endlichen liegendes einfach zu-
sammenhéngendes Gebiet G ist.

*) Schwarz hat sein Theorem mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes bewiesen.
Man sieht aber leicht ein, daf der Poincarésche Unititssatz (S. z. B. meine Arbeit
Math. Ann. 72, S. 107, § 5), der noch elementarerer Natur ist, eine analoge SchluBweise
ermdglicht.

*) Fiir den einfachsten bekannten Beweis dieses Satzes siehe Brouwer, Math,
Ann. 69, S. 169, :
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Ein Jordansches Kurvenstiick, dessen Endpunkte 4 und B voneinan-
der verschieden sind und auf der Kurve y liegen, und das sonst ganz im
Inmeren des Gebietes G verlauft, soll ein ,Querschnitt ¢ von G genannt
werden. N

Wir werden folgende, teils unmittelbar aus der Definition einer
Jordanschen Kurve entspringende, teils leicht zu beweisende und lingst
bekannte Eigenschaften der Kurve y und des Gebietes G brauchen.

a) Durch das Punktepaar 4, B wird die Jordansche Kurve y in zwei
Kurvenstiicke »” und 9" zerlegt, die auBer ihren Endpunkten 4, B keinen
gemeinsamen Punkt besitzen. [Hatten sie nidmlich einen dritten gemein-
samen Punkt, so entspriche — entgegen der Voraussetzung — diesem einen
Punkte, bei der Abbildung von y auf eine Kreislinie, zwei Punkte des Kreises. ]

b) Der Querschnitt ¢ teilt das Gebiet G in zwei Teilgebiete G' und G,
deren Begremzung aus den (geschlossemen) Jordamschen Kurven (3’ ¢)
resp. (p” 4 q) bestehen und die auBer dem Querschnitte ¢ keinen gemein-
samen Punkt besitzen.*) :

¢) Zwei beliebige voneinander verschiedene Punkte A und B der
Jordanschen Kurve y konnen durch einen Querschnitt des Gebietes G ver-
bunden werden.

Diese letzte Eigenschaft von p wollen wir beweisen; es gentigh dazu
offenbar zu zeigen, daB man einen beliebigen Punkt 4 von y mit einem
inneren Punkte O des Gebietes G durch ein Jordansches Kurvenstiick ver-
binden kann.

12. Es sei

) x = z(9), y= y('&)
die Parameterdarstellung der Jordanschen Kurve y, und 4 ein beliebiger
Punkt dieser Kurve; man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
voraussetzen, daB A dem Werte & — O des Paramefers entspricht, und
daB die ganze Kurve y durchlaufen wird, wenn & von —= bis + = variiert.

Die Funktion

0(®) =V @® —2©)® + @ —y0),
die den Abstand zwischen dem Punkte 4 und einem verinderlichen Punkte
der Kurve darstellt, ist im Intervalle —z < & <o stetig und positiv und

besitzt keine andere Nullstelle als & = 0. ]
Ist die positive Zahl 7, kleiner als das Maximum von 0(®), so wird

die Gleichung

(16) e(@) =7
fiir gewisse Werte von &, die im Intervalle
- <0<

* Cf. Brouwer, 8. 2. 0., 8. 173.
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liegen, befriedigt sein; die untere Grenze des absoluten Betrages dieser
Werte, ist eine von Null verschiedene positive Zahl d, die mit 7 monoton
abnimmt. )

Es sei m(r) das Minimum der Funktion ¢(9), wenn & die Intervalle
8 <9 <w und —n <& < — & beschreibt. Die Zahl m(r) ist ihrer Defi-
nition gemiB, nicht gréBer als »; sie ist positiv und von Null verschieden,
und nimmt monoton mit r ab.

Beschreibt man einen Kreis K, dessen Mittelpunkt 4 und dessen
Radius » ist, so enthdlt dieser Kreis sicher Punkte anf seiner Peripherie,
die im Inneren von G liegen, denn es befinden sich in G sowohl Punkte
die innerhalb als auch Punkte, die auBerhalb des Kreises K liegen. Genau
ebenso sieht man, daB auf der Peripherie vom K Punkte liegen, die im
AuBeren von G enthalten sind, also weder in G' noch auf y liegen.

Es gibt demnach mindestens einen Querschnitt von @, der aus einem
Kreishogen des Kreises K besteht; im allgemeinen werden unendlich viele
derartige Querschnitte 8, B,, - - - auf der Peripherie von K liegen.

Das eine der zwei Teilgebiete, das durch einen beliebigen dieser
Querschnitte z. B. durch B, bestimmt wird, ist auBer durch den Kreis-
bogen B, durch einen Teil der Jordanschen Kurve y begrenzt, fiir welchen
der Parameter & der Bedingung

&[>0
geniigt. Der Abstand des Punktes 4 von diesem Teilgebiete ist also
mindestens gleich m(r). Hieraus folgt, daf zwei Punkte P und @, die
beide von 4 um weniger als m(r) abweichen, auf derselben Seite eines
jeden der Querschnitte f,, B, - - - liegen miissen.

Wir verbinden die Punkte P und @ durch einen geradlinigen Strecken-
zug S, der im Inneren von G verliuft; ist der groBte Abstand eines
Punktes dieses Streckenzuges von 4 grofer als 7, so wird S mit min-
destens einem der Kreishdgen f,, f,, - - - gemeinsame Punkte besitzen. Es
sei M, der erste Punkt von S, der auf dem Kreise K liegt, wenn man
den Streckenzug S in der Richtung von P nach ¢ durchliuft, ferner
gei B, der Querschnitt auf welchem MM, liegt, endlich N, der letzte Punkt
von S, der auf B, liegt. Man ersetze den Teil des Streckenzuges der
zwischen M, und N, liegt durch den Kreisbogen der M, mit N, verbindet,
und in §; enthalten ist. Indem man auf analoge Weise eventuell auch
andere Stiicke des Streckenzuges zwischen N, und @ durch Kreishdgen
auf K ersetzt, erhilt man schlieflich einen Weg, der P und @ verbindet,
der ganz in G verliuft und von dem kein Punkt einen Abstand von A4
besitzt, der groBer als r ist.

Wir haben demnach das Resultat: Je swei Punkte des Gebietes G,
deren Abstand von A weniger als m(r) betrigt, kinnen innerhalb des Ge-
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bieles G- durch einen Weg verbunden werden, dessen gropter Abstand von A
die Zahl r wicht iibersteigt.
Es sei jetzt 7,7, - eine Folge von unendlich vielen positiven
Zahlen, die den Bedingungen
T, > Thi, Limr,=0

n=00

genﬁgen; ferner sei P,, P,,-- - eine Folge von Punkten, die im Gebiete G
liegen und deren Entfernungen g,, 0,,--- von A der Bedingung

0 < m(r,)

geniigen. Da nach Vorigem m(r,,,) < m(r,) ist, wird auch g,,, < m(r,)
sein. Nun verbinde man einen beliehigen inneren Punkt O des Gebietes G
mit P, durch einen Weg, der ganz in G verlduft, hierauf P, mit P, durch’
einen Weg innerhalb G, der von A um nicht mehr als #, abweicht, P,
mit Py durch einen Weg innerhalb @, der von 4 um nicht mehr als 7,
abweicht, und allgemein P, mit P,,, durch einen Weg dessen griBter
Abstand von A4 hochstens 7, ist. ‘

Die so erhaltene Kurve O P, P,--- kann natiirlich noch Doppelpunkte
enthalten, die man vermeiden kann indem man gewisse Teile dieser Kurve
fortlaBt. Man erhslt schlieBlich eine Kurve, die simtliche Merkmale des
Jordanschen Kurvenstiickes besitzt, ganz in G verliuft und die Punkte
O und 4 verbindet.

18. Das von einer Jordanschen Kurve y begrenzte ganz im endlichen
liegende einfach zusammenhéingende Gebiet G denken wir in der Ebene
der komplexen Veriinderlichen u ausgebreitet. Es sei O ein beliebiger
Punkt des Inneren von G und f(¢) eine fiir |2]| < 1 regulire analytische
Funktion von 2, die das Innere von G auf das Innere des Hinheitskreises
|2 <1 derart abbildet, daB O dem Punkte ¢ = O entspricht und in diesem
Punkte die Richtungen der positiven reellen Achsen der - und der s-Ebene
einander entsprechen. Die Funktion f(#) ist durch diese Bedingungen
vollkommen bestimmt.*)

Es sei 4 ein beliebiger Punkt der Jordanschen Kurve p; es bezeichne
ferner w,, u,, - -+ eine Folge von unendlich vielen Punkten des Inneren
von (, die gegen A konvergieren. Dieser Punktfolge entspricht vermége
der Abbildung eine Folge von Punkten 2, &, :-:, die alle im Kreise
|#] <1 liegen.

Diese letzte Punktfolge kann keinen Haufungspunkt im Inneren von
|#] < 1 besitzen; denn sus der Existenz eines derartigen Hiufungspunkies
folgt die Existenz eines Hiufungspunktes der u, ug, - -- im Jnneren von

*) Osgood, [Trans. Am. Math. Soc I (1900), S. 810, 314] Vgl anch meine®
Arbeit Math. Ann. 72 [S. 107—144], 8. 111,
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G, was unserer Annahme widerspricht. Simtliche Hiufungspunkte der
Folge 2, #, - - - liegen demnach auf dem Kreise |¢| = 1; Wir wollen be-
weisen, daf die Punkte 2, s, ... gegen einen wohlbestimmten Punkt
dieser Kreislinie konvergieren.

Wenn nimlich letzteres nicht zutrife, so miissten die Punkte z,, 2, ---
mindestens gwei verschiedene Hiufungspunkte 4, und B, besitzen. Wir
konnten dann nach dem Fatouschen Satze (§ 3) im Kreise [2] <1 zwei
Radien 0,C; und O,D, finden, welche die Punkte 4; und B, trennen,
derart, dal, wenn z lings des Radius 0,C, gegen C, konvergiert, der
Punkt u = f(2) gegen einen von A verschiedenen Punkt C' konvergiert,
und wenn z lings O,D; gegen D, konvergiert, der Punkt u = f(2) gegen

einen von 4 und C

verschiedenen Punkt D

konvergiert (Fig. 1).
¢ Die Punkte C und D
¢ konnen keinem inneren

Punkte des Gebietes G
entsprechen, sind aber
~ Hiufungspunkte von
Punkten, die in G lie-
gen; sie sind also
Punkte der Jordan-
schen Kurve y selbst.
Das Bild des Streckenzuges D, O,C, in der u-Ebene ist ein Jordansches
Kurvenstiick, das ganz in G verliuft und dessen Endpunkte mit Cund D
zusammenfallen, also nach unserer Definition des § 11 ein Querschnitt von G-

Dieser Querschnitt zerlegt das Gebiet G in zwei Teilgebiete G’ und
G”, die in der Abbildung den Kreisgektoren D, 0,C, 4, uwnd D, B,C, 0,
entsprechen.

Liegt nun z B. der Punkt A4 auf der Begrenzung von G, so ist
nach der Eigenschaft a) des § 10 die Entfernung zwischen 4 und G”
von Null verschieden und es kann nur eine endliche Anzahl von Punkten
der Folge u,, u,, - - -, die ja gegen A konvergiert, in G" oder auf der Be-
grenzung von G liegen. Die Punkte der Folge 2,,4,,::-, die in D, B,C, 0,
liegen, entsprechen aber in der Abbildung Punkten von G oder von dessen
Begrenzung und sind daher auch nur in endlicher Anzah! vorhanden; die
Punktfolge ,, 4, - - - kann also unmdglich den Hiufungspunkt B, besitzen.

Wir haben also das Resultat: Jedem Punkte A der Jordanschen Kurve y
entspricht. bei der Abbildung ein Punkt A, des Kreises || =1 von der
Eigenschafi, dap jede Punktfolge %y, g, - -, die gegen A konvergiert, auf
eine Punkifolge 2, 2,, - - - abgebildet wird, die gegen A, konvergiert.

D 4
D4,

Fig. 1.
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14. Aus unserer SchluBweise folgt leicht, daB die soeben bewiesene
eindeutige Abbildung der Jordanschen Kurve y auf den Kreis |#|=1
stetig ist. Sind mit anderen Worten 4', 47, --., A®, ... unendlich viele
Punkte von p, die gegen A konvergieren, A;, A7, ---, AP, - - . ihre Bilder
auf dem Kreise |2]=1, so miissen diese Punkte gegen das Bild 4,
von A konvergieren. Wir konnen nimlich eine Folge von Punkten
Uy, gy <y Uy des Inneren von G bestimmen derart, daB der Abstand
zwischen u, und 4® und der Abstand zwischen dem entsprechenden z,

und A beide kleiner als »} werden. Dann ist Lim u, = 4, also gemiB

n =0

dem Theorem des vorigen Paragraphen Lim #,= A, und mithin wegen

n=00

Lim A" — 2, =0 auch Lun AW = 4,

w. 2. b. W. - -
| 15. Unser néchstes Ziel besteht darin, zu zeigen, daBl zwei verschie- -

/denen Punkten 4 und B der Jordanschen Kurve p zwei verschiedene
Punkte A4, und B, des Kreises |¢| =1 entsprechen.

Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile und zeigen zundichst, daB auf
jedem Kurvenbogen der Jordan- 4
schen Kurve y Punktepaare exi-
stieren, deren Bilder auf dem Kreise
|#]| =1 getrennt liegen. Es sei M
ein innerer Punkt des betrachteten
Kurvenbogens; die Entfernung d
zwischen 3/ und dem iibrigen Teile
der Jordanschen Kurve ist von Null
verschieden. Ein Kreis mit dem
Mittelpunkte M und einem Radius,
der kleiner als 0 ist, wird nach
den Uberlegungen des § 12 min-
destens einen Kreisbogen B ent-
halten, der ganz auferhalb des.Gebietes G verlduft und dessen Endpunkte
P und @ auf dem von uns betrachteten Kurvenbogen liegen und von-
einander verschieden sind.

Dmch das Punktepaar P wird d1e Jordansche Kurve in zwei Teile
¥ und 9" zerlegt, von denen jeder mit B eine geschlossene Jordansche
Kurve bildet.- Das Innere der einen dieser Jordanschen Kurven, z B. das
Innere I von ('), wird unser Glebiet G enthalten. Nun kinnen wir
G auf den Kreis |#| =1 abbilden, indem wir zuerst I auf einen Kreis
|%; | < 1 abbilden (wobei G in G, ubergehen mag) und dann das Geb1et G,
auf [#| <1 abbilden.

Fig. 2.
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Der Rand von I enthélt den (freien) Kreisbogen §. Nach unserem
zweiten Hilfssatze (§ 10) werden auf |, | =1 die Endpunkte P und @
getrennten Punkten P, und ¢, entsprechen. Das Gebiet ¢, wird dem-
nach ebenfalls einen freien Kreisbogen (ndmlich das Bild von »”) mit den
voneinander verschiedenen Endpunkten P, und @, besitzen, die bei der
Abbildung auf |#| =1 wiederum in getrennte Punkte iibergehen. W.z b.w.

Sind nun 4 und B zwei verschiedene Punkte der Jordanschen Kurve y,
s0 konnen wir sie nach § 11¢) durch einen Querschnitt ¢ des Gebistes G
miteinander verbinden.

Bei der konformen Abbildung des Gebietes G auf den Einheitskreis
{e] <1 geht g in eine Kurve ¢, iiber, die nach § 13 hochstens zwei
Punkte (nimlich die Bilder 4, und B, der Punkte 4 und B) mit der
Kreisperipherie |z| =1 gemeinsam hat. Um nun zu zeigen, daB diese
" Punkte getrennt liegen, geniigt es einfach zu bemerken, dal jedes der
Teilgebiete G," und G,”, die im Kreise |#| < 1 durch ¢, bestimmt werden,
mindestens zwei getrennte Punkte der Peripherie des Kreises |#| =1 auf
ihrer Begrenzung enthalten. Dieses ist aber nach obigem selbstverstind-
lich, da sowohl G, als auch G,” Bilder von den durch ¢ bestimmten Ge-
bieten G und G” sind, die beide auf ihrer Begrenzung einen ganzen
Bogen der Jordanschen Kurve y enthalten.

16. Wir haben bewiesen, daB jedem Punkte der Jordanschen Kurve
bei der Abbildung ein einziger Punkt des Kreises entspricht, und da8
zwei verschiedenen Punkten von p zwei verschiedene Punkte von |z| =1
entsprechen. Wir entnehmen aus diesen Eigenschaften der Abbildung, daB
jedem Punkte 4, von |#| =1 ein und nur ein Punkt 4 von y entspricht.
Jeder Punktmenge ¢, 2, - - -, die in |2| <1 liegt und gegen A, konvergiert,
entspricht ndmlich vermdge der Abbildung eine Punktmenge %, uy, --- in G,
deren simtliche Hiufungspunkte auf p liegen. Sie muB aber mindestens einen
Haufungspunkt A besitzen und sie kanun nicht zwei Haufungspunkte 4
und B haben, da sonst die Menge 2, %, - - - nicht konvergieren kénnte.

Hieraus folgt, daf die Abbildung der Jordanschen Kurve y auf der
Kreisperipherie |2| = 1 eineindeutig ist; daB sie auch stefig ist, haben wir
schon im § 12 bewiesen.

17. Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt ohne- weiteres, daB man
das Randwertproblem fiir die partielle Differentialgleichung Aw =0 fiir
ein beliebiges durch eine Jordansche Kurve begrenztes Gebiet 16sen kann.
Bisher war nur der Existenzbeweis einer Greenschen Funktion fiir der-
artige Gebiete erbracht, was bekanntlich sehr viel weniger bedeutet.

Breslau, Ostern 1912,



