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ALLGEMEINE LEHRSATZE

IN BEZIEHUNG AUF DIE IM VERKEHRTEN VERHALTNISSE

DES QUADRATS DER ENTFERNUNG WIRKENDEN

ANZIEHUNGS- UND ABSTOSSUNGS-KRAFTE.

1.

Die Natur bietet uns mancherlei Erscheinungen dar, welche wir durch die
Annahme von Kriiften erkliren, die von den kleinsten Theilen der Substanzen auf
einander ausgeiibt werden, und den Quadraten der gegenseitigen Entfernungen
umgekehrt proportional sind.

Vor allen gehort hieher die allgemeine Gravitation Vermoge derselben bt
jedes ponderable Moleciil g aufein anderes g eine bewegende Kraft aus, welche,
wenn man die Entfernung = r setzt, durch %’i ausgedriickt wird, und eine
Anndherung in der Richtung der verbindenden geraden Linie hervorzubringen
strebt.

Wenn man zur Erklirung der magnetischen Erscheinungen zwei magneti-
sche Fliissigkeiten annimmt, wovon die eine als positive Grosse, die andere als
negative betrachtet wird, so Hiben zwei derartige Elemente ., g gleichfalls eine
bewegende Kraft auf einander aus, welche durch % gemessen wird, und in der
verbindenden geraden Linie wirkt, aber als Abstossung, wenn p, ' gleichartig,
als Anziehung, wenn sie ungleichartig sind.

Ganz dhnliches gilt von der gegenseitizen Wirkung der Theile der elektri-
schen Fliissigkeiten auf einander.
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Das linearische Element ds eines galvanischen Stroms iibt auf ein Element
des magnetischen Fluidums p (wenn wir letzteres zulassen) ebenfalls eine bewe-
gende Kraft aus, die dem Quadrate der Entfernung r umgekehrt proportional
ist. aber hier tritt zugleich der ganz abweichende Umstand ein, dass die Rich-
tung der Kraft nicht in der verbindenden geraden Linie, sondern senkrecht gegen
die durch p und die Richtung von ds gelegte Ebene ist, und dass ausserdem die
Stéirke der Kraft nicht von der Entfernung allein, sondern zugleich von dem Win-
kel abhéingt, welchen » mit der Richtung von ds macht. Nennt man diesen
Winkel 6, so ist Si“(j.‘}iig das Maass der bewegenden Kraft, welche ds auf p
ausiibt, und eben so gross ist die von p auf das Stromelement ds oder dessen
ponderabeln Triger ausgeiibte Kraft, deren Richtung der erstern entgegengesetzt

parallel ist.
Wenn man mit AMPERE annimmt, dass zwei Elemente von galvanischen

Stréomen ds, ds’ in der sie verbindenden geraden Linie anziehend oder abstossend
auf einander wirken, so ndthigen uns die Erscheinungen, diese Kraft gleichfalls
dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional zu setzen, zugleich aber
erfordern jene eine etwas verwickeltere Abhiéngigkeit von der Richtung der Strom-
elemente.

Wir werden uns in dieser Abhandlung auf die drei ersten Fille oder auf
solche Kriifte einschriinken, die sich in der Richtung der geraden Linie zwischen
dem Elemente, welches wirkt, und demjenigen, auf welches gewirkt wird, 4ussern,
und schlechthin dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional sind, ob-
wohl mehrere Lehrsitze mit geringer Verdnderung auch bei den andern Fillen
ihre Anwendung finden, deren ausfiihrliche Entwickelung einer andern Abhand-

lung vorbehalten bleiben muss.

2.
Wir bezeichnen mit a, b, ¢ die rechtwinkligen Coordinaten eines materiel-
len Punktes, von welchem aus eine abstossende oder anziehende Kraft wirkt;
die beschleunigende Kraft selbst in einem unbestimmten Punkte O, dessen Co-

ordinaten &,y, z sind, mit

™ —
(6—a)l4@—y) +{c—2 ~ rr

wo also p fiir den ersten Fall des vorhergehenden Artikels die im erstern Punkte
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befindliche ponderable Materie, im zweiten und dritten das Quantum magneti-
schen oder elektrischen Fluidums ausdriickt. Wird diese Kraft parallel mit den
drei Coordinatenaxen zerlegt, so entstehen daraus die Componenten

epfo—2) * ep(b—y) ep(c—2)
78 ? r3 ? rs

wo ¢ = -}-1 oder = —1 sein soll, jenachdem die Kraft anziehend oder ab-
stossend wirkt, was sich nach der Beschaffenheit des Wirkenden und des die
‘Wirkung Empfangenden von selbst entscheidet. Diese Componenten stellen sich
dar als die partiellen Differentialquotienten
a9t g

- I r
dz ° dy °’ dz

Mk

Wirken also auf denselben Punkt O mehrere Agentien p’, v, p” u.s.f. aus den
Entfernungen #° 7, #" u.s.f., und setzt man

g T L P
;‘5+7+—’;+ u.s.f. :2;—- = V

so werden die Componenten der ganzen in O wirkenden Kraft durch
AV v eav
dz ’ dy ’ dz

dargestellt.

‘Wenn die Agentien nicht aus discreten Punkten wirken, sondern eine Li-
nie, eine Fliche oder einen korperlichen Raum stetig erfiillen, so tritt an die
Stelle der Summation X eine einfache, doppelte oder dreifache Integration. Der
letzte Fall ist an sich allein der Fall der Natur: allein da man oft dafiir, unter
gewissen Einschrinkungen, fingirte in Punkte concentrirte, oder auf Linien oder
Flichen stetig vertheilte Agentien substituiren kann, so werden wir jene Fille
mit in unsre Untersuchung ziehen, wobei es unanstdssig sein wird, von Massen,
die auf eine Fliche oder Linie vertheilt, oder in einen Punkt concentrirt sind,
zu reden, insofern der Ausdruck Masse hier nichts weiter bedeutet, als dasjenige,
wovon Anziehungs- oder Abstossungs-Krifte ausgehend gedacht werden.

3.
Indem wir also, fiir jeden Punkt im Raume, mit #,y,z dessen rechtwink-
lige Coordinaten, und mit ¥V das Aggregat aller wirkenden Massentheilchen, je-
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des mit seiner Entfernung von jenem Punkte dividirt, bezeichnen, wobei nach
den jedesmaligen Bedingungen der Untersuchung negative Massentheilchen ent-
weder ausgeschlossen oder als zulissig betrachtet werden mégen, wird V eine
Function von z, y, 2, und die Erforschung der Eigenthiimlichkeiten dieser
Function der Schliissel zur Theorie der Anziehungs- oder Abstossungskrifte selbst
sein. Zur bequemern Handhabung der dazu dienenden Untersuchungen werden
wir uns erlauben, dieses V mit einer besondern Benennung zu belegen, und’
die Grosse das Potential der Massen, worauf sie sich bezieht, nennen. Fiir unsre
gegenwirtige Untersuchung reicht diese beschrinktere Begriffsbestimmung hin:
im weitern Sinn konnte man sowohl fiir Betrachtung anderer Anziehungsgesetze,
als im umgekehrteﬁ Verhiltniss des Quadrates der Entfernung, als auch fiir den
vierten im Art. 1 erwihnten Fall, unter Potential die Function von «, y, z ver-
stehen, deren partielle Differentialquotienten die Componenten der erzeugten
Kraft vorstellen.

Bezeichnen wir die ganze in dem Punkte z, y, 2 Statt findende Kraft mit
p, und die Winkel, welche ihre Richtung mit den drei Coordinatenaxen macht,
mit «, 6, y, so sind die drei Componenten

pcosa:eg. pcos‘é:eg—:, pcosy..—_e(;—z
und dV \
14
4.

Ist ds das Element einer beliebigen geraden oder krummen Linie, so sind
g—:, g—"f. g—: die Cosinus der Winkel, welche jenes Element mit den Coordinaten-
axen macht; bezeichnet also 6 den Winkel zwischen der Richtung des Elements
und der Richtung, welche die resultirende Kraft daselbst hat, so ist

___dz dy dz
cosh = =.cosa—-77.cos B+ . cosy

Die auf die Richtung von ds projicirte Kraft wird folglich

av dz, __ edV

d7V dz
ds) — ds

a7V d
pCOSG_e(dx ds+dy ds+

Legen wir durch alle Punkte, in welchen das Potential V einen constan-
ten Werth hat, eine Fliche, so wird solche, allgemein zu reden, die Theile des
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Raums, wo V" Kkleiner ist, von denen scheiden, wo ¥V grésser ist als jener Werth.
Liegt die Linie s in dieser Fliche, oder tangirt sie wenigstens dieselbe mit dem
Element ds, so ist g—? = 0. Falls also nicht an diesem Platze die Bestandtheile
der ganzen Kraft einander destruiren, oder p = 0 wird, in welchem Falle von
einer Richtung der Kraft nicht mehr die Rede sein kann, muss nothwendig
cosf = 0 sein, woraus wir schliessen, dass die Richtung der resultirenden Kraft
in jedem Punkte einer solchen Fliche gegen diese selbst normal ist, und zwar
nach derjenigen Seite, des Raumes zu, wo die grossern Werthe von V' angrenzen,
wenn e = -1 ist; nach der entgegengesetzten, wenn ¢ — —1 ist. Wir nen-
nen eine solche Fliche eine Gleichgewichtsfliche. Da durch jeden Punkt eine
solche Fliche gelegt werden kann, so wird die Linie s, falls sie nicht ganz in
Einer Gleichgewichtsfliche liegt, in jedem ihrer Punkte eine andere treffen.
Durchschneidet s alle Gleichgewichtsflichen unter rechten Winkeln, so stellt
eine Tangente an jener Linie iiberall die Richtung der Kraft, und g—:, ihre
Stirke dar.

Das Integral f pcosb.ds, durch ein beliebiges Stiick der Linie s ausge-
dehnt, wird offenbar = ¢(V'—V°), wenn V° V' die Werthe des Potentials
fiir den Anfangs- und Endpunkt bedeuten. Ist also s eine geschlossene Linie,
so wird jenes Integral, durch die ganze Linie erstreckt, — 0 werden.

5.

Es ist von selbst klar, dass das Potential in jedem Punkte des Raumes, der
ausserhalb aller anziehenden oder abstossenden Theilchen liegt, einen assignabeln
Werth erhalten muss; dasselbe gilt aber auch von dessen Differentialquotienten,
sowohl erster als hoherer Ordnung, da diese in jener Voraussetzung gleichfalls
die Form von Summen assignabler Theile oder von Integralen solcher Differen-
tiale annehmen, in denen die Coéfficienten durchaus assignable Werthe haben.
So wird

av — E(a—x)p., ddV= 2(3(a-—x)’__i)

dz 7S dz2* r® r3
v s B—ye ddV _ g/ 30—y 1
=2 s =i a—p
a7V _ gle—2p ddV __ g 8(e—z* 1
dz =2 e dz'_z(“?“—ﬁ)

26
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Die bekannte Gleichung
ddy , dd¥v |, 4d¥
S tiatis=0

gilt also fiir alle Punkte des Raumes, die ausserhalb der wirkenden Massen liegen.

6.

Unter den verschiedenen Fillen, wo der Werth des Potentials ¥ oder sei-
ner Differentialquotienten fiir einen nicht ausserhalb der wjrkenden Massen lie-
genden Punkt in Frage kommt, wollen wir zuerst den Fall der Natur betrachten,
wo die Massen einen bestimmten korperlichen Raum mit gleichférmiger oder un-
gleichformiger, aber iiberall endlicher Dichtigkeit ausfiillen.

Es sei ¢ der ganze Raum, welcher Masse enthilt; d¢ ein unendlich klei-
nes Element desselben, welchem die Coordinaten a, b, ¢ und das Massenelement
kdt entsprechen; ferner sei ¥V das Potential in dem Punkte O, dessen Coordi-
naten @, y, 2, also die Entfernung von jenem Element

V(a—aP 4 —g)f +(c—2) = r
Es wird folglich
V= [i

”»

durch den ganzen Raum ¢ ausgedehnt, was eine dreifache Integration implicirt.
Man sieht leicht, dass eine wahre Integration stattnehmig ist, auch wenn O in-
nerhalb des Raumes sich befindet, obgleich dann —;— fiir die unendlich nahe bei
O liegenden Elemente unendlich gross wird. Denn wenn man anstatt «, b, ¢
Polarcoordinaten einfiihrt, indem man

a=ax-t+rcosu, b=y-rsinucosh, ¢=2z-}rsinusink

setzt, so wird d? = rrsinu.du.di.d», mithin
V:ffflcrsinu.du.dl.dr :

wo die Integration in Beziehung auf » von r = 0 bis zu dem an der Grenze von
t Statt findenden Werthe, von A = 0 bis A = 2%, und von ¥ =0 bis v ==
ausgedehnt werden muss. Es wird also nothwendig ¥ einen bestimmten endli-
chen Werth erhalten.
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Man sieht ferner leicht ein, dass man auch hier

at

v _ kla—a)dt
w=Jkt. g =[""F==X
setzen darf. Die Befugniss dazu beruhet darauf, dass auch dieser Ausdruck,
welcher unter Anwendung von Polarcoordinaten in

fffkcosu.sinu.du. d\.dr

tibergeht, einer wahren Integration fihig ist, also X einen bestimmten endlichen
Werth erhilt, der sich nach der Stetigkeit #ndert, weil alle in unendlicher Nihe
bei O liegenden Elemente nur einen unendlich kleinen Beitrag dazu geben.
Aus dhnlichen Griinden darf man auch

dV __ pk(b—y)dt .
g=/""F-=Y

AV __ pkle—z)dt
z=/"F—=2
setzen, und diese Grossen erhalten daher, eben so wie V, innerhalb ¢ bestimmte
nach der Stetigkeit sich dndernde Werthe. Dasselbe wird auch noch auf der
Grenze von ¢ gelten.

7.
Was nun aber die Differentialquotienten hoherer Ordnungen betrifft, so
muss fiir Punkte innerhalb ¢ ein anderes Verfahren eintreten, da es z. B. nicht
verstattet ist, % in

a—x

4=

o
fkdf. i
d.i. in e

- [r(Ee=2 =" 4y

r!’i

umzuformen , indem dieser Ausdruck genau betrachtet nur ein Zeichen ohne be-

stimmte klare Bedeutung sein wiirde. Denn in der That, da sich innerhalb je-

des auch noch so kleinen Theils von #, welcher den Punkt einschliesst, Theile

nachweisen lassen, iiber welche ausgedehnt dieses Integral jeden vorgegebenen

Werth, er sel positiv oder negativ, iiberschreitet, so fehlt hier die wesentliche
26*



- 204 ALLGEMEINE LEBRSATZE IN BEZIEHUNGAUF DIE

Bedingung, unter welcher allein dem ganzen Integrale eine klare Bedeutung bei-
gelegt werden kann, nemlich die Anwendbarkeit der Exhaustionsmethode.

8.

Ehe wir diese Untersuchung in ihrer Allgemeinheit vornehmen, wird es
zur Fixirung der Vorstellungen niitzlich sein, einen sehr einfachen speciellen
Fall zu betrachten.

Es sei ¢ eine Kugel, deren Halbmesser — R ist, und deren Mittelpunkt
mit dem Anfangspunkte der Coordinaten zusammenfillt: die Dichtigkeit der die
Kugel erfiillenden Masse sei constant = %, und den Abstand des Punktes O
vom Mittelpunkte bezeichnen wir mit p = \/(z#+yy—+22). Bekanntlich hat
das Potential zwei verschiedene Ausdriicke, je nachdem O innerhalb der Kugel,
oder ausserhalb liegt. Im erstern Fall ist nemlich

V=2xkRR—j%wkpp = 2nkRR—}rk(za+yy-+22)

im zweiten hingegen

Auf der Oberfliche der Kugel geben beide Ausdriicke einerlei Werth 4x% RR,

und das Potential éindert sich daher im ganzen Raume nach der Stetigkeit. ¥
Fiir die Differentialquotienten erhalten wir, im innern Raume ’
g——: = X = —47kx
av
iy = Y= —4=nky
g =Z = —4§7kz
im dussern Raume hingegen
4nk Rz
X=— 5
4wk Ry
Y =— ¥
Z _ 4nk Rz

Auch hier geben auf der Oberfliche die letztern Formeln dieselben Werthe
wie die erstern, daher auch X, Y, Z im ganzen Raume nach der Stetigkeit sich
dndern.
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Anders verhilt es sich aber mit den Differentialquotienten dieser Grossen.
Im innern Raume haben wir

X ¥ iz __

im dussern Raume hingegen
dX 4k R*(32z—pp)

dz — 3p*
dY __ 4wk R*(3yy—pp)
dy — 3p°
dZ __ 4mkR*(3zz—pp)
dz — 3p®

Auf der Oberfliche fallen diese Werthe nicht mit jenen zusammen, son-
dern sind beziehungsweise

inkzz ankyy inkzz
RR RR ° RER

grosser. Es dndern sich daher jene Differentialquotienten, nach der Stetigkeit
zwar im ganzen innern und im ganzen #dussern Raume, aber sprungsweise beim
Ubergange aus dem einen in den andern, und in der Scheidungsfliiche selbst muss
man ihnen doppelte Werthe beilegen, je nachdem d, dy, dz als positiv oder
als negativ betrachtet werden.

Ahnliches findet bei den sechs iibrigen Differentialquotienten

4X d4X d¥ 4¥Y 4z iz
dy® dz® dz’ dz' dz’ dy

Statt, die im Innern der Kugel simmtlich = 0 werden. und beim Durchgange
durch die Kugelfliche sprungsweise die Anderungen

inkzy inkaz
RE > 2T u s. f.

erleiden.

dX , dY |, dZ ddyv , ddvV | 44V _ . . -
Das Aggregat ?17+’(1'37+EZ oder T ap tos wird im Innern der

Kugel = — 4=k, im Hussern Raume = 0. Auf der Oberfliche selbst verliert
es aber seine einfache Bedeutung: pricis zu reden, kann man nur sagen, dass es
ein Aggregat von drei Theilen ist, deren jeder zwei verschiedene Werthe hat,
und so gibt es eigentlich acht Combinationen, unter denen eine mit dem auf der
innern Seite, eine andere mit dem auf der dussern Seite geltenden Werthe iber-
einstimmt, wihrend die sechs iibrigen ohne alle Bedeutung bleiben. Der Ana-
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lyse, durch welche einige Geometer auf der Oberfliche der Kugel den Werth
— 2%k, oder den Mittelwerth zwischen den innen und” aussen geltenden, her-
ausgebracht haben, kann ich, insofern der Begriff von Differentialquotienten in
seiner mathematischen Reinheit aufgefasst wird, eine Zulissigkeit nicht einriumen.

9.

Das im vorhergehenden Beispiel gefundene Resultat ist nur ein einzelner
Fall des allgemeinen Theorems, nach welchem, wenn der Punkt O sich im In-
nern der wirkenden Masse befindet, der Werth von %%,—{— %(;—:f —’,—-%’—, dqual wird
dem Producte aus — 4w in die in O Statt findende Dichtigkeit. Die befriedi-
gendste Art, diesen wichtigen Lehrsatz zu begriinden, scheint folgende zu sein.

Wir nehmen an, dass die Dichtigkeit % sich innerhalb ¢ nirgends sprungs-
weise #indere, oder dass sie eine mit f(a, b, ¢) zu bezeichnende Function von
a, b, ¢ sei, deren Werth sich innerhalb ¢ iiberall nach der Stetigkeit &ndert,
ausserhalb ¢ hingegen — 0 wird.

Es sei ¢ der Raum, in welchen ¢ iibergeht, wenn die erste Coordinate je-
des Punktes der Grenzfliche um die Grésse ¢ vermindert, oder was dasselbe ist,
wenn die Grenzfliiche parallel mit der ersten Coordinatenaxe um e riickwirts be-
wegt wird; es bestehe ¢ aus den Riumen ¢° und 6, ¢ aus #° und 0’, so dass ¢°
der ganze Raum ist, welcher ¢ und ?’ gemeinschaftlich bleibt. Wir betrachten

die drei Integrale

f fla, b, c)(@a—2)d¢ B )
(@—2f+0—y*+(—2")}
f fla,b,¢)(a—z—e)dt R )
(a—z— &) + (b—y) + (c—2)*)}
I Sla+eb,c)(a—z)dt N )|
((a—2)* + (b—y) +(c—2)}
wo das Integral (1), éiber den ganzen Raum ¢ ausgedehnt, der Werth von g—g oder

X in dem Punkte O sein wird. Das Integral (2), gleichfalls tiber ganz ¢ ausge-
dehnt, wird der Werth von g in demjenigen Punkte sein, dessen Coordinaten
z—e, ¥, z sind, welchen Werth wir mit X-& bezeichnen wollen. Offenbar
ist mit diesem Integrale ganz identisch das Integral (3), liber den ganzen Raum ¢

ausgedehnt. Ist also
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das Integral (1), ausgedehnt diber ¢ . . . . . . . . 1
iiber 6

das Integral (3), ausgedehnt iiber ¢* . . . . . . . . 7
dber 6 . . . . . . . . X

so wird X = I4+\, X4-E =14\
Setzen wir f(a-fe,b,¢) — f(a,b,¢c) = Ak, so ist das Integral

z—s—ek(a—z)dt

(4)

/ (a—2f+ -y +Ce—aht
tiber ¢° ausgedehnt, = ‘—'.
Die bisherigen Resultate gelten allgemein fiir jede Lage von O: bei der
weitern Entwicklung soll der Fall, wo O in der Oberfliche selbst liegt, ausge-
schlossen sein, oder angenommen werden, dass O in messbarer Entfernung von
der Oberfliche, innerhalb oder ausserhalb ¢ liege.

Lassen wir nun e unendlich klein werden, so sind die Rdume 6, 6'* zwei
unendlich schmale an der Oberfliche von ¢ anliegende Raumschichten; zerlegen
wir diese Oberfliiche in Elemente ds, und bezeichnen mit ¢ den Winkel, wel-
chen eine in ds nach aussen errichtete Normale mit der ersten Coordinatenaxe
macht, so wird a offenbar spitz sein iiberall, wo die Oberfiiche von ¢ an 6 grenzt,
stumpf hingegen da, wo sie an 6’ grenzt. Die Elemente von 6 werden also aus-
gedriickt werden durch ecosads, die Elemente von 6’ hingegen durch —ecosads,
woraus man leicht schliesst, dass L’;- tibergeht in das Integral

S(a,d,¢)(a—z)cosa.ds
S @G vo—yr vy
oder was dasselbe ist, in dieses

r3

/-k(a —z)cosa.ds

durch die ganze Oberfliche ausgedehnt, wo unter # die an dem Elemente ds
Statt findende Dichtigkeit zu verstehen ist.

. Unter Voraussetzung eines unendlich kleinen Werthes von e wird ferner
T iibergehen in den Werth des partiellen Differentialquotienten &/(%%9) (“’b 9 oder dk
und der Werth des Integrals (4) oder (_le_l) in das Integral
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f %‘. (a—=)dt
I
durch den ganzen Raum ¢ ausgedehnt.
Endlich ist, fiir ein unendlich kleines e, 17%— l—? oder —i—, nichts an-
deres, als der Werth des partiellen Differentialquotienten %—‘f oder %EZZ. Wir
haben folglich das einfache Resultat

4% a—z)at
ddv __ dX _fda' __fk(a—x)cosa.ds
dz* — dz = s

wo die erste Integration {iber den ganzen Raum ¢, die zweite iiber die ganze Ober-
fliche desselben auszudehnen ist.

Dieses Resultat ist giiltig, wie nahe auch O der Oberfliiche auf der innern
oder #ussern Seite liegen mag, nur nicht in der Oberfliche selbst, wo vielmehr
% zwei verschiedene Werthe haben wird. Das erste Integral indert sich zwar
beim Durchgange durch die Oberfliche nach der Stetigkeit, hingegen #ndert sich
—f ’f‘“—_%‘;ﬁsﬁﬁf nach einem weiter unten zu beweisenden Theorem beim Uber-
gange von einem innern der Oberfliche unendlich nahen Punkte nach einem
dussern um die endliche Grosse 4wkcosa, wo %4 und a sich auf die Durch-
gangsstelle beziehen, und eben so gross wird der Unterschied der beiden daselbst
Statt findenden Werthe von ‘;—‘f sein.

10.
Auf dhnliche Weise wird, wenn 6 und y in Beziehung auf die zweite und
dritte Coordinatenaxe dieselbe Bedeutung haben, wie o in Beziehung auf die
erste, und fiir die Lage von O dieselbe Beschrinkung gilt, wie vorhin,

dx
dy __ f(l—b(b_y)dt j-k(b—y)wsﬁ.ds
dy — J T = T J T
dk
4z __ /&“c(c—z)d‘ _fk(c—-z)cos'{.ds
dz 73 73
Erwigen wir nun, dass
dk ga—=z

dk b—y d% ¢—z
G 7t T Ta
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nichts anderes ist, als der Werth des Differentialquotienten 4% insofern in die-

dr’
ser Differentiation nur die Linge von # als veréinderlich, die Richtung aber als

constant betrachtet wird; ferner, dass
a—2z b—y c—z .
——.cosa—+4—%.cos 54—~ .cosy = cos¢

wird, wenn ¢ den Winkel bezeichnet, welchen die nach aussen gerichtete Nor-
male in ds mit der verlingerten geraden Linie » macht, so erhellt, dass, wenn
das Integral
dk
[ i ae

rr

iiber den ganzen Raum ¢ erstreckt mit M, das Integral

f kcosd ds

rr

’

durch die ganze Oberfliche von ¢ ausgedehnt mit N bezeichnet wird,
adv ddv ddv
Tt =N

sein wird.
Um die erstere Integration auszufiihren, beschreiben wir um den Mittel-

punkt O mit dem Halbmesser 1 eine Kugelfliche, und zerlegen dieselbe in Ele-
mente ds. Die von O durch alle Punkte der Peripherie von do gefiihrten und
unbestimmt verlingerten geraden Linien bilden eine Kegelfliche (im weitern Sinne
des Worts), wodurch aus dem ganzen ¢ ein Raum (nach Umstdnden aus mehrern
getrennten Stiicken bestehend) ausgeschieden wird, und wovon rrds.dr ein
unbestimmtes Element ist. Derjenige Theil von M, welcher sich auf diesen
Raum bezieht, wird folglich durch ds. f (%i.dr ausgedriickt werden, wenn diese
Integration durch alle in ¢ fallenden Theile einer durch O und einen Punkt von
do gehenden soweit als néthig verlingerten geraden Linie 7 erstreckt wird. Neh-
men wir nun an, diese gerade Linie schneide die Oberfliche von ¢ der Reihe nach
in O, 0", 0", 0" u.s.f.; bezeichnen mit #, ", 7", ¥ u.s.f. die Werthe von
r in diesen Punkten; mit ds, ds”, ds”, ds" u.s. f. die entsprechenden durch
den Elementarkegel aus der Oberfliche von f ausgeschiedenen Elemente; mit
K, K, K", K" u.s.f. die Werthe von %, und mit ¢, {", ¢”, 4" u.s.f. die Werthe

von ¢ an diesen Elementen: so itbersieht man leicht, dass
27
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I. fiir den Fall, wo O innerhalb ¢ liegt, die Anzahl jener Punkte unge-
rade, und die Integration f&" dr von r =0 bis r =, dann von r = ¢’
bis r = r"u.s.f. auszufiihren sein wird, woraus also, wenn dle chhtlgkelt in
O mit k° bezeichnet wird, hervorgeht

4 dr = — R4 F—F4+F—F'+ usf
Da die Winkel ¢, ¢", ¢”, ¢" u.s.f. offenbar abwechselnd spitz und stumpf
sind, so wird

ds' .cos{ = +r’r’dc

dS" COS(P” — " Il(ic
‘dslll cos ‘Plll J— +rlﬂ III
d ”n COS (P"” — IIII IIIIdc
u.s.f. und folglich
dz 0 Kcosd’ 5 k"oosq;" K" cosd™
dcf dr = — R do+—Z- A5+ 2 A"+ T + wes.f.
— __ 70 kcosd
= —Kkdo4-2——ds

indem die Summation auf alle ds ausgedehnt wird, welche dem Element do
entsprechen. Durch Integration iiber simmtliche de erhilt man also

M= —amk4 22045

wo das Integral iiber die ganze Oberfliche erstreckt werden muss, oder
M = —4xk’+ N. Es wird folglich
ddyv , ddv | dadv
wtayrt o
« II. Fir den Fall, wo O ausserhalb ¢ liegt, hat man nur diejenigen do
in Betracht zu ziehen, fiir welche die durch O und einen Punkt von ds gelegte
gerade Linie den Raum ¢ wirklich trifft; die Anzahl der Punkte O’, 0", 0" u.s.f.
-wird hier immer gerade sein, und die Winkel ¢', ¢", " u.s.f. abwechselnd stampf
und spitz, alsa

= —47k’

ds’.cos{/ = —rrdes, ds".cosy’= -4r"r"ds, ds"cos¢”= —r"r"do u.s.f,

Da nun hier die Integration f 2.dr von r =7 bis r = +", dann von 7 = 7"
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bis r = #" w.s.f. ausgefiihrt werden muss, so ergibt sich

d k kn g , kn 1,7 ” kn; U4 , . k y
do. a?.dr:—.. ‘:‘,’:,q’.ds—l- s .ds+—7,°,?7f,,q'—.ds”+ u.s.f.:Z—-?'—;-?ds
und nach der zweiten Integration durch alle in Betracht kommenden da

M—.——fkcosq’ds =N

rr

folglich, wie ohnehin bekannt ist

advV , ddV , dd¥V __
Fr v e P

11.

Obgleich in unsrer Beweisfithrung angenommen ist, dass die Dichtigkeit
sich-in dem ganzen Raum ¢ nach der Stetigkeit indere, so ist doch zur Giiltig-
keit unsers Resultats diese Bedingung nicht nothwendig, sondern es wird bloss
erfordert, dass in dem Punkte O die Dichtigkeit nach allen Seiten zu nach der
Stetigkeit sich dndere, oder dass O innerhalb eines wenn auch noch so kleinen
dieser Bedingung Gentige leistenden Raumes liege. Setzen wir nemlich das Po-
tential der in diesem Raume enthaltenen Masse = V", das Potential der tibrigen
ausserhalb desselben befindlichen Massen = V", so wird das ganze Potential
V = V'4V”, und da nach dem vorhergehenden Artikel

= —47k°

ddy’ |, ddv’ |, ddV7
dz + dy* + dz*

ddp” , adv” , day’ __
i T T =0

ist, so wird

adv , dav , dav __ 0
T Tag tw =4k

Fehlt hingegen diese‘Bedingung in dem Punkte O, und liegt also dieser in der
Scheidungsfliche zwischen zweien solchen Ridumen, in welchen, jeden fiir sich
genommen, die Dichtigkeit nach der Stetigkeit, aber beim Ubergange aus dem
einen in den andern sprungsweise sich dndert, so haben daselbst, allgemein zu
reden, %%:—7, (—1‘;17’,, %g - jedes zwei verschiedene Werthe, und von dem Aggregate
jener Grossen gilt dasselbe, was anr Schlusse des 8. Artikels erinnert ist.

27%*
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12,

Wir ziehen, wie schon oben bemerkt ist, auch den idealen Fall mit in den
Kreis unsrer Untersuchungen, wo Anziehungs- oder Abstossungskrifte von den
Theilen einer Fldche ausgehend angenommen werden, und erlauben uns dabei
die Einkleidung, dass eine wirkende Masse in der Fliche vertheilt sei. Unter
Dichtigkeit in irgend einem Punkte der Fliche verstehen wir in diesem Falle den
Quotienten, wenn die in einem Elemente der Fliche, welchem der Punkt ange-
hort, enthaltene Masse mit diesem Elemente dividirt wird. Diese Dichtigkeit kann
gleichférmig (in allen Punkten dieselbe) oder ungleichférmig sein, und im letztern
Falle entweder in der ganzen Fliche sich nach der Stetigkeit éndern (d.i. so, dass
sie in je zwel einander unendlich nahen Punkten auch nur unendlich wenig ver-
schieden ist) oder es kann die ganze Fliche in zwei oder mehrere Stiicke zerfallen,
in deren jedem eine stetige Anderung Statt findet, wihrend beim Ubergange aus
einem in das andere die Anderung sprungsweise geschieht. Ubrigens kann auch
eine solche Vertheilung gedacht werden, wo unbeschadet der Endlichkeit der gan-
zen Masse, die Dichtigkeit in einzelnen Punkten oder Linien unendlich gross
wird. Der Fliche selbst, insofern sie nicht eine Ebene ist, wird allgemein zu
reden eine stetige Kriimmung beigelegt werden, ohne darum eine Unterbrechung
in einzelnen Punkten (Ecken) oder Linien (Kanten) auszuschliessen.

Dies vorausgesetzt erhilt das Potential auch in jedem Punkte der Fliche
selbst, wo nur die Dichtigkeit nicht unendlich gross ist, einen bestimmten end-
lichen Werth, von welchem der Werth in einem zweiten Punkt, der, in der
Fliche oder ausserhalb, jenem unendlich nahe liegt, nur unendlich wenig ver-
schieden sein kann¥*), oder mit andern Worten, in jeder Linie, moge sie in der
Fliche selbst liegen, oder dieselbe kreuzen, indert sich das Potential nach der
Stetigkeit.

13.
Bezeichnet man mit % die Dichtigkeit in dem Flichenelement ds; mit

*) Von der Endlichkeit des Integrals, welches das Potential ausdrickt, uberzeugt man sich leicht, in-
dem man die Zerlegung der Fliche in Elemente auf dhnliche Weise ausfihrt, wie im 15. Artikel geschehen
wird; und zugleich wird daraus ersichtlich, dass die den beiden in Rede stehenden Punkten unendlich nahen
Theile der Fliche zu dem ganzen Integral nur unendlich wenig beitragen, woraus sich das oben gesagte leicht
beweisen lisst.
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a, b, ¢ die Coordinaten eines demselben angehorenden Punkts; mit » dessen Ent-
fernung von einem Punkte O, dessen Coordinaten @, y, z sind, und mit ¥V das
Potential der in der Fliche enthaltenen Masse in dem Punkte O, soist V = f ]i:;l—s,
durch die ganze Fliche ausgedehnt, endlich mit X, ¥, Z die eben so verstan-
denen Integrale

kla—z)ds _ k(c—2z)d
f (a rxx)d ’ fk(b rsy)ds, J- (e rsz) §

so sind zwar X, Y, Z ganz gleichbedeutend mit 3—1—7, gz, g—V, solange O ausser-
y 2

halb der Fliche liegt, aber genau zu reden gilt dies nicht mehr, wenn O ein
Punkt der Fliche selbst ist, und die Ungleichheit gestaltet sich verschieden je
nach der Beschaffenheit des Winkels, welchen die Normale auf die Fliche mit
der betreffenden Coordinatenaxe macht. Es ist offenbar hinreichend, hier nur
das Verhalten in Beziehung auf die erste Coordinatenaxe anzugeben.

I Ist jener Winkel = 0, so hatin O das Integral X einen bestimm-

ten Werth, 57 hingegen hat zwei verschiedene Werthe, je nachdem man da als

positiv oder ;la; negativ betrachtet.

II. Ist der Winkel ein rechter, so lisst der Ausdruck fiir X eine wahre
Integration nicht zu (indem dann eine &hnliche Bemerkung gilt, wie im 7. Arti-
kel), wihrend g—; nur Einen bestimmten Werth hat.

III. Ist der Winkel spitz, so verhilt es sich mit X eben so wie im zwei-
ten, und mit g—r eben so wie im ersten Falle.

Noch besondre Modificationen treten ein, wenn in O eine Unterbrechung
der Stetigkeit entweder in Beziehung auf die Dichtigkeit oder die Kriimmung
Statt findet. Fiir unsern Hauptzweck ist jedoch nicht nothwendig, solche Aus-
nahmsfiille, die nur in einzelnen Linien oder Punkten eintreten kénnen, ausfiihr-
lich abzuhandeln, und wir werden daher bei der nihern Erdrterung des Gegen-
standes annehmen, dass in dem fraglichen Punkte eine bestimmte endliche Dich-
tigkeit, und eine bestimmte Beriithrungsebene Statt findet.

14.

Ehe wir die Untersuchung in ihrer Allgemeinheit vornehmen, wird es niitz-
lich sein, einen einfachen besondern Fall zu betrachten. Es sei die Fliche das
Stiick A einer Kugelfiiiche, und die Dichtigkeit darin gleichférmig oder £ con-
stant. Es sind also V, X die Werthe der Integrale
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s, e
durch A ausgedehnt; bezeichnen wir mit ¥’, X’ dieselben Integrale, wenn sie
durch den iibrigen Theil der Kugelfliche B, und mit ¥° X° wenn sie durch
die ganze Kugelfliche erstreckt werden, so wird V =V’—7’, X =X°-X".
Wir wollen noch den Halbmesser der Kugel mit R bezeichnen, den Anfangs-
punkt der Coordinaten in den Mittelpunkt der Kugel legen, und \(z2+yy—+22)
oder den Abstand des Punktes O vom Mittelpunkte der Kugel = p setzen.

Es ist nun bekannt, dass V°® = 4x%4R wird, wenn O innerhalb der Ku-
gel, hingegen V° = 4=kER wenn O ausserhalb liegt; in der Kugelfliche selbst
fallen beide Werthe zusammen. Der Differentialquotient —;o wird daher inner-
halb der Kugel = 0, ausserhalb — — ”k:,wx; auf der Kugelfliche selbst aber
werden beide Werthe zugleich gelten, je nach dem Zeichen von da: gleich sind
diese beiden Werthe nur dann, wenn # = 0 ist, was dem Falle IT des vorher-
gehenden Artikels entspricht.

Der Ausdruck fir X° innerhalb und ausserhalb der Kugel mit & glelch-
bedeutend, wird auf der Oberfliche ein leeres Zeichen, insofern eine wal{re In-
tegration unstatthaft ist, den einzigen Fall ausgenommen, wenn fiir die unend-
lich nahe liegenden Elemente der Fliche a—a ein unendlich kleines von einer
héhern Ordnung wird als r, nemlich wenn y =0, 2= 0, 2=+ R, fiir wel-
chen Fall die Integration X°= - 2=k gibt, also mit keinem der Werthe von
ddL: fibereinstimmend, sondern vielmehr mit dem Mittel von beiden: offenbar ge-
hort tibrigens dieser Fall zu I im vorhergehenden Artikel.

Erwiigt man nun, dass wenn O em auf der Oberfliche der Kugel inner-
halb A liegender Punkt ist, X’ und ¥ glelchbedeutend sind und bestimmte
nach der Stetigkeit sich dndernde Werthe haben, so erhellt, dass das gegensex-
tige Verhalten zwischen X°— X’ und dI:’ ‘ZV d.i. zwischen X und 3 o ganz
dasselbe ist, wie zwischen X°® und =— V ——, woraus also die im vorhergehenden Ar-

tikel aufgestellten S#tze von selbst folgen.

15.
Fiir die allgemeinere Untersuchung ist es vortheilhaft, den Anfangspunkt
der Coordinaten in einen in der Fliche selbst liegenden Punkt P zu setzen, und
die erste Coordinatenaxe senkrecht gegen die Beriihrungsebene in P zu legen.
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Bezeichnen wir mit ¢ den Winkel zwischen der Normale auf das unbestimmte
Flichenelement ds und der ersten Coordinatenaxe, so ist cos¢.ds die Pro-
jection von ds auf die Ebene der b und ¢; und setzen wir

Vbb+tcc) =p, b=rpcosb, ¢=psint

so wird pdp.df ein unbestimmtes Element dieser Ebene vorstellen, und das

entsprechende Flichenelement ds = "‘iﬁs'ge sein; das darin enthaltene Massen-
element wird also. = Apdp.df sein, wenn wir zur Abkéirzung % fiir —c-;:-&
schreiben.

Wir wollen nun untersuchen, inwiefern der Werth von X sich sprongs-
weise dandert, indem der Punkt O in der ersten Coordinatenaxe von der einen
Seite der Fliche auf die andere, oder # aus einem negativen Werthe in einen
positiven iibergeht. Fiir diese Frage ist es offenbar einerlei, ob wir die ganze
Fliche in Betracht zichen, oder nur einen beliebig kleinen, den Punkt P ein-
schliessenden Theil, da der Beitrag des tibrigen Theils der Fliche zu dem Werthe
von X sich nach der Stetigkeit dndert. Es ist daher erlaubt, p nur von 0 bis
zu einem beliebig kleinen Grenzwerthe p' auszudehnen, und vorauszusetzen,
dass in der so begrenzten Fliche 2 und i:— sich iiberall nach der Stetigkeit #n-
dern. Setzen wir, fiir jeden bestimmten Werth von 6, den Werth des Integrals
f’ﬁ_—;,f)"——d—P, von p==0 bis p = p’ ausgedehnt, = @, so wird X = [Qd§,
wo die Integration von 6 = 0, bis 6 = 27 zu erstrecken ist.

Es kommt nun darauf an, die Werthe von X fiir # = 0, fiir ein unend-
lich kleines positives #, und fir ein unendlich kleines negatives (die beiden an-
dern Coordinaten y, z allemal = 0 angenommen) unter einander zu verglei-
chen; wir bezeichnen diese drei Werthe von X mit X% X', X", und die ent-
sprechenden Werthe von Q mit Q°, Q', Q".

Da r =\/((e—2)+pp), so erhillt man, indem man 6 als constant be-
trachtet .

db(a-—z):_k(a—-z)_pj_p_i_d_h g_—-—_z d +da hop dp

r r B
und folglich
Q= fdk 6=z +f :‘; h:f.dp—*h'(a._z)‘!' Const.

wo die beiden Integrationen von p==0 bis p == ¢  auszudehnen, und die Werthe
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vou %, a,r fir p=1p mit &, o', 7 bezeichnet sind. Als Constante hat man
den Werth von "(“T") fiir p'=0 anzunehmen, welcher wenn man die Dich-
tigkeit in P mit %° bezeichnet, = —%° wird fiir ein positives @, und = - °
fiir ein negatives, indem fiir p =0 offenbar a =0, ¢ =0, 2 =14", 2=+~
wird. Fir den Fall # = 0 hingegen hat man als Constante den Grenzwerth
von }? bei unendlich abnehmendem p anzunehmen, welcher — 0 ist, weil a
ein Unendlichkleines von einer hohern Ordnung wird als 7.

Der Werth des Integrals [ g%’ .2=%.dp bleibt bis auf einen unendlich klei-
nen Unterschied derselbe, man mége # — 0, oder unendlich klein = —+¢
setzen. Zerlegt man nemlich jenes Integral in

"dh dh——
[ ey 2ot

[

so ist klar, dass das Behauptete fiir den ersten Theil gilt, wenn & unendlich
klein, und fiir den zweiten, wenn —:i unendlich gross ist, also fiir das Ganze,
wenn & ein Unendlichkleines von einer niedrigern Ordnung als e.

Ein ghnlicher Schluss gilt auch in Beziehung auf das Integral f da hp ¢ dp,
wenn die Punkte der Fliche, welche dem bestimmten Werthe von 6- entsprechen,
eine Curve bilden, die in P eine messbare Kriimmung hat, so dass — in dem
hier betrachteten Raume einen endlichen nach der Stetigkeit sich #ndernden Werth
erhilt. Bezeichnet man nemlich diesen Werth mit A4, so wird
&= 24p+55 -0
mithin zerlegt sich jenes Integral in folgende zwei

j-2{3/1hdp+/‘c:l_.: ;de

bei welchen beiden die Giiltigkeit obiger Schlussweise von selbst klar ist.
" Endlich sind auch offenbar die Werthe von h—(a—r——x) fiir alle drei Werthe
von 2 bis auf unendlich kleine Unterschiede gleich.
Hieraus folgt also, dass Q%% Q° Q"—Z%° bis auf unendlich kleine
Unterschiede gleich sind, und dasselbe wird demnach auch von

J(Q+4%d8, [fQ°d6, [(Q—&")db
gelten, oder von den Grossen
X'+2xk®, X° X"'—ozmik®
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Man kann diesen wichtigen Satz auch so ausdriicken: der Grenzwerth von
X, bei unendlich abnehmendem positiven z ist X°—27%k’ bei unendlich ab-
nehmendem negativen # hingegen X°4-2%A°, oder X Zndert sich zweimal
sprungsweise um — 2% %% indem 2 aus einem negativen Werthe in einen posi-
tiven iibergeht, das erstemal, indem 2 den Werth 0 erreicht, und das zweite-
mal, indem es ihn iiberschreitet.

16.

In der Beweisfiihrung des vorhergehenden Artikels ist zwar vorausgesetzt,
dass die Schnitte der Fliache mit den durch die erste Coordinatenaxe gelegten Ebe-
nen in P eine messbare Krimmung haben: allein unser Resultat bleibt auch
noch giiltig, wenn die Kriimmung in P unendlich gross ist, einen einzigen Fall
ausgenommen. Dass = fiir ein unendlich kleines p selbst unendlich klein wer-
den miisse, bringt schon die Voraussetzung des Vorhandenseins einer bestimmten
Bertihrungsebene an der Fliche in P mit sich; allein von einerlei Ordnung sind
beide Grossen nur dann, wenn ein endlicher Kriimmungshalbmesser Statt findet;
bei einem unendlich kleinen Kriimmungshalbmesser hingegen wird % von einer
niedrigern Ordnung sein, als p. Wir werden nun zeigen, dass unsre Resultate
auch im letztern Falle ihre Galtigkeit behalten, wenn nur die Ordnungen beider
Grossen vergleichbar sind.

Nehmen wir also an, = sei von derselben Ordnung wie p*, wo p einen
endlichen positiven Exponenten bedeutet, also P—,%,; eine endliche in dem in Rede
stehenden Raume nach der Stetigkeit sich &ndernde Grosse, die wir mit B be-

zeichnen wollen. Es zerfillt also das Integral [ :ilg . ’%P dp in die beiden folgenden

(t+p)p*t“ hBdp p*** dB
f P.)Pr' +fT‘E§‘kd9

Auf das zweite Integral lassen sich die Schliisse des vorhergehenden Artikels un-
mittelbar anwenden, auf das erste hingegen nach einer leichten Umformung. Setat
man nemlich % = m, p* = o oder p == o™, s0 wird jenes Integral

Bho*de
= (m +i)f(c”“+(a-—-z)’)¥

Auch dieses Integral hat nun offenbar so lange nur einen unendlich kleinen Werth,
als die Integration nur von 0 bis zu einem unendlich kleinen Werthe von ¢ aus-

gedehnt wird; fiir jeden endlichen Werth von o hingegen erhilt der Coéfficient
28
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von do bis auf einen unendlich kleinen Unterschied einerlei Werth, man mége
2 = 0 oder unendlich klein annehmen. Dies gilt also auch von dem ganzen In-
tegral, wenn es von ¢ = 0 bis ¢ = ¥p’ ausgedehnt wird.

Nur in einem einzigen Falle verlieren unsre Schliisse ihre Giltigkeit, wenn
nemlich > mit keiner Potenz von p mehr zu einerlei Ordnung gehort, wie z. B.
wenn —;5 von derselben Ordnung wiire, wie 1'o_g11 . In diesem Falle wiirde @Q bei
unendlicher Annéherung des Punktes O zur Fliche tber alle Grenzen wachsen,
und dasselbe wiirde auch fiir X gelten, wenn ein solches Verhalten nicht bloss
fiir einen oder einige Werthe von 6, sondern fiir alle Statt finde. Es ist jedoch
unnothig, dies hier weiter zu entwickeln, da wir diesen singuliren Fall von
unsrer Untersuchung ohne Nachtheil ganz ausschliessen kénnen.

17.

‘Wir wollen nun unter denselben Voraussetzungen und Bezeichnungen, wie

im 15.Artikel, die Grosse Y betrachten, wovon hbd::'dc ein unbestimmtes Ele-

ment ist. Da r= \/(bb-+cc+(a—2)?), und folglich

(=9
AR

. t db__ h(a—z) da
a T T r’+r *dp T T~ Cdb
insofern ¢ als constant betrachtet wird, so gibt die erste Integration in diesem
Sinne,

hbAb A B h(a—z) da
I R +fr db db— f -db

wo die Integrationen sich vom kleinsten zum gréssten Werthe von b, fiir jeden
bestimmten Werth von ¢ erstrecken, und mit 4%, #*, 2™, »* die jenen Grenz-
werthen entsprechenden Werthe von %2 und r bezeichnet sind, Schreiben wir
zur Abkiirzung

A B T i
’ r

e —
g (a—2)p da___U

dx
‘ds -~ "db

so wird -

Y= [Tdc+ [f7.db.dc
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wo die Integration in Beziehung auf ¢ vom kleinsten Werthe, welchen diese Co-
ordinate in der Fliche hat, bis zum grossten ausgedehnt werden muss. ."In dem
doppelten Integrale stellt db.dc¢ die Projection eines unbestimmten Elements der
Fliche auf die Ebene der b, ¢ vor, und es kann mithin auch pdp.df dafir ge~
schrieben werden; -sonach wird

Y = [Tde+[[Udp.db

wo in dem Doppelintegral von p — 0 bis p = p und von 6 = 0 bis 6 = 2%
integrirt werden muss. Durch #hnliche Schliisse, wie im 15. Artikel, erkennt
man nun leicht, dass dieser Ausdruck bis auf unendlich kleine Unterschiede
gleiche Werthe erhélt, man mége @ — 0 oder unendlich klein annehmen, oder
mit andern Worten, der Werth von Y hat bei positiven und bei negativen un-
endlich abnehmenden Werthen von z eine und dieselbe Grenze, und diese Grenze
ist nichts anderes, als der Werth obiger Formel, wenn man darin @ = 0 setzt.
Wir wollen nach der Analogie diesen Werth mit ¥ bezeichnen, wobei jedoch
‘bemerkt werden muss, dass man nicht sagen darf, es sei dies der Werth von
[ Bods fir 2 = 0 (insofern dieser Ausdruck fiir # = 0 eine wahre Integration
mcht zulédsst), sondern nur, es sei ein Werth jenes Integrals, nemlich derjenige,
welcher hervorgeht, wenn man in der oben befolgten Ordnung integrirt.

Ubrigens bedarf dieses Resultat (auf dhnliche Weise wie oben Art. 16) einer
Einschrinkung in dem singuldren Falle, wo in dem Punkte P unendlich kleine
Kriimmungshalbmesser Statt finden, imgleichen, wenn in diesem Punkte = d" umn-
endlich gross wird: fiir unsern Zweck ist es jedoch unnsthig, solche Ausnahmsf-
fille, die nur in einzelnen Punkten oder Linien vorkommen kénnen (also nicht in
Theilen der Fliche, sondern nur an der Grenze von Theilen), besonders zu be-
trachten.

Endlich ist von selbst klar, dass es sich mit der Grdosse Z oder dem Inte-
grale f Beds ganz eben so verhilt, wie mit Y, nemlich dass dieses Integral,
wenn der Punkt O sich in der ersten Coordinatenaxe dem Punkte P- unendlich
nihert, einerlei Grenzwerth Z° hat, die Anniherung mag auf der positiven oder
auf der negativen Seite Statt finden, und dass dieser Grenzwerth zugleich der
Werth von [ hedo-d® fyr # = 0 ist, insofern man zuerst nach ¢ integrirt.

28 *
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.. - 18.
FErwigen wir nun, dass die Grossen &¥, 2% 27 in allen Punkten des

Raums, die nicht in der Fliche selbst liegen, unbedingt einerle; sind mit X, ¥, Z,
und dass V sich iiberall nach der Stetigkeit #ndert, so ldsst sich aus den in dem
vorhergehenden Artikel gefundenen Resultaten leicht folgern, dass in unendlich
kleiner Entfernung von P, oder fiir unendlich kleine Werthe von z, y, z der
Werth von V bis auf unendlich kleine Grossen hoherer Ordnung genau, ausge-

driickt wird durch

Vog-2(X'— 20 +-yY°+22°
wenn x positiv ist, oder durch

VO 2(X0 4 27k0) -y YOt 2 Z°

wenn x negativ ist, wo mit ¥V° der Werth von ¥V in dem Punkte P selbst, oder
fir =0, y =0, 2= 0 bezeichnet ist. Betrachten wir also die Werthe von
V in einer durch P gelegten geraden Linie, die mit den drei Coordinaxen die
Winkel A4, B, C macht, bezeichnen mit ¢ ein unbestimmtes Stiick dieser Linie
und mit 2° den Werth von ¢ in dem Punkte P, so wird, wenn ?—¢° unend-
lich klein ist, bis auf ein Unendlichkleines hdherer Ordnung genau

V=V~ (t—1t°)(Xcos A+ Y cos B4 Zcos C - 2 k’cos A)

das obere Zeichen fiir positive, das untere fiir negative Werthe von (¢—¢°)cos 4
geltend, oder es hat %{V in dem Punkte P fiir ein spitzes A zweil verschiedene
‘Werthe, nemlich

X%cos A+ Y cos B4+ Z%cos C— 27k%cos A und
X°cosA+4+Y°cos B+ Z%cos C+2mkcos A
je nachdem d¢ als positiv oder als negativ betrachtet wird. Fiir den Fall, wo 4

ein rechter Winkel ist, also die gerade Linie die Fliche nur beriihrt, fallen beide
Ausdriicke zusammen, und es wird

g—f = Y%cos B+ Zcos C

3* *
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Die bisher vorgetragenen Sitze sind zwar ihrem wesentlichen Inhalte nach
nicht nen, durften aber des Zusammenhanges wegen. als nothwendige Vorberei-
tungen zu den nachfolgenden Untersuchungen nicht ibergangen werder, in. wel-
chen eine Reihe neuer Lehrsiitze entwickelt werden wird.

19.

Es sei V das Potential eines Systems von Massen M', M", M", -., die
sich in den Punkten P’, P", P"”... befinden; » das Potential eines zweiten Sy-
stems von Massen ', m", m". .., die in den Punkten p/, p", p”"... angenommen
werden; ferner seien V', V", V"”... die Werthe von V in den letztern Punk-
ten, und v, v", v”... die Werthe von v in den Punkten P', P", P"... Man
hat dann die Gleichung

Y4+MV+M"Y"+u s =0V 4+m"'V'm" V"4 u.s. L.

die auch durch 2Mv = EmV ausgedriickt wird, wenn unbestimmt 3 jede
Masse des ersten, m jede Masse des zweiten Systems vorstellt. In der That ist
sowohl ZMv als ZmV nichts anderes, als das Aggregat aller Combinationen
¥m  wenn p die gegenseitige Entfernung der Punkte bezeichnet, in welchen sich
die betreffenden Massen M, m befinden.

Befinden sich die Massen des einen Systems, oder beider, nicht in discre-
ten Punkten, sondern auf Linien, Flichen oder kérperliche Riume nach der
Stetigkeit vertheilt, so behilt obige Gleichung ihre Giiltigkeit, wenn man anstatt
der Summe das entsprechende Integral substitnirt. .

Ist also z. B. das zweite Massensystem in einer Fliche so vertheilt, dass auf
das Flichenelement ds die Masse £ds kommt, so wird 2 Mo = f kVds, oder
wenn dhnliches auch von dem ersten System gilt, so dass das Flichenelement 4§
die Masse KdS enthalt, wird [KvdS=fkVds. Es ist von Wichtigkeit, in
Beziehung auf letztern Fall zu bemerken, dass diese Gleichung noch giiltig bleibt,
wenn beide Flichen coincidiren; der Kiirze wegen wollen wir aber die Art, wie
diese Erweiterung des Satzes strenge gerechtfertigt werden kann, hier jetzt nur
nach ihren Hauptmomenten andeuten. Es ist nemlich nicht schwer nachzuwei-
sen, dass diese beiden Integrale, insofern sie sich auf Eine und dieselbe Fliche
bezichen, die Grenzwerthe von denen sind, die sich auf zwei getrennte Flichen
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beziehen ,.indem man die Entfernung derselben von einander unendlich abneh-
men lisst, zu welchem Zweck man nur diese beiden Flichen gleich und parallel
anzunehmen braucht. Unmittelbar einleuchtend ist zwar diese Beweisart nur in
sofern, als die vorgegebene Fliche so beschaffen ist, dass .die Normalen in allen
ihren Punkten mit Einer geraden Linie spitze Winkel machen. FEine Fliche, wo
diese Bedingung fehlt (wie allemal, wenn von einer geschlossenen Fliche die Rede
ist), wird zuvor in zwel oder mehrere Theile zu zerlegen sein, die einzeln jener
Bedingung Geniige leisten, wodurch es leicht wird, diesen Fall auf den vorigen
zuriickzufiihren.

20.
Wenden wir das Theorem des vorhergehenden Artikels auf den Fall an, wo
das zweite Massensystem mit gleichformiger Dichtigkeit ¥ =1 auf eine Kugel-
fiiche vertheilt ist, deren Halbmesser — R, so ist das daraus entspringende Po-

tential » im Innern der Kugel constant — 4= R; in jedem Punkte ausserhalb
der Kugel, dessen Entfernung vom Mittelpunkte = r, wird » = ﬁ?ie , oder

eben so gross, wie im Mittelpunkte das Potential von einer in jenem Punkte an-
genommenen Masse 4T RR; auf der Oberfliche der Kugel fallen beide Werthe
von v zusammen. Befindet sich also das erste Massensystem ganz im Innern der
Kugel, so wird 2Mv &qual dem Producte der Gesammtmasse dieses Systems
in 4mR; ist aber jenes Massensystem ganz ausserhalb der Kugel, so wird ZMv
iqual dem Producte des Potentials dieser Masse im Mittelpunkte .der Kugel in
47 RR; ist endlich das erste Massensystem auf der Oberfliche der Kugel nach
der Stetigkeit vertheilt, so sind fir [KvdS beide Ausdriicke gleichgiiltig. Es
folgt hieraus der

.Lenrsarz. Bedeutet V das Potential einer wie immer vertheilten Masse in
dem Elemente einer mit dem Halbmeésser R beschriebenen Kugelfliche ds, so
wird, durch die ganze Kugelfliche integrirt,

[Vds = 4x(RM°+RRV)

wenn man mit M° die ganze im Innern der Kugel befindliche Masse, mit V°
das Potential der ausserhalb befindlichen Masse im Mittelpunkt der Kugel be-
zeichnet, und dabei die Massen, die etwa auf der Oberfliche der Kugel stetig ver-
theilt sein mogen, nach Belieben den dussern oder innern Massen zuordnet.
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21.

LEenrsarz, Das Potential V' von Massen, die simmtlich ausserhalb ei-
nes zusammenhingenden Raumes liegen, kann nicht in einem Theile dieses Rau-
mes einen constanten Werth und zugleich in einem andern Theile desselben einen
verschiedenen Werth haben.

Beweis. Nehmen wir an, es sei in jedem Punkte des Raums A4 das Po-
tential constant =—a, und in jedem Punkte eines andern an A grenzenden keine
Masse enthaltenden Raumes B (algebraisch) grosser als a. Man construire eine
Kugel, wovon ein Theil in B, der iibrige Theil aber nebst dem Mittelpunkte
in A enthalten ist, welche Construction allemal moglich sein wird. Ist nun R
der Halbmesser dieser Kugel, und ds ein unbestimmtes Element ihrer Ober-
fliche, so ist nach dem Lehrsatze des vorigen Artikels f Vds =4nRRa, und
J(V—a)ds =0, was unméglich ist, da fiir den Theil der Oberfliche, welcher in
A liegt, V—a = 0, und fiir den iibrigen Theil der_ Voraussetzung zu Folge
nicht == 0, sondern positiv ist. ,

Auf ganz dhnliche Weise erhellt die Unméglichkeit, dass in allen Punk—
ten eines an A grenzenden Raumes 7 kleiner sei als a.

Offenbar miisste aber wenigstens einer dieser beiden Fille Statt finden, wenn
unser Theorem falsch wire. .

Dieser Lehrsatz enthilt folgende zwei Sitze:

1. Wenn der die Massen enthaltende Raum schalenformig einen massens
leeren Raum umschliesst, und das Potential in einem Theile dieses Raumes einen
constanten Werth hat, so gilt dieser fiir alle Punkte des ganzen emgeschlossenen
Raumes.

II. Wenn das Potential der in einen endlichen Raum eingeschlossenen
Massen in irgend einem Theile des dussern Raumes einen constanten Werth hat,
so gilt dieser fiir den ganzen unendlichen dussern Raum.

Zugleich erhellt leicht, dass in diesem zweiten Fall der constante Werth
des Potentials kein anderer als 0 sein kann. Denn wenn man mit M das Aggre-
gat aller Massen, falls sie simmtlich einerlei Zeichen haben, oder im entgegenge-
setzten Fall das Aggregat der positiven oder der negativen Massen allein, je nach-
dem jene oder diese iiberwiegen, bezeichnet, so ist das Potential in einem Punkte,
dessen Entfernung von dem niichsten Massenelemente. — r ist, jedenfalls, abso-
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. )7 N .
lnt genommen, kleiner als —, welcher Bruch offenbar im #ussern Raume kleiner
als jede angebliche Grosse werden kann.

22.

Lenrsatz. Ist ds das Element einer einen zusammenhingenden endlichen
Raum begrenzenden Fliche, P die Kraft, welche irgendwie vertheilte Massen in
ds in der auf die Fliche normalen Richtung ausiiben, wobei eine nach innen
oder nach aussen gerichtete Kraft als positiv betrachtet wird, je nachdem anzie-
hende oder abstossende Massen als positiv gelten: so wird das Integral f Pds
iiber die ganze Fliche ausgedehnt — 4wM-}- 27 M’, wenn M das Aggregat der
im Innern des Raumes befindlichen, M’ das der auf der Oberfliche nach der Ste-
tigkeit vertheilten Massen bedeuten.

Beweis. Bezeichnet man mit Udyp denjenigen Theil von P, welcher von
dem Massenelemente dp herrithrt, mit r die Entfernung des Elements dg von
ds, und mit » den Winkel, welchen in ds die nach Innen gerichtete Normale
mit » macht, soist U= 3:—" Es ist aber in Beziehung auf jedes bestimmte
dp, vermdge eines in der Theoria Attractionis corporum sphaeroidicorum elliptico-
rum Art. 6 bewiesenen Lehrsatzes [ °:sr“.ds =0, 27 oder 47, je nachdem dy
ausserhalb des durch die Fliche begrenzten Raumes, in der Fliche selbst, oder
innerhalb jenes Raumes liegt. Da nun [Pds dem Gesammtbetrage aller
dp. f Uds gleichkommt, so ergibt sich hieraus unser Theorem von selbst.

In Beziehung auf den hier benutzten Hiilfssatz muss noch bemerkt werden,
dass derselbe, in der Gestalt wie er a. a. O. ausgesprochen ist, fiir einen speciel-
len Fall einer Modification bedarf. Es bedeutet nemlich r die Entfernung eines
gegebenen Punktes von dem Elemente ds, und fiir den Fall, wo dieser Punkt in
der Fliche selbst liegt, ist die Formel [ 5:% ds = 2= nur insofern richtig, als
die Stetigkeit der Kriimmung der Fliche in dem Punkte nicht verletzt wird. Eine
solche Verletzung findet aber Statt, wenn der Punkt in einer Kante oder Ecke
liegt, und dann muss anstatt 27 der Inhalt derjenigen Figur gesetzt werden,
welche durch die simmtlichen von da ausgehenden die Fliche tangirenden gera-
den Linien aus einer um den Punkt als Mittelpunkt mit dem Halbmesser 1 be-
schriebenen Kugelfliiche ausgeschieden wird. Da jedoch solche Ausnahmsfille
_ nur Linien oder Punkte, also nicht Thkeile der Fliche, sondern nur Scheidungs-




IM VERKEHRTEN VERHALTNISSE DES QUADRATS DER ENTFERNUNG ETC. 225

grenzen zwischen Theilen betreffen, so hat dies offenbar auf die von dem Hilfs-
satze hier gemachte Anwendung gar keinen Einfluss.

23.

Wir legen durch jeden Punkt der Fliche eine Normale, und bezeichnen mit
p die Entfernung eines unbestimmten Punktes derselben von dem in die Fliche
selbst gesetzten Anfangspunkte, auf der innern Seite der Fliche als positiv be-
trachtet. Das Potential der Massen ¥V kann als Function von p und zweien an-
dern verdnderlichen Grgssen betrachtet werden, die auf irgendwelche Art die ein-
zelnen Punkte der Fliche von einander unterscheiden, und eben so verhilt es
sich mit dem partiellen Differentialquotienten g , dessen Werth hier aber nur
fiir die in die Fliche selbst fallenden Punkte, oder fir p — 0 in Betracht ge-
zogen werden soll. Da dieser mit P vollig gleichbedeutend ist, wenn Massen
sich nur in dem innern Raume, oder in dem #ussern, oder in beiden befinden,

keine Masse aber auf die Fliche selbst vertheilt ist, so hat man in diesem Falle
f Z—V ds = 47 M
P

In dem Falle hingegen, wo die ganze Masse bloss auf der Fliche selbst ver-
theilt ist, so dass das Element ds die Masse %ds enthilt, bleiben g—: und P
nicht mehr gleichbedeutend; letztere Grosse stellt hier offenbar in Beziehung auf
p dasselbe vor, was X° in Beziehung auf # im 15. Artikel; :—;’ hingegen hat
zwel verschiedene Werthe, nemlich P— 27k und P-2%k, jenachdem dp
als positiv oder als negativ betrachtet wird. Da nun [kds offenbar der ganzen
auf die Fliche vertheilten Masse M’ gleich, und gemiss dem Lehrsatze des vor-

hergehenden Artikels f Pds = 2z M’ wird, so hat man
fg.ds = 0 oder fg—:.ds —=47M

jenachdem fiir 31’ der auf der innern, oder der auf der Zussern Seite der Fliche

geltende Werth iiberall verstanden wird, und es verhilt sich also mit dem Inte-
grale [ g—;.ds im erstern Falle genau eben so, als wenn die Masse M’ zum
dussern Raume, im zweiten, als ob sie zum innern Raume gehérte.

Es gilt daher, bei irgendwie vertheilten Massen, die Gleichung

-gf.ds=41tM
P

29
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allgemein, in dem Sinne dass M die im innern Raume enthaltene Masse bedeu-
tet, wohlverstanden, dass, wenn auch auf der Oberfliche selbst stetig vertheilte
Massen sich befinden, diese den innern zugerechnet oder davon ausgeschlossen
werden miissen, jenachdem man fiir 8— den auf die Aussenseite oder auf die
Innenseite sich beziehenden Werth gewahlt hat.

Sind demnach im Innern des Raumes gar keine Massen enthalten, so ist,
wenn jedenfalls unter 47 der auf die Innenseite sich bezichende Werth ver-

. dp
standen wird,

v
d—};.ds—— 0

24.

Unter denselben Voraussetzungen, wie am Schluss des vorhergehenden Ar-
tikels, und indem wir den in Rede stehenden Raum mit 7', und die in dem Ele-
mente desselben d T' durch die ausserhalb des Raumes oder auch nach der Ste-
tigkeit in der Oberfliche vertheilten Massen entspringende ganze Kraft mit ¢ be-
zeichnen, haben wir folgenden wichtigen

Lengsarz., Es ist

ng—Z.dSL— —fqqd T

wenn das erste Integral iiber die ganze Fliche, das zweite durch den ganzen
Raum T' ausgedehnt wird.

Beweis. Indem wir rechtwinklige Coordinaten #,.y, # einfiihren, betrach-
ten wir zuvorderst eine der Axe der # parallele den Raum 7' schneidende gerade
Linie, wo also y, z constante Werthe haben. Aus der identischen Gleichung

d a7 ddv
E}(Vd_x') :"—‘( ) +dez
folgt, dass das Integral
av ddv
J(@ + V)

durch dasjenige Stiick jener geraden Linie ausgedehnt, welches innerhalb 7'
fillt, der Differenz der beiden Werthe von Vg am Anfangs- und Endpunkte
gleich wird, insofern die gerade Linie die Grenzfliche nur zweimal schneidet,
oder allgemein = EeV , indem fiir V'g——f die einzelnen Werthe in den ver-
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schiedenen Durchschnittspunkten gesetzt werden, und ¢ in den ungeraden Durch-
schnittspunkten (dem ersten, dritten u.s.f) == —1, in den geraden =— -}-1.
Betrachten wir ferner lings dieser geraden Linie den prismatischen Raum, wo-
von das Rechteck dy.dz ein Querschnitt, also dz.dy.dz ein Element ist, so
wird das Integral

JGE +7vEs
ausgedehnt durch denjenigen Theil von 7, welcherin jenen prismatischen Raum
fillt, = EeV— dy.dz. Dieses Prisma scheidet aus der Grenzfliche zwei, oder
allgemein eine gerade Anzahl von Stiicken aus, und wenn jedes derselben mit
ds bezeichnet wird, mit £ hingegen der Winkel zwischen der Axe der # und der
nach innen gerichteten Normale auf ds, so ist dy.dz — —+cos£.ds, das obere
Zeichen fiir die ungeraden, das untere fiir die geraden Durchschnittspunkte ge-
nommen. Es wird folglich das obige Integral

= ——EVg—:.cosE.ds

wo die Summation sich auf simmtliche betreffende Flichenelemente bezieht.
Wird nun der ganze Raum T in lauter solche prismatische Elemente zerlegt, so
werden auch die simmtlichen correspondirenden Theile der Fliche diese ganz er-
schopfen, und mithin

f((g—:)z VAT = —f V3L cosk.ds

sein, indem die erste Integration durch den ganzen Raum T, die zweite iiber die
ganze Fliche erstreckt wird. Offenbar ist nun cost gleich dem partiellen Diffe-
rentialquotienten d—z, indem p die im Art. 23 festgelegte Bedeutung hat, und #
als Function von p und zwei andern verinderlichen die einzelnen Punkte der
Fliche von einander unterscheidenden Grossen betrachtet werden kann, folglich
adv v d
S )+ 7). AT=—[Vg .5-ds

Es ist iibrigens von selbst klar, dass in dem Falle, wo die Fliche selbst Massen
enthilt, und also %—g zwei verschiedene Werthe hat, hier immer der auf den in-
nern Raum sich beziehende zu verstehen ist.

Durch ganz dhnliche Schliisse findet man
29*
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S+ vy ar=—f V.8 as

dy* y dp
av\2 | ;dd7y A pa7 s g
J(&@) + V)T =—[ VG 5

Addirt man nun diese drei Gleichungen zusammen, und erwigt, dass im
Raume T

ddv , ddv | ddav __
dz’+dy’ T+ =0

av,2 , 472, (472
(&) +(5) +(5) =494

und an der Grenzfliche

4V dz , 4V dy |, 4V dz __ 4V

Ty T e o™ &
so erhilt man [qqdT = —[V. g—:—: .ds, welches unser Lehrsatz selbst ist, der
unter Zuziehung des letzten Satzes des vorhergehenden Artikels noch allgemeiner
sich so ausdriicken ldsst

[49dT = [(A—V)57 .ds

wenn A eine beliebige constante Grosse bedeutet.

25.

Lemrsatz. Wenn unter denselben Voraussetzungen, wie im vorhergehen-
den Artikel, das Potential ¥V in allen Punkten der Grenzfliche des Raumes T
einerlei Werth hat, so gilt dieser Werth auch fiir simmtliche. Punkte des Rau-
mes selbst, und es findet in dem ganzen Raume eine vollstindige Destruction der
Krifte Statt.

Beweis. Wenn in dem erweiterten Lehrsatze des vorhergehenden Artikels
fiir A der constante Grenzwerth des Potentials angenommen wird, so erhellt,
dass [qqdT = 0 wird, also nothwendig ¢ = 0 in jedem Punkte des Raumes
T, mithin auch :—: =90, g: 0, g.—_. 0, und folglich ¥ im ganzen Raume
T constant.

26.
Lesrsatz. Wenn von Massen, welche sich bloss innerhalb des endlichen
Raumes 7', oder auch, ganz oder theilweise nach der Stetigkeit vertheilt auf des-
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sen Oberfliche S befinden, das Potential in allen Punkten von § einen constan-
ten Werth — A hat, so wird das Potential in jedem Punkte O des dussern
unendlichen Raumes 7"

erstlich, wenn A4 = 0 ist, gleichfalls =0,
zweitens, wenn A nicht = 0 ist, kleiner als 4 und mit demselben Zeichen
wie A behaftet sein.

Beweis. 1. Zuvorderst soll bewiesen werden, dass das Potential in O kei-
nen ausserhalb der Grenzen 0 und A fallenden Werth haben kann. Nehmen
wir an, es finde in O ein solcher Werth B fiir das Potential Statt, und bezeich-
nen mit C eine beliebige zugleich zwischen B und 0 und zwischen B und 4
fallende Grosse. Indem man von O nach allen Richtungen gerade Linien aus-
gehen lisst, wird es auf jeder derselben einen Punkt O’ geben, in welchem das
Potential — C wird, und zwar so, dass die ganze Linie O O’ dem Raume 7"
angehort. Dies folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der Anderung des Poten-
tials, welches, wenn die gerade Linie hinlinglich fortgesetzt wird, entweder von
Bin A iibergeht, oder unendlich abnimmt, jenachdem die gerade Linie die Fli-
che § trifft, oder nicht (vergl. die Bemerkung am Schlusse des 21. Artikels).
Der Inbegriff aller Punkte O’ bildet dann eine geschlossene Fliche, und da das
Potential in derselben constant = C ist, so muss es nach dem Lehrsatze des vor-
hergehenden Artikels denselben Werth in allen Punkten des von dieser Fliche
eingeschlossenen Raumes haben, da es doch in O den von C verschiedenen Werth
B hat. Die Voraussetzung fiihrt also nothwendig auf einen Widerspruch.

Fir den Fall 4 = 0 ist hiedurch unser Lehrsatz vollstindig bewiesen;
fiir den zweiten Fall, wo A nicht = 0 ist, soweit, dass erhellt, das Poten-
tial konne in keinem Punkte von 71" grésser als A, oder mit entgegengesetztem
Zeichen behaftet sein.

II. Um fiir den zweiten Fall unsern Beweis vollstindig zu machen, be-
schreiben wir um O als Mittelpunkt mit einem Halbmesser R, der kleiner ist
als die kleinste Entfernung des Punkts O von S, eine Kugelfliiche, zerlegen sie
in Elemente ds, und bezeichnen das Potential in jedem Elemente mit V; das
Potential in O soll wieder mit B bezeichnet werden. Nach dem Lehrsatze des
20. Artikels wird dann das iiber die ganze Kugelfliche ausgedehnte Integral

|

des = 47w RRB, und folglich f(V——B)ds =0
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Diese Gleichheit kann aber nur bestehen, wenn ¥ entweder in allen Punkten
der Kugelfiiiche constant — B, oder wenn V in verschiedenen Theilen der Ku-
gelfiiche in entgegengesetztem Sinne von B verschieden ist. In der ersten Vor-
aussetzung wiirde nach Art. 25 das Potential im ganzen innern Raume der Ku-
gel und daher nach Art21 im ganzen unendlichen Raume 7" constant, und zwar
=0 sein miissen, im Widerspruche mit der Voraussetzung, dass es an der Grenze
dieses Raumes, auf der Fliche S, von 0 verschieden ist, und der Unmoglich-
keit, dass es sich von da ab sprungsweise &ndere. Die zweite Voraussetzung hin-
gegen witrde mit dem unter I. bewiesenen im Widerspruch stehen, wenn B ent-
weder = 0 oder — A wire. Es muss daher nothwendig B zwischen 0 und
A fallen.

27.

Lenarsarz. In dem Lehrsatze des vorhergehenden Artikels kann der erste
Fall, oder der Werth 0 des constanten Potentials A4, nur dann Statt finden,
wenn die Summe aller Massen selbst = 0 ist, und der zweite nur dann, wenn
diese Summe nicht = 0 ist.

Beweis. Es sei ds das Element der Oberfliche irgend einer den Raum T
einschliessenden Kugel, R ihr Halbmesser, M die Summe aller Massen und V'
deren Potential in ds. Da nach dem Lehrsatze des 20. Artikels das Integral
f Vds = 4t RM wird, im ersten Falle oder fiir 4 — 0 aber nach dem vorher-
gehenden Lehrsatze das Potential ¥ in allen Punkten der Kugelfliche — 0 wird,
im zweiten hingegen kleiner als 4 und mit demselben Zeichen behaftet, so wird
im ersten Fall 4*RM = 0, also M — 0, im zweiten hingegen 4w RM und
also auch M mit demselben Zeichen behaftet sein miissen wie 4. Zugleich er-
hellt, dass in diesem zweiten Falle 4t RM kleiner sein wird als f Ads oder
4mRRA, mithin M Kkleiner als RA, oder A grosser als %[.

Der zweite Theil dieses Lehrsatzes, in Verbindung mit dem Lehrsatze des
vorhergehenden Artikels, kann offenbar auch auf folgende Art ausgesprochen
werden :

Wenn von Massen, die in einem von einer geschlossenen Fliche begrenz-
ten Raume enthalten, oder auch theilweise in der Fliche selbst stetig vertheilt
sind, die algebraische Summe = 0 ist, und ihr Potential in allen Punkten der
Fliiche einen constanten Werth hat, so wird dieser Werth nothwendig selbst =0
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sein, zugleich fiir den ganzen unendlichen Zussern Raum gelten, und folglich in
diesem ganzen dussern Raume die Wirkung der Krifte aus jenen Massen sich
vollstindig destruiren.

28.

Man wird sich leicht @iberzeugen, dass simmtliche Schliisse der beiden vor-
hergehenden Artikel ihre Giiltigkeit behalten, wenn § eine nicht geschlossene
Fliche ist, und die Massen bloss in derselben enthalten sind. Hier fillt der Raum
T ganz weg; alle Punkte, die nicht in der Fliche selbst liegen, gehéren-dem
unendlichen dussern Raume an, und wenn das Potential in der Fliche iiberall
den constanten von 0 verschiedenen Werth A hat, wird es ausserhalb derselben
iiberall einen kleinern Werth haben, der dasselbe Zeichen hat.

Das auf den ersten Fall, 4 — 0, beziigliche bleibt zwar auch hier wahr,
aber inhaltleer, da in diesem Fall das Potential V in allen Punkten des Raumes
= 0 wird, mithin auch iiberall g—? = 0, wenn ¢ irgend eine gerade Linie be-
deutet, woraus man leicht nach Art. 18 schliesst, dass die Dichtigkeit in der
Fliche iiberall — 0 sein muss, also die Fliche gar keine Masse enthalten kann.

Diese letztere Bemerkung gilt iibrigens allgemein, wenn die Massen bloss
in der Fliche selbst enthalten sein sollen, auch wenn sie eine geschlossene ist,
da offenbar nach dem Lehrsatz des 25. Artikels der Werth des Potentials in die-
sem Fall auch in dem ganzen innern Raume — 0 sein wird.

29.

Ehe wir zu den folgenden Untersuchungen fortschreiten, in denen Massen,
nach der Stetigkeit in eine Flidche vertheilt, eine Hauptrolle spielen, muss eine
wesentliche bei der Vertheilung Statt findende Verschiedenheit hervorgehoben
werden, indem nemlich entweder nur Massen von einerlei Zeichen (die wir der
Kiirze wegen immer als positiv betrachten werden) zugelassen werden, oder auch
Massen von entgegengesetzten Zeichen. Ist eine Masse M auf einer Fliche so
vertheilt, dass auf jedes Element der Fliche ds die Masse mds kommt, wo alse
nach unserm bisherigen Gebrauche m die Dichtigkeit genannt, und f mds iber
die ganze Fliche ausgedehnt — M wird, so nennen wir dies eine gleichartige
Vertheilung, wenn # iiberall positiv, oder wenigstens nirgends negativ ist; wenn
hingegen in einigen Stellen % positiv, in andern negativ ist, so soll die Verthei-
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lung eine ungleichartige Vertheilung heissen, wobei also M nur die algebraische .
Summe der Massentheile, oder der absolute Unterschied der positiven und der
negativen Massen ist. Ein ganz specieller Fall ungleichartiger Vertheilung ist
der, wo M =0 wird, und wo es freilich anstdssig scheinen mag, sich des Aus-
drucks, die Masse 0 sei iiber die Fliche vertheilt, noch zu bedienen.

30.

Es ist von selbst klar, dass, wie auch immer eine Masse M iiber eine
Flache gleichartig vertheilt sein moge, das daraus entspringende fiberall positive
Potential V in jedem Punkte der Fliche grosser sein wird, als i:—[, wenn r die
grosste Entfernung zweier Punkte der Fliche von einander bedeutet: diesen
Werth selbst konnte das Patential nur in einem Endpunkte der Linie » haben,
wenn die ganze Masse in dem andern Endpunkte concentrirt wire, ein Fall, der
hier gar nicht in Frage kommt, indem nur von stetiger Vertheilung die Rede
sein soll, wo jedem Elemente der Fliche ds nur eine unendlich kleine Masse
mds entspricht. Das Integral f Vmds tiber die ganze Fliche ausgedehnt, ist
also jedenfalls grosser als [ Jlr[mds oder @, und so muss es nothwendig eine
gleichartige Vertheilungsart geben, fiir welche jenes Integral einen Minimum-
werth hat. Es mag nun hier im Voraus als eines der Ziele der folgenden Unter-
suchungen bezeichnet werden, zu beweisen, dass bei einer solchen Vertheilung,
wo [Vmds seinen Minimumwerth erhilt, das Potential ¥ in jedem Punkte
der Fliche einerlei Werth haben wird, dass dabei keine Theile der Fliche leer
bleiben kiénnen, und dass es nur eine einzige solche Vertheilung gibt. Der Kiirze
wegen wollen wir aber die Untersuchung schon von Anfang an in einer weiter
umfassenden Gestalt ausfithren.

31,
Es bedeute U eine Grosse, die in jedem Punkte der Fliche einen bestimm-
ten endlichen nach der Stetigkeit sich #indernden Werth hat. Es wird dann das
Integral

Q ...—..f(V—-2U)mds

tiber die ganze Fliche ausgedehnt, zwar nach Verschiedenheit der gleichartigen
Vertheilung der Masse M, sehr ungleiche Werthe haben konnen; allein offenbar
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muss fiir Eine solche Vertheilungsart ein Minimumwerth dieses Integrals Statt
finden. Es soll nun ein Beweis gegeben werden fiir den

Lenrsarz, dass bei solcher Vertheilungsart

1. die Differenz V—U = W iiberall in der Fliche, wo sie wu-khch mit
Theilen von M belegt ist, einen constanten Werth haben wird;

2. dass, falls Theile der Fliche dabei unbelegt bleiben, W in denselben
grosser sein muss, oder wenigstens nicht kleiner sein kann, als jener constante
Werth.

1. Zuvorderst soll bewiesen werden, dass wenn anstatt einer Vertheilungs-
weise eine andere unendlich wenig davon verschiedene angenommen wird, indem
m—p an die Stelle von m gesetzt wird, die daraus entspringende Variation von
Q durch 2[Wpds ausgedriickt werden wird.

In der That ist, wenn wir die Variationen von  und ¥V mit 62 und &V

bezeichnen,
8Q = [oV.mds+ [(V—2U)pds

Allein zugleich ist f 0V.mds = [Vpds, wie leicht aus dem Lehrsatze des 19.
Artikels erhellt, indem OV nichts anders ist, als das Potential derjenigen Mas-
senvertheilung, wobei p die Dichtigkeit in jedem Flichenelemente vorstellt, und
also was hier V,m, 8V, p ist, dort fiir V, K, v, & angenommen werden kann,
so wie- ds zugleich fiir d§ und ds. Es wird folglich

0Q =f(2V——-2U)p.d8 = 2pr.d.S‘

II. Offenbar sind die Variationen p allgemein an die Bedingung gekniipft,
dass fp.ds = 0 werden muss; fiir die gegenwirtige Untersuchung aber auch
noch an die zweite, dass g in den unbelegten Theilen der Fliche, wenn solche
vorhanden sind, nicht negativ sein darf, weil sonst die Vertheilung aufhéren
wiirde, eine gleichartige zu sein.

IIT. Nehmen wir nun an, dass bei einer bestimmten Vertheilung von M
ungleiche Werthe der Grosse W in den verschiedenen Theilen der Fliche Statt
finden. Es sei 4 eine Grosse, die zwischen den ungleichen Werthen von W
liegt; P das Stiick der Fliche, wo die Werthe von W grosser, Q dasjenige,
wo sie kleiner sind, als A; es seien ferner p, ¢ gleich grosse Stiicke der Fliche,
jenes zu P, dieses zu Q gehorig. Dies voraunsgesetzt, legen wir der Variation

30



234 ALJL,GEMEINE LEHESATZE IN BEZIEHUNG AUF DIE

von m fiberall in p den constanten negativen Werth p = —v, in ¢ hingegen
iiberall den positiven g = v, und in allen @brigen Theilen der Fliche den Werth
0 bei. Offenbar wird hiedurch der ersten Bedingung in IT Geniige geleistet; die
zweite hingegen wird noch erfordern. dass p keine unbelegte Theile enthalte,
was immer bewirkt werden kann, wenn nur nicht das ganze Stiick P unbelegt ist.

Der Erfolg hievon wird aber sein, dass 62 einen negativen Werth erhilt,
wie man leicht sieht, wenn man diese Variation in die Form 2 (W —4)pds setzt.

Es erhellt hieraus, dass wenn bei einer gegebenen Vertheilung entweder
in dem belegten Stiicke der Fliche ungleiche Werthe von W vorkommen, oder
wenn, bei Statt findender Gleichheit der Werthe in dem belegten Stiicke, kleinere
in dem nichtbelegten Theile angetroffen werden, durch eine abgeéinderte Verthei-
lung eine Verminderung von Q erreicht werden kann, und dass folglich bei dem
Minimumwerthe nothwendig die in obigem Lehrsatze ausgesprochenen Bedingun-
gen erfiillt sein miissen.

32.

Wenn wir jetzt fiir unsern speciellen Fall (Art. 30), wo U = 0 ist, also
W das blosse Potential der auf die Fliche vertheilten Masse, und 2 das Inte-
gral f Vmds bedeutet, mit dem Lehrsatze des vorhergehenden Artikels den im
28. Artikel angefiihrten verbinden, so folgt von selbst, dass bei dem Minimum-
werth von [Vmds die Fliche gar keine unbelegte Theile haben kann; denn
sonst wiirde, auch wenn die ganze Fliche eine geschlossene ist, der belegte Theil
eine ungeschlossene und hinsichtlich derselben der unbelegte Theil als dem
dussern Raume angehdrig zu betrachten sein, mithin darin nach Art. 28 das Po-
tential einen kleinern Werth haben miissen als in der belegten Fliche, wihrend
der Lehrsatz des vorhergehenden Artikels einen kleinern Werth ausschliesst.

Es ist also erwiesen, dass es eine gleichartige Vertheilung einer gegebenen
Masse iiber die ganze Fliche gibt, wobei kein Theil leer bleibt, und woraus ein
in allen Punkten der Fliche gleiches Potential hervorgeht. Was zum vollstindi-
gen Beweise des im 30. Artikel aufgestellten Lehrsatzes jetzt noch fehlt, nemlich
die Nachweisung, dass es nur Eine dies leistende Vertheilungsart geben kann,
wird weiter unten als Theil eines allgemeineren Lehrsatzes erscheinen.

Dass, wenn der Minimumwerth fiir [Vmds Statt finden soll, kein Theil
der Fliche unbelegt bleiben darf, kann offenbar auch so ausgedriickt werden:
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Bei jeder Vertheilung, wobei ein endliches Stiick der Fliche leer bleibt, erhilt
das Integral f Vmds einen Werth, der den Minimumwerth um eine endliche
Differenz tibertrifft.

33.

Der eigentliche Hauptnerv der im 31. Artikel entwickelten Beweisfithrung
beruht auf der Evidenz, mit welcher die Existenz eines Minimumwerths fir Q
unmittelbar erkannt wird, solange man sich auf die gleichartigen Vertheilungen
einer gegebenen Masse beschrinkt. Finde eine gleiche Evidenz auch ohne diese
Beschréinkung Statt, so wiirden die dortigen Schliisse ohne weiteres zu dem Re-
sultate fithren, dass es allemal, wenn nicht eine gleichartige, doch eine ungleichar-
tige Vertheilung der gegebenen Masse gibt, fiir welche W=V —U in allen Punk-
ten der Fliche einen constanten Werth erhdlt, indem dann die zweite Bedingung
(Art.31. IT) wegfillt. Allein da jene Evidenz verloren geht, sobald wir die Be-
schrinkung auf gleichartige Vertheilungen fallen lassen, so sind wir gensthigt,
den strengen Beweis jenes wichtigsten Satzes unserer ganzen Untersuchung auf
einem etwas kiinstlichern Wege zu suchen. Der folgende scheint am einfachsten
zum Ziele zu fiihren.

Wir betrachten zunéchst drei verschiedene Massenvertheilungen, bei wel-
chen wir anstatt der unbestimmten Zeichen fiir Dichtigkeit m und Potential V
folgende besondere gebrauchen:

. m=m", V="V°
II. m =/, V=7V
III. m = g, V=uv

Die Vertheilung I ist diejenige gleichartige der positiven Masse M, fiir welche
fVmds seinen Minimumwerth erhlt.

II. ist die gleichartige Vertheilung derselben Masse M, fiir welche
f (V—2eU)mds seinen Minimumwerth erhdlt, wo ¢ einen beliebigen constan-
ten Coéfficienten bedeutet.

IIL. hingt so von I und IT ab, dass p = ’”_e m’
artige Vertheilung, in welcher die Gesammtmasse = 0 wird.

Es ist nun nach demim 31. Artikel bewiesenen constant V° in der ganzen

30%

, und ist alo eine ungleich-
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Fliiche; ¥'—=eU. in der Fliche, so weit sie bei der zweiten Vertheilung belegt
ist, .und daher in demselben Stiicke der Fliche auch v—U, weil v = V': .
Ob in der zweiten Vertheilung die ganze Fliche belegt ist, oder ob ein
grosseres oder kleineres Stiick unbelegt bleibt, wird von dem Coéfficienten ¢ ab-
hangen. Da die zweite Vertheilung in die erste ibergeht, wenn ¢ = 0 wird,
s0 wird allgemein zu reden das fiir einen bestimmten Werth von ¢ unbelegt ge-
bliebene Stiick der Fliche sich verengern, wenn ¢ abnimmt, und sich schon ganz
fillen, ehe ¢ den Werth 0 erreicht hat. In singuldren Fillen aber kann es sich
auch so verhalten, dass immer ein Stiick unbelegt bleibt, so lange ¢ von 0 ver-
schieden ist und nicht das entgegengesetzte Zeichen annimmt. Fiir unsern Zweck
ist es zureichend, ¢ unendlich klein anzunehmen, wo sich leicht nachweisen lisst,
dass jedenfalls kein endliches Flichenstiick unbelegt bleiben kann. Denn im
entgegengesetzten Falle wiirde nach der Schlussbemerkung des Art. 32 das Inte-
gral [V'm'ds um einen endlichen Unterschied grosser sein miissen als [ V'm’ds:
wird dieser Unterschied mit e bezeichnet, so ist der Unterschied der beiden In-

tegrale
J(V'—2eU)m'ds — [(V°—2eU)m°ds = e—2¢ [ U(m'—m®)ds

welcher fiir ein unendlich kleines ¢ einen positiven Werth behilt, im Widerspruch
mit. der Voraussetzung, dass [(V—2eU)mds in der zweiten Vertheilung seinen
Minimumwerth hat.

Man schliesst hieraus, dass wenn man in der dritten Vertheilung fiir ¢ den
Grenzwerth von ?—"—:—”—f, bei unendlicher Abnahme von &, annimmt, »—U in
der ganzen Fliche einen constanten Werth hat.

Bilden wir nun eine vierte Vertheilung, wobei m — m’+-p gesetzt wird,
die ganze Masse also =— M bleibt, so wird das daraus entspringende Potential
== V’}v sein, mithin in der ganzen Fliche die Grosse U um die constante
Differenz V°+4v—U iibertreffen, wodurch also der oben ausgesprochene Lehr-
satz erwiesen ist.

34.
Es bleibt noch iibrig, zu beweisen, dass nur Eine Vertheilungsart einer
gegebenen Masse M mdoglich ist, bei welcher V' —U in der ganzen Fliche con-
stantist.. In der That, gibe es zwel verschiedene dies leistende Vertheilungsar-
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ten, so wiirde, wenn man m und V in der erstenr mit », V', in der zwei-
ten mit m", V" bezeichnet, von einer dritten’ Massenvertheilung, in welcher
m = m'—m" angenommen wird, das Potential = V'— V" und folglich con-
stant sein, und die Gesammtmasse — 0. Das constante Potential miisste daher
nach Art. 27 nothwendig = 0 sein, und folglich nach ‘Art. 28 auch m'—m" = 0,
oder die beiden Vertheilungen identisch.

Endlich muss noch erwdhnt werden, dass es immer eine Massenvertheilung
gibt, wobei die Differenz V—U einen gegebenen constanten Werth erhilt. Be-
deutet nemlich o einen beliebigen constanten Coéfficienten, so wird, indem wir
die Bezeichnungen fiir die erste und dritte Vertheilung im vorhergehenden Arti-
kel beibehalten, das Potential derjenigen Vertheilung, wobei m =— am®-}-p an-
genommen wird, =a V°4-v sein, und dem constanten Unterschiede aV4-v—U
durch gehorige Bestimmung des Coéfficienten o jeder beliebige Werth ertheilt
werden konnen. Die Gesammtmasse dieser Vertheilung ist dann aber nicht mehr
willkiirlich, sondern =— a M. ﬁbrigens erhellt auf dieselbe Art wie vorhin,
dass auch diese Vertheilungsbedingung nur auf eine einzige Art erfiillt werden
kann.

35.

Die wirkliche Bestimmung der Vertheilung der Masse auf einer gegebenen
Fliche fiir jede vorgeschriebene Form von U iibersteigt in den meisten Fillen
die Krifte der Analyse in ihrem gegenwirtigen Zustande. Der einfachste Fall,
wo sie in unsrer Gewalt ist, ist der einer ganzen Kugelfliche; wir wollen jedoch
sofort den allgemeinern behandeln, wo die Fliche von der Kugelfliche sehr we-
nig abweicht, und Grdssen von hoherer Ordnung, als die Abweichung selbst,
vernachlissigt werden diirfen.

Es sei R der Halbmesser der Kugel, r die Entfernung jedes Punktes im
Raume von ihrem Mittelpunkte, » der Winkel zwischen r und einer festen ge-
raden Linie, A der Winkel zwischen der durch diese gerade Linie und r geleg-
ten Ebene und einer festen Ebene. Der Abstand eines unbestimmten Punk-
tes in der gegebenen geschlossenen Fliche vom Mittelpunkte der Kugel sei
= R(1-+72). wo 7y ein constanter sehr kleiner Factor ist, dessen hohere Po-
tenzen vernachldssigt werden, z hingegen eben so wie U Functionen von #
und A
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- Das Potential - V' der auf die Kugelfiiiche vertheilten Masse wird in jedem
Punkte des dussern Raumes durch eine nach Potenzen von r fallende Reihe aus-
gedriickt werden, welcher wir die Form geben

R o R\2 w R \3
A4 AG)+4"(F) + us.f
in jedem Punkte des innern Raumes hingegen durch die steigende Reihe
2 wy 73
B'+B4+B'(z) +B"(5) + ws.f

Die Coéfficienten 4% A', A"u.s.f. sind Functionen von % und A, welche bekann-
ten partiellen Differentialgleichungen Geniige leisten, Ally. Th. d. Erdm. Axt. 18,
und eben so B°, B, B u.s.f. Auf der vorgegebenen Fliche soll nun das Poten-
tial einer gegebenen Function von #» und A gleich werden, nemlich V= U, also

FFV=0+72'T
Nehmen wir also an, dass (1-4-72)! U in eine Reihe
P4 P4+ P'+P"4 u.s.w.

entwickelt sei, dergestalt, dass die einzelnen Glieder P°, P’, P", P” u.s.f.
gleichfalls den gedachten Differentialgleichungen Gentige leisten, und erwigen,
dass die beiden obigen Reihen fiir das Potential bis zur Fliiche selbst giiltig blei-
ben miissen, so erhellt, dass )

P+P+P'+P'+ us.f.
= (1472 + A (1479 T+ A" (1472 T+ wsk
= B1+4y2)} +B'(1472f +B"(1+72f + wsf

sein wird. Wir schliessen hieraus, dass, wenn man Grossen der Ordnung 7y ver-
nachlissigt,
PP 4P+ u.s.f = A A+ A"+ us.f

und also (da eine Function von w, A nur auf Eine Art in eine Reihe entwickelt
werden kann, deren Glieder den erwihnten Differentialgleichungen Geniige leisten)
PP=A4" P =4, P'=A4" us.tf
Eben so wird, Gréssen der Ordnung y vernachliissigt,
PP=B’, P =B, P =B usf
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Setzt man also (I)
4° = P°+vya’, B =P°'—y}*
4 =P +vya, B =P —y¥
A" — P”+Ya”, B” p— P"’.—’Yb”
A’”= _P’”—*—-Ya’”, B'II= P"’——-Yb”’
u. s f.

wo offenbar auch a° @', 4", a” w.s.1., imgleichen 8% %', %", 4" u.s.f. den erwihn-
ten Differentialgleichungen Geniige leisten werden, und substituirt diese Werthe
in den obigen Gleichungen, indem man dabei Gréossen von der Ordnung yy ver-
nachldssigt, so wird, nachdem mit y dividirt ist, bis auf Fehler von der Ord-

nung y genau

a+4d+a"+a"+4 us.f. = $2(P°+4 3P+ 5 P4 7P"4 u.s.f)
BB b 5" w.s.f. = $2(P° 43 P45 P"4+7P"+ u.s.f)

Es ist also, bis auf Fehler der Ordnung y genau,
W=4a V=4da, bV=2da uwstf

und folglich, bis auf Fehler der Ordnung yy genau, (II)

B*= P°—vya’, B'=P—vyd, B"'=P'—yd us.f
Der Differentialquotient ﬁ—f hat in der Fliche selbst zwei verschiedene Wer-

the, und der auf ein negatives d» oder auf die innere Seite sich beziehende iiber-
trifft den auf der dussern Seite geltenden um 47mcost, wenn m die Dichtig-
keit an der Durchschnittsstelle und 6 den Winkel zwischen r und der Normale
bezeichnet (Art. 13, wo ¢, A, kX° dasselbe bedeuten, was hier 7, 6, m sind). Man
findet diese beiden Werthe, wenn man die beiden im innern und #ussern Raume
geltenden Ausdriicke fiir ¥V nach r differentiirt, und dann r = R (14 y2) setzt.
Es ist also der erste

= % {B'+2B"(14+72)+3B" (1472’ + uw.s.f]
und der zweite

— 7 (A7) 224 (172 34" (14v2) "+ w.s.f}
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Wir haben also, wenn wir die Differenz mit R (1472} multipliciren,
4wmRcosh. (1+yz}%
= A1+ P24+ T 34714y T+ wsf.
+ B'(14v2)} 42 B'(1+4-y2)* +3B"(1472)* + uws.f
Substituiren wir hierin statt A% A’'u.s.f. die Werthe aus I, und statt B°, B u.s. w.
die Werthe aus II, und lassen weg, was von der Ordnung 7y ist, so erhalten wir
ammR cosh. (1472)} = P4 3P+ 5P"+7P"+ u.s.f.
+7(@+ ¢+ d'+d"+ wsf)
—+472(P°4+ 3P+ 5P+ u.s.f)

folglich, da die beiden letzten Reihen bis auf Grossen der Ordnung yy einan-
der destruiren,

m— (1+ya—2 (P°+3P+4-5P"47P"+ u.s.f)

4R cosh *

womit die Aufgabe gelost ist. Anstatt (1+yz)_% kann man auch schreiben
1—3$7v2, und den Divisor cosf weglassen, insofern, wenigstens allgemein zu
reden, 6 von der Ordnung y, und also cos von 1 nur um eine Grosse der
Ordnung y7y verschieden ist.

Fiir den Fall einer Kugel, wo Y = 0, hat man in aller Schérfe

m = ~5(P°+3P'+5P"+7P"+ us.f)
indem P°+-P'+P’+P"4- u.s.f. die Entwicklung von U selbst vorstellt.

36.

Die Grésse U ist in den bisherigen Untersuchungen unbestimmt gelassen:
die Anwendung derselben auf den Fall, wo fiir U das Potential eines gegebenen
Massensystems angenommen wird, bahnt uns nun den Weg zu folgendem wich-
tigen

Lenesatz. Anstatt einer beliebigen gegebenen Massenvertheilung D, wel-
che entweder bloss auf den innern von einer geschlossenen Fliche S begrenzten
Raum beschrinkt ist, oder bloss auf den #ussern Raum, lisst sich eine Massenver-
theilung E bloss auf der Fliche selbst substituiren, mit dem Erfolge, dass die
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Wirkung von E der Wirkung von D gleich wird, in allen Punkten des dusser:.
Raumes fiir den ersten Fall, oder in allen Punkten des innern Raumes fiir der.
zweiten.

Es wird dazu nur erfordert, dass, indem das Potential von D in jeden.
Punkte von 8§ mit U, das Potential’'ven E hingegen mit ¥V bezeichnet wird
in der ganzen Fliche fiir den ersten Fall V—U= 0, fiir den zweiten aber nux
constant werde. Es wird nemlich —U das Potential einer Vertheilang D’
sein, die der D entgegengesetzt ist (so dass an die Stelle jedes Massentheils ein
entgegengesetztes tritt), also V' —U das Potential der zugleich bestehenden Ver-
theilungen D’ und E; die Wirkungen daraus werden sich folglich im ersten Fal.
im ganzen dussern Raume, im zweiten im ganzen innern destruiren (Artt. 27 und
25), oder die Wirkungen von D und E werden in den betreflfenden Riumer
gleich sein. Ubrigens wird die ganze Masse in E fiir den ersten Fall der Masse
in D gleich sein, im zweiten aber willkiirlich bleiben.

Der Lehrsatz, welcher in der Intensitas vis magneticae Art. 2 angekiindigt,
und auch in der Allgemeinen Theorie des Erdmagnetismus an verschiedenen Stellen
angefiihrt ist, erscheint jetzt als ein specieller Fall des hier bewiesenen.

37.

Obgleich, wie schon im 335. Artikel bemerkt ist, die wirkliche vollstindige
Ausmittelung der Vertheilung E in den meisten Fillen uniiberwindliche Schwie-
rigkeiten darbietet, so gibt es doch einen. wo sie mit grosser Leichtigkeit ge-
schehen kann, und der hier noch besonders angefiihrt zu werden verdient. Dies
ist nemlich der, wo U constant, also S eine Gleichgewichtsfliche fiir das gege-
bene Massensystem D ist. Man sieht leicht, dass hier nur von dem Falle die
Rede zu sein braucht, wo D im innern Raume angenommen wird, und nicht die
Gesammtmasse — 0 ist, da sonst gar keine Wirkung da sein wiirde, die durch
eine Massenvertheilung auf S ersetzt zu werden brauchte.

Es sei O ein Punkt der Fliche S, und » eine gerade Linie, welche die
Fliiche daselbst unter rechten Winkeln schneidet, und in der Richtung von In-
nen nach Aussen als wachsend betrachtet wird; es sei ferner — C der Werth
des Differentialquotienten g in O, und m die Dichtigkeit, welche bei der
Massenvertheilung E in O Statt hat. Der Differentialquotient g:—’ wird in O

zwei verschiedene Werthe haben; der auf die dussere Seite sich beziehende wird,
31
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weil in der Fliche und im ganzen dussern Raume V = U ist, dem Differential-
quotienten g—f gleich, also =— — C sein; der auf die innere Seite sich bezie-
hende hingegen = 0, weil V in der Fliche und im ganzen innern Raume con-
stant ist. Da nun aber der zweite Werth um 47m grosser ist als der erste, so
haben wir 47m = C oder m = 4—(’; . Offenbar ist C nichts anderes, als die
aus der Massenvertheilung D entspringende Kraft, und hat mit der Gesammt-
masse einerlei Zeichen.
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