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[DREI FRAGMENTE UBER ELLIPTISCHE MODULFUNCTIONEN.]
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so kann man statt M setzen
LI
2at + 55— 1
2b% + E + ,2%_ + _1_. 1
P T 2% + ete. + i’
wo a, b, ¢, d, e u. s. w. eine beliebige ungerade Menge ganzer reeller Zahlen
bedeuten; oder auch

pM4-29i  MA4-2(qgr—psMM)¢
r+2sMi . rr+dssMM

wo p, ¢, 7, s beliebige, der Bedingung
pr+4gs =1

Geniige leistende ganze reelle Zahlen sind.
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100 NACBLASS.

(2]
DIE REDUCTION VON pM, ¢M, rM AUF DIE EINFACHSTE FORM.

Es sei M = tf 8 :, wo a, B, 7, 0 ganze reelle Zahlen und Zahler und Nenner

ohne gemeinschaftlichen Factor. Man setze
aet+BB=4, ay+B8=DB, 7+8 =C,
Man suche die einfachste Form des Determinanten — DD, welche der Form
(4, B, C) aequivalent ist; sie seit(a, b, ¢).

Dann lassen sich die Functionen von M auf Functionen von

D-+bi
a

a3 —By = (AC— BB) = D.

zuriickfithren. Der Algorithmus ist dieser

D+Bi _yM, DD+BB =AA, B-+B =hid,

A
D—;IB"I: — M', .D.D-‘i—B’B' — AIA”’ B’+B" —_ hlA»,
.D-;?”'I: — M”, DD+B” ” — An m’ B!’+BIII — II"A.’”,

\/D';Bi-pM = pM' fir gerades 4,
= ¢M' fir ungerades %,

eh\/l%fi'qM= r M, e = Vi,

\/D';Bi-rM = ¢qM' fir gerades 4,
=pM' fir ungerades A.
Wenn man aus %, %, 2" u. s. w. die Transformation von (4, B, 4') in (a, b, ¢)

ableitet, so werden deren Elemente (ob sie gerade oder ungerade sind) ent-
scheiden, welche Function von D':b’ mit der gegebnen von M so zusammen-
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hingt, dass letztere in

SEV(D-;BG:D—:;B%. D-i;?"i. ) )
multiplicirt werden muss.
‘Wo M nicht rational ist, mag man D = —1 setzen und den Algorithmus
ebenso bilden; nemlich, wenn M = g+ Ai, so geht man von der Form

(5, 3, 49 ';hh) (Det. —1) aus, sucht ihre Aequivalente etc.

(3]

pt= 1421274 L 9,7 | etc.
gt = 1—2¢"™ L 274 _ 2,79 | etc.
rt = 26 ¥ L2, L 9,7 L etc,

Um die Gleichung
a
§ 21
aufzuldsen, setze man A4 = ;’:‘— und suche das a.-g. Mittel zwischen m und »;
es sei dasselbe = p. Man suche ferner das a.-g. Mittel zwischen m und
\(mm—nn) oder, was dasselbe ist, zwischen (m—+x) und (m—=); dieses sei = A.

Man hat dann ¢ = %

Man erhilt so nur Einen Werth von ¢; simmtliche andere werden dann

in der Formel
at— 284
3 —2yte

enthalten sein, wo a, B, |, 3 alle ganzen Zahlen bedeuten, die der Gleichung:

a8—4?7 =1
Geniige leisten.
Um aus A abzuleiten
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102 NACHLASS.

ist eine biquadratische Gleichung aufzulésen:
(B—A)* = 4(4— A% (B—BY),
oder
(1—AB)* = (1 —A49(1 —B?).
Den vier Wurzeln con'espondh;en $t, $t+3%1, $t-+44, 3¢

Fir 4 = } suche man zwei a.-g. Mittel

m = 4, = 1
g = 2,2430340, A = 3,9364917.

Also
t = 0,56983,

logt = 9,7557537,
log(wloge) = 0,1349342,

9,8906879,
loge™™ = —0,77747177,
= 9,2225223,
pt = 1,33540375,
gt = 0,66770187.

BEMERKUNGEN ZU DEN FRAGMENTEN UBER ELLIPTISCHE MODULFUNCTIONEN.

Der durch den Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels gegebene Ansatz, vermoge dessen
sich Gauss den Zugang zur Theorie der elliptischen Functionen und der zugehérigen Modulfunctionen ge-
bahnt hat, brachte es mit sich, dass bei GaUss (entgegen der neuerdings fiir gewohnlich befolgten Entwick-
lungsweise) die Modulfunctionen den allgemeinen elliptischen Functionen voranstehen. Dieser Standpunkt ist
ingofern der natirliche, als die Modulfunctionen Functionen einer einzigen Variabelen bez. zweier homogener
Variabelen sind, wihrend die allgemeinen elliptischen Functionen von zwei Argumenten bez. von drei homo-

genen Argumenten abhangen.
Der fragliche Algorithmus in richtiger Allgemeinheit ist in Art. 12%) definirt. Aus drei zundchst reellen

*) Hier und weiterhin sind die Artikel der aus dem Nachlass herausgegebenen Abhandlung iber das
arithmetisch-geometrische Mittel (ges. Werke ITI p. 361—403; gemeint.
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Grossen a, b, ¢ werden die beiden Mittel M (a, b) und M (a,c) abgeleitet und in jhrer Abbangigkeit vom ge-
gebenen Tripel a, b, ¢ studirt.

Zwei Gesichtspunkte werden alsdann fiir die Gavss’sche Entwicklung fundamental. Erstlich handelt
es sich um den auch in der spiteren Entwicklung der Theorie der elliptischen Functionen 8o bedeutungs-
vollen Gedanken der Inversion, d.i. um das Problem, die urspringlich gegebenen aq, b, ¢ in ihrer Ab-
hangigkeit von M(a,b) und M (a,¢; aufrufassen. Andrerseits wird beim Ausbau dieser Auffassung die An-
nahme der a, b, ¢ bez. Mla,b,, M(a,c) als complexer Variabeler natiirlich bez. nothwendig.

In erster Hinsicht ist es ein wichtiges Ergebniss, dass GaTUSs bereits in den neunziger Jahren des
vorigen Jahrhunderts die Reibenentwicklungen fir die Nullwerthe der drei geraden §-Functionen gekannt hat.
Die hierbei angewendete Uberlegung (s. Art. 16) ist sowohl im Hinblick auf die Erfassung des wabren Zieles
der Untersuchung, wie auch wegen der im einzelnen befolgten Schlussweisen hochst bemerkenswerth,

Die Zulassung complexer Variabelen erschien namentlich wegen der Entwicklungen in Art. 17 geboten.
Es werden daselbst die Grundformeln fir die lineare Transformation der §-Nullwerthe aufgestellt. Von
hier aus aber hat Garss eine Reihe wichtiger Grundsitze der Theorie der Modulfunctionen erkannt, die
erst in neuerer Zeit allgemein zuganglich geworden sind.

Man wolle in dieser Hinsicht erstlich die Angaben des Art. 17 vergleichen, demnichst aber die vor-
stehend abgedruckten Fragmente. Die Grosse ¢ des Fragmentes (3] hingt mit dem Periodenquotienten w
der neueren Theorie vermoge der Gleichung o = it zusammen. Die Erzeugenden der Gruppe aller linearen
Periodentransformationen werden daraufhin:

t'=1t+1, t' =

nl-‘

Mit der Zusammensetzung der iibrigen Substitutionen der genannten Gruppe aus diesen Erzeugenden
hat sich GaUss wiederholt beschaftigt. Neben den Angaben des Fragmentes {1] sei noch die Formel erwihnt

N R L | A A )
——z'[a,B,...,p.]ﬁ—J,—[S,‘(,...,g]’

welche sich in einem »Cereri Palladi Junoni sacrum, Febr. 1505« betitelten Hefte findet. Als Beispiele sind
ebenda die Kettenbruchentwicklungen der beiden Substitutionen gegeben:

12864370 12164361
—45:6+13" —84i0+25

Sowohl zur Erliuterung der Kettenbruchentwicklung der Substitutionen als auch zum Vollzug functionen-
theoretischer Schlisse hat sich GATss derjenigen geometrischen Darstellungsweise bedient, welche zur Grund-
lage der neueren Theorie der Modulfunctionen geworden
ist. In dem eben schon erwdhnten Hefte hat Gatss
die hierneben wiedergegebene Figur gezeichnet. Da sich [
daneben die erwihnten Kettenbruchentwicklungen von
Substitutionen finden, so wird Gauss die Figur als Mittel
zur Veranschaulichung dieser Kettenbruchentwicklungen
benutzt haben. In der That hat man ja hier den Beginn
des wohlbekannten Netzes der Kreisbogendreiecke, wel-
ches der Theorie der Modulfunctionen zu Grunde liegt.

Dass GaUss das hierbei in Betracht kommende
»Princip der symmetrischen Vervielfaltigung von Kreis-
bogendreiecken« allgemein aufgefasst hat, ja dass ihm so-
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gar der Charakter der »natirlichen Grenze« eines so zu gewinnenden Dreiecksnetzes nicht verborgen blieb, geht
auch aus der zweiten hier zum Abdruck kommenden Zeichnung hervor, welche sich im Nachlass auf einem

A

&

AV
%

J

gesonderten Blatte vorfand. Es handelt sich dabei um Kreisbogendreiecke der Winkel ;

N %

z
b 4 b
der in der Zeichnung hervorgehobene Orthogonalkreis die natiirliche Grenze abgiebt. Neben der Zeichnung fin-
den sich, von Gauss’ Hand geschrieben, folgende Angaben:

T .
e bei denen

»Mittelpunkt des ersten Kr. V/2,
Halbmesser V(\/i— 1),
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M d 2w K. iV Va+1)+VV2—1),
Halbmesser 4 {{/(V2+1)—V(V2—1)}.«

Einen mehr functionentheoretischen Charakter haben die in Bd. III p. 477 u. f. der ges. Werke kur
angedeuteten Figuren, welche hier etwas ausfihrlicher nochmals re- . i
producirt sind. Den in der oberen Figur gezeichneten Bereich cha- 7 z

rakterisirt GAUss dahin, dass fir ihn die imagindren Bestandtheile
von ¢ und % zwischen —¢ und -+¢ liegen. Es handelt sich hier um € Raam fir thdé"
den »Discontinuitéitsbereich der Congruenzgruppe zweiter Stufe« im
Sinne der neueren Theorie der Modulfunctionen. GAvss bhat erkannt,

dass die Punkte dieses Bereiches eindeutig auf alle diejenigen com- ki
plexen Werthe der Function

(5e) ’ ’

pt

bezogen sind, welche positiven reellen Bestandtheil haben. Es han-
delt sich hierbei um die Function &’ der neueren Theorie, welche den sogen. complementiren Modul des
elliptischen Integrals erster Gattung in seiner Abhingigkeit vom Periodenquotienten darstellt, In der a,a. O,
von Gauss angegebenen Gleichung:

)

Y =4

i

ist tibrigens A als complexe Zahl mit einem absoluten Betrage << 1 anzunehmen; andrenfalls misste man
den Bereich der ¢-Ebene in geeigneter Weise verdoppeln.

Hiermit hingen auch die Angaben zu Anfang des Fragmentes [3] unmittelbar zusammen, Es ist dazu
nur noch zu bemerken, dass man sogar alle Losungen der Gleichung:

2\ _ 4
(pt) =4

erhilt, falls man in der angegebenen Weige alle der Bedingung «3 — 48y = 1 geniigenden ganzen Zahlen
@, B, 1, b zulasst.

Nicht direct im Zusammenhang hiermit stehen die gegen Ende des Fragmentes [3] angeschlossenen

i? aus A. Die hier mitgetheilte Gleichung hat JAcoBI spi~

Bemerkungen iber die Berechnung von B = g
terbin als Modulargleichung fir Transformatzi,(;n )dritten Grades wiedergefunden, und sie tritt bekanntlich
in besonders eleganter irrationaler) Gestalt auch bei LEGENDRE auf.

Die am Schlusse des Fragmentes beigefiigten numerischen Angaben sind ibrigens in den letzten De-
cimalstellen mehrfach ungenau.

Den Zusammenhang zwischen der Theorie der Modulfunctionen und der Arithmetik der bindren qua-
dratischen Formen von negativer Determinante hat GAUsS frithzeitig erkannt. Neben Art, 17 ist fir die Re-
ductionstheorie der Formen namentlich das Fragment [2] von Wichtigkeit. Dabei beachte man insbesondere
die Schlusszeile; Gauss hat daselbst ausgesprochen, dass die Reductionstheorie keineswegs an die Voraus-
setzung ganzzahliger oder rationaler Coefficienten gebunden ist. Fricke.




