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Uber die Bildung des Formensystems der terniren
biquadratischen Form®).

Von Friulein Emmy Noether in Erlangen.

Einleitung.

Blit dem Formensystem der terndiren biquadratischen Form be-
schiiftigen sich Arbeiten von Gordan, Maisano und Pascal*). Herr Gordan
stellt das vollstindige, aus 54 Bildungen bestehende, Formensystem der
speziellen automorphen Form: f=a}a, +aja,+ 232, unter Zugrundelegung
dhnlicher Prinzipien auf, wie er sie fiir die Formensysteme im biniiren Gebiet
gegeben hat.

Bei Herrn Maisano sind fiir die allgemeine biquadratische Form
die Formen bis zur 5. Ordnung™*) einschlieBlich aufgestellt,' sowie einige
Invarianten, Kovarianten und Kontravarianten hoherer Ordnung, nach der
von Herrn Gordan in Band 1 der Math. Annalen fiir die ternire kubische
Form angewandten Methode. Herr Pascal beschiftigt sich, unter Benutzung

*) Ein kurzer Auszug aus Einleitung und Kapitel I ist in den ,Sitzungsber. der
phys.-med. Sozietit Erlangen 1907¢, S. 176 bis 179, erschienen.

**) P. Gordan, iber das volle Formensystem der terndren biquadratischen Form
f=x3x,+xix, +x3x,. (Math. Annalen, Bd. XVII (1880), S. 217—233.)

G. Maisano, 1) Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ternaria
biquadratica e degl’ invarianti, covarianti e contravarianti di sesto grado. (Giorn. di
Battaglini XIX.)

2) Sui covarianti indipendenti di 6° grado nei coefficienti della forma biquadratica
ternaria. (Rend. Circ. Mat. di Palermo I, 1887.)

E. Pascal, Contributo alla teoria della forma ternaria biquadratica e delle sue
varie decomposizioni in fattori. (Memoria premiata dalla R. Accademia delle scienze
fisiche e matematiche di Napoli. 1905.)

***) Unter ,,Ordnung“ soll die Dimension in den Koeffizienten, unter ,Grad“ die
in den Variablen verstanden werden.
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der Maisanoschen Resultate, hauptséichlich mit der Frage nach dem Zer-
fallen der biquadratischen Form in Faktoren™).

Das Ziel der folgenden Untersuchungen st die Aufstellung des Formen-
systems fir die allgemeine terndre biquadratische Form; und zwar werden in
dieser Arbeit nur dve Hauptgrundlagen gegeben, ein sogenanntes ,relativ voll-
stiandiges System ™™ aufgestellt. |

Die Arbeit schlieft sich eng an die Gordansche Arbeit an; doch
waren die dort nur ganz im allgemeinen gegebenen Prinzipien erst im ein-
zelnen auszuarbeiten. Mit Hilfe eines Satzes iiber den Zusammenhang der
Faltungen und durch Einfithrung der ,Formenreihe¢ (§ 1) werden die
Reduktionssitze scharf formuliert und vervollstindigt (§ 3), wihrend die
rekurrierende Aufstellung spezieller Reihenentwicklungen (§ 2) das rechne-
rische Mittel zur wirklichen Durchfiihrung der Reduktionen gibt.

Der Grundgedanke der Systembildung terndirer Formen ist derselbe
wie im bindren Gebiet. Ausgehend von einem ersten relativ vollstiindigen
System — dem System der aus dem Bindren iibernommenen Formen —,
gelangt man nach bestimmter GesetzmiBigkeit zu Systemen mit immer
hoherem Modul, solange bis das System eines Moduls — der Modul als
Grundform genommen — endlich und bekannt wird, oder auch bis ein
Modul sich reduzieren lift auf Formen, die Invarianten zum Faktor haben.
Durch Uberschiebung des relativ vollstindigen Systems iiber das System des
Moduls entsteht im ersten Fall das absolut vollstindige System, wihrend im
zweiten Fall relativ vollstiindiges und absolut vollstiindiges System identisch
werden. Infolge der durch Herrn Helbert allgemein bewiesenen Endlichkeit
der Formensysteme muf dies Verfahren notwendig zu einem AbschluB fiihren.

In unserm Fall wird der Modul (abc) des ersten relativ vollstindigen
Systems (§ 4) zuriickgefiihrt auf die Moduln 4= (abc)’ albic; und v=(abu)

*) In der zweiten kurzen Note versucht Herr Maisano eine lineare Abhéingigkeit
der drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades nachzuweisen. Im Gegensatz zu diesem
nicht ganz vollstindigen Beweis glaubt Herr Pascal die lineare Unabhingigkeit der drei
Kovarianten 6. Ordnung, ebenso wie diejenige der drei Invarianten 9. Ordnung bewiesen
zu haben. DaB aber in der Tat eine lineare Relation zwischen den drei Kovarianten
einerseits, den drei Invarianten andererseits existiert, zeigen die Formeln (13), § 11 und
(22), § 17 Anmerkung, der vorliegenden Arbeit, wo diese Relationen explizit gegeben sind.
Nach einer Mitteilung des Herrn Pascal erklirt sich der Widerspruch durch einen numerischen
Fehler im Ausdruck seiner Kontravariante p (hier ¢ genannt) S. 46 seiner Abhandlung:

**) Fiir die Bezeichnung vgl. § 3a.
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(§ 5), und sodann das relativ vollstindige System mod » gefunden (§ 6). Diese
Resultate sind schon in der Gordanschen Arbeit fiir die allgemeine biqua-
dratische Form gegeben; unsere Art der Ableitung 1ifit sich jedoch leichter
auf Formen hoheren Grades iibertragen.

Als Reihe der Moduln wihlen wir nun die Formen (§ 7):

v, v(¥)=@ra)t=s, v()=(su)?,.. .

Bei der Bildung des relativ vollstindigen Systems mod s werden
zwei im System auftretende quadratische Formen, w, und #, als Moduln
adjungiert (§ 9 und 10) und demzufolge das relativ vollstindige System
mod (s, g, t) gebildet; es wird sodann gezeigt (§ 17), daB der Modul (ss"u)*
reduzibel ist auf die Moduln ¢ und ¢ Dadurch geht das nichsthihere
System iiber in ein relativ vollstiindiges System mod (¢, 7). Da aber das
simultane System zweier quadratischen Formen endlich und bekannt ist, im
allgemeinen Fall aus 20 Bildungen besteht™), ist mit der Aufstellung des re-
lativ vollstindigen Systems mod (g,f) der oben gekennzeichnete Abschluf
erreicht. Die Uberschiebung dieses Systems iiber das System von (g, ?) zur
Bildung des absolut vollstindigen Systems bleibt vorbehalten. ‘

Als relativ vollstiindiges System mod (o,%¢) werden 331 Bildungen
gefunden, die in der beigefiigten Tabelle nach ihrem Grad in den Variablen
x und » geordnet sind. .

Zum SchluB geben wir noch eine Ubersicht iiber die eingefiihrten Symbole:

f=al, 0=0uy=(abu)ya,b), K=K,ui=(abu)ujd, 0, j=1=(abu) u},

x T2y

A=A =42 0,=(abc)y dlb.c:, N=NSu,=(adu)al s,

x VX Yz

v=uy=(abu)}, H=Hu;=0va)wu;, L=Lu=@nx)lluu,

g=¢s=wna) H3, o=uj=Hu,u},
s=st=wra), Z=Z ui=(ss'u)s.sy,

2,2 2 4T
o=u,=0huy, t=t=a,H,

1=a}, J=s}.

*) Vgl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie. (Bd. I, S. 288ff.).
System zweier kogredienter Formen.

Gordan, Uber Biischel von Kegelschnitten. (Math. Ann. Bd. XIX. S. 530).
System zweier kontragredienter Formen.

Journal fir Mathematik Bd. 134. Heft 1. 4
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Kapitel I. Allgemeine Siitze iiber terniire Formen.

§ 1. Faltungsprozefi. Formenrethen.

Der GrundprozeB zur Erzeugung von Formen ist der Faltungsprozef,
der sich im terndiren Gebiet folgendermaBen definieren l:iBt. Gegeben sei
ein symbolisches Produkt:

n
sy ubuy.

Ersetzt man die Faktorenpaare

s t, Uy Uy s, U, oder s u, t,u, oder t,u,
bzw. durch
(stw) (ot2) s, oder s, t, oder ¢,
Faltung I II 111 Iv,

so sind die entstehenden Formen durch Faltung aus der urspriinglichen
hervorgegangen®).

Dabei 1i8t sich der Ausdruck s™u#wu’ entweder als wirkliches
Produkt zweier Formen S-7' auffassen, oder auch als einzige Form mit
mehreren Reihen von Symbolen: srewtu)=Ay+"uf*”. Im ersten Fall
sprechen wir von der Faltung der Form S mit 7, im zweiten Fall von
der ,Faltung der Form .7 in sich“. Der Kiirze halber nehmen wir im
folgenden immer an (was in der Tat bei allen spiter zu betrachtenden
Formen der Fall ist)

'5‘&:03
(a)
tr=0
fir beliebiges von O verschiedenes A und » und vereinigt mit beliebigen
anderen Faltungen. Es sagt dies aus, daB die Form s} ¢ju;v; eine soge-
nannte ,Normalform® ist, d. h. bei Anwendung des f2-Prozesses, sowohl
nach den Variablen z und , wie nach den Variablen y und v, verschwindet.

*) Gordan, Math. Annalen Bd. XVII S. 219.



Noether, diber die Bildung des Formensystems der terndren biquadratischen Form. 27

Die Bedingung (a) stellt also keine Einschrinkung dar, sondern l#Bt sich
stets erreichen™).

Fir den Zusammenhang der einzelnen Faltungen gilt nun folgen-
der Satz:

Satz I. Die Faltungen 1 und 11 sind Grundfaltungen, aus denen sich,
unabhdngig von der Reihenfolge der Zusammensetzung, die Faltungen 111
und IV zusammensetzen lassen. In anderen Worten: Um alle aus einem
gegebenen Ausdruck durch Faltung entstehenden Formen zw bilden, hat man
nur die Faltung 1 und II anzuwenden.

Beweis: Nach dem Identitiitssatz, bzw. Produktsatz fiir Matrizen, folgt
unter Beriicksichtigung von (a):

(stox):—t(,, (orsu):-——s,,

(stra) =s,, (o/\rtu)=ta,

(stw) (0Tx) =8, 4 b, — 1,8, Ly

Durch Zusammensetzung von Faltung I und II entstehen also Fal-
tang III und IV, und zwar ebenso bei Anwendung von Faltung II auf
Faltung I, d.h. auf die Faktoren (stu)wu,w,, wie bei Anwendung von
Faltung I auf Faltung II, auf die Faktoren (c72) s,¢,.

Als Formenreshe™) definieren wir eine Anfangsform mit allen durch
Faltung in sich aus dieser hervorgegangenen Formen und bezeichnen die
Formenreihe durch die Anfangsform. Als ,hthere Form“ soll hierbei jede
Form mit mehr Faltung in sich gelten, wihrend unter den gleichberechtigten
Faltungen s, und ¢, eine als hoher normiert werden muf, Nach dem Bil-
dungsgesetz der Formenreihe folgt:

1) Jede Form der Formenreihe ist linear in den Symbolen der
Anfangsform.

*) Vgl. Gordan, Math. Annalen Bd. V S. 104.

**) Vgl. Clebsch, Uber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie (Abh. der '
Gott. Ges. d. Wiss. Bd. XVII): § 17 und § 18 Schluf. Die ,Formenreihe“ unterscheidet
sich von dem dort eingefiihrten ,eigentlich reduzierten dquivalenten System“ durch das
Prinzip der Anordnung nach héheren Formen.

_1*
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2) Die Formenreihe ist bei Anfangsformen mit je zwei Reihen kontra-
gredienter Symbole eindeutig bestimmt; bei Anfangsformen mit mehr Symbol-
reihen ist sie eindeutig zu normieren durch Auszeichnung spezieller unter
den durch den Identitiitssatz verbundenen Faltungen.

Nach Satz L. 18t sich eine Formenreihe 7 2% w; (m > n; u>>v) nach
folgendem rechteckigen Schema anordnen:

Cshtubul (stu) (stu)’ <%
(o712) Loy S, t,(stu), s,(str)
(o7a)’ t, (072), s,(0712) £, b8, st

(orx)y | t,(ora) ™Y s, (ora)y " |t (oTa) % t, s, (0T2) %, s (awa)" |

t,(oTX)” L(ota) Y t,s, (6Ta) t
& (oray
%) sty
ty(stu) =Y s, (stu)~! sy (stu)

Lt =2 t s, (stu)y ™% S(stw)" " | tys, (stu)"Y si(stu)™t | sk (stw)"

Man erhidlt hier, wenn man

1) um eine Kolonne nach rechts fortschreitet, alle durch Faltung 1
aus den nebenstehenden Formen entstehenden Formen,

2) um eine Zeile nach unten fortschreitet, alle durch Faltung II aus
den obenstehenden Formen entstehenden Formen,
und somit alle durch Faltung entstehenden Formen.

Eine beliebige Form der Gesamtformenreihe: ¢ s% (stu)* oder ¢ s} (orz)”
bildet den Anfang einer neuen Formenreihe, die aus all denjenigen Formen
“des rechteckigen Schemas mit der Form # s (stu)* oder ¢ s* (a7a)” als
linkem oberem Eckpuunkt besteht, die den Faktor #s% haben.

Nachbemerkung. KEine Ausnahme erleidet Satz I in dem Fall, wo
die Zahlen n und u (bzw. m und ») gleich Null werden, Faltung I, I und IV
also nicht mehr existieren, wohl aber Faltung III (bzw. IV). Als Formen-
" reihe bezeichnen wir in diesem Fall das Diagonalglied des Schemas:

*) Hier, und #hnlich im folgenden, ist der mit sf& bezeichnete unten stehende
Teil an die ebenso bezeichnete rechts oben befindliche Stelle des Schemas anzusetzen.
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mov n

o Uy t,u

T o to
2
bzw. t
S e
In Ubereinstimmung mit dem Fehlen von Faltung I und II reduziert
sich in diesem FKall die Reihenentwicklung nach Polaren der Formenreihe

stets auf das Anfangsglied; es gelten aber die Sitze iiber Reduzenten.

§ 2. Rewhenentwicklungen nach Polaren der Formenrethe™).

Fiir Formen mit » Variablen sind zwei Arten von Reihenentwick-
lungen explizit aufgestellt™™):

1) fir Formen mit je einer Reihe kontragredienter Variablen:
s»uy eine nach Potenzen von w, fortschreitende Reihe, deren Koeffizienten
» Normalformen“ sind;

2) fir Formen mit zwei Reihen kogredienter Variablen sy #:=*#
eine Entwicklung nach Polaren der KElementarkovarianten (Polaren der
Formenreihe si'#:), die ternir folgendermafen lautet:

()G

1) syt = 2(7;2¥n_9 +1> [(stay)y sy tme]

4

Wir kombinieren beide Entwicklungen, indem wir fiir Formen mit je zwei
Reihen kontragredienter Variablen:

s A ph gty =% p

v o ‘I

*) Vgl. Study, Methoden zur Theorie der terniren Formen (Teubner 1889) 1I. § 7.
Unsere Ableitung gibt im Unterschied von der dortigen die Methode zur raschen rech-
nerischen Bestimmung der numerischen Koeffizienten Cy,,. Die Clebsch-Studysche Ent-
wicklung wiirde bei Spezialisierung a), a") lauten:

- o [
(stu)Hur—*v* s:zt:—l(tuv)/.—z C;/rg [s¢ (stu)u+r—¢] S mri e Y wp,(,,,,=mz,),

1aft also nicht die Vereinfachung zu, die bei unserer Entwicklung schon im Laufe der
Rechnung eintritt, wenn man weill, daB alle Glieder mit dem Faktor w, auszulassen sind.
**) Gordan, Uber Kombinanten. § 2 und d (Math. Ann. Bd.V).
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Entwicklungen nach Potenzen von w, aufstellen, deren Koeffizienten zu-
sammengesetzte Polaren der Formenreihe s7 #;u% ] sind, genommen nach
den Variablen 2 und w.

Es geniigt, die Reihe fiir je zwei kontragrediente Symbol- (bzw.
Variablen-) reihen aufzustellen, da sich durch Zusammenfassen von je zwei
Symbol- (Variablen-) reihen zu einer einzigen neuen Reihe Formen mit mehr
Symbol- (Variablen-) reihen auf diesen Fall zuriickfiithren lassen.

Um zu erreichen, daB alle Formen der Formenreihe nur je zwei
Symbol- bzw. Variablenreihen enthalten, spezialisieren wir:

a) 0=~st, a) y:ulq\;,
b) s=or, b)) v=ay

und fiihren die Entwicklung fiir die Spezialisierung a), a’) durch.

Durch direkte Ubertragung der Entwicklung I erhdilt man zu-
sammengesetzte Polaren fiir Formen (stw)*sréz—*¢  wihrend fiir Formen
(stw)* uz—*vrsrin—4l anstatt zusammengesetzter Polaren Glieder solcher ent-
stehen, deren Auswertung die Einfihrung immer neuer, erst am Schlusse
gleichzusetzender Hilfsvariablen notig macht, wodurch die Rechnung un-
notig kompliziert wird.

Wir schlagen deshalb einen indirekten Weg ein, indem wir die zu-
sammengesetzten Polaren aller Formen der Formenreihe, also Ausdriicke

y)

82 (stu) —etry
prnr =)

darstellen durch die Anfangsglieder dieser Polaren und durch Umkehrung
des entstehenden rekurrierenden Gleichungssystems die gewiinschte Ent-
wicklung nach Polaren erhalten.

Nach dem Ubertragungsprinzip gilt fiir die A-te Polare einer Form

sﬁ’tﬁ:[sﬁ‘t;]yl (A<Cn) folgende Entwicklung®) (der Fall A>>n fiihrt durch
die Entwicklung von [s;;‘t;;] g auf den ersten zuriick):

*) Gordan, Die Resultante bindrer Formen (Kap.I, § 5). Rend. Circ. Mat. di
Palermo XXII. 1906.
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(O

[.S‘"‘t"]yz—-( 1y —C (m+n> (stay)y sporhAor

und entsprechend fiir die x-te Polare von w#uy: [ufuZ]v*

()
“™

Durch Multiplikation folgt, unter Einfiihrung von Spezialisierung a) und a')

[ut v == (=1)° b
e

(oﬂcv) up ey prTe,

o~
[SZ' t(stu)t u’,’] ~ V=2, (staw) (struv) sy i = uo) T (stu) T urT* v e
uY e

und daraus, durch Entwicklung nach Potenzen von wu, unter Auszeichnung
des ersten Gliedes (=’ bedeutet, da das Glied »=0, ¢ =0 auszulassen ist)

und Beriicksichtigul?g? von (a) S. 26

st =R (fuw) (stu)t uy " *ui= [s;" t(stu)ul ot
— =7, s (str) T T TS T T (fuw) e,
(I1.) e

+u, = 2%-55’ (stu)t—er =t(stv) wi = v e sprr—  (pup) e
: e et

—(-— 1) uh- Zc,, - s2(stuy~¢ (sto)t wy = v st M (tuv)e,
(4

(DG GG s 1=

Crp= (— Lye (m—i—n) (# +V) zg”

und entsprechend fiir die iibrigen Zusammenstellungen der Zahlen 1, n; x,v.
Der Ausdruck s™#~* (tuv)* (stw)*uy~*v* ist also zuriickgefiihrt anf eine zu-
sammengesetzte Polare, und, unter Anwendung der Identitsit

(stv)u, =(stuw) v, — s, (tuv),

auf eine Summe von analog gebildeten Ausdriicken, die hoheren Formen
der Formenreihe entsprechen.
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Durch Iteration gelangt man zu der Entwicklung:

(IIL.)  smer="(tuv)* (stw)“uwy=* vz _—_p.iu,;' Cprge [sg (st?,c)“"?*’]?ﬂ)z-rw proetran TP,
Die numerischen Koeffizienten C,,, berechnen sich eindeutig und rekurrierend
aus den Koeffizienten c,,, ¢, des durch Iteration von (II.) entstehenden Glei-

chungssystems (vgl. das Beispiel S. 42). Analoge Entwicklungen ergeben

sich bei den iibrigen Spezialisierungen.

§ 3. Reduktionssdtze.

Die bekannten Sitze iiber die Reduktion von Formen und Formen-
systemen sollen nun mit den Paragraphen 1 und 2 in Zusammenhang ge-
bracht werden, wozu einige aus der Theorie der biniren Formen iiber-
nommene Definitionen notig sind.

a) Wir bezeichnen als relati vollstindiges System modulo einer vor-
gegebenen Reihe von Formen, ein System von Formen von der Eigenschaft,
daB alle durch Faltung eines beliebigen Produktes dieser Formen ent-
stehenden Bildungen sich ausdriicken lassen als ganze rationale Funktionen
der Formen des Systems, bis auf ein additives Glied von Ausdriicken, die
durch Faltung der Systemformen mit dem System des Moduls entstanden sind ™).

b) Wir nennen eine Form dann reduzibel, wenn sie sich ausdriicken
148t durch Formen, die Invarianten zum Faktor haben oder durch ,hohere
Formen“; d. h. durch hohere Formen der Gesamtformenreihe, der die Form
angehort, oder durch Formen, die die Symbole des Moduls in hoherer
Ordnung enthalten.

Die Sitze iiber Reduzenten™) lassen sich nun in ihrer allgemeinsten
Form in folgender Weise aussprechen:

Definition: Ein Reduzent ist eine reduzible Formenreihe.

Satz II. Ist die Anfangsform einer Formenrethe reduzibel dadurchy
daf eines threr Gleder durch Faltung mat einem Reduzenten hervorgegangen
ist (einen Reduzenten zum Faktor hat), und ist die Schlufiform der Formen-

*) Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen iiber Invariantentheorie. Bd. II. 8. 227,
**) Gordan, Math. Annalen Bd. XVIL 8. 222, ‘
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rethe aus eben diesem Glied durch Faltung enistanden, so st die Gesamt-
formenrethe reduzibel®).

Beweis: Die Formenreihe entsteht aus dem Anfangsglied durch
Faltung in sich, also durch hohere Faltung mit dem Reduzenten einerseits,
durch Faltung des Reduzenten in sich andererseits. In beiden Fillen lassen
sich, nach § 2, alle Formen der Formenreihe darstellen als Polaren (Uber-
schiebungen) iiber die Formenreihe des Reduzenten.

Der Schlu von der Anfangsform auf die Gesamtformenreihe hat
nicht mehr statt bei den iibrigen Reduktionsmethoden. Es sind dies

1) die sogenannte . doppelte Reduktion®.

Wir verstehen darunter die Reduktion eines Ausdrucks, der zwei
voneinander unabhiingige Reduzenten zum Faktor hat, auf doppelte Art,
wodurch Relationen zwischen den hoheren Formen entstehen, auf die redu-
ziert wurde.

Durch systematische Anwendung der ,doppelten Reduktion“ muB
man einerseits alle Relationen erhalten*), andrerseits hat man, wenn die
»doppelte Reduktion“, auf verschiedene Ausdriicke angewandt, keine neuen
Relationen liefert, sowohl ein Kriterinm fiir die Unabhiingigkeit der hoheren
Formen wie eine Kontrolle der Rechnung.

2) Faltung mit zerfallenden Formen.

Unter ,zerfallenden Formen“ sollen — mit geringer Verallgemei-
nerung des gebréuchlichen Begriffs — Formen verstanden werden, die sich
ausdriicken lassen durch Produkte von Formen niedrigeren Grades und durch
,hohere“ Formen. Produkte von Formen gehen bei einmaliger Faltung

*) Die Vereinfachung, die durch Satz II eintritt, 1iBt sich an folgendem Beispiel
zeigen: Fiir die spezielle Form f=a}z,+ 2} 2, + 2} 2, ist ajasu; Reduzent. Daraus
folgt nach Satz II die Reduktion der Formenreihe 0, (9vz)0;ugu; = ai(abu)— a,b,(abu),

——
0
da 0p=a2b}(abu)? aus dem Glied a;(abu) durch Faltung entstanden. Bei Gordan, a. a. 0.
S. 231, wird hingegen die Reduktion der Formen

0,(¥va), 0,(9va)’, 0%, 0;(Svzx), 02(Iv)
einzeln durchgefiihrt.

**¥) So wurden beispielsweise durch ,doppelte Reduktion“ gefunden: die Reduktion
der Form aj) (§ 10), der einzigen bei Maisano iiberfliissig ins System aufgenommenen

Form; sodann die in der Anmerkung zur Einleitung erwihnten Relationen zwischen den
3 Kovarianten und den 3 Invarianten.

Journal fiir Mathematik Bd. 134. Heft 1. 5)
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in Produkte iiber; ebenso Produkte von nichtlinearen Formen bei zwei-
maliger Faltung bei den Spezmhslerungen a’) und b’) (§ 2) nach dem
Produktsatz: ‘

a,b,a,b,= @3- 62+%b§-a2—%(ab;ﬁ)2.
Erste Polaren (Uberschiebungen) und gewisse zweite Polaren zerfallender
Formen sind also wieder zerfallende Formen, Es folgt:

Ein durch einmalige (bzw. zweimalige) Faltung mit einer zerfallenden
Form entstandenes Glied einer einmaligen (zweimaligen) Uberschiebung
iiber eine zerfallende Form wird selbst eine zerfallende Form:

a) wenn die nichsthoheren Formen in der Formenreihe der zer-
fallenden Form zerfallen oder reduzibel werden, oder auch wenn bei ein-
maliger Faltung die Spezialisierungen y=u» oder v=azy eintreten;

b) wenn die iibrigen einmaligen Faltungen auf hohere Formen fiihren
(vgl. § 12, B. H, und H(knz)).

Ein solches Glied einer Uberschiebung kann auch zerfallen:

¢) wenn die iibrigen einmaligen Faltungen auf niedrigere Formen
filhren, die unabhingig von der Faltung mit der zerfallenden Form zer-
fallen, d. h. sich ausdriicken lassen durch Produkte und durch die zu
reduzierende Form, wobei man sich aber jeweils erst durch Rechnung iiber-
zeugen muB, daB der numerische Koeffizient des betreffenden Gliedes nicht
identisch verschwindet. Es ist dies nichts weiter als ,doppelte Reduktion“
der niederen Form (vgl. § 23,C. H, (0 Hu) (Osu)).

Zerfallende Formen entstehen durch alle einmaligen Faltungen mit
Funktionalindetermanten™), auBerdem durch gewisse hohere Faltungen. Es wird

(stya)s,= t -85 — s-tj—}-%(stg;}v)z,
(stya)s: = i .8 —::1}—3 B4, (styx) — (sty/.%)f’.

Analoge Formeln gelten fiir die dualistischen Formen

(ot vw)v, und (ow,&) Vi,

*) vgl. Gordan, a. a. 0. § 3.
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Nach den Sitzen dieses Paragraphen ergibt sich fiir die Aufstellung aller
irreduziblen Formen, die aus der Faltung von S mit 7" entstehen, folgende
Regel: ‘

Man gehe, bei den niedrigsten Faltungen beginnend, auf beliebigem,
vorher festgelegtem Wege (z. B. zeilenweise oder symmetrisch zum Diagonal-
glied) so weit in der Bildung der Formenreihe S7' voran, bis man an eine
Form gelangt, die einen Reduzenten zum Faktor hat. Die durch diese
Form definierte Formenreihe ist auszulassen, sobald di¢ SchluBform die in
Satz II aunfgestellte Bedingung erfiillt. Nach Ausscheidung aller reduziblen
Formenreihen sind durch Anwendung der doppelten Reduktion alle tibrigen
reduziblen, ebenso alle zerfallenden Formen zu entfernen. Stellen der Ge-
samtformenreihe, die durch unabhingig voneinander reduzible Formenreihen
doppelt tiberdeckt sind, geben AnlaB zur Reduktion von hoheren Formen
(vgl. § 11, D), ‘

Kapitel II. Relativ vollstiindige Grundsysteme.
§ 4. Erstes relativ vollstandiges System.

Wir beschriinken uns im folgenden auf die biquadratische Form, mit
Ausnahme des ersten Satzes. Doch lassen sich, bei passender Wahl der
Moduln, die Resultate der §§ 5 und 6 leicht auf Formen hoheren Grades
iibertragen, ebenso wie sie fiir die kubische Form gelten®).

Man erhiilt ein erstes relativ vollstindiges System fiir Formen be-
liebigen Grades nach dem bekannten Satze:

*) Fiir diejkubische Form lauten die entsprechenden, analog abgeleiteten Formeln:
s s 1 2
(abc)azbyc: = 3 (szy) (saz) (sy2) + 3 A, 4,4, (xy2z), (IV.)

s=(abc) (abu) (acw) (beu), A=(abc)? a,b,¢,,
t=dy(d0u)® uy=0; usuj, T=qa}.

(aOu)® =;T UgS,
ag=g tte- 4, ay(@0)=0, ay(abu)=s( (1)
ay=d, ay(a0u)=0.

B
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Satz III. Die aus dem biridren Gebiet iibernommenen Formen, d. h.
diejenigen Formen, die aus den Systemformen der entsprechenden bindren
Form nach dem Clebschschen Ubertragungsprinzip durch Rinderung ent-
stehen, bilden emn relativ vollstindiges System mod (abc).

Beweis: Einer bindiren Relation, die aussagt, da8 die Formen Qi,...Q,
ein vollstindiges System einer bindiren Grundform bilden:

U= E(Q@)=0==|(ab)c, +(be)a, + (ca)b) wl»*)'

entspricht durch Réinderung die ternire Relation:

Q- F(Q)=Zu, (abe) g

Dies ist aber die Definitionsgleichung fiir ein relativ vollstindiges System
mod (abc). Fiir die biquadratische Form besteht das System der iiber-
nommenen Formen aus folgenden Formen:

f=a} O0=0ius=(abu)aldl; K=K u}-= (aﬂd) wyal0l;
J=1u =(abu)uy; v=uj=_abu),
unter denen die vier ersten ein relativ vollstindiges System mod ((abc), v)

bilden.

§ b. Zurickfilrung des Moduls (abe) auf die Moduln 4 und v.

Der nur durch einen Klammerfaktor gegebene Modul (abc) ist in
Ubereinstimmung mit der Definition (§ 3, @) auf Formen des Systems zuriick-

1
al ayu, = ga,“-uzzés-ux. (2)

2 S 2
(adu)*=a,— Gux,} G

(adu)® =0.
: 1 1, ,
0(s)=(ss,2)" =2a,+58-0— 5 Tuj,
3 3
, 1 2 , 1 o, ) 4)
U(t)z(ttlw)'=—*§s'at+§ T'“s**’fgs '0-—1'81%‘»5'11-

Reihe der Moduln: (abc); 4; s; t (das System des Moduls ¢ besteht aus der einzigen
Form ¢).
*) Gordan-Kerschensteinér, a. a. O. S. 134.
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zufihren. In anderen Worten: die Formenreihe (abc) ist. eindeutfg zn
normieren (vgl. § 1).
Es wird sich zeigen, da8 die Formen:

d=(abe)alblt, v=(abu)*
als Modul geniigen, d. h. daB die Formen |
d=(abe)}alblcl, a,=(abc)(bew)al, a=(abc)(beu)al, z'=aﬁ=(abc)*v

die Formenreihe (abc) definieren.
In der Formenreihe a, fehlt die Form «® nach der Identit:it:

a=(abc)’ az(bcu)=%ux-(abc)4=—

Zur Zuriickfiihrung eines Moduls auf einen hoheren haben wir nach
der Definition die allgemeinsten Faltungen oder auch alle speziellen in Be-
tracht kommenden Faltungen mit dem Modul auf Faltungen mit dem
hoheren Modul zuriickzufiihren.

Die allgemeinsten Faltungen entstehen in unserm Fall aus den
Ausdriicken:

(abc)albicl, (abe)dlblcla,b,c,

./27

(aus den kubischen Formen iibernommen),
(abc)a,b,c,albic

(aus den quadratischen Formen iibernommen) und durch Polarisation dieser
Ausdriicke. .

' Zur Berechnung dieser Ausdriicke durch die Polaren von 4 und'der
Formenreihe a,, bzw. deren Anfangsglieder, schlagen wir, wie in § 2, den
indirekten Weg ein. Wir entwickeln die Polarenglieder -

(abeyFa B¢, a,(vay) (ry2) (22) 4, 0,0,= (abe) (boay) (beyz) (beaw) a,a,a, usw.

als lineare' Aggregate von Ausdriicken mit dem symbolischen Faktor (abc)
und erhalten durch Umkehrung des Gleichungssystems die gesuchten Re-
lationen, sowie eine Relation zwischen den nach verschiedenen Kombina-



38 Noether, diber die Bildung des Formensystems der terndren biquadratischen Form.

tionen der Variablen genommenen Polaren. Zur Auswertung dient der
Identititssatz und der Produktsatz fiir Determinanten.
Das Glewhungssystem lautet fiir (abc)ald)c’

1) Za,(VJz)3a3_6(abc)a’ 1)303-—62‘(abc)a3 b’ b,clc,”),

2) 3(abe)alblc:- (.zyz)——éa (VJZ)2 (Y 2)= 22((1[)0)(131)21; cie,
—4 X(abc)a,a,a,bib,cc,
3

3) a,(vay)(vys) (vzz)a,a,a,=2=(abc)a,a,a,b’b,cc,,
3

Y2y
4) %a,(vyz)‘ al— Za s(ryz)al (a:yz)+ (zy2)’ = 62(abc)a a,a,byb,cc,.

Daraus folgt fiir (abc)al ) c?, und durch analoge Rechnung fiir (abc)alb}cla,b,c,,
(abc) a, b ¢, a2 bicl:

| (abg)aj‘, b;ci=%(abrc)‘ azbicl- (xyz)+ga,(vxy)(vyz)(uzx)axayaz

- _]TZ 2 (xyz)3,

(IV.) (abe)azbicia,b,c, a=3 (abc zaib,/b,c,cz-(xyz)+%a,(wmy)(7/yz)(vzw)a:

~ 5 Gy an) - @ye)
(abc)a,b,c,alll ci:%(abc)%i bic-(xy2).

Wir haben somit ein relativ vollstindiges System mod (4, ») erhalten, be-
stehend aus den vier Formen: f, 0, K, j Je

Es folgt daraus: :Alle nicht aus dem biniren Geebiet iibernommenen
Uberschlebungen von f fiber 6, ebenso wie die im Bindren auf (ab)* redu-
zible Uberschlebuno' (aBuy lassen sich ausdriicken durch Symbole 4 und ».

*) 2‘ bez1eh'o sich anf die durch zykhsche Verta,uschung der Variablen aus dem

Anfangsglled entstehende Summe iiber drei Glieder. Die Gleichungen gelten auch einzeln
fiir jedes Glied der Summe.
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Wir erhalten die fiir das Folgende grundlegenden Reduktionsformeln,
darch Spezialisierang von Entwicklung IV, oder kiirzer durch direkte
Rechnung (Vertauschen der Symbole), fir ay(abu)’, a3(abu)’, (au)® nach
folgendem Ansatz:

ag(afuy’=(abc)(bew)(adbu) ——-% (abe) (bew) [(bew) a, —u, - (abo)l?,
ay(afu)’ =(abc)* (abu)’ — ;— (abe) |(bew) a, —u,(abo)f?
fiir' (aGu)**): (al)u) abl=5 1@(31/%) —{-i—(vyx)“,

(abuw)(acu) =3 u3 (3 au)(0a u)2 + i auz):

(abu)’'= ‘1' f— suz a, +——u “a '—ﬁ“.t ®

g = % u, -4 |ag(afu)=0

=
(1) o
5 (aBu)*=0 - (abu)t =)
ag(abu) =—= u + g e ‘@ )lu; ag(afu) =0
a3 (afu)y=0 | ay (a01,c)?=§ai—%1tz

Wir nehmen dazu die ebenfalls aus der Reduktion des Moduls (abc) ent-
standene Formel:

. 1.
@) : @ a,u, = 30 Uy

Aus den Formeln (1) und (2.) und den fiir die Grundform v analog
gebildeten Formeln leiten sich alle spdteren Reduktionsformeln durch Polari-
sation ab, ausgenommen die Relationen flir die zerfallenden Formen. Aus
den Formeln (1.) sehen wir: ‘

) Gordan-Kersclzenstemer, a. a. 0. S. 92.
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Es fithrt die Formenreihe: a4 (aﬂu)z. auf Symbole » allein,

ay auf Symbole 4 und v,

(a@u) auf Symbole j, # und »,

(a0u) bei Faltung I auf Symbole ; und »,
(a@w)® bei Faltaung II auf Symbole 4 und 7.

Wir konnen also ersetzen:

1) mod (4,v): Faltungen mit j durch entsprechende mit (afu)’
oder (afu)’; ‘

2) ‘mod (): Faltungen mit # durch entsprechende mit ay oder ay(afwu)
oder auch durch spezielle mit (¢fu)* (die nur zun einmaliger
Faltung I fiihren).

Es wird insbesondere:
(abuy a; 0= 5 (]y:c)" mod v, (abu) a,8,= ——% (Jyx)’ mod »,
(aBu) v} =g (Juv)” mod », (abu) (abv)uyvy=— é« (A4uv) mod »,

(aBu) a,vy= ;,- (4uv) 4, mod ».

§ 6.  Zuriickfihrung des Moduls (4,v) auf den Modul (v).

Die Reduktionsformeln des letzten Paragraphen geben uns das Mittel,
direkt das relativ vollstindige System mod » aufzustellen; wir werden sehen,
da wir dem System der iibernommenen Formen nur die Formen 4 und
(e4u)=N beizufiigen haben (analog wie bei der kubischen Form und iiber-
haupt allgemein giiltig).

Wir betrachten zur Reduktion des Moduls o alle speziellen in Be-
tracht kommenden Faltungen, d. h. die Faltungen des relativ Vollstandlgen
Systems mod (4, ») mit dem System von 4, und gehen aus von den in
den Koeffizienten niedrigsten Formen, den Faltungen von f mit 4.
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‘Zur Reduktion der Formen (e¢4u)’, (adu)’, (a 4u)* ersetzen wir nach

§ 5 die Symbole .7 durch niedrigere Formen der Formenreihe, d. h. wir- ent-
wickeln die Ausdriicke

asby(bOuY, ay(aOu)by(bOuy, ay(abu)by(bou)

1) n_ai:h Polaren der Formenreihe a, (Symﬁole 4 und 1/),
' 2) nach Polaren der Formenreihe by (b6w)’ (Symbole »)
und erhalten die Reduktionsformeln (Rechnung siche unten):

8) (aduf =2 (Fvaf — 2 [-at—Fu,-0,(3va)y {e’f— _S}
3) b) (adny=—206,9va),
21 3
c) (a.du)‘:mé’ﬁ—mﬂ— 0‘+10ux 0.

(Zun den gleichen Resultaten fithrt auch die doppelte Reduktion der Aus-
driicke ay(bow), a3 (bOu), a3(afu)’(bOu) und o5 (adu)(bOu) nach Elimi-
nation von a’). |

Aus den Formeln (3.) folgt, daB («4u)* Reduzent ist in bezug auf
den Modul ». Daraus ergibt sich:

1) Die Reduktion des Systems von /: Die Formenreihe (44'u)* = a} (a4’
hat den Reduzenten (a4u)’ zum Faktor.

2) Die Reduktion des durch Faltung mit dem Modul 4 entstandenen
Systems:

" Die Formenreihe (@ Adu)® hat den Reduzenten (aAu)® zum Faktor.
Fiir die Formen (§4u) und 4, ergibt sich:

(adu) (abu)=(0 Ju) —u, 44(0.1u),

(adw)(adb)= —%Z/g.+%?tz-4‘;.

Aus dem Reduzenten (64w) folgt aber die Reduktion des durch
Faltung mit dem Modul .7 entstehenden Systems.
Journal fir Mathematik Bd. 134. Heft 1. 6
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Das relativ vollstiindige System mod » besteht also aus den seohs
Formen:

f,0K,],JN

Als Beispiel zur Relhenentwwklung in § 2 geben wir dle Ableitung
der Formel (3.)a ausfithrlich, bei spiteren Rechnungen soll direkt die
SchluBformel 1II aufgestellt werden. (Polaren verschwindender Formen
sind schon wihrend der Rechnung ausgelassen; die erste Zeile gibt die
nach Entwicklung II eingetragenen Werte, die zweite Zeile die, mit der
letzten Gleichung des Systems beginnend, rekurrierend gefundenen Schluwerte.)

Es folgt nach Entwicklung II:

1) m=3. n=4. 4=2. u=0. vr=z=1,

agbg (bOU)® = [ay] b+g lagby (@) (b0w) —u, - asby(adb)(bOu)|
e —— ub?
— 1 lag (aBu) by — 2, -0y (aBu) (L) by+ 113 - ag (@BbY: by
2 2 1 gy 1 2 n 2 27 7.2
=g(a4u) + g [as (aBu) ]b+ 3—6]"-[(19((1020 ]—5zcx~[ag(a010) 16%
lbu" [ag(aﬂu)z]b i— ?12 [ay(abu)’)b® + 3_6“1' [ (abu)?] .

2) ' m=2 n=3 Ai=1. wu=1. 1/F=X=1.

5

ag(aBu) by (bOu) = 2 {ag(aOu) by —u,- ag(abu)(adb) byl + % ay (bOu)
— a3 (b0u) (@00) =t 3 (e98) 10|

(a du)? 42 [a.9 (a 0uy]b+ 45 [ag(aﬂu)’] f

‘J‘Il\'.) l\'JH—t

tp+[ag(a 0 u)']6*—§ O U, [} (@0u)*] b+ 56 wl e [y (au)] b2,

3) m=2. n=38, A=1 wu=1l r=1 xz=2
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ay (a88) by (b0u) =2 {a,y (aB0) (aBus) by — v~ ay (aBBY by)

= g [ay(aBu))b* + 510 [aj(a@u)’]b—~ g“z [ay(aBu)’] b’
-—3—1(-)14,- [a3 (aBu)’] b
4) m=1, n=2. A=0. u=2, v=x=1,

ag(afu)’ by="[ay(abu)’]b+ g a3 (afu)(bOuw)

= (05 (@) b+ g[a} (@0uY)-f— S, [a} (@Bu)] b

b) m=1. a=2 i1=0. u=2 v=1. z=2. (x>

ap(afu) @BD) by =, (aBu)) b + 5 (a8 (b0u)

1 f 1 ,
=[ag(au)®’]0’+ v (a3 (aOu)*)b-- Tk [a% (aQu)’] b
6) m=1 n=2 i1=0. u=2 r=1 «=3.

a1y (aOBY by —=[ay (e )] .

N m=2 n=4, A=2. u=v=x=0. (Nach Entwicklung I).
@ (00u) =[@3) + 1o 1@ (@O u)])- f~ 2w, [ (Bu)']b + - a (aBu)] B,

8 m=1. n=3 i=1 wu=1 r=x=0. (Entwicklung I).
@ (a8u) (b00) = § [} (@Bu)]f— g e+ [ (aBu)]b.

9 m=1 n=3 i=1, pu=xz=1 r=0. (Entwicklung I).

dy (a818) (b0w) = [ (@Bu)) b — g+ [y (aB)] B
6*
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Aus 1) und ) folgt:
(aduy = g [ag(aBu)] b+ é [ [a?, (abu)*]+ ; t, - [ag (1O u)*) 0> — ;—0 - [ay (@Ou)’]b

U [ag(aOu)"] b’ — 90 2+ [a5 (aBu)*] b,

(adu)*:——a.,b,—{—g—f-(zﬁ—{—%uw-aib, %Qf a 62—1}211, i f.
(Zur Umrechnung in Symbole 6 vgl. § 8 und 9.)

Formel (3.)a lieBe sich noch kiirzer durch direkte Ubertragung von
Entwicklung I unter Einfibrung der Hilfsvariablen w=aub berechnen,
wiihrend schon bei Formel (3.)b und (3.)c der von uns eingeschlagene Weg
der einfachere wird; bei (3.)b weil man im voraus, nach § 9, daB alle

Glieder mit dem Faktor u, auszulassen smd Man erhiilt zur Berechnung
von (3.)b und (3.)c:

a1 4 2 s 2
3)b) 1) ay(abu)by (bu)’ = 5 (e du) + 5—[(1'9 (aBu) ];B b+ 360 (a5 (abu) ];/)’

2) ag(abuyby (bOu) =[ag(abu)] b+ %2 [a} (aBu)?]

(3.)¢) 1) ag(abu)by(bOu) = 5 (a Ju)‘—l— [aJ (aBu) Z]A b+ 12()[(“((10M)2]A

199

90" 2 [ah (a 02&)2] b2

.__—gu,x.[ag(aﬂw) ] 1 —u [(’a((lﬂu)”] l)+
2) ay(abu)by(bOuy = 2 [ (abu)] .
ub?

Nachbemerkung: Analog berechnen sich die nach § 5 reduziblen
Uberschiebungen von f iiber j. Es wird

= O, SO — L H — 864 g0,
&) 21, 3
2‘—'—_ — e —
aj-1002, IOH 2u, 6’3—1— ux 0,
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af=—~ 0’—}— Uy 0,
4.

Aus (3.) und (4.) folgt, durch Ubertragung aus dem biniiren Gebiet,
(00'w) =3 ] -f mod »*). Die iibrigen Formen der Formenreihe (66'«)* und

die Form 6} sind reduzibel anf Symbole ». Wir kinnen also ersetzen:
mod »: Faltungen mit /-; durch entsprechende mit (06'u)®.

Es wird ferner:

(99 2) = 3/ . 04 (99 2)=— N.

Kapitel III. Das relativ vollstiindige System mod (s, o, ?).
§ 7. Uberblick iiber die Bildung des Systems.

Um von dem relativ vollstindigen System mod » zu dem relativ
vollstindigen System mit niichsthoherem Modul iiberzugehen, hat man nach
der Definition § 3 das System von » in bezug auf diesen hoheren Modul
zu bilden und mit den Formen des relativ vollstindigen Systems mod »
zu falten. Nun aber steht »=u; als Kontravariante 4. Grades der Form f
dualistisch gegeniiber. Betrachten wir daher » als Grundform, so erhalten
wir ein relativ vollstindiges System von sechs Formen mod » (v)=(wv,2)*=s}.

Wir haben also zur Bildung des relativ vollstandlgen Systems mod s
(System III) zu iiberschieben

System I: £, 6, K, j, 4 N  iiber
System 11I: », H:.(Vulx)?ufui y L= Q) Hiw) w3, g=(vna)* H2 Hubuy, (vor).

Es wird sich zeigen (Formel (13.)), da8 die F01m g reduznbel ist, daf
also System II nur aus fiinf Formen besteht.

*) Gordan-Kerschensteiner, a. a. 0. S. 181,
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Im Laufe der Rechnung werden die quadratischen Formen
o=uy=0,uy, t=t=a}l’

als Moduln adjungiert, sodaB man ein relativ vollstindiges System mod (s, ¢,7)
erhiilt; und zwar soll der Modul (¢, ¢) als hiherer Modul als der Modul s
gelten. | '
Die Anordnung der einzelnen Formen soll nach der Ordnung in den
Koeffizienten erfolgen.
- Wir normieren die Faltung
0,(K,8,...)

hoher als die Faltung

Hy(H,,Ly,...).

Dadurch ist nach § 1 und § 3b die Reihenfolge der einzelnen Formen
gleicher Ordnung eindeutig bestimmt.

Die Bildung der Formen gleicher Ordnung wird tabellarisch durch-
gefiihrt: '

‘ I. Angabe, welche Formen von System I und II miteinander zu
falten sind, um die bestimmte Ordnung in den Koeffizienten zu erzielen.

IT. Aufstellung der irreduziblen Formen nach dem Schema der
Formenreihe. - '

III. Reduktion der reduziblen oder zerfallenden Formenreihen oder
Formen, d. h. derjenigen Stellen, wo die Gesamtformenreihe abbricht, und
dadurch der Nachweis, daB alle irreduziblen Bildungen mit den angegebenen
erschopft sind. : '

IV. Folgerungen, und zwar 1) Angabe neu entstandener Reduzenten,
2) Angabe derjenigen Formen, die nicht in Produkten mit Formen des
gleichen Systems in Faltung mit Formen des andern Systems eingehen.

Es wird sich zeigen, da8 nur auftreten:

, 1) Faltungen von je einer Form von System I mit einer Form von
System IL - |
2) Faltungen von Potenzen von 6, bzw. I, oder von zwei Formen

des einen Systems mit je einer Form des zweiten Systems.
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Wir werden folgendes Schema zur Faltung erhalten:

System I gefaltet mit System II
1. Ordnung f 2. Ordnung »
2. 0 4. H
3. » K, j, A4 6. . L,o
4. » N, 0, [g 8. » (vox), H*
b, 0.-K 10. H-L
6. o, 0,4 2. , I

Zur Kontrolle der Rechnung dienen, auBler der ,doppelten Reduktion“,
die beiden speziellen Formen:

. N IR AU BN
f:%‘xlx,. b= . S“ff' a,]_—gw. 4],—60.

I - ’

' a:—%] qz—gid. 0=0. ¢t=0

II f:%T: S:%Z./‘. (l,]:%io //?,:-1152'0. (7:%2] gzild
():O. t=0

Nachbemerkung: Den Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) entsprechen fiir die
Grundform » die folgenden:

_li:éux-o

(wna)y =A\0,(a)=0 |H,=0

®.)
vna) =0 H,(vya)=DL H.(vnx)=0
7 i 1, \rne, ‘
(wna) =g |H (vnz)=0 A (vpa)'=C,
1 2 22— Lop
A._—gsu/———gu.r S+ 58— (g,
r P
B=— (: s, + (7; Uy §% — ('—)]'ui,
25 J,
=5 8= gt
1 1
(6.) Su,s,= 3 Uy St = 3 Jou,.
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a) (voa) =%(Hs u)’ — % vesl — %ux's,](f]suy + ul { J. V———(?S u)“}

(7.) b) (1’0.%')3 =— Ms” (Hsu),
. 4_%! 2 3, 6 3 1 . .
¢) (vox) —1034—T()A"gux’sn‘*'jﬁ“m‘sn,

)]1

a) g,=—s,+u, {gs,]— A} 3u? s +—u
b) gi=li o 7 Bus 4 s,
89

¢) g=— —163;’]—{- 5 U, S%,

3
O g=>s

§ 8. Formen dritter Ordnung (System II1).
Faltang von f mit ».

a, -

2
) - a, e -
Irreduzible Formen:

cdb =1

Reduktion: @, =g iu, (Formel (2)),

Folgerungen: 1) a ist Reduzent.
2) £ tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen () in Faltung
mit » ein, Das Gleiche gilt fiir » in bezug auf /.

§ 9. Formen wierter Ordnung (System III).
Faltung von 6 mit ».
(9vz) 0, .
Irreduzible Formen: (Gva) 0, (9vz) 0
0, (9rva)y . g,
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Reduktionen: Aus dem Reduzenten a} durch doppelte Reduktion der
Ausdriicke a} (abu), a}b,, @b, (abu) nach dem Ansatz:

62 (Ive)=a (abva) (abu) — % (vv,2) =a, b, (abvz) (abu)+ %- (v, 2)°

=a} (abu)—ald, (abu)=2ald, (abu):%ai (abu)‘,

6. (9va)y =a (775\1)1/.77)2 - % (1,2 =a, b, (abva)+ % (vv,x)

i 2a3b,+a3b3—%s=2a:b.—2aibi+és=§i-f—§-aib

y b_‘si
6 (9ra)=ab,(abvzx)(abu)=a b, (abu).
Es entstehen die Formeln:

62 (9va)=0

0, (9va)=0 0 uy=ui=¢ (adj. Modul, §7).

(9.) s 4., 1
03,(19’”-1‘) —§Zf——6:3 ’

Folgerungen: 1) 6% (9vz)* ist Reduzent.

2) v tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen (g) in Faltung
mit 6 ein,

§ 10. Formen finfter Ordnung (System III).

Faltung von {K’ J> 4 mit v,

mit H,
Irreduzible Formen:
X K, )
kva) . K?
A) (kva) 2
(kva) K, (kvx) .
’ Kv (k Vx>3 1)

Journal fir Mathematik Bd. 134. Heft 1.
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Gra) 4,
.. 2
ve
B) (J. )3 0
(jr)
L b
(aHu) (a Hu)?
D) a, a, (a Hu) a, (a Hu)?
a
Reduktionen:
A) Formenreihe K}: Reduzent ¢ .

Form K (kva)*: Reduzent 8 (9rz).
(kvz), K,(kvz), K (kvz) sind zerfallende Formen nach § 3.

B) Form (jra)=(abra)=d-0+6:-f—4a0,—4a,la, 0, — (b va)}®

+ 642 {a,0, —(@Bra)f =0+ f+ 510 — 6 a3 (@Dra) +4a, (B,
(jra) =g-f+210-mod(4,7),  (vgl. §5 Schlub).

C) Form 4;: Reduzent 6;.
Formen 4 und #: Reduzent a3 oder 6% durch Ersetzen der

Form 4 durch niedere Formen der Formenreihe (§ 5 SchluB), d. h. durch
doppelte Reduktion der Ausdriicke

aga,, agall, und ayb;.

Die doppelte Berechnung von 4 gibt Anla8 zur Reduktion der
hoheren Form aj.
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Reduktionsformeln:
a) ﬁ:%@——@my+z0+ 2-(2a—1)
3 13 , 2
(10.) b 4,=-15 e+ {10 = Bt}’

) Li=a->t.

Ableitung der Formeln:

a)

b)

b')

D)

1. 6 6 ~ 11 -
ay @ =g i0=[as)+ 7 [0}t 5 [a5 (101}, ¥2" + g5 [} (aBu) )3’
_g (2 [0?9]: -——é U, [(I?g (a0u)2], 1;.\3172,

. 2 2, 2
3—@0”—_-43—5161-43—(1,%! vy, 2) + gai(vley+%uz-af,a,l(vylw)2;

asald,=0= [a;,],.-{—% [a§],a+g [as (a0u)?),. va® + —12—0 [} (a Ou)), va*

9 1 ~
—-ﬁuz-[a@,,—;lux-[aa (@B},

0= ~Js Ja_ka +7O . a,];

ay b} =a,=ay0, {a,— (abrz)p
= — 2 {31t 2 [0 (@O0~ 15 [ (b)), 72

+§u [ay) +£2—16 [y (@Bu)?),. va?
9 'z vt 120 =* \ v2 by

R DU SRS L SO |
R R IO U T

a0y =a; [a‘,],.—}- 7 [ (@), v,

2
ag=4d; + 3 ay.
Reduktion von «} durch doppelte Reduktion von 4} (O).

7*
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Die iibrigen Reduktionen durch Rechnung, die der in § 9 dualistisch
entgegengesetzt ist.

Reduktionsformeln:

ay(a Hu)= — 1 (aéu)3 @, (aHuy = ;— v — (asu)‘

(11.)(_,2:—(1 +5 2t + Uty (aHu) =0,
ay=t (als Modul adjungiert).

Folgerungen:

1) (jva), 47, o) (a Hu) sind Reduzenten.

2) » tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung
mit K, j, 4 ein; das gleiche gilt von f in bezug auf A und von j in bezug
auf », da 6,(9-j,v,x)° nach § 11 B reduzibel wird.

§ 11.  Formen sechster Ordnung (System III).

Faltung von &, f-j, N mit »,

mit H.
Irreduzible Formen:
A) (Prva) . B) a,(jrx) . C) N,,
0, (9 va), . a, (jra),
’ (0Hw) | (6 Hu) |
(9na) 0, H,(0 Hu), 8,(6Hu)|6, (6 Hu)*
(Ona) \Hy(9nx), 6,(9n%) a0, 65 (0 Hu)

0,(9nx)’

Reduktionen:

A) (#va)* zerfillt nach Formel (3.)a:

(ad 52 = 3 (9 v ) — fa(v3x)2 S+
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B) a,(jvx)* zerfillt nach Formel (9.)a, indem wir nach § 6 Schluf
[-j durch (66'u)’ ersetzen, und die Reduzibilitiit von 6, beachten:

L, (ra) = (00 vy 0,= 030 60,= 6.0+ (57 0’&&):'03-‘0‘—'% 6.0
‘Formen «, (jv2)* und & (jra)’: Reduzent ¢, und (jra):
a, (Gvay =a (jray —(va)(jv aw),

ay(Jra) =a(jra) —2aq(jra) (jv (;;() +(jra) (jv awy.

C) Formenreihe N?; Reduzent 42.

(nv2) und N, (nva) zerfallen als Uberschiebung iiber Funktionaldeter-
minanten nach § 3.

D) Ubersicht iiber die Reduktionen:

a) Formenreihe 6;1/,: Reduzent «a;(«Hw). (Fithrt auf Formen mit
héheren Symbolen.)

b) Formenreihe 6, Hy: Reduzent «;(aHu) durch doppelte Reduktion.
(Fiihrt auf Formen mit héheren Symbolen und auf héhere Formen der
Gesamtformenreihe, d. h. auf die Formenreihe 6).) Wir betrachten an
Stelle von 6, H, die Formenreihe 6, (97x) (0 Hu) =60, Hy + 6}, ersetzen darin
die Symbole # durch die niedere Form (a«bwu), gelangen so zur doppelten

Reduktion der Formenreihe a;(aHu)(abu)=80, Hy+ 303 mod s bis zur End-
form a}b, (b Hu) (abu) =03 H, + 3 6},

¢) Formenreihe 6}: Durch doppelte Reduktion derjenigen Formen,
die zugleich den Formenreihen 6, /7, und ; /1, angehoren — d. h. der Formen
der Formenreihe 67/, — auf Formen mit hoheren Symbolen einerseits, auf
Formen mit hoheren Symbolen und auf die hohere Formenreihe 6
andererseits. '

d) Formen 6;(972), 6;(9nx)*, 6,(Inx): Durch doppelte Reduktion
mittelst des Reduzenten « analog der Rechnung von § 9.
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e) Formen &;(6Hu)’ und 6;($nx): Durch doppelte Reduktion der
Ausdriicke 4} (a4u)* und (ad vx)* mittelst der Reduzenten 4, und (adu),

f) Formen Iy und Hj: Zerfallende Formen. Ergibt sich bei H}
durch doppelte Reduktion des Ausdrucks A2 (adu)® oder auch durch direkte
Berechnung der Produkte (a})’, a;-b, durch Formen des Systems. (Die

analoge Berechnung von (¢,)* gibt eine Relation zwischen zerfallenden
" Formen.)

g) Reduktion hoherer Formen dadurch, daB Formen der Formen-
reihe 6.H zwei Reduktionsmoglichkeiten zulassen (zwei reduziblen Formen-
reihen angehdren) und zwar:

g9 durch ddppelte Reduktion von 62(9na)*: 148t Reduktion d) und e) zu;
s3(fsw) durch doppelte Reduktion von 6, (.917:8) : 1iBt Reduktion ¢) und d) zun

s5(@su) darch doppelte Reduktion von 6, H;  : 148t Reduktion a) zu und hat
Reduzent & (9vz)’ zum Faktor;

5% durch doppelte Reduktion von 65 H, : liBt Reduktion a) und c¢) zu,

Der Nachweis der Unabhiingigkeit der iibrigen Formen ergibt sich
durch doppelte Reduktion der Formenreihe (¢ du)’=6).

Ausfiihrung der Reduktionen:

Die Existenz der Reduktionen a), b), ¢), d) ist a priori klar, da nach
dem angegebenen Bildungsgesetz die bei der doppelten Reduktion ent-
stehenden Relationen von einander unabhiingig sind. Bei den Reduktionen
e), f), g) ist durch Rechnung nachzuweisen, daB keine Identititen ent-
stehen. - ' ‘

Wir geben, symmetrisch zum Diagonalglied in der Formen-
reihe 9-H bis zur Form 6, vorangehend, teilweise mit Andeutung der
Rechnung, auch die durch Reduktion a), b), c), d) gewonnenen Formeln,
.da sie zum. Teil bei Reduktion e), f), g), zum Teil spiter Anwendung
finden. o : . '
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1) Hy und Hj nach f). Nach dem Ansatz*)
a, by, =v-a,b;—(a Hu) (6 Hu)b,~ 1/-a,bf~—f-a,,(aHu)2——(abu)(aHu)b,,+(abu)"b,7,
aﬁ-bfl=bfl{a.,,u,—(av/a\/lu)izevV-(z'fb‘ 2a,b, (aHu)(bHu)— (asu)Q(bsu)2
= v-a2bi—2a (o Hu) (abu) — & (asu): (bs w4 (9 ) (0 Hu)'

entstchen unter Eintragung des Wertes von 6, H, die Formeln:

a) Hy=2aq, -02+2v-0 (Fva) + 9]”-0,}((1[{25)2—

(12) o
b) Hje (a2)*+26; + g (Osu)+ ——s v— z]‘-u—-—f(asu)‘

2) 0,H, nach b):
(e Hu ()= [ Ha) Y & 1002 e HuY) = by ()
+a,7(abn.z)(abu (a Huy= 6,(952) (0 Hu)+ 2 5Ot Ly
Nach den Formeln (5.) und (11.) folgt:

0,,H9~—g— " 4(0310) B 7—*—92701°

3) 6,H;(60Hu) berechnet sich nach b) analog wie 6, H,:
1
6, Hy (0 Hu) = — 65 (0 Hu) —5 CED
4) 0,H,(9nx) nach b); 6,(992) nach d) (vgl. §9):

) 1 1 1
0, Hy(9nx)= —0, (.9?1x)_€—;s3 (Osu)= 5 (For) — 589 (Bsu),

o, (8nx)~§ ay(abu) = -—%(39:6).

*) Das Zeichen ~ an Stelle des Gleichheitszeichens bedeutet, daf Produkte

aus u, mit hoheren Formen, als die durch Faltung IIT und IV entstehenden, aus-
gelassen sind.
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5)

6)l

)

6,H3 nach b), ~ 6;H, nach a),
aus a (aHb) (bHu); aus a (Hab) (abu);

0 H9 nach b) und dadurch 6} nach c),
~aus @ (bHu) (abu):

ls —Lia
6.9

v

3 1 1 4.
6, H; ~f§\02H9—Is,‘9(0scﬁ)2+gs,——g—za,e-‘ —6,—

6: Hye 3%0?——39 (05@0)’—}- o S

77

CD, o

6; Hye %09 =0+ »s und daraus

03,@‘2—39 (0511)2——%«% +%’I-"”w

6’ (0 1wy’ nach e):

12 3 1
45 (adu) =[(adu)]s=—5 0,0 Hu) — 50 —55(0su) +v-0
~ (nach Formel (3.) c),

A2 (adiy =[40e =1 020 Huy+ Lo 2 (9euy + 13
" (nach Formel (10.) a),

1 1 1... 1
6; (0Hu)2=—g0+—1§(031.c)‘——»9~zj+»?;V-g.

0, (3173:)2 nach d) und e). Daraus Reduktion der hoheren Form g

Nach analoger Rechnung wie in §9 folgt:

1,, 1., 1 1
0,(9nz) =g tf—g @b, —159= tf 3 00, —59

1 Qg o 4, 4 B SN
=—¢9—3 (Ye) + 45 f-ag+ 57+t (nach Formel (11))
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Nach entsprechender Rechnung wie oben folgt:

-~ ~, 21 T, 3
(adre) =[(aduy)re =150, (In2)’ + 1555 — 159,

(nach Formel (3.)c¢),
(advi) = —5id +6[4)a —4[L]a+ - f
36 9 3 3 b 317 4
= — ‘50?](37].27)2_53; “59—5(301»')2 -+ g@d‘{"‘?-bf'az’i’%f‘ t,

(nach Formel (10.)):

93 3 15} 3 . H. 37 4
009y = =159 —gsi—5 (Feaf +5id+ 5 f-dy+ 5 /1,

und durch Vergleichen der beiden Werte von 6 (372)" nach g):

4

(13)%)  0=g—2s3+2(Fea) +5id—f-ai—2[-t.

8)

9

0; Hy(0Hu) nach a) und b), daraus 6} (6Hu) nach ¢) (Formen
mit dem Faktor «, verschwinden):

2 1 ’ 1
0, Hy(0Hu)=— 55 CEDN —3 (vox),
6, Hy (0 Hu)=— 5 6, (0 Hu)— 5 (vo2),

1
6,0 Hu)=35sy (Osu)’.

6 H,(9nx) nach a) und b), daraus 6,(97n2z) nach ¢). & (9nx)
nach d), daraus Reduktion der hoheren Form s%(#su) nach g)
(Formen mit dem Faktor u, verschwinden):

*) Es ist dies die in der Anmerkung zur Einleitung erwiihnte Relation

zwischen den drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades.
Journal fir Mathematik Bd. 134. Heft 1. 8
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1
b, Hy (9m2)=3 (atu),
1
0, Hy (9n2) = 3 (atw) -{— 0, (Ina)— ~st, (Osuw),
1,
6(972) =1 53 (Gsu),
6 (9n2) =2 0, (% 02) + - (atu):
2(In0)==0,(F02)+ ¢ (atw):
2 45 0q 2
(14.) sy (Osu) =5 0,(F0a) + & (atu).
10) 6;H% nach a) und durch Reduzent &} ($va), 6 H, nach a) und ¢),

6, nach c), daraus Reduktion der hoheren Formen s%(fsu)* und

s? nach g):

Nach a) 6, Hy=(a}(aHuf)¥ + 5[] —3 Hi(vnay

=gi 33(032/,)2 ay—}-—(ata )2+51iJ-u§.

2 1 o2 1, 2
Durch 62(9va)t. 6% Hi=[63(9 yx>2]r tgl6]ra’ —5 s5(Osu)

4.,

l
I S 33(0314)2 (Vpx)’.

Nacha) 6, H,= —[af](aHu)]g\b’ 3 [a (a Hu)]b*— u] b+ "]A
+ %uz (e} (a Hu)?) b
za 2 4 123 +15 - ()O(V()x)2 5O(atu) +§7z u,——J ul.
Nach ¢) 6% Hy: a(Hab)(bHu) = 3 (atu}=0% Hy(0 Hu)(9n2)+ 3 B (vnzy

20 Hy =3 0 H3 4 0, Hy—u, [d}(a Hu ¥+ 3 Hi(vya),
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03]]3_——z a + s += (vgxf ((1tu)2 —z il ~—Ju

) don 1o 16,
Nach ¢) Hﬁ;zgwi—-as + 13 0, — 5(1 ox )+ 5((lt1(>2
Nach g) aus den zwei Werten fiir 62 H;:

] 35,(0324)2;—gsi——2(atu)?+2(vgx)2—1=f-u;
(15.)
’L NG +E02 ( tu)® +4, (VQ:L)2————2 cul.

Nach g) aus den zwei Werten fiir 6 /1,:

4 . 4 8 , 26 2 )
(16.) si=§z'uﬁ—|—503—}—5((“‘16)‘—-%(1/9@)2—}— Jou? —~z2 2.

Formel (16.) gibt die Grundlage zur Reduktion des Moduls (ss'u)},
Formel (13.) zur Reduktion des Systems von s. (§ 17.)

Folgerungen:

1) a,(jva), 0,H,, 6,(992), 6,(0Hv)’ sind Reduzenten, «,(jvz),
Hy und Hj zerfallende Formen.

2) Die Form des Systems II: j(v)=g¢=(vnx)*H, ist reduzibel.

3) w tritt, da die einzige kontragrediente Form g reduzibel wird,

iiberhaupt nicht in Potenzen oder in Produkten mit Formen des gleichen
Systems in Faltung mit System I ein.

6 tritt nur als Kontravariante betrachtet in Produkten oder Potenzen
in Faltung ein, und entsprechend /7 als Kovariante betrachtet (vgl. § 13 B).

§ 12. Formen siebenter Ordnung.

f-K mit »,
Faltung von <K, j, 4 mit H,
f mit L, o.
g
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Irreduzible Formen:

| . (KHu)
. . K, o K, (KHuy
B) (knx)? . K;
(knax) | H,(knz), K (knx)
K, (knay ,
'nx H] * d}]
Q) (jna) : 2 D) ( w)
H,(jnx) Hp, 4,,
(aLu)? (aLu)
E) a . a,(aLu}’ a,(aLu)’
@
Reduktionen:

A) (9-k v, z)* zerfillt als einmalige Uberschiebung iiber die zer-
fallende Form (9*»z)*.
B) Formenreihe H, K,: Reduzent H,0,
Formenreihe K (KHu): Reduzent o) (aHu).
Formenreihe K3 (knz): Reduzent 6 (97x).
Die daraus sich ergebende doppelte Reduktion der Formenreihe K} gibt
AnlaB zur Reduktion der hoheren Formenreibe (j7z)’.

(KHu), (knz), K,(knz) zerfallende Formen nach § 3.

H,(KHu), K, (KHu) zerfallen als entstanden durch einmalige
Faltung mit der zerfallenden Form K, (kvz) und der Funktionaldeterminante
I(i—zﬁ(aﬂu}saﬁ(aé’u) mod »*.

Der doppelten Darstellung von K entspricht eine Relation zwischen
zerfallenden Formen. '

Es wird:

H (KHu)=2K, (vv,k) =26, (vv,a0)=26}-a,—a’-0,+ f-0,(0 Hu)
—f-v-6, (Produktsatz) mod (»*),
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K, (KHu)=— K2 (vv,&) =—a (afu) (vv,2) = — 0% (aO1) (vv,2)
=a,(aHu)}- 0+ a-0,=—0, (0 Hu)*-f—6;-a,:
(A7) 0=a}-0,+ 6, +f-0,(0 Hu)’ + 0-a, (« Hu)’ mod (*).
Die Formen H,, I, (knz), H;, H; (knx) zerfallen als entstanden durch

einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen H, und H; (vgl. § 3.
2), a) und b)).

Es ist H,= Hy (a0u) ={Hy)—f-Hy(§ Hu). (Spezialisierung y= wo
von 2)a).

H,(kna) = Hya,— Hy0,-f, Hﬁ(zq:%[ﬂg]a-gyﬂaa, (§3. 2)b).

Hi(abuw)=[HJzm, Hia,=[Hjla=H(knx)+ H;0,-f.

C) Formenreihe (j7x)’: Reduzibel durch doppelte Reduktion der
Formenreihe K nach B); nach dem Ansatz: '

0=a(abu)=6}(abu)=10,+ (a0n))? (au)— 6 (abu)
= ;—(]qr):‘ mod (+*, s, 0,¢,¢,J). (Vgl. § 5 SchluB.)
Der analoge Ansatz gilt bis zur Schlufform der Formenreihe:
0=H; (abn2)d = H;(&,\(hzw) 0:,‘7:%}1; (Jnx)* mod (»*, s, 0,¢, 1,J).
Form (jnz)*: Zerfillt 1) durch zweimalige Polarisation der Relation
fir die zerfallende Form Hj ((12.) b);

2) durch direkte Berechnung des Produktes a,-6;; dadurch Zer-
fallen der hoheren Form (4Hu)’. Es wird:

*) Produkte von Formen, unter denen eine Kontravariante ist, wie in diesem Fall
f+0 v, sind bei allen Relationen zwischen zerfallenden Formen weggelassen, da sie
bei der Anwendung der Formeln bei System s;v keine Bedeutung haben.
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. 1,. 2
a) ;‘ (dHu) +5 () =0, a,, ]
(18.) 4 ‘mod (v, s, 0,41 J)
b) (jq:v)e——-—g()ﬁ'l!,, l

nach dem Ansatz:

Hj(abu)y= % (4Hu) =286, (abu)(allu)+ 6% o (Produktsatz)
= (abu)(« Hu) a,— (abn2)* + 6% a2, ,

a, -8 =—(avv,u) 6 (01//1\/1 u)— i) (a yra)8, 0, (01;\1/1 w)=— g 0, (0 Hu) (aHu)

= — 26,0 Hu) (abuy=—> (a,— (@O nz) ! {(aHu) — (aOu)] (abu).

D) Formenreihe 4, (4Hu): Reduzent ;.
(dHu)* zerfallende Form nach C).

E) Formenreihe «;(«Lu): Reduzent a; (a Hu).
Formen (¢Lu) und «,(«Lu): Zerfallen als Uberschiebungen tiber

Funktionaldeterminanten nach § 3.

F) Formenreihe «): Reduzent «;.
Formen a; und «}: Reduzent &) und « durch doppelte Reduktion
der entsprechenden Ausdriicke
H,a, wnd H,a, H, a,a, and H,a;

(vgl. § 10. C) Reduktion von 4} und 4}).

Daraus Reduktion fiir die hoheren Formen a, s, (asu)’, @ s, (asu)® und fiir
Formen in Symbolen ¢, («, ;) unter Beriicksichtigung von (16.):

21 oge 1 )
(19) 9 @ =g 0= e

ass, (asu)’=0.

Form o,: Zerfillt durch Polarisation von (12.)b oder kiirzer durch
direkte Entwicklung des Produktes «;-6) nach dem Ansatz:

@0, =a20, la, — (@0v, &) = —2 a, (e Hu) (a0 H) (aOn2) + (afr,z) a2 0,
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und unter Beriicksichtigung der Reduktion von 75 (jnz)’ (C):

(20.) a,=2a.-6, mod(s,0,t,7).

Folgerungen:

1) (jna)’, 4,(4Hu), a% sind Reduzenten, (jna)’, (4Hu)’, a, zerfallende
Formen.

2) f tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung
mit L ein, / und daher auch K und N tiberhaupt nicht in Faltung mit ¢ und
folglich auch (voz). j tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen,
4 iberhaupt nicht in Produkten in Faltung mit H und L ein (folgt aus
4,(4Hu) und (4Hu)*). Ebenso tritt ¢ und folglich (voz) nicht in Pro-
dukten in Faltung mit irgendeiner Form von System I ein. Es bleiben
an Produkten in System II, unter Beriicksichtigung der Folgerungen in § 11,
nur Potenzen von H und Produkte von /1 mit L.

§ 13. Formen achter Ordnung (System III).

45 mit v,
Faltung von 6% /-5, N mit /],
6 mit L, o.
Irreduzible Formen:
' ° ('9,2'7:(;)3 .
d, B
A) Gra), ) (Fna) Hy (9 ), 60,(9nx),
Hu) H,
o (o D) HuN,
a,(a Hu) H,,
(6 Luy (6 Lu)’
. 0, . Ly(6Lu), 0,(60Lu) 6,(0 Lu)’
E ‘
) (9lx) . 0,

6,(91x)
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Reduktionen:
A) 4,(jvx)’: Reduzent «,(jva).

4, (jva)’ reduzibel durch die zerfallende Form a, (j»z)* nach § 3. 2)b
unter Beriicksichtigung des Reduzenten 8. Denn nach § 11 B) wird:

10 4, (jra) + a,(jyP)as(Jray+ 10“ (JrI)= —0’ 03’~+ 6,041, 05
(Reduzent a; und 0y).

B) Die Formen H, (' na)’, H3(9'nx), Hj (9'nx)’ zerfallen als entstanden
durch sukzessive einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen Hy und Hj,
bzw. Hya, und Hga, nach § 3. 2)b) und nach der Relation:

Hy(¥ na)=2Ha,-f—2Hya,b,.

C)  Formenreihe «,(jn2)’: Reduzenten «; und (jnz)’.
Form a,(jna) zerfillt: Reduzent @, und einmalige Faltung mit
der zerfallenden Form (jnz)* nach § 3, 2)a (Spezialisierung y=wuv).

Form a, H, zerfillt: 1) durch einmalige Faltung mit der zer-
fallenden Form «,(jr)*;

2) durch spezielle zweimalige Faltung mit der zerfallenden Form
(jnx)*; daraus eine Relation zwischen zerfallenden Formen.

Aus a,(jva)y: 0=0,-0,+ 20, H; mod (s, 9,71, J). |

Aus  (jra)'s 0=6,-0,— 50, H, mod (5,0, 64, )

(Produkte mit Kontravarianten sind ausgelassen),

nach dem Ansatz:
% a,(abu)* 6; + -« (abu) 6, (0bu)-—-~—(]1ybu)2+ H (Jgbw)— fo

und Vertauschung der Symbole in «, (abu)(0bu) ;..
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D) Formenreihe N, (NHu): Reduzent 4.

(NHu), (nnz), N,(nnz), H,(NHu) zerfallende Formen (vgl.
§ 12 B), (NHu)’ zerféllt durch einmalige Faltung mit der Form (4Hu).

E) Formenreihen 6,L,; 6} (0 Lu)’, 6% (9ix):
Reduzenten: 6, H,, 6; (6 Hu)*, 6,(9n2).
Formen (6 Lw), (3!x), Ly, Ly(6Lu), 6,(6Lu), Ly(3x), 6,(3!x),
L3, L;(6Lu), 6;(6Lu) zerfallen. (Den zerfallenden Formen von § 12 B)
dualistisch entgegengesetzt).

F) Formenreihe 6,(3az): Reduzent o.

Formen (9ox) und (9oz)* zerfallen, als entstanden durch ein-
malige Faltung mit der zerfallenden Form a,; 6, durch zweimalige Faltung
entstanden, zerfillt, da die Formenreihe «;(afu) 6}, = H3(jnz)=0 mod u
lo (s,0, 22 J):

0, =a,(abu)’ = a, (abu) 6,.

Folgerungen: 6° oder 6K tritt nicht in Faltung mit H ein; 6 nur
als Kontravariante betrachtet in Potenzen oder Produkten in Faltung mit L,
iiberhaupt nicht in Faltung mit o und (voz).

N tritt nicht in Produkten in Faltung mit irgend einer Form
von System II ein, ebensowenig wie mit Potenzen oder Produkten von Formen
von System II. Es bleiben an Produkten in System I, unter Beriick-
sichtigung der Folgerungen der letzten Paragraphen, nur Produkte f.j, 4-j,
Potenzen von 6 und Produkte von 6-K.

§ 14.  Formen neunter Ordnung (System III).

6-K mit H,
K,j, 4 mit L,
Faltung von ! )
Jy4 mit o,

f mit H*.
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Irreduzible Formen:

(KLuy*

, (19]1; . .2;')“ L . - R . o I{I(KL u)s
A) y My 4 . . K? . .
Hk(?'k,'l,w)? 3 (k l.:c):.‘
K, (ley y
Lj’ " K . (aﬂzu)a (a.qu)A
C D) 4 E ; G , - .
) D B, @ T

Reduktionen:

A) die Formen Hy(kna)’, flﬁ(/ﬁryx)z H3 (knx)* zerfallen als entstanden
durch sukzessive einmalige Faltung mit zerfallenden Formen.
B) Formenreihen K,L,, K?(KLu), K?(klz):
Reduzenten: 6, Hy, a,(aHu), 6} (9nz).
Formen K,, K, (KLu), K/(klz), (KLu)’ (klz)* zerfallen als Uber-
schiebungen iiber Funktionaldeterminanten (§ 3).
- Formen L, L,(KLu), L,(KLu), L,(klz), L,(kiz), L, Lz(KLu),
Li(klz), L3, K,(KLu)’», K,(klz)* zerfallen als entstanden durch ein-
malige Faltung mit den zerfallenden Formen: :

Ly, H(KHu), Ly(91a), 17, Ly, Ly (0Lv), K, (KHu), 6,(91z)

nach § 3. 2), a) und b). :

O) Formenreihe (jiz)*: Reduzent (j7x)’
Formen (jlz)® und L;(jlz): - Entstanden durch elnmallge Faltung
mit der zerfallenden Form (j7z)

D) -Formenreihe 4,(4Lu): Reduzent 4.

Formen (4 Lu)’, (4Lu): mmahge Faltung mit der zerfallenden
Form (4 Hu).

E) Formenreihe (joz)*: R_eduzeht aq durch Ersetzen von j durch niedrigere
Formen der Formenreihe (§ b):

a:(abu)= % (jox)... di(abox)= —;— (jox) .4
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F) Formenreihe #2: Reduzent az.

Form 4,: Reduzent ¢ durch Ersetzen von 4 durch niedrigefé Formen
der Formenreihe:

agaf,zgzl, mod ».

Folgerungen: Nur die Form j tritt in Faltung mit ¢ und (»o2) ein.

N tritt nicht in Faltung mit L ein, da die 4, entsprechende Form
N, zerfillt.

§ 15. Formen zehnter Ordnung (System III).

6% f-7 mit L
Faltung von K '
6 mit H>.

Irreduzible Formen:

(9 lz)* . (aLu) L,
0,(9° )", : a,(aL u) Ly,

(6Hw)y  (6H u)!
Hy(0H*u), 6,(0Hu),

Reduktionen:
A) und B): Zerfallen der iibrigen Formen durch einmalige Faltung mit
zerfallenden Formen.

C). Zerfallen der iibrigen Formen nach § 13 B) durch dualistisch ent-
gegengesetzte Betrachtung.

Folgerungen:
6*- K tritt nicht in Faltung mit L ein; entsprechend /7L nicht in

Faltung mit XK. H° und H’L treten nicht in Faltung mit 6 ein.
Das Schema zur Faltung § 7 ist somit bewiesen.

9*
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§ 16. Formen 11., 12., 13., 15. Ordnung (System III).

11. Ordnung.
6-K mit L,
V K,j wit H?,

F
altung von ]]. mit (v02),

f mit H-L.

Irreduzible Formen:

A (9-k, 1, zy . B) (K H*u)? o
6,(9-k,, x), . K, (KH*u),
C) (”Gj)’ D) (a, H'L’ 1‘)4'

12. Ordnung.

¢ wit L,

Faltung von {
0 mit H.L.

Irreduzible Formen:

‘ 0,H-L,uw)
E) (%), F)
Ly(6, H- L, ).
13. Ordnung.
Faltung von K mit FH.L.
Irreduzible Formen:
(K,H-L,uy

G) . S
K, (K, H-L,u.

15. Ordnung.

Faltung von K mit 71;.

Irreduzible Form:

H) (KH uY.
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Reduktionen:

Formen Hj, H:. Reduzent L} aus der Relation:
(le)Li:-%Hz mod (o, ).

Zerfallen oder Reduzibilitit der iibrigen Formen nach den Be-
trachtungen der friitheren Paragraphen.

Folgerungen:

Nach dem Schema zur Faltung § 7 und den Folgerungen der §§ 8

bis 15 sind hiermit die irreduziblen Formen des Systems III (117 Formen)
erschopft.

Kapitel IV. Das relativ vollstindige System mod (o, ¢).

§ 17.  Reduktion des.Moduls (ss'u)* und des Systems von s.

.Zur Bildung des nichsthoheren relativ vollstindigen Systems hat
man nach Analogie von § 7 das System von s in bezug auf den niichsten
Modul » (s) =(ss'w)* zu bilden und mit den Formen des relativ vollstindigen
Systems mod s zu falten. Es soll gezeigt werden, daB bei Einfiihrung
des Moduls (¢, ¢) als hoheren Moduls

A) der Modul (ss'u)* reduzibel wird,

B) das System von s aus der einzigen Form s besteht.

A) Die Reduktion des Moduls (ss'w)* ergibt sich sofort aus dem durch
Formel (16.) § 11 gefundenen Reduzenten s’. Aus

=i O o (b =2 (a4 L it

folgt durch Polarisation von = nach »,:

(ss'u)t= -§J-V+ 6,55,
(21.)%

—..:25é 6, 6,4+ %?aﬁ(atu)? —?F;—ZH: -}-g-i-(asu)“ﬁ—%J- 7/—~3—@2~v

und damit die Reduktion des Moduls (ss'u)*.

*) Aus Formel (21.) folgt die in der Anmerkung zur Einleitung erwihnte
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B) Die Reduktion von Z=(ss'u)*=6(s) und daraus die Reduktion
des Systems von s ergibt sich durch Ersetzen der. Form Z durch die
niedrigere Form ¢g; nach Formel (8)b § 7 unter Berticksnchtwung der
Relation ‘

sy=28,(vv, x)‘-—-% z

Die Form ¢ hat nach Formel (13.), § 11 den Reduzenten s} zum Faktor.
" Es wird, nach Formel (8.) und (16.): |

7 =—/+ 5 ia’ + z(asu)’ mod (g, t),
nach Formel (13.), (14.), (15.), (16.):
Gi=2(5 g § A1= 253 —p [5(05u)) 72— 21

4. 2. 1
=51-a§—52-(a3u)z+3~}0 mod (g,1):

(28)  z=2ia+tiesup-L70 mod (g,0.

Das relativ vollstindige System mod ((ss'u)*, ¢, ?) geht also iiber in
ein relativ vollstindiges System mod (o, ¢), und aus diesem entsteht durch
Uberschiebung iiber das bekannte System zweier quadratischen Formen das
absolut vollstéindige. Zur Bildung des relativ vollstindigen Systems mod (g, ?)
haben wir, da nach Formel (23) das System von s sich reduziert auf die
Form s, das relativ vollstindige System mod (s, ¢, ?) iiber s und Potenzen
von s zu iiberschieben. Es wird sich zeigen, daf Potenzen von s nur mit
System I in Faltung eingehen.

Relation zwischen den drei Invarianten 9. Ordnung, unter Anwendung, von Formel (10.) ¢

"
(ass’)* -—40203 ,,a,,—{—~~a,,bz(tab)2 5‘ f,a‘,‘,}%Jd-—%f,

(22.)

n(ass')‘:%af, agr — —t2+ Jz—éz
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Als ,hohere Formen“ definieren wir unter den Formen gleicher
Ordnung und gleichen Grades diejenigen, die aus hoheren Formen des
relativ vollstindigen Systems mod (s,¢,¢ durch Faltung mit s hervor-
gegangen sind, indem wir die Faltung mit s nur als Polarisation der ur-
spriinglichen Formen betrachten. Dadurch ist die Anordnung der einzelnen
Formen eindeutig bestimmt [vgl. § 1. Formenreihen 2)].

Es wird beispielsweise:.

(6,(0 Hu), s, w)* hoher als s, (0 Hu), s, u)*),
(6,(0 Hu)*, s, u) hoher als (6,(0Hu), s, u).

Wir teilen das entstehende System in die vier Teilsysteme:

System s, : Entstanden durch Faltang von s und Potenzen von s mit
System I.

System s,,: Entstanden durch Faltung von s mit System II.

System s;;; Entstanden durch Faltung von s mit den einzelnen Formen
(ohne Produkte) von System III und mit Produkten von je
einer Form von System I und II.

System s,,: - Entstanden darch Faltung von s mit Produkten von je einer
Form von System I und III, IT und III, III und IIL
Bemerkt sei noch, daB von jetzt an alle Formeln mod (¢, ?) zu ver-
stehen sind, von Formel (27.) an mod (o, t,7,J, hohere Formen), ohne daB
dies jedesmal ausdriicklich angegeben wird.
Zur Reduktion stellen wir die frither gewonnenen Formeln zZusammen:
sﬁ:%iai—k%lui—%ﬂui,

(24.) :
si:%—J-ux, st=4d,

N

*) Der kiirzeren Schreibart willen nehmen wir das Glied der Uberschiebung an
Stelle der vollstindigen Ubelschlebung [(6 Hu)" 7 s als Form des Systems auf. Bei Auf-
stellung von Formeln werden alle Uberschiebungen durch 1hre Anfangsglieder ersetzt;
: (0,(0Hu),s,u)’ durch 6,(0Hu)(0su)’.
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4 .
g=2s§,-—§ vd,

§3(0su)=0,

s@(&su)zzgi-ai—%f-ui,

Z=2(a+ Fi(asuy —LJ.0
(24.) = c-a,z-}-gz(asu) —5J+0,

.. 2. 2
gy =—5,+1u, {Zza;}—gz(asu)’-i- §J'0}’
4. 2. 1
gﬁzg»zaz—gz(asu)’—kggﬁﬂ,
=0, ¢,=0.

Folgerungen :

2

sy s5(0sw), shs,, 30, sind Reduzenten.

§ 18. System s,.

Faltung von [S mit f; 0; ](,j, (_’I; f'.j’ .LV; 4-],

| s* mit 6, K.
Irreduzible Formen.
5. Ordnung.
(asu)i (aswpy  (asws  (asuw).
6. Ordnung.

(Osu)y (Osu) (6sw)}  (Osw)

sg  Sy(Osu) sé((?su)2 sy (Osu)’

5%



Noether, iber die Bildung des Formensystems der terndven biquadratischen Form. 73

7. Ordnung.

(Ksu)y (Ks‘u)3 (Ksu)?

B) s,
A) s s (Ksu) su(Ksup s,(Ksup )-, ’
C) (4su), (dsu).

. Si
8. Ordnung.

Wy

A) s;(asw), s;(asu)’, s;(asuw)’, B) o 5 (N

10. Ordnung.
- A) s5;(4su), B) s5(6s'u).
11. Ordnung.

(Ks*u)
s(Ksfu) s, (Ks*u).

Reduktionen:

Die Formenreihen
s3 (0su), si(Ksuw), s}, (4dsu), (Nsu)

haben den Reduzenten s} (0su) zum Faktor, s; und (4sw)’ durch Zuriick-
gehen von j und 4 auf niedrigere Formen der Formenreihe:

55 (0su) (a0u)’:——%s?

J
s3(0su) (abu)= 21,—, (dsu),

(0 5u) (aBu) = (dsu)+ 5

Journal fiir Mathematik Bd. 134. Heft 1. 10
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Formen s3s5 und s}s%: Reduzenten s%(6su) und 6y:
§y 89 =25% 04— 5 (059 x), 8% 551=55 8909/ — 5555 (05 9" z).

Formenreihe s;(4su)’: Reduzenten 4, und (4su)’.

Folgerungen: ‘

s tritt nicht in Potenzén in Faltung wit f,j, 4, N ein. f,j, 4, N
treten nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung ein, die
aber bei den Produkten mit / noch quadratisch in z, bei den Produkten
mit 4 noch linear in z sein konnen; d. h. folgende Produkte von Formen
sind zu betrachten:

7-(0,4), f’(l’l)v ‘f'(21}')7 J:(u,0), Nund 4-(0,2) 4-(1,2) (A>0),

wobei (u, 1) eine Form uten Grades in z, iten Grades in u bedeutet.

6 oder K treten nicht in Potenzen oder  Produkten mit beliebigen
Formen in Faltang mit s oder s* ein.

Fiir Produkte mit der Funktionaldeterminante K, K. ¢, (¢ &/ oder 6)
gilt nimlich die Relation zwischen zerfallenden Formen:

K-p,=(a04) p,= f-(p0u) —0-(pav).

Das oben stehende Schema zur Faltung von System s, ist somit
bewiesen. ‘

§ 19. System s.

Faltung von s mit »; H; L; H*.
Irreduzible Formen:

- 6. Ordnung. - 8. Ordnung. 10. Ordnung. - 12. Ordnung.
s, (Hsu)y (Hsu)? - (Lsuy (Lsu) (H?sw)’.
S") . ; sl ‘ . . ;
s$t=J,;
Reduktionen:

Formenreihen s, (Hsu.)' und s,(Lsw): Reduzent s3.

Formenreihe s,: Reduzent s> aus H, 33=§8dr :
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(H?su)* zerfillt aus Formel (7.)a. (vgl. § 11. A). Daraus: Zerfallen
von (H.L,s,u).

Folgerungen:

s* tritt nicht in Faltung mit System II ein.

v tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen,

H{in Produkten mit Formen (1,4), (2,4), (8,4) (4 beliebig), als
Kovariante betrachtet, in Faltung ein.

o und (voz) treten iiberhaupt nicht, L als Funktlonaldetermmante
nicht in Produkten in Faltung ein (die vollen Uberschiebungen iiher Ko-
varianten von System III werden reduzibel). :

Als Produkte von System I und II bleiben:

fovy, 4.

§ 20. Formen 7. Ordnung (System s;).

Faltung von s mit f'», a,, d.

v)

Irreduzible Formen:

s, (asw), a,(asu), s,(asu)’, a,(asu), s, (asu), a,(asu),

a,s,, a,s,(asu), a,(asu), a (asu)’.

Reduktionen:

Die selbstverstindlichen, aus direkter Faltung mit den Reduzenten s;
und s, (Hsu) hervorgehenden Reduktionen sollen nicht erwihnt werden, eben-
8o wenig das Zerfallen von Uberschiebungen mit Funktionaldeterminanten.

Form a,s,(asu)® und als,(asw): siehe Formel (19.), § 12;

a,s, (asuf=a,(avy,u) (v,v,)=0

Formenreihe a2s,: Reduzent s3(0sw) durch Zurﬁékgehen von @, auf
niedrigere Formen, d. h. durch doppelte Reduktion der Ausdriicke s3(a6s)(a0u),
s3(a@s)(a6u)* nach dem Ansatz:

s3(als) (abu)=[(abu)’]s’+ % [a‘,(aﬂu)z]sz+ 6_10 [af(abu)])s= % as,— % a,s,,

[a?,(aﬂu)’];;s =— 1a’,s,(a.s'u).

s3(als)(abu)= -[a,,(aﬁu)’]f\s + 5

180
(a2b,(abu)=0).
10*
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Es entstehen die Formeln:

a,s, (as@:%i-ﬂf—-%ihﬁ a,s,(asu)’=0

>iab,, ays,(asu)=0, a,s, (asu)’=0

Folgerungen:

1) a,s,(asu), a}s, sind Reduzenten.

2) Es ergeben sich die Werte der in §19 als reduznbel erkannten
Formen (4su), (4su)*; ebenso fiir die entsprechende Formenreihe (agu)?, die
bei Faltung mit » durch den Reduzenten g, Anla8 zur doppelten Reduk-
tion gibt. '

a) (dsu)3=—gai(asu);l—3a,s,(asu)+2i-0,(3vx),

(26.)
b) (zlau)““-— 2 22 al a.s‘u)’—}—~7,02 + El)—zH

Aus Formel (24.) und (26.), mod (z,J) (vgl. S. 71):

8) (agnf=12(dsu) —5a,s,+ 5
(27.) b) (aguP=2a,s,(asuw)—al(asu)’,

¢) (agw)i=—a;(asu).

§2l Formen 8. Ordnung (System s;).
Faltung von s mit den Formen 4. Ordnung (System IID). (§9).

Irreduzible Formen

((9va),s,u), tﬂ, su) *

(va)s,, ((9va®),s,u) ((9vay,s,u), 0 s,
(Gvays,  [((9va),s,u)s,,(0, (Fva),s,u)
R (O, O ((Ova),s,1, (0, su)

((9va), s, u), (0, va),s,u), (0)su)|(6,(Irva),s, d)’, (Bﬁ su)’ (0, (.91/.1&); s,u)t,
(G,5%)
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Redulktionen:

- ((9vx),s,u)s, zerfillt als Uberschiebung tiber Funktionaldeterminanten
nach § 3. ‘

‘Formenreihe (Fvz), s, u)s,: Reduzent s2 und 30,

(v 5u)s, (B5u) = 5,55 (B51) = — & (I su)(6su),

R A (Produktsatz.)
0,(9vsu)s,=0,s,89=— g 0, (Fvsu).

Formenreihe 6,s,(6su): Reduzent a,s,(asu)’ durch doppelte Reduk-
tion der Ausdriicke:

a,$,(asu)*(abu) und a,s,(asu)(a bﬂ) (s bu);

6,s,(0su)’ durch doppelte Reduktion von (agw)*(abuw)(bgu).

Formenreihe 6,(3vx)s,: Reduzent a’s, aus 6,(9va)s,=al(abu)s,.
Formenreihe (6, (9vz)’ s,w): Doppelte Reduktion der Formen der

Formenreihe 6,(Jdvsu)s,, die zugleich den Formenreihen (Fva)su)'s, und
0,(9vx)s, angehiren.

Form (0, (9vx),s,u) zerfillt als einmalige ﬁberschit_abung iiber die
Funktionaldeterminante 6,(9vx)=a’(abu).

Form (9vz),s,u)': doppelte Reduktion des Ausdrucks (a Ju)*(4su)*
oder auch von (0gu)* aus den Formeln (27.) und analog der Reduktion
von (jnz)* (§12C)).

Durch doppelte Reduktion entstehen die Formeln:

0=0,5,(650)— L (Fvsuy(05u) — L (Hsu),
0=0,s (Bsuf— 1 (Fvsuf (Bsu)— op (Hsu),

@8)  O=(Fvsu) (05u) +20,(vsu)(@su) + 803 @suy — 5 Hsu,
0=0,5, 0300+ 50, (Frsu) 051,

0=0,5,55— }1 5., 0=0,5,55(05u), 0=0,s,55(05u)" |
(entspricht (6, (9va), s,u)’...).



78 Noether, uber die Bildung des Formensystems der terndren biquadratischen Form.

Folgerungen: :
1) 0 (9va)s,, Drvsu)(@su)s,, 0,(Ivsu), (Ivsu) (fsu) sind Re-
duzenten. ‘

2) Die Formen vierter Ordnung (5,2), (6,4) usw. treten nicht in
Faltung mit s* ein.

3) Fir die Formenreihe (6gu)* ergeben sich nach (27.) unter Be-

riicksichtigung der Reduktionen dieses Paragraphen folgende
Formeln:

a) (Ogu)zzg—ﬁys,—[-gs,sg'—-%s-ﬂi—%S-H—%f-af,(asuf—l-?l;aﬁ-(asu)z,
b) (Oguy=—j5 (Fvsu)(su)—6,(Fvsu)(Osu)—6(0su),
(29.) c) (0gu)‘=20i(0su)2~—%(Hsu)2,
g (0gu)= (ﬁsu)(.9m)s,—o,(.9m)(.9“ysu),
g (Oguy= -s b5, 93(09u)3=—§03(08u), 99(0gu)'=0

§ 22. Formen neunter Ordnung (System s,).

Faltung von s mit den Formen fiinfter Ordnung (System IIf) und dem
Produkt 4-» (§ 10).

Irreduzible Formen:

- (K,suf |3
- ((kva), s, u),y K,s, (Ckvay,s,u)
A) (kva)'s,, ((kva), s, u) (kv @), s,u) . .
(kva)’s, }((/cwx)ﬂ s,u)8,, (K, (kva),s,u)
| (K, suw)® | (K, su)
(K2su),
B) (jvx)s,:, (Gray’ 0, | (Gra)s ) C) s,(gsu),(4,s5u),
(Jva), s, w) )
((aHu), s, u), ((a Hu)’, s, w) [#
D) (a Hu)s,, (a,su) (aHuy's,, (a,su)’
~ (a2 su)
* ((aHuw), s, w), (aHu), s, u)’ ((a Hw), s, w)*

(a,su)’, (a,(aHu),s,u)’, (a,(aHu)y, s, u)|(a,(eHu),s,u)
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Reduktionen:

A) Die Reduktionen folgen direkt aus den Reduktionen von § 21
durch einmalige Faltung. Die Formenreihe K, s, (Ksu)® hat die Reduzenten

a,s,(asu)® und 6,s,(0su)* zu Faktoren. Daraus Zerfallen der hoheren
Formen K?(Ksu)’, K2(Ksu) nach dem Ansatz:

0=a,s, (asu)*(@bu)=K,s, (Ksu)*=0,s, (0su) (abu).

B) Formenreihe (j»z)’s,: Reduzent a}s, aus (jva)’s,=3dals,(abu).

(v, su): Reduzent as, aus ((jva), s,u)=—6as,(abu)(@su).

C) Formen 4,(dsu)® und s,(4su)’: Reduzent g, aus Formel (27.)a.
Form 4,s,: 1) Reduzent als, aus a,,aﬁs,:%d,s,;
2) zerfillt nach Formel (27.)a durch doppelte Reduktion des Aus-
drucks (4sva).
Daraus: Zerfallen der hiheren Form a,s,.
D) Formenreihe (aHu)’s,(asu): Reduzent a,s,(asu)® durch doppelte

Reduktion der Formenreihe [a, s, (asw)’]»,x; Reduktion von (a Hu)s,(asu)’
aus a, s, (asu)’ und a,s,(asw)’. Daraus Reduktion von (a,, s, w)*.
Formenreihe a,(a Hu)s,: Reduzent @} s,. a;s, durch doppelte Reduktion

des Ausdrucks ’(dsz?v)’, da a;s, nicht aus dem reduziblen Glied a;s, (v, )
der Form a,(aHuw)s, durch Faltung entsteht.

. ' 1
Formenreihe (a;su)’: Reduzent ajs, aus a}s,s, =— 5 ay (H su)®.

Form (a,(aHw), s,u) zerfillt als Uberschiebung iiber eine Funktional-
determinante.

Es entstehen die Reduktionsformeln:

aj 0 = (aHu)? (asﬁ) 8, — a, (asw)(Hs u)é —a,(a Hu) (asw) (Hsu),
b) 0=(aHu)(asu)’s,—a,(a Hu)(asu)’ (Hsu),

30) ¢) 0=a, (asw)’ (Hsuy,

1 1
0=a,]s,,+‘1af,-g—;s-a,27,

0 =a,(aHu) s,,-—%afl (Hsw), O0=a,(Hsu),...0=ays,.
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Folgerungen: .

1) (jva)s,, 4,s,, 4,(4su)’ und folglich. N, (Nsu), (a Hu)’ (asu)s,,
,;(dHu)s,,, a,,(Hsu)2 smd Reduzenten; a,s, ist zerfallende Form, die bei
allen ein- und zweimaligen Faltungen in zerfallende Formen ibergeht.

2) Die Formen 5. Ordnung (b, &), (6, 2) usw. treten nicht in Faltung
mit s* ein.

§ 23. Formen zehnter Ordnung (System s ;).

Faltung von s mit den Formen sechster Ordnung (System III). (§11).
Irreduzible Formen: : ,

) (Pva)'s,

vz)s, sy, 0, (9 va)s, .

(a,( jvw), sy u)t
(a2 (jva), s, u)

(a, (Gva), s, u)’
(03 (ij)? S, u)2 _

(a,(jrva), s, uj’

B) o, (vays,

((6 Hu), s,w), (0 Hu), s, u) |
0) ((9na),s,u), (0Hu) s (0, 5wy ((9n2), s, u), (0,5u)
((Fnx),s,u) . : (075w)
: | (0,,(317.’1})2, §yu) l o o
% (0 Hu), s, u), ((GHwY, s, u) ((6Hu), s, u)
(Hy(0 Hu), s, w), (0,(0 Hu), s, u), (0, (0 Hu), s, u) | (6,su)',(6,(0 Hu),s,w)
. (62 (0 Hu), 5, u.

Reduktionen: :
A) die Formen ((9*vz), s, u), ((9*vx)’,s,u) zerfallen:
(Iv ) (Fvsu) (Fvsu) = (Iva)sys9 —(Fv2) 5,89 =—20-(9v2) 5,85+ (Iv)-s5.

Ubrige Formen: entweder Reduzenten zum Faktor oder einmalige
Faltung mit zerfallenden Formen.

- B) Reduzent a}s, und (Jrsw)s,.
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C) 1. Formenreihe (6 Hu)’s,: a) Reduzent (a Hu)’(asu)s,; b) doppelte
Reduktion der Formenreihen (6gu)’g, und g, (agu)® (bgu)* (abu).

Daraus Reduktion der hoheren Formen (6,su)’, (Hy (0 Hu),s,u)’ und
(a,-8%,s,u)* [letztere Form an Stelle von (Hysu)'].

2. ((992),s,u)": Reduzent (a,su).
3. ((9n2), s,u): Reduzent shs, aus (Jnsu) (Isw).

Formen ($nz)s,, (9n2)’s,, ((Inx)’ s,u), 0,s, zerfallen durch
Faltung mit der zerfallenden Form a,s,.

4. Formenreihen H,y(0 Hu)s,, 0,(0Hu)s,, Hy(9nx)s,, 6,(Inx)s,:
Reduzenten a, (e Hu)s, und a;s,.

Formenreihe (6,(9n%), s, w)’: Reduzent a}(Hsu)® [mit Ausnahme

von (0, (0Hu),s,u)’, das aus dem Glied «, (bsu)(Hsu) durch Faltung
entsteht].

b. (Hy(Inx),s,u), (Hy(Inx),s,u)’: doppelte Reduktion von
a, (aHu) s, (abw) und gy (9u) g,. :
Formenreihe (Hy (97%),s,u)’: Reduzent ((9va),s,u)s,.
6. (Hy (6 Hu),s,w) zerfillt durch einmalige IFaltung mit der zer-
fallenden Form (0, (9vx),s,w) nach § 3. 2), ¢); d. h. durch doppelte Re-

duktion der niedrigeren zerfallenden Form (/7,su)*:")
0=0,(9rr,)(@s)+ 2 6. (Ina) (B51) + 0, (9va) Bsu)s,

1

0|

Hy (0 Hu)(0su)+ 6, (0su) (Hsu)+ %—H‘, (Osu) (Hsu)

Il

DO| =

Hy (0 Hu)(0su) + 0, (0sw)(Hsu)+ ‘12 [Hylt— ;— -35]{‘9(0[{?1,) (Osu)

=— ?;H& (6 Hu) (Osu).

*) Das Zeichen = bedeutet, dal Produkte von Formen niedrigeren Grades aus-
gelassen sind.

Journal fir Mathematik Bd. 134. Heft 1. 11
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Durch doppelte Reduktion entstehen nach 1. und 5. die Formeln:

0=0,(0su)(Hsu)’+ i H,y(6 Hu) (05u)2——% 6, (0 Hu) (6su) (Hsw)
— Z 6, (0 Hu) (0su) — (as.u):‘- b,(bHu)*—a, (asuw)’- b},

(31 0= Hy (0 Hw)(0su)* =10, (0 Hu) (0su) (Hsu),
0=a, (asu)’b,?(bsu)’ — 0, (Osu)’(Hsu)'+ 6 0, (0 Hu) (0su) (11sw),
0=(Hy(9n2),s,u),  0=H,(Insu)(Hsu)—46 (Hsu).

Folgerungen:

1) (8Hu)'s,, Hy (0Hu)s,, 6,(0Hu)s,, Hy(In2)s,, 0,(992)s,,
(Hy (9n2), s,uw), (6,(9n2),s,u)* sind Reduzenten.

2) s tritt nicht in Faltung mit den Formen (5, 2) usw. 6. Ordnung.

§ 24. Formen 11. Ordnung (System s;;).
Faltung von s mit den Formen 7. Ordnung (System III) (§ 12).

Irreduzible Formen:

((KHu)* su)® |3
(K, su)
A)

(Ckna)’y s, u)

(K, (kna)’s s,2)

#| (KHuy,y s, u) | (KHw), s, u)

(K, (KHu), s, u)*,

B) ((].77'27)1 5 "’)27 (I]j’gu) l ((.7"'7“9’ 8y u), C) (‘-443“) ’

((aL)’, s, u), ((alw),s, z.c)

(a,5u)’

((aLu), s, u)’
(a,(aLu), s, uw).

D) (aLu)’s,, (a,su)’
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Reduktionen :

A) Reduktion oder Zerfallen durch einmalige Faltung mit den ent-
sprechenden Formen in Symbolen 6.17/.

(K, (KHu), s,u) und (K, (KHu) s,u): Zerfallen nach § 3. 2), a),
durch Faltung mit K} (Ksw), K} (Ksu)’.

(K, (KHu), s,u)*=(a;-0, ,s,u)*: Zerfallen nach § 3. 2), b), aus der
zerfallenden Form K? (Ksu)’.

B) Formenreihe (jnz)s,: Reduzent (jv2)’s,.

Form Hj(ﬁysu)(Hsu): Reduzent (jvaz)(jvsu)’.

Form H, (jnx)(Hsu): Zerfillt durch Reduktion der zerfallenden Form
((jmz), s, u)* durch den Reduzenten (jvx)'s, (Formel (18.)a):

0=—2(va)s,s, =[(na)le+ M (jn) (Hsu).

C) Reduzenten 4, s, und 4, (4su)’.
D) Reduktion und Zerfallen durch einmalige Faltung mit den ent-
sprechenden Formen in Symbolen f- F.

E) Aus (30.) ¢ ergibt sich die Reduktion der zerfallenden Formen-
reihe (a,su)*:

0 = a, (Hsw) (asvz)*= a, (Hsu)* (arqu)’+ 2a armu 7717324 Hsu ’=1—a0 asw)?,
n n n 3

0=a,a,(Hsu)’ (asra) (asu) = a, (armu)* (Hsu)? (asw)+ a, (avau) (vysw) (Hsu) (asw)
1
=34 (asw)’.

Folgerung:

s* tritt nicht in Faltung mit den Formen 7. Ordnung ein.

§ 25. Formen 12., 13., 14., 15. Ordnung (System sy;).
Faltung von s mit den Formen 8., 9., 10., 11. Ordnung (System I1I)
(§ 13—16).
Irreduzible Formen:
12. Ordnung.

((F*naly s, u)

A) 6,9 na)'sy,
r]( 77‘7’)537

B) ((aHuw)H,,s,u)|((aHu)H,su),

11*
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I ((OLuy, s, u), (0 Lu),s,u) | ((0Lu),s,u)

0 (6, s uw)? | . (0,0 L)’y s, u).

Reduktionen: Die durch direkte Faltung mit Reduzenten oder zer-

fallenden Formen entstehenden Reduktionen sollen nicht mehr erwiihnt
werden.

B) Zerfallen von ((aHu)H,, s,u) und (a,(aHu)H, s, u) als Uber-
schiebung iiber Funktionaldeterminanten.

Zerfallen von (a, (e Hu) H;, s, u)*: Doppelte Reduktion der zerfallenden
Form [6,-671x, (§ 18. ©)
0=[0-0,)i==— 0, (850 (00') 07

=- g—( su) (06'w) (0 Hu) (0' Hu) 0, (su)= — %a”(a]]u)Hj(asu)?.

C) Aus den Formeln (31.) ergibt sich die Reduktion der zerfallenden
Formen

[Ls (0 Lw))s und [6,(0 Lw)]s , d. h. der Produkte [63- H]s;s und [a) - (b Hu) 50

0=02(Osu)*(Hsw), 0=[Ly(6Lw)]q.—7[6,(6Lw)]5,

0= a?(asu)*(b Hu)’ (bsw) + 6 6,(0 Lu)*(6sw) (Lsu),

0= 6 (Osu)(Hsu)’ aus 0=65(0Lu)(0su)(Lsu)’
(Reduzent a; (Hsu)®).

(32.)

Irreduzible Formen.

13. Ordnung.
A) ((KLw), s, u); ((KLu), s, u),
B) (L s ),
C) (v H*u), s, w)™.

14. Ordnung.

A) ((aLw)® L;, s, w),
B) (0 Hu),s, u)’.
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15. Ordnung.
(KH*w)*, sy w).
Reduktionen: Zerfallen von (K, (KLuw), s, w)’, (Hy(0H'u), s,u),
(K, H-L,u)’,s,u) nach § 3. 2), ¢); d. h. unter gleichzeitiger Be-

trachtung der zerfallenden Formen (K, (KLw)’ s, u)’, (Hy(0H'w), s, u)’,
(K, H- L, w)*, s, u)’. '

Folgerung: s* tritt nicht mit einzelnen Formen von System III in
Faltung ein.

§ 26. System s,.
1) Faltung von s mat System 1. 111
Reduktionen: Nach den Reduktionen der letzten Paragraphen
(& s,, (a Hu) (asu)s, usw.) lassen die Formen (0, 1), (1,4), (2,2) nicht die
Faltungen I und 1II gleichzeitig zu; f, 4, N tritt also nach § 18, zur Bildung
von System s, nicht in Produkten in Faltung ein.

4 tritt nicht in Faltung ein, da nach den gleichen Reduktionen den
zu -j kontragredienten Faltungen

(K, (kva), s,uw), (P nax)ts,u) usw.
die zu j kogredienten Faltungen entsprechen:

K, (kvx)'s,, (9*nx)’ss usw.

2) Faltung von s mut System 11.111
d. h. von s mit H-(1,%), H-(2,%), II-(3,4).

Irreduzible Formen:

a,-H, s, u)t, aHu)-H,s,u)’, ((aHu)*-H,s,u)*
9 ) ’

A ((aLwy’-H,s,w), ((aLu)*-H,s, wyy ((eHw)-H,s,u)

B) (a-H,s,u), (a,(aHu)-H,s, u)y (a(aLw)’ H, s, u)
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C) (07.H1 8 u>41 ((0Hu)2}11 Sy u>31 (<0Hu)2‘Ha S, u)41
((6Lwy-H, s, u), ((0Lw)-H,s,u), ((0H*w)*H,s,u)
D) (0,(0Hu)*H,s,u)’, (0,(0Lu)H,s,u)

B) ((KLuy-Hys,uy, ((KHuH,s,u).

(Gray- Ty s,y (Gvay-Hys,uf, (Gina)-H 0% (HH,s, 0,
L+ H, s, w)'.

Reduktionen: v tritt analog wie j nicht in Faltung ein.
B) und D). (¢).H,s,w)* und (65-H, s, u)* zerfallen aus Formel (27.)c)
und (29.)c) unter Beriicksichtigung von (¢ Hu)*= —%s-a:

(a2 H, s, u)! E% (asu)-o, (6-H,s, u)“:—:——%(ﬂsu)"- g;

daraus Zerfallen von (a,(aHu)- H,s,w), (6,(6 Hu)-H, s, u)*
0, H,s,u)’, (6, H,s,u)’ und daraus (67 (0 Hu)-H, s, u)*

zerfallen nach § 25, Formen 12. Ordnung C).

8) Faltung von s mit System III.III,
d. h. von s mit Formen von System IIL: (3,4)-(3,4), (3,4)-(2,4), (3,1)-(1,4),
(271')'(211‘)1 (2a l)'(lﬂ‘),
(L,4)-(1,4).

Irreduzible Formen:
A) ((lf, ) a?’? S u)31 (af/ : afw S u)41 (azy *ay (a Hu)zv ) u>3'

(a,- H, s,u)", ((aHuy . Hy s,u)y  ((aLw)- Hj, s, u)’,

g (@Lp - Hy s,y (@0 Hy s, 0P
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Reduktionen:

Produkte II-III sollen, bei gleicher Ordnung in Symbolen » und f,
als hoher gelten wie Produkte IIT.IIL

Die Reduktionen entstehen zum Teil durch Relationen zwischen
Produkten (Syzygien), zum Teil durch Ersetzen der Produkte durch die
entsprechenden zerfallenden Formen und Reduktion der Faltung dieser
Formen mit s. (Produkte, die Kontravarianten enthalten, sind stets aus-
gelassen, da sie in Produkte iibergehen.)

A) f quadratisch, Symbole » in beliebiger Ordnung.
Nach § 11, Formeln (12.) und durch analoge Rechnung gilt:

1) 0=a,-b, 45 f-(@Hu) —; 0-He yu, Hy— o H,

2)  0=a, B, +-a,(aHuy —0,— Hj,
3) O0=a2-b2,—H;+20..

Daraus folgt:
4) 0=a,-b,(jna) (aus 3)),

5) Lo(0Lu)=—a,-b,(b Huf + 3a-(b Huy'+ 5 631 (aus 2)),
6) Ly(@Lu)=—6a,-b, (bHuy +2a-(bHup—3 62 H (aus 1)),

2 v

D O=a, - (bHu)+[f-(aLu)+6,-H (aus 1)),

8 0=a,-(bLuy+5 (0 Huy-H
(aus 7)),
9) 0= (aHuy(bHuy+2 (6 Huy*-H
10) O=a,(aHu)’-b,(bHu) (aus b) und 6)),

11) 0=[a-b,(bHu)la (aus Formel (30.)b)).
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Die Reduktionen von

(H3 3u>4a (L9(0Lu)1 Sy u)s, (L.? (0Lu), Sy u)‘

(Formeln (31.) und (32.)) geben zusammen mit den Formeln 1) bis 11) die
Reduktion aller Faltungen von s mit Produkten, die in den Symbolen / qua-
dratisch, » beliebig sind.

B) Produkte von je zwei der Symbole £, 6, 7; » in beliebiger Ordnung.
Nach den Formeln (17.), (18.), (20.) und durch direkte Rechnung

gelten die Relationen:

1) 0=a,-0, 4 0-(aHuf + -9 Hu},

2)

3)
4)
5)
6)

)

8)
9
10)

11)

12)

(direkte Rechnung

analog A 1)).
0=0,-6, + 3 0-(6 Huy g Ab)

Daraus folgt:

0=3a,-(0Hu)’+0-(aLw)’+42f- (6 Lu)®

(aus 1) und A 6)),
0=30, -(aHu)’+ f-(0Lu)*+26-(aLu)
O=a,-(0Lu), 0=0, (alu)’, 0=(alu)’-(0Hu)* (aus3),4)und A 8)),
O0=a,-6,40,-a,+ 10,0 Hu)’+0-a,(aHu)* (Formel (17.)),

[analoge Ableitung wie von 6)

1
] . 2 . 2 — T .
0=0,-6:+6-0,(0 Huy+ g f- I aus. 0(00 7).

Daraus folgt:
O=a, -(yva)’'+f-H (aus 6)),

0=(aHuw)- (jvx)’--2a,-H, (aus 8)),
0=6,.-(yvz)’, 0=60-H (aus 7) und 8)),

?

0=a,-6, 5 (jnay
: (Formel (18.)),

a0 — 1 (jne) — 5 (4 Huf

0

l
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N D
13) 0=al-0. —y (Formel (20.)),
14) 0=4,.6;, Or:(t,/]/j (§ 13. 0)).

Die Formeln sind so weit gefiihrt, bis die Produkte polarisierbar werden;
d. h. daB durch Faltung nur ein neues Produkt entsteht dadurch, daB

a) die l"altung des Produktes in sich reduzibel wird,

b) die iibrigen durch FFaltung entstehenden Produkte reduzibel werden
oder auf Kontravarianten fithren (vgl. § 3. 2), a) und b)).

Formeln 1) bis 5) geben die Reduktion aller Faltungen von s mit
Produkten, die aus «,-0, durch Faltung entstehen,

Formeln 6) bis 10) die Reduktion derjenigen Produkte, die aus
a,-0; durch Faltung entstehen.

Nach § 24A) zerfallen, unter Beriicksichtigung von Formeln 6) bis
10), die Faltungen von s mit Produkten, die aus «.-0, entstehen.

s wird:

0=a}(asu)’ 6, (Osu)y’, 0=da.(asu)b, (Osu)’— K, (KHu)’ (Ksu),
0=a}(asu)' 0, (0sw), 0=a}(asu)0, (Osu)’,
0=a; (usu)0,, (Osu).

Die Reduzenten:

((Gna), s,u) [aus (Insu) (Isu). §23. C 8)),
(I, (gnx), s, u)* [§ 24, B), ((411u), s, u)* [§ 24, C),
(a,su) [§ 24, E]

geben zusammen mit den Formeln 11) bis 14) die Reduktion aller aus
a,-0), a,-0,, a,-0; entstehenden Produkte.

Unsere bisherigen Rechnungen lassen sich zusammenfassen in der

Schluffolgerung:

Das relativ vollstindige System mod (g, ¢) besteht aus folgenden
331 Formen und Teilsystemen, die wir anschlieBend auch tabellarisch ge-

ordnet wiedergeben:
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90 Noether, dber die Bildung des Formensystems der terndren biquadratischen Form.

ua:

System I
System II
System I1I

s
System s,

System s,
System s,

System s,

1 Form

6 Formen

5 Formen
117 Formen

1 Form
35 Formen
9 Formen
125 Formen

32 Formen

Relativ vollstindiges System mod (s, o, ¢)
[s. Tabelle 1].

[s. Tabelle 11).



TABELLE I (s S. 90).

(Die Zahlen der obersten Horizontalreihe bezeichnen den Grad in den @, die Zahlen der

ersten Vertikalreihe den Grad in den w.)

(') 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 11 12 13 i 14 15 16 17 18 19 20 | 21
j) ? 3 - f 4 L K, (kvx)® K, (knx)® . | &'nx)t | Hy (k- 9, na) 0,(9:k,lx)® ’ (9712)°
1 U 0, (9vx) 0 2 7 3 2 Ho (9n2)* . ) . ( - T
(9va) (On2 | N @y o e et RO ey (k7,2 (9k, 1, 2" | |
9 5 0 Gy )2 2 . | He(kna)® PFvx)? . .| |
B ) 7 ay at ($rvx) K, (kva) (Inx) K, (kna)’ ‘g,l k 12‘)3 (92 pa)? (9212) ]
ﬁ‘KA,m — ] 1 . X R S —— [ i;.k,gw — — —_— _ S
3 67 a, 0, (9vx) 4, Hy.(9nx) A (kva)® knz)’ 3 l ,
@y 0, (9na) ! f 0:(3lz)’ (bne) (ki) | '
4 » , H (yro)? 02 (Jva) N, | f\{” r I
. ay (a Hu) d af (9n) (9l
‘ : e . - - 1 S S U I —
5 a, (a Hu)? wr (0Hw) 0 K 9 Kﬁ
) n { n v (a Hu) n (Aalu) A[
_ vey L - e
6 J Jva a; (Jrva) K,
o | (aHu) | Hy (0 Hu) o¢ K, |
| 0, (0 Hu) { | |
7 - T TH Gna) a gy 4,Gvay | e | T iR - - SR R e
OnOHG™ | o (L i 0, i | |
R s | N K, (KHu)"| ) 1 T B T ) I
8 f (vox) . P
a@lot | Gy RO G, |
— I B o A | _ L |
H a, (a Hu) H, ' ‘
9 @Luy | Ls(0Lw) (KHu)
6[ (0[/11..)2 |
— ‘_»4—*«_‘_“.“#‘_»“‘”7VI? — B E U e _ B s T SR
10 0,(60 Lu)? (jojx) - H;(aHu)
a, (a H*u)® - (0L |
o K (KLu)? T T e B - - T I F Y - h
11 (0 L) A L ) |
(a H*u)*
a;(aLuw)’L, T T - N I R o
12 (aH*u)! Hy (6 Hu)® (KLu)?
0, (0 H u)® §
I - _ N . M L —
. Lu)'L; ?
13 (vay) (go }?ﬂ)u)a' |
- — - 4 -
2 4 K, (KH u)* I . R
14 (6H’u) (ai, H-L,u)*
15| Ly (6,H- L, u)* (KHu)* T ’“ B T -
16 (03 H'L7 u)‘i R ]‘
17| K, (K, H-L, w)’ o 7 | S - o
is| (& HL ) i 1 I
ol N SN D S
_ 4
20
21 ( KH 5u)6 R | B -
|
i




TABELLE II (s. 8. 90).

1 2 3 —
8 :
0 J ] 9 10 11 12 1 13 14 15 : 16
EX 1 ;
3 (\(}ﬂvx)’ 8,89 ‘ at
: (asw) | s (Nsw) | (G - (bra) s 0, @ va)' sy (0, (9" na)’ sy
asu 89 13 Sy su 1}.’1,‘)3,3,u S, ! -
; (dsu) (Ova)'s, (K, v, 8,)u) (K, kna)®, s,u) i ($*vx)?s, | (9 na)*, s, u)
(asu)? 89 (Osu) (d5u)’ (Gva), s, u) s, St (kvx)'s . | - : "
3 0su) A (6, va), s, u) . (04(‘9'7“”)21 s:u% (kva)?, s:u) 2%, s, w) ,
(asu)? 59 (8:‘“) ey «(;: ;@;) 5 (65u) X (Nsu)* ' | 1
2 (a2sw) sp (Ksu) (9rva)s, (kv ), s, u)’ | (Fna)’, s, uw) '
— Y ((19'1’%),, 3, u) ; '] ) 5 ‘ }
4 (asuw)* so (Osu)? 2 s (Ksu)? 8, (dsu 1
 (6a) a; (asw)’ (635 (0su)’ (I;y (asw) ((va)’; s, )’ ((Z};su)) (dysu) | -
‘ s, (asw) v Sy aHu)s |
’ (a,su ! |
5 8"8(1?3“')5’)?’ @ (H)fu) Ny o) Kony nSU) |
(0su)? 5 (0s u @)’ s, u 58 su v ay? ) i ‘ — .
s, (asu)? (0, (9va), s, u)® (aHu)’ sy & (kva)’, s, u) | ,1 1 |
a, (asu)’ 02su) P sy (035u) v 1 I ; ‘
1 |
Hsu)’ 3 s: (4 T | ! !
6 (0su)* 8, (asw)? ( (aysu) , j (dsu) T : S ! —
., 3 (0, Gva), s, u)? 3 3 3 (asw) . a, (Jra)s, \ 1 |
a, (asu) (Oﬁsu,)’ ((‘;r; EZZZ;gfé,ug) (Ksu) ((&Zé@)gzs u)’ | ((kva)*, s, u)® ((0("%)’ 8)’ wy | ! i
v 6 Hu) sy, !
5 0,s : i |
1 (6, (9va),s u)‘ 3 (Ksu)* 5 (;és;u) 5 .(j"'z) Sy ( ! u) — R e ‘; ! | |
¥ >8> (ay(@Huw), s, u) Ch (‘0 Hu),s,u)* ((?}k ( )5 ) (Gra),s,w) |(In2),s, u)'| (aLu)’s | ‘ | J}A R
(a-a2,s,u)’ (“é"’ ;;)» u) %((a%u%; 8, u))2 (0,5u)’ (asu)? 1 ‘\ i
¥ aHu', s, u ‘ \ t
3 ! |
si(asu)? . (Lsu) - S . | ‘ ‘ ;
R I ECC C F e 8 E | [ A I
) )] , 4 1% . 3 U)y S, U 3 . i !
(vg‘f,;,f)a@ (@Hw'ys0) (0, O ), A (Kysu)’ (K,su) | ' |
(6,0 Hw', s, u) ‘
. (Lsu)? . ] | l
(Kisu)* (al Gva), s, u)® (Ks'u)® f a, Gva), s, u)’ - - R | |
9 (aHw), s, u)* (0,]3;1,)‘ ) (a;(?Lu)’, S, ’/3‘)2 (K,su)® (((0}_—;’“)28,,“)2 { D ‘ T
(0'7 (0 Hu)’ s, u)a (a,-_H., S, u) ((0 Hu)", s, u) (ngu)ﬂ } i l‘
| i
! . | ‘
i . (n: 2 : !
10 R C1 S R P | |
(a2-ay(a Hu), s, w)® | ((0 Hu), 5, w) J ‘ ‘ | ‘
v Oy PR “ ((oHu)’ s, u)'z ((((a]iu)’; s, u))’ ; | ‘
| aLuw?, s, u : | |
. (K, (KHw", s,u)* | | | 2
1 (ay Grva), s, u)“‘ &j?)w), s, u)," ) (H*su)? ) o T - *! = B}
O Hw,s,w)* | (@Lws,w)' | (OOLa,s,w)’ (KHW, s,w)" | | R
(a-H,'s, )" | |
_ ! Hu) H, | T _ |
12 (o, @l Hysyt (KHw | oty | = | .
I (0 Lw)?, s, u) i \
(a Hu) H; 3 (Lysu)’ — - o ) o
| @mons, 0 | o s (@ s uy — - : ] ] -
(0, -H,s,u)* (Gva)'-H,s,u)’ | i !
S — ((aHw)*-H,s5,u)? ‘ |
(Gra)y-H,s,u) o T - - -+ -— S | :
14 (@Hw? - H, .s’-, 3)‘ (6, (0 Hw'-H, 5,u)* (KLw?, s, u)’ : o - R S | : l o
15|(a@Lw’ H,s,w) (KLw?s,u)’ (((?61?3@1;1’8‘?’732 e e e N
— — . N - ((0 I'I‘ll)"H, 8, u)3 ; —-—-!—A-—- —
Gno-H,s,w) | ] ? | |
Jomr o U ] - S 1 |
(av'Hj, 8, u)‘ (((l]Ju)"H, 8, u)‘ . E B - T
. ((aLw)?-H,s,u)? ‘ :
17](0, GLw*H, 5, u) (KHw s, ) | | |
(OLw* - H,s,u) 1 i
18 (6 L H, s, u)* l | |
. ((a Hw?- H;, 3, u)* ! R ——
((@H*w?-H, s, u)* B T : |
Pl 'I{’f,,’,’ sl - ]
20 ((KLw* H,s,u)* | (aLw? Hj,s,%)’ L |
(0 H*w*H, s, u)* ] - -
21 ((aLu)’-Hjjs, u) - — f
22 B ‘
93| (KH w*H, s, w) | (@H"w* H, s, B I L - N




