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Uber mehrfach vollkommene Zahlen. 1I.

Von Hans-Joachim Kanold in Braunschweig.

Wir schlielen uns in dieser Arbeit der Bezeichnungsweise einer fritheren ant?).

k

Danach heifit eine natiirliche Zahl n = JT p~ eine (s — 1)-fach vollkommene Zahl, wenn
x=1

sie der Bedingung o(n) = s+ n geniigt. Die p, bedeuten Primzahlen, o(n) bezeichnet die

Summe aller positiven Teiler von n. Ferner gilt die leicht einzusehende Ungleichung

2<s<11—'wlék+1

= 1

§ 1.

Wir wollen in diesem einleitenden Paragraphen die mehrfach vollkommenen Zahlen
mit £ = 2, 3 und 4 betrachten. Der Fall £ = 2 fithrt auf die geraden vollkommenen Zahlen,
deren Primzahlpotenzzerlegung man genau kennt. Jede gerade vollkommene Zahl muBl
die Gestalt n = 27-1 - p, besitzen, wobei p und p, = 2 — 1 Primzahlen bedeuten. Man
kennt bisher 17 gerade vollkommene Zahlen?). Davon sind 8 kleiner als 102°, némlich
diejenigen mit p =2, 3,5, 7,13,17,19 und 31.

Es sei jetzt k£ = 3. Weil fiir eine ungerade vollkommene Zahl bestimmt £ = 6 sein
muB?3), kénnen wir sogleich auch s = 3 annehmen. Dann muB entweder n = 23-3 -5
oder n = 25 - 3 -7 sein?). Der Fall k = 4 1463t die Moglichkeiten s = 3, 4 zu. s = 3 fiihrt

zu n = 2%-3-11-31 (vgl. Anmerkung %)). s = 4und 2 - 2 Z 1(1)<4zelgt daB2-3-5|n
3 5 16

sein muf}. Aus 2 RV ERT 4 folgt weiterhin, daB » noch eine der Primzahlen 7,11,13
als Teiler enthalten muf.
Wir miissen jetzt die Gleichung

(1) (22*1 — 1) 6(3%) a(b™) o (p§) =4 - 27 - 3% - 5™ - p}t

diskutieren, wobei fiir p, die Moglichkeiten 7, 11, 13 bestehen. Es enthilt o(pg) fiir
a4 = 2 immer einen Primteiler®) der Restklasse 1 (mod «, + 1) (vgl. Anmerkung %)),
d. h. einen Primteiler = «, + 2. Daraus folgt sofort

(2) ng < 3.

1) H. J Kanold, Uber mehrfach vollkommene Zahlen. Journ. {. reine u. angew. Math. 194 (1955), 218—220.

2) H. 8. Uhler, On the 16th and 17th perfect numbers. Scripta math. 19 (1953), 128—131.

3) U. Kiihnel, Verschirfung der notwendigen Bedingungen fiir die Existenz von ungeraden vollkommenen
Zahlen. Math. Zeitschr. 62 (1950), 202—211.

%) R. Steuerwald, Ein Satz iiber natiirliche Zahlen N mit ¢(N) = 3N. Alexander Ostrowski zum 60. Ge-
burtstag gewidmet. Arch. d. Math. 5 (1954), 449—45b1.

5) H.J. Kanold, Sitze iiber Kreisteilungspolynome und ihre Anwendungen auf einige zahlentheoretische
Probleme. I. Journ. f. reine u. angew. Math. 187 (1949), 169—182.



Kanold, Uber mehrfach vollkommene Zahlen. 1. 85

x, = 2 fithrt wegen o(72) = 3 -19; ¢(112) = 7+ 19 und 0(13%) = 3 - 61 sogleich zu
Widerspriichen.

xyg =3 und p, =11, 13 sind unmoglich wegen

o(11%) = 23-3-61 und o(13%) =22-5-7-17.

Aus py =7 folgt o(7%) = 2*-5*. Weil 3 und 5 primitive Wurzeln (mod 7/) sind, miilite
7329t —1, also &; > 20 sein. Dann enthlelte ) aber n einen Primteiler > 7. Wir
miissen also nur noch den Fall .-

(3) g =1
untersuchen. p, = 13 fithrt wegen 1 + 13 = 2 -7 sofort zum Widerspruch und p, = 11
ergibt die folgenden Unmdglichkeiten:

A1 2mtt—1 liefert. 31 | n; 11| 0(3™) liefert 112 | n; 11| o (5%) liefert 71 I n.
Also bleibt . _

(4) pa=1T.

Daraus folgt sofort?)
() o <5 fiir % =1, 2, 3.

oy > 1 liefert Widerspriiche, ebenso «, > 3. Wir erhalten schlieBSlich fiir n die
einzige Moglichkeit
(6) 1 n=2-3-5-7,

§ 2.
Wir wollen in diesem Paragraphen den folgenden Satz beweisen, der ein Analogon
zZu emem fritheren Satz uber ungerade vollkommene Zahlen darstellt8):

Satz 1. Es sei n = II pax etne (s — 1)-fach vollkommene Zahl, ferner sei k > 2 und
x=1
die ganze rationale Zahl t ein gemeinsamer Teiler von mmdestens k—A1 Zahlen «, + 1.

Dann st t | sn.

Beweis. Wir miissen. zelgen Ist [ Primzahl und U/ | &, + 1 fiir x = 2,.. ., k (die
Primzahlen p, sind nicht notwendig der Grofe nach numeriert), dann ist 7 | sn. Wie in
§ 1 gezeigt wurde, sind fiir 3 < k& < 4 die einzigen mehrfach vollkommenen Zahlen

(1) 25.3-5; 2-3-7:29-3-11-31; 25-38-5.7.

Wir sehen éofort, daB in diesen Fillen fiir ¢ nur der Wert 2 in Frage kommt und
dann sogar

) tn
erfilllt ist. Von jetzt an wollen wir bei diesem Beweis k = 5 voraussetzen. Ist p, == 1
(mod ) fiir mindestens ein » aus 2, . . ., k erfillt, so gilt

3) Ulo(pe) | sn.
Es sei nun

(4) Px E=L(mod ) fir x=2,... k.

) A.a.0.%).

) A.a.0.?%).

8) H.J. Kanold, Untersuchungen iiber ungerade vollkommene Zahlen. Journ. {. reine u. angew Math. 183
(1941), 98—109, insbesondere III, (1). . T
11*
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Wir wollen zeigen, dafl aus dieser Annahme ein Widerspruch folgt. Wegen &k > 2
folgt auch I > 2. Es sei nun

(5) L+pe+pPi+ -+ P =spix fir x=2,...,k.
Dabei kénnen wir 1 < s, | s und & = O voraussetzen. Die Anzahl der s, > 1 sei

k,. Wir beachten, daB s, nur Primteiler = 1(mod 2!) enthalten kann?). Daraus folgt

logs
@ “ = gy

Fir k—1 —k, Zahlen » > 1 gilt nun

(7) L4+ po+ P+ + P = pix

Die Kongruenz 1 + z + 2* 4+ - - - 4+ 2#'~! =0 (mod p$~) hat genau I — 1 inkongruente
Losungen z. Das sind die Losungen p,, p%, . . ., p.~'. Numerieren wir jetzt die Primzahlen
px so, daB

(8) 14 pe+- -+ pt=pixfir x=2,...,k—k, -
und

9) Pe <pg <'°° < Pry
gilt, dann folgt

(10) Pi* < Puyy < pixtt fir x=2,.. ., k—Fk —1.
Dabei ist

(11) Ee=(l—1D)* 2 (x=2,...,k—k).
Das ergibt mit Beriicksichtigung von (6)

k k—k,—3 ’
R e e e O (e O e

_pt 2 8 k2 PR 1
“mp—1 1 2 ke +1 2 py-v’

R [ . S
<p1— (a+ ) p11—1_1= pl—-1 log(21+1) 2

Ist k&, > 1, so folgt

log s
log 7

Diese Ungleichung stellt einen Widerspruch dar.
Ist £, = 1, so haben wir

(13) 49§(2l+1)2§s<4( +2)<2 1 logs + 8.

(14) s < (pl’f_i )2(k. +2) < (;;P__lT)z .3,
ferner ‘

(15) k—ki—1=k—2=3.
Daraus ergibt sich

(16) L+ pe+ -+t = pit,

%) A.a.0.5).
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also p, =1(mod 21), p, =221+ 1 =7 und

2
(17) TR < (2L 1) < s <(%—) -3 < 5.
Das liefert aber :
(18) ks=0;s<(%—)2~2<3, d.h s=2.

Dann miiite n aber eine ungerade vollkommene Zahl sein, also?) auch %k = 6. Ferner
wire dann nach (8)

(19) 1+p,+--+pit=pitir x=2,...,k=6.
Nach fritheren Ergebnissen!) muf}
(20) =5

) . pl 2 p2 11 2 3
>11;s = | =5 5
sein. Das liefert p, = 11; s =2 < (Pl— 1) pPr—1= (10) 2°

Diese Ungleichung ist aber falsch. Damit ist Satz 1 bewiesen.

§ 3.

Wir wollen jetzt zundchst Satz 1 in dem Sonderfall ¢ = 2/ verschirfen. Daraus
wird sich dann auch eine Verschirfung fiir den Fall s = 2¢ ergeben (j, & sind natiirliche
Zahlen).

k
Satz 2. Es sei n = II p3* eine (s — 1)-fach vollkommene Zahl, ferner sei k > 2 und

x=1

t = 27 ein gemeinsamer Teiler von mindestens k — 1 Zahlen x, + 1. Dann ist t3 | n.

Beweis. Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, gilt der Satz fiir £ < 5. Wir
konnen also wieder

(1) k=5
annehmen. Es sei jetzt
2) 2[s; 2 ks (E20).
In jedem Fall ist dann
(3) 2E=2i=¢ |
Wire unser Satz falsch, so miiite (k —2)j — & < 3j, also (k—5)j < &, d. h.
logs _logk
—h<E<S DS <57
(4) i 4=§=10g2=log2

sein. Die Ungleichung (4) stellt fiir £ > 7 einen Widerspruch dar. Wir kénnen somit

(5) sk
annehmen. Aus (2) erhalten wir

(6) £<2.
Dann folgt aus (1) und (4)

(7) b=k=6;1=<6.

10) A.a.0.3).
1) H, J. Kanold, Sitze iiber Kreisteilungspolynome und ihre Anwendungen auf einige zahlentheoretische
Probleme. II. Journ. f. reine u. angew. Math. 188 (1950), 129—146, insbesondere Abschnitt ITI, (41).
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. . 2 3 5 7 11 13
Nach (2) ergibt sich wegen s <T"§'Z.§.T§.H <6
®) s =2 oder = 4.

Der Fall s = 2 fithrt wieder zu einer ungeraden vollkommenen Zahl, somit zu
k = 6. Aus (4) folgt dann & =2, was nach (2) aber s = 2 widerspricht. Also bleibt
nur noch

9) ' s=4,E=12
zu untersuchen iibrig.

Die Abschitzung

2 5 7 11 13 17
(10) TZ6 10 1216 ~*
zeigt, dal
(11) ‘ 2-3|n
sein mulB}. Essel wieder o _
(12) 21| o + 1 fiir %= 2,...,k.

Wir unterscheiden jetzt die zwei Fille

{I pr=2, d.h, p, = 3; 206-Dit1-¢ _ k-1~ 1[”

(13) L. py=2, d. h. 271 | p; 26202 p

Der Fall T liefert (k—1)j—1 < 3j, also den Widerspruch & < 4. Der Fall 1I liefert
21—1 < 3j, d. h.
(14) 241 <3j; j<3.

k = 6 fiithrt nach (13), Il zu 47— 2 < 3j, also zu
(15) J=1; 22| n; ap = 2.

Nach (12) ist dann aber auch 2 | «, + 1, also &, = 3, somit 237 | n. Wir konnen deshalb
von jetzt an wegen (7)

(16) k=5
annehmen. Aus j = 3 ergibt sich
(17) 27¢(27) = 27-3-5-17 | n.
Weil ¢(57) = 2%+ 313313 ist, muB
(18) L e@)e(tT) |0
sein. Das ergibt aber ebenfa]ls einen Widerspruch zu (16). Wir kénnen nach (14)
(19) j =1 bzw. = 2; 22 y n bzw. 2% { n,

also «, << 3 bzw. &, < 6 voraussetzen. Die Abschatzung
3 3 5 7 1

(20) 72T 10"
zeigt, dal
(21) oy > 1, d. h. nach (12) auch 23| n

sein muBl. Wir kénnen nach (19) also
(22) | j=2
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und nach (12) auch

(23) oy +1
annehmen. Dann liefert aber (19)

(24) g = 3,
wihrend aus (22), (16) und (13), 11

(25) ny =4

folgt. Damit ist Satz 2 bewiesen.

k
Satz 3. Es sei n = IT p3» eine (s — 1)-fach vollkommene Zahl, ferner sei k ~ 2,8 = 2¢

%=1

und die ganze rationale Zahl t evn gemeinsamer Tetler von mindestens k — 1 Zahlen x, + 1.
Dann ist t* | n.

Beweis. Wir miissen nach Satz 2 noch zeigen: Ist die ungerade Primzahl [ in ¢ in
der j-ten Potenz enthalten, so folgt [/ | n. Nach Satz 1 ist I/ | n. Wir kénnen also

k k
(26) 20 1 pyx = o (1) I o (pir), % 2§,
x=2 x=2

annehmen. Wir unterscheiden jetzt wieder zwei Fille.

o7 [TV tm L db Ut fur 2 < S s
L Vo 41, dh oy =l—1=3—1=2/: lija,+1 fir3 <x < k.

Wiire unser Satz falsch, so wire im Fall |
(28) Px = 1(mod l) fir » =2, 3
und im Fall II
(29)  px=1(modl) fir » +£2,3,4; 3j >, =0 —1,d. h. j=1,1=3.
Im Fall I erhalten wir das Gleichungssystem
{1+p2+p§+---+pé‘l = py
L+ p+ps+ - +pt=1-pb
mit natiirlichen Exponenten b,, b5. Dieses System fiihrt aber nach friiheren Ergebnissen2)

Zum Widerspruch.
Im Fall II ergeben (27) und (29)

3loy+1; 6 =2; 3|, +1 fir 3=ux=<k;
Px == 1(mod 3) fiir » ==2,3,4; 3 > «.

(30)

31

Wir haben also nadh (26) und (31)
(32) o, = 2; 0(32) = 13| n.

Aus (26) folgt nun

k
(33) 2| I o(p3) | 2 - n.
=2
Es sei
(34) - 2| o(px) fur ein x > 2.

12y H. J. Kanold, Uber ein spezielles System von zwei diophantischen Gleichungen. Journ. f. reine u. angew.
Math. 189 (1952), 243—245.
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Dann folgt fiir dieses » nach (31)

(35) A+p)A+p,+pD) A —p,+ P2 o(pir).

Wire dieses spezielle » > 4, also nach (31) auch p, = 2(mod 3), so folgte aus (35) sofort
3% | o(p%¢). Dann miiBte aber p, = p, = 2(mod 3) sein, was zu

k
(36) I_I3 A+ p.+ P | ps

filhren wiirde. Wegen k£ = 5 ergibt dies einen Widerspruch!3). Wire » = 3 oder = 4,
also z. B. » = 3, so wire

(37) 1+ ps+ p5=3pr und 1 —p; + p} = ps.
Dabei sind r, s entweder gleich 2, 4 oder gleich 4, 2; b, kann nur 1 oder 2 sein, b, muB
eine Potenz von 3 sein!4).

Wir beachten, daB nach (32) eine der Zahlen p,, ps, p, gleich 13 sein muB.

a) ps = 13 ergibt p, = 61, p, = 157.

r = 4 liefert mit ¢(61%?) = 3 -13-97 | n einen Widerspruch zu (31).

s = 4 liefert mit ¢(157%) = 3 - 8269 | n ebenfalls einen Widerspruch zu (31).

b) p, = 13 liefert 1 + p, + p5 = 3 - 13 oder = 3 - 13%. Beides fithrt zum Wider-
spruch.

¢) p, = 13 liefert 1 — p, + pi = 13" = — 1 (mod 7). Daraus folgt p, = 4 (mod 7);
dann ergibt 1 + p; + pi =0 (mod 7) die Widerspriiche 1 + p; + p2 =3-7 oder
=37

Wir haben somit gezeigt, daBl (34) nicht gelten kann. Es bleibt noch iibrig, die
Unmoglichkeit von

(38) 28| a(p)
nachzuweisen. Es ist dann
(39) 201 + py| 2n.

a) pp=13 fihrt zu 7|n; o(7?) =3-19|n; (192 =3-127 | n. Das wider-
spricht (31).

b) p; = 13 fihrt zu o(132) = 3-61 | n.

p. = 61 liefert 31 | n; 0(312) = 3-331 | » und damit einen Widerspruch zu (31).

pa = 61 liefert 0(612) = 3 - 13 - 97 | n; p, = 97. Dann folgt aber aus p,+1=2-7%|n
ein Widerspruch zu (31). Damit ist Satz 3 bewiesen.

§ 4.

Wir werden in diesem Paragraphen eine frithere numerische Abschatzung iiber
ungerade vollkommene Zahlen verschirfen und auf ungerade mehrfach vollkommene
Zahlen ausdehnen?®), Wir beweisen zunichst den

k
Hilfssatz 1. Es sev n = I p3x eine (s — 1)-fach vollkommene Zahl, ferner set sn = 1
x=1

(mod 2). Danrn ist n > 1020,

13) A, a. 0.1,

14) T. Nagell, Des équations indéterminées 22 + « + 1 = y"* et 2% + ¢ + 1 = 3y". Norsk Matematisk
Forenings Skrifter, Serie I, 2, 1—14 (1921).

18) H.J. Kanold, Folgerungen aus dem Vorkommen einer GauBschen Primzahl in der Primfaktoren-
zerlegung einer ungeraden vollkommenen Zahl. Journ. f. reine u. angew. Math. 186 (1944), 26—29.
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Beweis. Wir gehen aus von der Beziehung

k k
1) sn=sII pi* = II o(p*) =1 (mod 2).
x=1 x=1
Daraus sehen wir, da8
(2) xy=0(mod2) fiir » =1,..., k
sein muBl. Wir wollen nun zeigen, da8 aus (1) und n < 102°, d. h. nach (2) auch
(3) piby e =V <1000
ein Widerspruch folgt. Weil
(4) 3-5-7-11-43-17-19-23:29-31 > 1010

ist, konnen wir
(5) k<9

annehmen. Es ist dann

(6) 3§s<%-%%-%-%-%-%-§-§%<4,
also

(7) s=3.
Wegen

(8) L2l ___.____.___.__<3

und (5) erhalten wir
9) 8§ <k=09.
Wegen (2) folgt aus 5| n bzw. 17 | n, daBl n mindestens einen Primteiler der Rest-

klasse 1 (mod 10) bzw. (mod 34) mindestens in der 4. bzw. 16. Potenz besitzt!6). Somit
liefert 17 | n den Widerspruch

(10) n > 1031% > 1032,
k =9 ergibt dann entweder

(11) Vn>3-5-7-112-13-19-23-29 - 31 > 100
oder

(12) Vn>3-7-11-13-19-23-29-31-37 > 10,
Also bleibt noch

(13) k=8.

Die Abschitzung
3 5 7 11 13 19 23 29
(14) 576 10 12 18 = 5 <3
zeigt, daB (13) zum Widerspruch fithrt. Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen.

16) A, a. 0. %),

Journal fiir Mathematik. Bd. 197, Heft 1/2. 12
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k
Hilfssatz 2. Es sei n = IT p%* eine (s — 1)-fach vollkommene Zahl, ferner sei n =1
x=1

(mod 2) und s > 2. Dann ist n > 102°,
Beweis. Nach Hilfssatz 1 kénnen wir

(15) s=4

annehmen. Aus der Ungleichung

: k
D 3 b5 D;
< P 2 90 P
(16) 4=S<,,1=11p,¢~—1=2 7 P —1
folgt
17) k> 20 und n > 1030,

wie bei fritheren Abschitzungen gezeigt wurde??).

Satz 4. Es set n << 102° eine ungerade natiirliche Zahl. Dann kann n keine vollkommene
oder mehrfach vollkommene Zahl sein.

Beweis. Nach dem vorangehenden Hilfssatz miissen wir noch zeigen, daB es unter-
halb von 102° keine ungerade vollkommene Zahl geben kann. Wir bezeichnen die ungerade
vollkommene Zahl wie in fritheren Arbeiten (vgl. z. B. Anmerkung #)) und gehen aus von
der Gleichung

(18) n=p* Illqiﬂo
o=

o =1 a—1 r
:%4(1 +P+p2+"'+p 2 )(1—p+p2—~"'+p 2 ) la(qZﬂo).
Dabei gilt nach Euler die Kongruenz
(19) p=o=1(mod 4).
Ferner ist!8)
(20) r =5.

Auf Grund fritherer Ergebnisse!®) konnen wir weiterhin annehmen

@1) {n +pghg; - - ¢ mit 28, < 10;
nEpaig g nEFp g,
aullerdem??) '
(22) nFEp GG -

Wir erhalten daraus, unter Beriicksichtigung, daB n mindestens einen Primteiler = 61
enthalten muf32!), filr n die Abschitzung

(23) 10 >n=2p-¢d s - =61-3-5*- 72112 ... g2,
Aus r > 7 ergibt sich somit
(24) n=61-3-523-5-7-11-13-17 -19 - 23)2 > 102°.

17) H. J. Kanold, Untere Schranken fiir teilerfremde befreundete Zahlen. Arch. d. Math. 6 (1953), 399—401.

18) A, a.0.3).

19) A, a. 0.1,

20) H. J. Kanold, Einige neuere Bedingungen fiir die Existenz ungerader vollkominener Zahlen, Journ. f.
reine u. angew. Math. 192 (19563), 24—34.

21) A, a. 0.15),
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Die Bedingungen (20) und (24) ergeben zusammen

(25) 5rL7.
Das fiihrt zu??)
(26) 3|n.
Wir konnen nach (19) o. B. d. A..
(27) ¢ =3
setzen. Wegen (q2fe, 1 + ¢, + * - - + ¢*%¢) = 1 folgt aus (18)
(28) n=f,g (1 + g, + -+ g
mit ganizahligem foe = 1. Es sei nun
(29) M"M|n
angenommen. Wegen (19) und (27) konnen wir k
(30) g, =11
setzen. Aus (28) folgt
(31) 10* > n > 11* d. h. 28, < 8.

98, = 2 oder = 8 fithrt zu 3+ 7+ 11 - 19 | n und zu % (”)

2, = 6 liefert ¢(11%) = 43 - 45319 | n. Dann ist wegen (19)
(32) n>D5-3-118- 432 453192 > 1020,

28, = 4 liefert ¢(11%) =5 -3221 | n. Da aus 3 - 52 - 11 | n ein Widerspruch folgt23),
muf}

(33) p=2>5 a=1
sein. Wir erhalten damit aus (18)
(34) 5. 3% 114 - 32212 g2Fs - - - 2Py

=3(1 43+ -+ 3%) - 5-3221 - 0(3221°%) - IT o(gF0).
o=4
Nach (34) muB

(35) 3221 | 11 o (g:’e)
o=4

sein, da 3221 | ¢(3%") wegen 3221 == 4 1(mod 12) unméglich ist. Fiir ein ¢ = 4 muB also

(36) g:fet! =1 (mod 3221)
gelten. Weil -

(37) 3221 —1 =22-5-161
ist, muBl entweder

(38) 28, + 1 =161
oder

(39) 528, +1
sein.

2) A, a. 0.5),
1) A, a. 0.5),
12+
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Aus (38) ergibt sich sogleich

(40) n > qfe = 7' > 10%.
Im Fall (39) ist
(41) 14¢,4+ -+ ¢ =0(mod 3221).

Nun besitzt die Kongruenz 1 4+ z + - - - 4+ z* = 0(mod 3221) die vier Losungen = = 11,
112, 113, 1757 (mod 3221). Weil 1757 keine Primzahl ist, muf} also ¢, > 3221 sein. Dann
ist aber nach (28)

(42) > ¢ > 3000° > 10%.
Die Annahme (29) widerspricht also » << 1029, Wir kénnen von nun an voraussetzen
(43) 11+ n.
Jetzt konnen wir auch (25) verschirfen. Denn aus r = 7 folgt nach (23) und (43), unter

Beriicksichtigung, daBl 3:-5-7 | n zug%n—) > 2 fiihrt, die Abschitzung

(44) n>61-3"52-(3-5-13-17-19-23-29)% > 102°.
Es bleiben somit noch die Moglichkeiten

(45) r=2>5,6.
Wir wollen jetzt

(46) 17| n

annehmen. Wenn p = 17 ist, folgt aus (18), daB » mindestens einen Primteiler = 1 (mod 34)
in mindestens der 16. Potenz enthilt. Das liefert mit Hilfe von (28)

(47) n > 10332,
Wenn ¢, = 17 ist, so ist entweder ebenfalls n > 102° oder es gilt
(48) 1721 | ﬁ;—1.
Dann ist p + 1 =2 - 17%%, also
(49) pr14+17 4+ 172ﬂ-<% A7,
Aus (18) und (27) sehen wir, daBl _
(50) 109 > n 2 P50 (@) o) I oo

= ATH( 4 e b AT (24T 1) (L + 3 + 3) IT o(g2P)
e=3

> 26 - 17% IT o(g2Fe)
e=4 '

gelten mufB. Daraus folgt sofort
(51) 28, = 2 oder = 4.
Im Fall 28, = 4 ergibt (50) die Ungleichung

(52) 10% > 26 - 17% IT o(g2%0) > 1,5 - 10 - IT o (g2%e),
. e=4 e=4
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d. h.

(53) QMﬁﬂ<gg&<ﬂmmr=&2m=2m=z
2=

Nach (43) ergibt (53) einen Widerspruch, wenn 5 < ¢, < ¢; ist. Wir kénnen also
(54) ga=5, ¢ =31, ¢s =13

annehmen. Dann liefert ¢(13%) = 3 - 61 | n einen Widerspruch.
Im Fall 28, = 2 folgt

(55) o(172) = 307 | n; ¢, = 307.
Da 307 == 4 1(mod 12) ist, folgt aus 28, = 4 sofort
(56) n > 307*¢(307%) o(3%1) > 10%.
Aus 28; = 2 ergibt sich
(57) 0(307%) = 3-43-733 | n.
Daraus erhalten wir wegen (48), d. h. p = 577
(58) n > 577-3%- 172 - 3072 - 432 - 7332 > 1020,

Die Annahme (46) hat zu Widerspriichen gefithrt. Von nun an sei
(59) 17 ¥ n.
Die Abschitzung
313 19 23 20 31 61
2 12 18 22 28 30 60

(60) <2

zeigt uns, daB
(61) (r,5-7) >1
sein mufl. Wir wollen jetzt den Exponenten 28, von 3 nach oben abschitzen. Wir beachten
dabei die fritheren Ergebnisse iiber Kreisteilungspolynome?¢). Es sei zunichst
(62) p = 1(mod 3).
Dann folgt aus (18)

26,
10 >n = p_—zH o(3*) IT (1 + (6v + 1) + (69 + 1)%)
(63) 26, =1
> 7-3% [1369* = 7-108% ((28,)! ).

v=1

Das liefert sogleich
(64) 28, <6.
2B, = 6 ergibt 1093 | n und
(65) n>7-1093:0(72) - o(13?) - a(192) - 0(312) - 6(372) - 0(547%) > 1020,

Der Fall 28, = 4 ist nach (43) wegen ¢(3%) = 112 nicht moglich. Also haben wir aus der
Annahme (62) die Bedingungen

(66) 28, =2; 0(3%) =13 |n
hergeleitet. Es sei nun .
(67) p = 2(mod 3),

) A, a.0.5).
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d. h. nach (19) auch p == 4 1(mod 12). Wir nehmen ferner an
(68) Flp+1; 3 fp+1.
Wir erhaltenﬂ aus (18) .
n>2tlp. 0(3251)11(1+ 6v + 1) + (v + 1))
> 65 + 349 . 108%—¢ - (28, — &)! ) = [(&).
Sofort sehen wir, daBl fir é =1,...,26, — 1 die Abschitzung
fe+y _

(69)

70 &~ 108EA— -
gilt. Also ist

(71) n > f(2B,) = 65 - 3% 3
Daraus erhalten wir

(72) 2p, = 12.

a) 28, = 12 liefert ¢(32) = 797161 | n und n > 797161¢ > 102°.
b) 28, = 10 liefert

(73) n = p*- 3. 23%: . 3851% . gifu. .. g2fr,
Ist hierin 28, = 4, so folgt

(74) n > 38518 > 1020,
Also ist

(75) 0(3851%) = 13 - 1141081 | n

Dann ist aber n > 11410814 > 1020,
c) 28, = 8 ergibt

(76) no= p- 3% 13 . T57 . g2 . . . g2,
28, = 4 fithrt zu n > 7578 > 102°; also haben wir
(77) o(7572) = 3 - 13 - 14713 | n, g, = 14713, 2B, = 2;

weiterhin ¢(14713%) = 0 (mod 19), d. h. 19| n; ¢; = 19. Nach (61) ist aullerdem noch
5 oder 7 ein Teiler von n. Da o(14713%) zu p - 13 - 5 - 7 - 757 teilerfremd ist, miiBte

(78) 0(14713%) = 3 - 19" < 3 - 192

sein2®). Das ist aber ein Widerspruch.

d) 26, = 6 liefert o(3%) = 1093 | n; g, = 1093, 26, = 2; o(1093) = 3 - 398581 | n;
n > 3985814 > 1020,

e) 2, = 4 ergibt wieder einen Widerspruch zu (43).
Wir sehen, dafl (66) in jedem: Fall gelten mufl. Es sei nun

(79) r==6
angenommen. Ist 5 + n, so erhalten wir nach (23), (43) und (59)
(80) n=61-78-134-32-19%-23%-292 > 102°,

) A, a. 0. 1),
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Ist 5| n, so ist (n,7-11-17) = 1 und nach fritheren Ergebnissen )

n =149 -13¢-54-(3-19-23 - 29)2 > 102°, wenn 5% ¢ n;
(81) {n =149 -58-314-(3-13-19-23)2 > 10%°, wenn 5% | n, 5% + p + 1;
n=p-5-13¢-(3-19-23-29)2 > 10%° wegen p = 258 —1.

Da die Annahme (79) zu Widerspriichen gefithrt hat, konnen wir nach (45) von
jetzt ab

(82) r=>5
voraussetzen. Die Abschitzung

13 7 13 29 31 61

(83) 9 6 12 28 30 60

<2
zeigt, daB 7 | n entweder 19 | n oder 23 | n nach sich zieht. Ist 23 | o(g}%¢), so ist 28, = 10

und 3 = ¢, = 13. Dann ist aber n > 132° Ist 23| (1 + p2 + p*+ -+ + p*71), so ist
a =21 und

(84) n = p* ~%a(p"‘) >% - 5% > 1020,
Aus 23 | n folgt in jedem Fall ¢, = 23 und

(85) 2320 pgl;pzz-232—1.
Nun ergibt

13 7 13 23 29 2.232—1

(86) 9 F R B/ T2 <
daB aus 7 | n auch

(87) 32-13-72-192 | n

folgt.
a) 198 | n fihrt zu n > 19'% > 1020,

b) Genau 19| n liefert unter Beachtung, daB o¢(19%) keine Quadratzahl ist, auch
n>19%-0(19%)-32-72-13% > 102°, wenn p %13 ist und sonst .

n>19%-0(19%)-32-72-13 -¢, > 1020.
c) Genau 19% | n liefert o(19%) = 151 - 911 | n. Dann ist aber

o(n) _ 13 7 13 19 151 911
(88) w <9 % 12 18 150 910 < %'

d) Genau 19% | n ergibt ¢(19?) = 3 -127 | n. Dann mull n die folgende Gestalt
besitzen:

(89) n=13-3*. 7. 19* - 127* - 5419

Dann liefert ¢(5419%) = 0 (mod 31) sofort einen Widerspruch. 7 | » hat zu Wider-
spriichen gefithrt. Nach (61) konnen wir

(90) 5|n

annehmen.

2) A, a. 0. ),
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Wir bekommen die beiden Fille

(91) I. n=5*.32.132%:. G g2
II. n=p*- 3% 13%: . 5% . g2Pg2hs

28, > 2 fithrt wegen ¢(13%) = 32 - 61 - 1609669, ¢(13%) = 5229043, ¢(13%) = 30941
owie —B—M = 3%- 191 bzw. ¢(309412) = 157 - 433 - 14083 zu Widerspriichen. Wir

2
erhalten so
(92) a(13?) =3-61|n.
Der Fall I fithrt wegen o(614) = 5 - 131 - 21491 zu
(93) n>5-32-132-614- 1312 - 214912 > 1020,

Ist im Fall IT p = 61, so ist auch 31 | n. Aus 31%| n ergibt sich leicht n > 102°;
wir beachten, dal o(31%) = O(mod 11) ist und o(31%) = 3 - 331. Wir erhalten dann
wieder n > 10%2° oder den Widerspruch 32 | n.

Ist p =61, so beachten wir die Gleichungen o(61%) = 5131 - 21491 und
a(612) = 3 - 13 - 97. Ferner gilt die Kongruenz ¢(974) = 0(mod 11). Aus alledem ergeben
sich Widerspriiche zu n < 10%°. Somit ist der Satz 4 vollstindig bewiesen.

Eingegangen 20. August 1955.



