C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften in Gottingen
Ort: Gottingen

Jahr: 1860

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen

Werk Id: PPN250442582_0008

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN250442582_0008

LOG Id: LOG_0012
LOG Titel: Untersuchungen Uber ein Problem der Hydrodynamik
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN250442582
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN250442582

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Untersuchungen
iiber
ein Problem der Hydrodynamik.
Yon

G. Lejeune Dirichlet.

i

Aus dessen Nachlass hergestellt von R. Dedekind.

Vorwort.

Ueber die Vollendung und Herausgabe dieser Abhandlung, welche nach dem
letzten Willen des Verfassers mir ibertragen worden ist, sind einige Bemer-
kungen vorauszuschicken. Das bier behandelte hydrodynamische Problem,
dessen Losung aus dem Winter 1856 — 57 stammt, wurde in kurzen Ziigen
zuerst am Schlusse der Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichungen im
Juli 1857 vorgetragen, und gleichzeilig wurde das Hauptresultat der ganzen
Untersuchung in den Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der Wissen~
schaften durch eine kurze Anzeige veroffentlicht. Die vollstindige Darstellung
verzogerte sich aber, theils durch den Wunsch des Verfasser;, den -Gegen-
stand in seinen Einzelheiten noch mehr zu durchforschen, theils durch die
Beschiftigung mit andern Arbeiten, bis die plotzliche Krankheit und der zu
fruhe Tod die Vollendung unmoglich machten. Unter den hinterlassenen Pa-
pieren, die sich auf diesen Gegenstand beziehen, und die am 21, Juli 1859
in meine Hande gelangten, fand sich zundchst ein su sorgfaltig ausgefubrtes
Manuscript, dass es ohne die geringsie Aenderung dem Druck ubergeben
werden konnte; nur ist es sehr zu beklagen, dass auch in diesem Bruchstiick
die Emleitung, welche der Erorterung einiger allgemeiner Eigenschaften der
hydrodynamischen Grundgleichungen gewidmet war, unvollendet geblieben ist.
Ausser diesem Manuscript, welches in der folgenden Anordnung bis gegen
den Schluss des §. 3 reicht, fand sich eine grosse Menge einzelner Papiere,
A2



4 VORWORT.

mit flichtig hingeworfenen Formeln ohne Texl, deren Bedeutung aber leicht
zu erkennen war. Zum grossten Theil waren es Wiederholungen des schon
Dargestellten, und nur selten ergab sich aus ihnen ein Anhaltspunct fiir die
weitere Ausfihrung. Indessen fiel es mit Hilfe dieser Papiere nicht schwer,
die sieben Integralzeichnungen erster Ordnung aufzufinden, welche in der vor-
laufigen Anzeige der Abhandlung erwihnt sind; sie finden sich in §.5 der
folgenden Darstellung.  Ausserdem wiesen zahlreiche Stellen auf den in §. 8
behandelien Fall hin, wenn auch nirgends sich eine Discussion vorfand; ich
habe ihn (in §.6) mit dem andern in §.7 untersuchten zu verbinden gesucht,
der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwihnten vorliufigen Anzeige
mitgetheilt ist.  Ferner gaben, wie aus den simmtlich von mir hinzugefiigten
Anmerkungen zu sehen ist, manche Stellen des erwihnten Manuscriptes Ver-
anlassung zur Ausfihrung mehr mithsamer als schwieriger Rechnungen, die,
weil sie fir kinftige Arbeiten wohl niitzlich sein konnen, ihren Resultaten
nach in die Abhandlung aufgenommen sind und so den §.4 bilden. Nachdem
ich sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weitern Unter-
suchungen, deren Ergebnisse, so weit sie bis jetat gelungen sind, ich in dem
Schlussparagraphen mittheilen zu dirfen glaubte. Ich verhehle mir nicht, dass
trotz aller auf die Arbeit gewendeten Sorgfalt und Liebe, Manches vollstin-
diger und besser hatte ausgefihrt werden konnen; allein ich wollte die
Herausgabe nicht noch linger verzogern, um so weniger, da ich verirauen
darf, dass man dieses letzte Werk des grossen Denkers, dem es nicht ver-
gonnt war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der
unvollkommenen Form wirdigen wird.

Zirich, 10. November 1859.
R. Dedekind.



Bei der Begriindung der allgemeinen Gleichungen, durch welche die Be-
wegung flissiger Korper bestimmt wird, kann man von zwei verschiedenen
Gesichtspunkten ansgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt
man sich die Aufgabe; fir eine beliebige Stelle (z, y, 5) und eine beliebige
Zeit ¢t den Zustand der bewegten Masse, d. h. die Dichtigkeit, den Druck und
die drei Componenten der Geschwindigkeit auszumitteln und diese finf Grossen
als Funktionen der vier Verinderlichen x,y, z ¢ zu bestimmen. Dem eben
erwihnten Gesichispunkt entsprechen die Grundgleichungen der Hydrodynamik
welche man in allen Lehrbuchern findet und welche Euler zuerst aufgestellt
hat1). Diese Eulerschen Gleichungen liegen auch einer grossen Abhandlung
zu Grunde, welche Lagrange mehr als zwanzig Jahre spiter in derselben
akademischen Sammlung ?) veréffentlicht hat und aus welcher er sﬁﬁter mit
einigen Zusitzen den Abschnitt seiner Mécanique analytique gebildet hat, wel-
cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusatze beginnt
den erwiihnten Abschnitt und betrifft eine von der Eulerschen wesentlich
verschiedene Behandlung des Gegenstandes; Lagrange geht nimlich darauf
aus, die Bewegung jedes Elementes der Fliissigkeit zu verfolgen, d. h. die
Coordinaten z, y, 5, den Druck und die Dichtigkeit dieses Elementes durch
seine anfianglichen Coordinaten a, b, ¢ und die seit dem Anfang der Bewe-
gung verflossene Zejt ¢ zu bestimmen. Merkwiirdiger Weise macht jedoch

1) Principes généraux du mouvemeni des fluides /Histoire de I'Acad. de Berlin
Année 1755). -

2) Mémoire sur la- Théorie du mouvement des fluides (Nouveaux Mémoires de
I'Acad. de Berlin; Année 1781).
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Lagrange von den diesem Gesi}chtSpunkt entsprechenden Gleichungen gar
keinen Gebrauch; nachdem er namlich bemerkt hat, dass sie elwas complicirt
seyen, formt er seine Gleichungen in die Bulerschen uwm, und fiigl dann
hinzu, dass die letzteren wegen ihrer grdsseren Einfachheit zur Lisung be-
sonderer Aufgaben vorzugsweise geeignet seyen. Ich wmuss jedoch gesiehon,
dass mir der Vorzug, welchen Lagrange den Eulerschen Gleichungen vor
den seinigen einriiumt, durchaus nicht begrindet scheint, indem jeno eine
Eigenthiimlichkeit darhieten, von welcher die letzteren frei sind und durch
welche die einfachere Form mehr als aulgewogen wird.

Die Eigenibiimlichkeit, von welcher ich rede und die Lagrange villig
iibersehen zu haben scheint, bestebt darin, dass die Coordinalen @,y, 5 nicht
uhabhéingige Variabele im eigenllichen Sinno des Worles sind, da die Aus-
dehnung, in welcher sie gelten, die des Raumes ist, welchen die heweglo
Masse jeden Augenblick einnimmt, und folglich durch die ganzo vorangegangene
Bewegung bestimmt wird. Es ist aus diesem Umstande leicht ersichilich, in
welche Schwierigkeilen die Anwendung der Eulerschen Gleichungen auf ho-
sondere Probleme verwickeln muss, da wir jelzt wissen, was freilich zur
Zeit des Erscheinens der Mécanique analylique noch nicht erkannt war, ein
wie wesentliches Elemenl fir die Bestimmung von Funktionen mehrerer Ver-
dnderlichen, welche durch partielle Dilferentialgleichungen und andere dor
besonderen I‘rafre angehorige Bedingungen definirt werden, der Umfang Dbildet,
welcher diesen Verinderlichen zukomm!. Der Vorzug der Eulerschen Form
scheint auf den Fall heschrinkt, wo die llussnge Masse im Laufe der Bewe-
gung dieselbe #ussere Gestalt l)ehiilt auf welchen Fall ﬁbrmens auch der
leicht zuriickgefiihrt wird, wo nsxch ein fester Korper in einer unendlichen
Fliissigkeit bewegt.

Dass die erwihnle Eigenthimlichkeit der von Euler gegebenen Glej-
chungen Lagrange entgangen ist, hat einige Unrichtigheiten zur Folge gehabt,
von welchen ich die wesenilichste hier erwihnen zu miissen glaube, da sie
in alle Lebrbiicher iihergegangen ist und wissenschaflliche Irrthiimer um so
schwerer verschwinden, je grosser die Autoritit isl, unter deren Schulz sie
stehen.  Schon Euler halte in der oben citirlen Abhandlung bemerkt, dass
seine Grundgleichungen sich sehr vereinfachen und aufl eine zuruckkommen,
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wenn fir die ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der
Geschwindigkeit als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coor-
dinaten genommenen partiellen Differentialquotienten derselben Funktion dieser
Coordinaten sind, und diese Bemerkung ist von Lagrange durch den rich-
tigen Zusatz vervollstandigt worden, dass die eben ausgesprochene Voraus-
setzung immer fir die Componenten der Geschwindigkeit von selbst Statt
findet, wenn sie nur fir den Anfang der Bewegung gilt und uberdies die
Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe Bedingung erfiillen 1).

1) Hier bricht leider das Manuscript vollstindig ab, und es war nirgends eine
Andeutung iiber die weitere Ausfiihrung zu finden; doch ist wohl kaum zu
zweifeln, dass die beabsichtigte Berichtigung in Folgendem bestehen solite.
Wenn man diejenige Funktion, deren partielle Derivirte die Componenten der
wirkenden Kraft’liefern, durch partielle Differentiationen aus den drei ersten
der von Lagrange gegebenen Grundgleichungen eliminirt, so erhalt man drei
Resultate, welche eine unmittelbare Integration in Bezug auf die Zeit gestatten;
bezeichnet man mit %, B, S die drei Integrationsconstanten, welche also nur
noch von a, b, ¢ abhangen konnen, so ergeben sich mit Hilfe der vierten
Lagrangeschen Gleichung, welche die Incompressibilitit der Flussigkeit aus-
driickt, leicht die drei folgenden Gleichungen

do dw dz dx dr dw du d d, dy du do

a”@=ﬂa+%ﬁ+@z*a';=”£+%£+@£’@‘af

in welchen u, v, w die nach den Axen der z,y, » genommenen Componenten
der Geschwindigkeit bedeuten.  Aus diesen Gleichungen folgt, dass, wenn
fiir ein bestimmtes Element (@, b, ¢) der fliissigen Masse die Werthe der drei
zur Linken stehenden Differenzen anfinglich verschwinden, dasselbe wihrend
der ganzen Dauer der Bewegung fur das niéimliche Massenelement (g, b, ¢) gelten
wird. Ist daher ursprunglich in einem von flussiger Masse erfiilllen Raume
— denn nur in einem solchen kommt den Zeichen u,v,w eine wirkliche Be-
deutung zu — der Ausdruck udz + vdy - wds ein vollstindiges Differential,
so wird dasselbe auch zu jeder spitern Zeit fiir denjenigen Raum gelten, wel-
cher augenblicklich die nimlichen Elemente der flissigen Masse enthilt. Es
haftet daher diese Eigenthiimlichkeit der Bewegung nicht sowohl, wie Lagrange
zu beweisen glaubte, an dem absoluten Raume, als vielmehr an der Masse.—

Die weitere Untersuchung der Bedeutung der drei Integralgleichungen gehort

nicht hierher.

dz dz dz
Y207 %%

-
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s § 1.

Die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Lagrange
denselben gegeben hat, sind die folgenden, wenn wir uns auf den Fall der
Homogeneitit beschranken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen:

d%x dy d*s dz dp
w ) ((m - )azﬂ“ a‘ﬁ”z)a;"“za—@ )

dr d%y dy d*z dz dp _
v (e - )wﬁ‘ w-Datl 95 +5=0

d*z \ dy d*s dz  dp
aw )az* m“y)az+ D) et a=0
_*_ial_cdydz__i
T dadbde

In diesen Gleichungen sind a, b, ¢ die anfinglichen Coordinaten eines
beliebigen Elementes, so dass also der unveriinderliche Umfang dieses Systemes
von drei Variabeln durch die arspringliche Gestalt der Flissigkeit bestimmt
wird, z,y,s bezeichnen fir ‘die Zeit ¢ die Coordinaten desselben Elementes,
p den Druck, welchen dasselbe erleidet, und X, Y, Z endlich sind die Com-
ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft. Was die
letzte Gleichung betrifft, welche die Incompressibilitét der Flissigkeit ausdriickt,
so hat das Summenzeichen in derselben nach der iiblichen Bezeichnung die
Bedeutung einer Determinante. ~ Wir werden einen Fall behandeln, in wel-
chem die beschleunigende Kraft von der Anziehung der gesammten Masse
herrihrt und die Elementaranziehung dem Quadrat der Entfernung umgekehrt
proportional ist. Bezeichnet daher V zur Zeit ¢ das Potential der Fliissigkeit
fur den innern Punkt (z,y, ), so dass also V eine Funktion von @,y, s und
¢ ist, und bezeichnet ferner ¢ die Constante , welche die Anziehung zwischen
zwei Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung ausdriickt, so ist

av dav T dav
X——-S*&E,Y Egy", Z"‘S;izﬁ

Durch Substifution dieser Ausdriicke nehmen die drei ersten Gleichungen fol-
gende Gestalt an
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d?x dx d%y dy d%z dx dV

pahaied —_ —=0

diz da + dar da + ar da ¢ da da

d%x dx d*y dy d% ds N
D FsT &b W%~£E+db 0

dz? dz d¥y dy d*z ds av dp

_— = e — — & — — = 0.

dt* de di? de de2 de de de

Unsere Untersuchung ist anf die Voraussetzung beschranki, dass die zu be-
stinmenden Funklionen z, g, 5 der vier unabhingigen Variabeln a, b, ¢, ¢ die
drei ersten derselben nur linear enthalten, und wir bemerken sogleich, dass
wir iiberall in der Folge unter einem linearen Ausdruck einen solchen ver-
stehen werden, der kein von den Variabeln unabhingiges Glied -enthalt. Wir
haben also:

z=1la 4+ mb 4 nc -

3) y=1!Va+mb -+ nc

5 = "a 4 m"6 4+ a"c
wo die Coefficienten I, m etc. nur von der Zeit ¢ abhiangig sind und in Folge
der Incompressibilitat folgende Gleichung befriedigen miissen

0 = = == Im'n" = 1.

Fir {= 0 fallen @, y, 5 mit a, b, ¢ zusammen, so dass alsq l=m =#"=1,
wihrend die sechs ibrigen dieser Grossen verschwinden. Differenzirt man
obige Gleichungen nach #, so erhilt man fir die Componenten u, v, w der
Geschwindigkeit

dr dl © dm dn
g SaTattaltta
- d al am’ dw

¥ e=S=Tat+ bt o

ds dl" dam” n"’
v=un=a’ + b +

Die anfinglichen Werthe der Grossen

dl.  dm _dn

dt’ di’ de

da’  dm’ an

Y wwm @
‘ dl” dam” dn”-
at' 4t .dt

Mathem. Classe. VIII. B
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sind nicht ganz willkiihrlich, sondern es findet zwisohen denselben die Be-

dingungsgleichung
§ "
G, + (), + (4, =0

ae .
Statt, welche man erhilt, wenn man bildet und dann f==0 selul.

Wir wollen nun zeigen, dass unsere Ausdricke, in denen 9 unbekannte
Funktionen der Zeit ¢ vorkommen, die Bewegung ciner flussigen Masse auy~
driicken, deren Elemente sich nach dem Geselze der Nalur anzichen, wenn
die Masse urspriinglich die Gestall eines Ellipsoides hat, die anfiugliche Be-
wegung den Gleichungen (8¥), welche' 8 willkithrliche Constunten enthalten,
gemiss ist” und endlich an der Oberfliche ein constanter oder nur von der
Zeit abhéngiger Druck Statt findet. L#isst man den Anfangspunkt der Coor=
dinalen mit dem Mittelpunkt, die Axen der z,y,s oder a, b, ¢ mit den Haupt-
axen des Ellipsoides zusammenfallen, so hat die Gleichung der anfanglichen
Oberfliche die Form

a* b2 ¢
5

Tt e

R 1‘

liﬂbe"virjir;v?ieiteli geben, ist zu bemerken, dass unsere Ausdriicke (8) %@ j(’fi)
die bei ‘der Begriindung der Gleichungen (1) voraﬁsgesctth Contipuitiitg-
bedingung erfilllen, welche wesentlich darin besteht, dass diit»}ﬂ’fuﬁ’kte, welche
anfénglich eine geschlossene Fliche bilden, auch zu jeder spﬁmm Zoil eine
solche bilden, und dass jeder urspriinglich innerhalb oder ausserhalb dieser
Fliche liegendet Punkt eine dhnliche Lage in Bezug auf die neue Fliche
einnimmt.  Es ist dies eine Folge daraus; dass zu jedem System bestimmter
und endlicher Werthe a, b, ¢ ein eben solches System von Werlhen a, g, 3
~ und wegen 6 =1 auch umgekehrt gehont,

Lost man die Gleichungen (3) nach a, 6, ¢ aul, so crbilt man
o = o 4 Ny 4+ A%
0 b =po + wy+
¢ = vz + vy + v%
WO 4, A" elc. wegen 6=1 Ausdriicke ohne Nenner und die sogenannten
aus den 9 Grdssen [, m elc. gebjldelen partiellen Delerminanten sind, so duss
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also z.B. A=m'n" — m"n’. Setzt man die Werthe @, b, ¢ in obige Gleichung
ein,/vso erhilt man zur Bestimmung der Oberfliche zur Zeit ¢

1 . " 1 , VR | , .
D e +4y+2%° + g e+ wy +u's) + 5 o +Yy+ 7% =1

so dass also bei einer durch die Gleichungen (3) bestimmten Bewegung die
anfinglich ellipsoidisch vorausgesetzie Oberfliche auch zu jeder spitern Zeit
die Gestalt eines mit dem urspriinglichen concentrischen Ellipsoides hat. Man
kann noch hinzufigen, dass Punkte, welche anfinglich ein mit der Oberfliche
concentrisches, &hnliches und #hnlich liegendes Ellipsoid bilden, zu jeder
andern Zeit in ahnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberfliche stehen
werden. Es soll nun gezeigt werden, dass die Ausdricke (3) den Glei-
chungen (2) geniigen, wenn die darin enthaltenen Funktionen der Zeit,
l, m etc. gehorig gewihlt werden. Hierzu ist zunichst erforderlich, dass das
Potential ¥ der von dem Ellipsoid (7) begrenzten Masse fiir einen innern
Punkt (=, y, 5) bestimmt und dann durch a, b, ¢ ausgedriickt werde. Nach
einem bekannten Satze ist das Potential eines auf seine Hauptaxen bezogenen
Ellipsoides fiir einep innern Punkt ein viergliedriger Ausdruck, der ausser
einem constanten Theile drei den Quadralen der Coordinaten proportionale
Glieder enthalt. Um das Potential fir unser Ellipsoid (7), welches nicht auf
seine Hauplaxen bezogen ist, zu erhalten, miisste man also durch Auflosung
einer cubischen Gleichung zu diesen ubergehen und dann das fiir das neue
Coordinatensystem geltende Potential durch x, 3, 5 ausdriicken. Bei der eben
angédeuteten elwas umstindlichen Rechnung stellt sich heraus, dass das
Resultat nur symmetrische Verbindungen der Wurzeln der cubischen Gleichung
enthiall und also ohne Losung dieser Gleichung aufgestellt werden kann. Man
gelangt zu demselben Ergebniss auf weit kirzerem Wege, wenn man sich
zur Auffindung des Potentials der Methode des discontinuirlichen Faktors he-
dient, welche iinmittelbar auf ein Ellipsoid angewandt werden kann, welches
auf beliehige Axen bezogen istl). Da jedoch der sehr complicirte Ausdruck,

1) Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher Integrale (Abhandlungen
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin; 1839). — Unter den hinterlasse—
nen Papieren fand sich die folgende vereinzelte Bemerkung: ,Als einmal zwi-

B2
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welchen man durch die eine oder die andere der angegebenen-Verfahrungs-
arten erhalt, zu unserm Zwecke entbehrlich ist, so wollen wir uns bei der
Ableitung desselben nicht aufhalten!). Es geniigt fir uns zu bemerken, dass
das durch z, gy, 5 ausgedriickte Potential offenbar ausser einem constanten den
Werth desselben im Mittelpunkt darstellenden Bestandtheil eine vollstindige
homogene Funktion des zweiten Grades von x,y,s enthilt. Dieselbe Form
wird das Potential in Bezug auf a, b, ¢ darbieten, wenn man fir x,y,s die
Ausdriicke (3) einsetzt. Es ist also
V=H — La® — Mb? — Nc? — 2Lbc—2Mca — 2N'ab
wo L, M,... N’ sehr zusammengeseizte, elliptische Integrale enthaltende Funk~
dV ay av
’db’ de

@, b, ¢ nur linear enthalten, und dasselbe von den drei ersten Gliedern in
jeder der Gleichungen (?) gilt, so werden diese Gleichungen unabhiingig von
a, b, ¢ nur bestehen konnen, wenn der Druck ausser einem von a, b, ¢ un-
abhingigen Bestandtheil nur Glieder zweiter Ordnung enthalt. Da wir nun
andrerseits voraussetzen, dass dieser Druck an der ganzen Oberfliche zu
derselben Zeit denselben blos von dieser abhingigen Werth P hat, so mauss
p offenbar die Form - -

tionen von I, m,...n" bezeichnen. Da hiernach — die Variabeln

schen Jacobi und mir die Rede von der Attraction der Ellipsoide war, mit
welchem Problem der grosse Mathematiker sich friher sehr angelegentlich be-
schiiftigt hatte, erwihnte er eines Umstandes, der ihn sehr iberrascht hatte,
des Umstandes nidmlich, dass die Bestimmung der auf einen #ussern Punkt
ausgeubten Anziehung auch dann nur die Losung einer einzigen cubischen
Gleichung erfordere, wenn das Ellipsoid nicht auf seine Haupiaxen bezogen
sei, und legte mir die Frage vor, wie sich die Methode des discontinuirlichen
Faktors in dieser Beziehung verhalte. Ich konnte sogleich antworten, dass
sich bei Anwendung der eben erwihnten Methode dieselbe Erscheinung zeige,
und Jacobi’s Bemerkung zugleich durch die Angabe vervollslandlgen dass
sich fir einen innern Punkt gar keine cubische Gleichung einstelle.« — Vergl.
Anmerkung (1) zu §. 4.

1) Es erschien zweckmissig, die hier und im Folgenden angedeutete, durchaus
picht schwierige Rechnung wirklich auszufithren; die Resultate findet man weiter
upten im §. 4. ,
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hal‘;en, wo o eine nur mit £ verinderliche Grisse bezeichnet. Sefzt man
alle im Vorhergehenden erhaltenen Ausdriicke in die Gleichungen (2) ein,
so zerfilli jede derselben in drei neue Gleichungen, indem die mit a, b, ¢
multiplicirten Glieder besonders verschwinden missen. Man bat also zur
Bestimmung der 10 Funktionen der Zeit, lym,...n", o die folgenden Glei-
chungen, welche in gleicher Anzahl sind

dt2+l’ 12+ ﬂ —2Ls+§%
T ””Z:+ "diff=“2Ns+§
m%+ oZ: o »"”2_””2_258
@ t2 T+ dz2’ + n"i;’t’%_”= — A

nfo-t-n'%%Jr“"%:“w's

: I%H’%H"d;;”:“we*
VR v T = — e
mg;‘l'mdtz’i" "ﬁl:"—QN'e

i E lmr ” — 1.

Es ist lei'cht, die Unbekannte ¢ zu eliminiren, indem man aus den drei ersten
dieser Gleichungen eine Doppelgleichung bildet; der gréssern Symmetrie
halber wollen wir jedoch die Gleichungen in unverinderter Form beibe-
halten.
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s 2 ’

Obgleich das eben Eufgestellte S»ystem allen Bedingungen der Aufgabe
geniigt und ebensoviel Gleichungen als Unbekannte enthilt, so reicht, streng
genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, um die Moglichkeit der oben
angedeuteten Bewegung zu zeigen. Es ist vielmehr noch nachzuweisen,  dass
unsere Gleichungen ausreichen, um aus den anfanglichen Werthen der Grossen
l,m,...n" und ihrer Derivirten Z—j, % , fir welche anfanglichen Werthe
die obigen Bedingungen gelten, die Werthe der Grossen Lm,...n" fir eine
beliebige Zeit ¢ ableiten zu koanen. Es kommt dieser Nachweis offenbar
darauf hinaus, zu zeigen, dass, wenn fiir eine beliebige Zeit die Werthe von
l,m,...n" und ihren ersten Derivirten als endlich und vollig bekannt voraus-
geselzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe der zweiten Derivirten
gj—i, %21?,... %2% fiir dieselbe Zeit abgeleitet werden k(‘innen.k Es wird ge-
niigen, die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus keine Schwierigkeit
darbietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Lgst man die drei der Glei-
dzlr a2l 42
di*’ de*’ arr ,
verfahrt ebenso in Bezug auf die sechs iibrigen, so erhdlt man fur jede der
9 zweiten Derivirten einén Ausdruck der Form eg + f, wo e und f wegen
8 = 1 ohne Nenner sind und vollig bestimmte endliche Werthe haben, so
dass alles darauf hinauskommt sich zu iberzeugen, dass ¢ einen bestimmten
endlichen Werth hat. Dieser Werth aber ergiebt sich aus einer Gleichung
der Form e'c + f' = 0, welche man erhilt, wenn man die eben erwihnten

chungen (a), welche enthalten , nach diesen Grossen auf und

2
Ausdriicke in die Gleichung % =0 seizt, und in_ welcher von e’ und [’

dasselbe gilt, was vorhin in Bezug auf ¢ und [ bemerkt wurde, und e’ als
eine Summe von Quadraten, die nicht gleichzeitig verschwinden kénnen, von
Null verschieden seyn wird 1), " ’

Es- ist_iibrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch unsere Glei-
chungen’ definirt wird, eine wesentliche Bemerkung zu machen, welche den

1) Das ausgefuhrte Resultat dieser Rechnung findet man in §. 4.
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jeden Augenblick an der Oberfliche ausgeiibten Druck betrifft. Dieser Druck
muss in gewissen Fillen eine bestimmte Grenze ibersteigen, wenn die Be-
wegung physisch moglich seyn soll, es sey denn, dass man unter einer in-
compressibeln Flissigkeit eine solche verstehen wollte, die, wie sie jeder
Zusammendriickung, so auch jeder sie zur Trennung sollicitirenden - Kraft
widersteht. Nimmt man diese letztere Fahigkeit, wie gewdohnlich, nicht in
die Definition auf, so ist es fir die Darstellbarkeit der Bewegung durch die
hydrodynamischen Gleichungen erforderlich, dass der Drueck in der bewegten
Masse nie negativ werde. Da nun in unserem Falle
a? b2 o2
)
und der eingeklammerte Ausdruck innerbalb der Masse alle Werthe zwischen
O und 1 annimmt, so besteht fir den Fall, wo die Grisse ¢, die im Allge~
meinen nur durch die Integration unserer Differentialgleichungen . bestimmt
werden kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Werth erbilt; die Be-
dingung, dass P nicht unter dem absoluten Werthe von ¢ liege. Nur wenn
¢ nie negativ wird, bleibt P unbeschrinkt und kann die durch unsere Glei-
chungen definirte Bewegung im leeren Raume und ohne zussern Druck Statt
finden. | :

Nur der anfingliche d. h. £ — O entsprechende Werth- von ¢ ldsst sich’

ohne ‘Integration bestimmen. Setzt man ¢ =0 in der Gleichung g;g: 0, s0

4 2

erhalt man
f . _ gdmidn”  pdndl L, dldw’y

@l &’ dmT dt d de dt dt dt

et v T , dm” dn’ dn dl’ dl' dm

w w TP atta @ -

Den drei ersten Gliedern der zweiten Seite kann man die Form geben
diN? dm’\? dn” 2 dl am’ N
W TG+ G -Gr g )

wo das letzte Quadrat nach der schon friiher bemerkten Bedingungsgleichung

verschwindet.  Andrerseits ergiebt sich, immer unter der Veraussetzung
t =0, durch Addition der drei ersten der Gleichungen (a),
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et + S =—2u+ 0+ Nt 2(H+ 5+ )
x;nd da zu Anfang z,y, 5 wit @, b, ¢ zusammenfallen, so hat ¥ die Form
V = H — Lz* — My* — Nz
so dass also nach einem bekannten Satze
4n=—g—g—j—:—:=2(L+M+N).
Hiernach wird unsere obige Gleichung

Grater=m (@ +C) +C)+ Gt aati g
Sind nun z. B. diejenigen der anfanglichen Werthe (4), welche sich ausser-
halb der-Diagonale befinden und zu dieser eine symmetrische Lage einnehmen,
einander gleich, so ist der anfingliche Werth von ¢ positiv, und wir werden
weiter unten sehen, dass in diesem besondern Falle dasselbe fiir die ganze
Dauer der Bewegung Statt findet ).

§. 3.

Um von der im §. 1. betrachteten Bewegung eine einfache Anschaumng
zu gewinnen, ist es zweckmissig die durch lineare Ausdricke ausgedriickte
momeniane Bewegung in zwei einfachere zu zerlegen. Wir bemerken jedoch,
dass diese- Zerlegung nur den eben angegebenen Zweck hat und fiir die
vollstindige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nutzen gewihrt,
da die beiden Theilbewegungen sich im Allgemeinen nicht fir die ganze
Dauver der Bewegung getrennt bestimmen lassen, und bemerken ferner, dass
einige der in diesem §. gebrauchien Zeichen eine von der denselben in der
ibrigen Abhandlung beigelegten abweichende’ Bedeuiung haben.  Substituirt
man in den obigen Ausdricken von , o, w fir a,b, ¢ die Werthe (6), so
erhalten die Componenten die Form

u.= gx + hy + ks
(1) o =gz 4 by+ ks
w=g'z4+ by + k"

1) Den Beweis dieser Behauplung findet man in §.5.
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wo g, k etc. einfache Verbindungen von den selbst durch [ m etc. ausge-
driickten Grdssen 4, u etc. und den Grossen (4) sind, und man iiberzeugt
sich leicht, dass in Folge der oben hemerkten Bedingungsgleichung immer die
Relation

g+ k¥ +E" =0
Statt findet 1).

Nun lisst sich die augenblickliche Bewegung eines Systemes, bei wel-
cher wie hier die Componenten u,o,w der Geschwindigkeit eines beliebigen
den Coordinaten «x, y, s entsprechenden Punktes lineare Funktionen dieser
Coordinaten sind, immer, auch abgesehen von der in unserm Fall Stait fin-
denden Relation zwischen den drei Coefficienten g, #', £”, in zwei einfachere
Bewegungen zerlegen. Die eine dieser Theilbewegungen ist von solcher
Beschaffenheit, dass wenn das System auf drei gehorig gewiihlie neue Axen
der & 1,¢ bezogen wird, die diesen parallelen Componenten p, ¢, r der Ge-
schwindigkeit die einfache Gestalt

2 p=ada, g=0bn, r =¢
annehmen, wogegen die andere Theilbewegung in einer blossen Rotation
besteht, bei welcher das System sich wie ein fester Korper um eine durch
den Anfangspunkt gehende Axe dreht. Um sich von der Moglichkeit einer
solchen Zerlegung zu iberzeugen, ist zundchst zu untersuchen, wie sich die
Componenten #;,0;,w; der durch die Gleichungen (2) ausgedriickten Bewegung
darstellen, wenn man diese Bewegung auf drei ganz beliebige Axen der
z, 4y, 5 bezieht. Setzt man zu diesem Zwecke unter Anwendung der iiblichen
Bezeichnung fiir die von den Axen gebildeten Winkel
cosxl = &, coszn = f3, cosxf =
cos y& = &, cosyp = B, cosyl =
cos 35 = ", cosmm = B”, cos L = ¥

R R

so hat man nach den bekannten Sitzen

w =ep+Bqg+yr E=oax + ey + a's
o =dp+ g4 yr n =Bz + By + B"s
wp = a'p + B9 + y'r E=yz + 7y + s

1) Die Werthe der Coefficienten g, b, .. k" sind in §. 4. angegeben.
Mathem. Classe. VIII. ¢
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Werden die obigen Werthe von p, ¢, in den drei ersien Gleichungen und
dann fir & 7, { ihre darch die drei letzten gegebenen Werthe . substituirt,
so erhilt man -
. wy =le + n'y + m's
3 vy =n'z + my + U's
w =me+ l'y + n3z
wo zur Abkiirzung gesetzt ist
l = ac? + bB2 + cy? I = add" 4 bB'B" + ey'y”
m = ac’?2 + b2 + ey’'2 m' = ac”a + bB"B + cyy
‘n o= ac’24 bB"2+ cy”? n' = ace’ 4+ bR + cyy’
Man sieht also, dass, wenn die durch (2) bestimmte Bewegung auf ein be-
liebiges Axensystem bezogen wird, in den Ausdriicken fur die Componenten
nur 6 verschiedene Coefficienten vorkommen und je zwei derselben, welche
in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehmen, gleich sind.
Es ist nun auch umgekehrt leicht, sich zu uberzeugen, dass jeﬁe durch
lineare Ausdriicke von der eben erwihnten Beschaffenheit definirte Bewegung
so auf drei neue Axen der & 1, [ bezogen werden kann, dass die Compo-
nenten die obige einfache Form (2) annehmen. "~ Diese Behauptung rechtfertigt
sich sogleich durch den bekannten Saiz, nach welchem der Ausdrack

lx2 4 my? + 032 + 2ys + 2m'zz + W'zy
durch Einﬁihrﬁng anderer Axen auf die Form

o A b + e .
gebracht werden kann, da offenbar die zur Erfillung dieser Forderung zu
losenden Gleichungen mit denjenigen zusammenfallen, auf welche unsere
Frage zuriickkommt. Wir konnen daher dies bekannte Resultat auf unsere
Untersuchung anwenden. Nach diesem Resultate sind @, b, ¢ véllig bestimmt
und die drei immer reellen Wurzeln einer cubischen Gleichung; von diesen
Waurzeln ist eine nach Belieben fir a, eine zweite fir 6, und die dritte
endlich fir ¢ zu nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen andern
Erfolg hat als eine /entsprechendke Aenderung in der Benennung der Axen
nach sich zu ziehen. Sind die Werthe a, b, ¢ ungleich, so ‘ist auch das
System der Axem der & #,{ seiner Lage nach vollig bestimmt. Eiwas anders
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verhilt es sich wenn zwei der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind.
Im ersteren Falle, wenn z. B. a und b gleich, aber von .c¢ verschieden sind,
ist nur die Axe der { ihrer: Lage nach bestimmt, wogegen fiir die’ beiden
andern irgend zwei auf einander und auf jener senkrechie Gerade gemommen
werden konnen. In diesem Falle wird die schon so leicht zu iibersehende
durch die Gleichungen (2) definirte Bewegung noch anschaulicher, wenn
man die beiden ersten Componenten zu einer Geschwindigkeit vereinigt, die
der Richtung nach mit dem auf die dritte Axe herabgelassenen Perpendikel &
zusammenfillt und den Werth «% hat. Sind endlich die drei Wurzeln «, b, ¢
alle einander gleich, so bleibt das System der drei rechiwinkligen Axen seiner
Lage nach ganz willkiihrlich, die Geschwindigkeit fallt iberall ihrer Richtung
nach mit der Enifernung ¢ vom Nullpunkte zusammen und hat den Werth ag.

Was nun zweitens eine Bewegung betrifft, in welcher das System ohne
Aenderung in der relativen Lage seiner Theile um eine durch den Anfangs-
punkt gehende Axe rotirt, so sind fiir eine solche Bewegung die Compo-
nenten wg, vg, wo der Geschwindigkeit von der Form

£) up=4g%—1Yy, vo=rr—ps w=py— gz
und umgekebrt ist jede durch diese Ausdriicke bestimmte Bewegung eine
Rotation der bezeichneten Art.

Hiernach wird also die Richtigkeit- der oben ausgesprochenen Behauptung
iiber die Zerlegbarkeit einer durch die Gleichungen (1) dargestelliten Bewe-
gung dargethan seyn, wenn die neun in den Gleichungen (3) und (4) ent- °
haltenen Coefficienten so gewihlt werden konnen, dass

U= + U, v =0 + 0, W =w + W
wird; dass dies aber stets und zwar nur auf eine einzige Weise moglich ist,
erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen, und es bleibt nur noch
zu bemerken, dass in Folge der Relation
g+ +E =0
der Charakter der ersten der beiden Theilbewegungen in unserem Falle die
Beschrankung erleidet, welche durch die quichung
o a+b+e¢=0
ausgedriickt wird und ibren Grund in der Incompressibilitat der Flassigkeit findet.
c2
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s 4.

Bevor wir weitergehen, wird es zweckmissig seyn, die Resultate einiger
oben nur angedeuteten Rechnungen hier anzugeben. Dazu gehort vor Allem
der Ausdruck des Polentials ¥ eines nicht auf seine Hauptaxen bezogenen
durch die Ungleichheit

Sz + 892 + 82 + 2Tys + Wzz + 2Way < 1
begrenzten Ellipsoids fir irgend einen inneren Punkt (x,9,5). Bezeichnet
man die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche terniire quadrati-
sche Form mit F, die ihr adjungirte
(S8 T2 +'S"S—T"2)y*+(S§'—T" a2 42T T*—TS)ys+2(T" T—T'S pswo+-2(TT' — T"S |2y
mit F", ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinante

- GSS+G182+G28+I
der neun Grissen
~ Ss 4+ 1, T, T’s
T's, Ss+1, Ts
T's, Ts, S"s 41
mit 4, so findet man nach jeder der beiden in §.1. angegebenen Methoden 1)
%%_F—quﬁ+¢+ﬁwm+%w
od S )
In unserm Falle hiingen die Coefficienten der beiden Formen F und F’
auf folgende Weise von den Funktionen lym,..n” und den entsprechenden
A py .. v” ab:

=7

_ }‘2 ”,2 V2 . _ }4’2:” F"‘"” p'p"
S=Ftmpte T=3+% +&
) 152 #12 1’72 , ﬂl’l #II" y’fy
YEFtEtE T tHE +E

, 2"[2 “112 ’,112 . , ul Mp' vyl
Y=Et et I'=%+% +&

und

1) Die in Anmerkung (1) zu §. I. erwihnte cubische Gleichung in Bezug auf s
erhdlt man, wenn man den eingeklammerten Ausdruck unter dem Integralzeichen
= 0 selzt.
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Qe AP + BPmA-Cn? A2V + Bm'm” 4 C*n'n”
S8 — T2 = B ; T'T” — TS = YO
A2 4 B*m’24-C'n "2 ANl B*m"m+ C?%''n
-~ ’ 0 . ”r _ r Qus —_
58— T2 = aper 5 I'T—T§ = LB
A2 B*m" 2} C%n" 2 A% 4 B*mm’ 4 C?nn’
” — 4 2 — . 4 — r ” —_
S’S T2 = YO ; IT T"8" = Yo
und endlich ist
1
6= A2B2(C?

der Werth der Determinante der neun Grossen

S , T”’ Tl
TII’ Sl R T
TI, T , Sll

Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (a) vor-
kommenden Grossen L, M, .. N’ zu bestimmen, hat man in dem eben fir V
aufgestellten Ausdruck die Coordinaten 2,y,s zu erselzen durch ihre Aus-
driicke als Funktionen von a, b, ¢c; das Resultat dieser Rechnung ist dadurch
bemerkenswerth, dass das Potential V' die Funktionen der Zeit I, m, .. =" nur
in den sechs Verbindungen?)

”n_1n

P=12 412 41"2; P =m+ m'n 4+ m"n
Q=m2 4+ m'24 m"'2; Q" =al 4+ 21 4+ "
R — n2 + n’lz + nll2 ; RI — lm + l!ml + l”mﬂ

enthilt, zwischen welchen ausserdem noch die Determinantengleichung
POR — PP'® — Q0’2 — RR'® + 2P'Q'R' — 1

besteht. Die gesuchten Werthe sind nimlich die folgenden: S

1) Der Umstand, dass hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schon
in §. 1. als Zeichen fiir den auf der Oberfliche Stalt findenden Druck gebraucht
wurde, eine ganz andere Bedeutung hat, wird kaum zu einer Verwechslung
filhren konnen. .
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o a
- RP—:;Q ‘PO —R'2_ 7. psds Pr  s*ds
L= -[(;45 +( L~ )Zifoz"ﬁ' + 423202/07
s PO—R'>  (QR— P s O - pseds
b T— —_ 3 sas T - 'f__ -
M= gz o ¢ e T T )35 o T A23202f045
Ct B - @ @ 2]
n OR — P2 RP——()'2 w rsds B - rs%ds
N=G)%+ (55 etz + wpel E
. (0R — PP)n pids Pm psids
L= BC: 045 + el F
\m(_
w = — (w sds 4 97 peds
= Cc*4* ot T B r
(PO — RR)w s R'm s
— T b4 $°as
N =— o2 2T, 2T e
A°B? ot T ppced [

und hierin ist 4 _die positive Quadratwurzel aus der Determinante

QR P2 RP—(Q’* PQG—R'%
AQBC?+<B2C°+C2A2+A232> +( + B2 + 5 )s'{‘i

der neun Grossen

s ’ ,
P+ 5, B, 0
’ S v
R;Q"}"ﬁ)P
’ ’ S
0)P7R‘¥'E

Mit Halfe dieser Formeln lisst sich nun auch die in §.2. angedeutete
Rechnung ausfihren, welche den Zweck hat, die Funktion ¢ durch die Gréssen
L,m,..n" und deren Derivirle erster Ordnung auszudricken. Das Resultat
dieser etwas miihsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operatlon ist in der
Gleichung

OR — P’2 RP — ()'9 PO — R dl di
( T ot & 2)‘7 =2 — 4o
enthalten, wo das Summenzeichen sich auf alle neun Paare ({, Z), (m, ), ..

(=", »") bezmht Der Coefficient, mit welchem hier ¢ behaftei ist,.ldsst sich
in die Form
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2 Y2 4y
CIZ

B2 4272 p?4p? vz
. A2 + B2

bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, dass er niemals verschwinden kann,

da die Annahme, dass alle neun Grossen 4, u, ..»” sich auf Null reduciren,

mit der Gleichung

“”2 ; .
+ — S + Sl + Sll

= uv =1 .
im Widerspruch steht. -

Um unser System von Formeln zu vervollstandigen, bilden wir auch
noch die folgenden Ausdricke fiir die Coefficienten g, %, .. %" in den Ge-

schwindigkeitscomponenten w, o, w

__ du dl dm . dn , dv dar dm’ . dn’
g=gp=tgtrgtryg 9=p=*gtrut’a
du dl ' dm , dn ” do ar -, dm’ dn’
= — = A = —_— — h = — — . LA
h=g=¥gtrgtry w="atrFEt+"yg
du " dl " ” dn ’ do ” ar ” dm’ ” dn’
k=& at P otV g F=z TPt w
” do P ar” dm” dn”
y = de — " dt Teog
B dw Py ar , dm” , dn”
=g =*atr dt
dw 1" dm” dn”
[ —_— II__ " — " —
=% a TR a
Die Bedingung der Incompressibilitat giebt dann zunichst die Gleichung
dé du do dw 0
&~ de ' dy ds

und fir das letste Glied in der zur Bestimmung von ¢ dienenden Gleichung

findet man den Ausdruck

dldi dodw dodw dwdu . dodu dudo dudo
Ed‘ta“a;d—y—zgﬁ; chiz“m-x B de  dw dy
dﬁdw dwdu du do
i(( )> dzdy dxdz E;(Zc
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der uns dazu dienen wird, die am Ende des §. 2. ausgesprochene Behauptung

zu rechifertigen.
Ausserdem mag noch bemerkt werden, dass die Rotationen p’, ¢’ r/

um die drei Coordinatenaxen, in welche sich die augenblickliche Retation
zerlegen lasst, die Werthe

, a‘u dw
P =3(g dz) ? = dz E.;)’ (h dy
haben.

§. 5. -

Wir gehen nun iber zu der Aufstelling von sieben Integralen erster
Ordnung, welche siets gelien, ohne besondere Vorausselzungen iiber den
anfanglichen Bewegungszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich
unmittelbar aus den Differentialgleichungen (a), wenn man je zwei derselben,
welche rechts dasselbe Glied — 2Ls, — 2M’s, — 2N’s enthalten, von
einander abzieht; auf diese Weise erhilt man

md—ﬁ_n‘—’ﬁﬁ-m'%w—n'{’ii‘m"@:‘n— A= (‘”) (dt)

dt de at dt dt
dl e, dl  ,dn  ,dl” dn
(I)n-—l *“E“lﬁ‘*‘”ﬁ ( )~(>
dm d ., dn’  ,dU'  , dw” n
la—matlw— gty D= (D,

Will man die Componenten u, o, w der Geschwindigkeit an der Stelle (z,9,2)
und ihre nach den Coordinaten z,y, z genommenen partiellen Derivirten ein-
fihren, so lassen sich diese Integrale mit Hilfe der im vorhergehenden §.
gegebenen Ausdriicke leicht in die folgende Form bringen 1)

dv dw

d—:-—»;@;:—-?ll-i—%m-&-@z
dw du , , ,
= — o =W+ B+ G
du dD 7] 1
il e = A" 4+ Bm” 4 Cn

1) Vergl. die Anmerkung zu der Einleitung.
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aus .welcher unmittelbar hervorgeht, dass die Axe der angenblicklichen Ro-
tation stets von denselben Elementen der flissigen Masse gebildet wird und
dass, wenn die drei links stehenden Grossen zu irgend einer Zeit gleichzeitig
verschwinden; d. h. wenn keine Rotation Statt findet, dasselbe fiir die ganze
Dauer der Bewegung gilt; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der
Bewegung in diesem Falle unterliegt, sind in den Gleichungen

dn dm dl’

@&, =, @)=, =@,
ausgesprochen, und man erkennt unmiitelbar aus dem im vorigen §. mitge-
theilten Ausdruck fir die Funktion o, dass dieselbe wihrend der ganzen
Bewegung nur positive Werthe annimmt; hiermit ist also die Richtigkeit der
am Ende des §.2. aufgestellten Behauptung nachgewiesen 1).

Da ferner in unserem Problem die wirkenden Krifte nur- von der
wechselseitigen Anziehung der Elemente der flissigen Masse herrithren, so
liefert uns das Princip der Flichen drei Integrale
f(yg——z—) dr = const., f(z——.x—— dr = consl., j(x——-—y )dr::const.,
in welchen die Integrationen iiber alle Elemente dr der flissigen Masse aus-
zudehnen sind. Driickt man die Coordinaten x,y, s durch die urspriinglichen
Coordinaten @, b, ¢ aus, indem man das anfingliche Ellipsoid in unendlich
kleine Elemente dr = da db de¢ zerlegt, und beriicksichtigt, dass

I3 m m
fatde = & . A2, [Bdi = T .B%, [dr=—.C
Jbede = O, Seads — O, Jabdr = 0
. . " . 4wABC .
ist, wo M zur Abkirzung fir die Gesammimasse 5 gesetzt ist, so

nehmen diese Integrale die folgende Form an:

1) Es mag beildufig bemerkt werden, dass die drei Integralgleichungen (L) hin-
reichen, um aus den neun Differentialgleichungen (a) sechs andere abzuleiten,
welche die neun Funktionen /,m,..#»" nur noch in den sechs Verbindungen
P, Q,..R’, und ausserdem noch die Griosse ¢ enthalten.

-

Mathem. Classe. VIII. D
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AZ(J‘%"—J"”’_I)-{-W( %_-m ._)-1-02( %——rz"%):@:gz(%‘:)o—m(%)o

any 5’f~z__)+82( an _ )+02( _.—.a‘i;:_")=@'=cz(if£) -Az(%lt_")o
o

S R ”’;-m"-f§-)+éz(n§,i—»§>=@~=A2(f’;g>—ez(‘f,—':)o

Setzt man die in dem vorhergehenden §. mitgetheilten Ausdriicke fiir
die Grossen L, M,.. N’ als bekannt voraus, so ergeben sich die vorstehenden
Integralgleichungen auch ans unseren Differentialgleichungen (a) durch eine
etwas miihsame Rechnung, bei welcher vorziiglich zu beriicksichtigen ist, dass
zwischen den Grossen L, M,.. N’ und P, Q,.. R’ folgende Relationen Statt
finden

A2 (RN — QN) + B2(QL" — PM) + C2 (PN —RL) =0

A2 (Q'L — PW) + B2(PPN — RL)+ C2(BRI™— Q'N) =0

A2 (PN — R'LYy + B2(RM— QN) + C?(QL'— PM)=0
von denen nur eine verificict zu werden braucht, weil aus ihr die beiden
andern durch einfache Permutation abgeleitet werden konnen.

Das siehente Integral wird uns endlich durch das Princip der lebendigen
Kraft geliefert, welches nach der Natur der in unserem Problem wirkenden
Krifte durch die Gleichung

2 g2 N
TG + G + G ) e = Const - v

ausgedriickt wird, in welcher die Integrationen iiber alle Elemente dr der
bewegten Masse auszudehnen sind; die wirkliche Ausfihrung derselben, wie
sie sogleich angedeutet werden soll, giebt dann das Resuliat

[ O
{am) + B2 (((Z) + ( dt) + ( T ) ) = Const. + 4en f(;%
e @G+ G

Auf der linken Seite kann man namlich das friihere Verfahren anwenden,
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indem man den urspriinglich von der Masse erfiillten Raum -in unendlich kleine
Elemente dr = dadbdc zerlegt, und die Integrationen in Bezug auf die
Variabeln a, b, ¢ ausfiihrt; man erhilt dann unmittelbar, nach Unterdriickung

9
des constanten Faktor a”—;—%, den auf der linken Seite der Gleichung (IIL) be-

findlichen Ausdruck. Auf der rechien Seite wiirde man durch dasselbe Ver-

fabhren zunichst

Vi =m g — AL B;M + oy

finden; aus den in §. 4. gegebenen Ausdriicken fir L, M, N ergiebt sich
ferner ohne Schwierigkeit
@O
ds
AL + B2M + czNzﬂznfO;,
also
@
m ds
..det — ‘5‘. 4” 0;{',
woraus denn unmittelbar die Richtigkeit der Integralgleichung (IIL) erhellt.
Allein man kann auch ohne Hiilfe der Ausdriicke fuir L, M, N den Werth
des auf sich selbst bezogenen Potentials der flissigen Masse leicht auf fol-
gende Weise finden. Ist namlich

a2 y’2 5’2
o + ra + 7= 1
die Gleichung des auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides, welches augen-

blicklich die flissige Masse begrenzt, so ist der Werth des Potentiales im
innern Punkte (2, y’, 3")

o o]
vV = hfodjj (1 — aj‘;s — pj’;s - ,f'; ),
wo 4 die positive Quadraiwurzel aus dem Ausdruck
U+ DU+ D0+
. v

bedeutet. Zerlegt man nun die ganze Masse in unendlich kleine Elemente
dr = dz’ dy’ ds’, und bedenkt, dass
’ D2
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Jar = 41';£‘—’=4—’34#—m, ﬁn'mz_—_-w o ds -———p2 f’hz:—?

ist, so findet man zunichst

ds a? 1 B 1 yzk .
SVl =M f 50— 5 G~ 5 s — 5 )
nun ist aber

a2 g2 o 1 1 1 . . dlog(s)
o+ s + ﬂ2+s+72+6‘_—3_s a2+s+ﬁ2+s+72+s)_3~sT
s dd
=3 — 2 4 ds
und hierdurch geht die vorige G}eichung in die folgende iiber
d dd.
SVdr = j S+ 299

und da ferner durch theilweise Integrat:on leicht bewiesen wird, dass

1
s(‘jt_i_s d4 /’md(d) ds
0

R S A
ist, so erhdlt man endlich wieder
det..__—— fds
und hierin ist nach bekannten Sitzen
1+ 500 S + 1, T7, T's P+, B, 0 |
£ =10, 1"‘52’ = |71, S+ 1, Ts =~R',Q+%, P’
0, 0, 1 +; Ts, Ts, 8s+41 0, P, B+ % é

wenn man sich einer iiblichen Bezeichnungsweise der Determinanten bedient.

Natiirlich lasst sich die Gleichung (III.) auch ohne das Princip der leben-
digen Krafi anzuwenden, aus den Differentialgleichungen (a) ableiten; man
bedarf aber dann der im § 4. gegebenen Ausdriicke fir die Grossen
L, M,..N’, und ausserdem ist die Rechnung sehr beschwerlich.

§. 6.
Bei. der grossen. Complication_der Differentialgleichungen (a) wird man
eine vollsééindige Losung des Problems wohl nur unter besonders einfachen
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Voraussetzungen iiber den anfinglichen Zustand der fliissigen Masse erreichen
kounen; wir werden uns daher im Folgenden nur noch mit solchen speciellen
Fillen beschiftigen. Eine solche einfache Voraussetzung ist diejenige, dass
im Anfang der Bewegung sowohl hinsichtlich der Gestalt als auch des Be-
wegungszustandes vollstindige Symmetne in Bezug auf eine bestimmte Axe
Statt findet; es leuchtet namlich ein, dass dann dasselbe fiir die ganze Dauer
der Bewegung gelien wird. Dazu ist zunichst erforderlich, dass die Masse
urspriinglich durch ein Rotationsellipsoid begrenzt wird, dass also die Axe
der Symmeirie eine der drei Hauptaxen des urspriinglichen Ellipsoids ist; wir
wollen annehmen, es sei dies die Axe C, so dass B= A ist. Denkt man sich
ferner an jedem Punkie a, b, ¢ die Anfangsgeschwindigkeit deren Componenten

w= () e+ (G b+ e .

dl’ .
o= (G, o+ (G b+ (5

0= (G, e+ (G, b+ (B o
sind, nach Grosse und Richtung construirt, so darf durch eine beliebige
Drehung ¢ des Coordinatensystems um die Axe der ¢ Nichts geiéndert wer-
den, d.h. wenn a,b resp. in @cos ¢ — bsing, asing + bcosg iber-
gehen, ohne dass ¢ sich #ndert, so muss w in #cos g — o sing, o in
u sin ¢ + o cos ¢ ibergehen, und w ungeindert bleiben , wenn der Bewe-
gungszustand wirklich. symmetrisch in Bezug auf die Axe der ¢ sein soll.
Dies giebt folgende Bedingungen
dal”.

@, =0 G =0, (& =0, &) -
am’ dl.
Gy = @ ==,

0

0

zu welchen in i*;olge der Incompressibilitit noch

d m' dn”

“i) + d_t) + (—&t—) =0
kommt. Der Anfangszuatand der Bewegung wird daher durch Gleichungen
von der Form
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u=ga + kb, v = — ha + gb, w = — 2g¢c

ausgedriickt. Die beiden Theilbewegungen, in welche jede solche Bewegung
zerlegbar ist, werden daher folgende Componenten haben

w =gas, 0 =gb, w = — ¢

uzzkb ’Uo:-—]ld, w2=0
woraus sich ergiebt, wie sich erwarten liess, dass&e Theilchen der flissigen
Masse ausser einer Rotation um die Axe der Symmeirie, eine derselben

parallele Bewegung — 2gc und eine auf ihr senkrechte gV a® 4 b2 besitzen,
deren Richtung durch die Axe selbst hindurch geht.

Sind diese Bedingungen fiir den Anfangszustand erfiillt, so wird dieselbe
Symmetrie auch fir die ganze Dauer der Bewegung gelten; alle Theilchen
welche urspriinglich eine symmetrische Lage in Bezug auf die Axe der ¢
einnehmen, d. h. fir welche & + 62 und ¢ constant sind, werden zu jeder
spatern Zeit in derselben Beziehung stehen, so dass wieder 22 + %2 und z
fir diese Theilchen dieselben Werthe besitzen. Diese Eigenschaften der
linearen Funktionen ,y, z der urspringlichen Coordinaten @, b, ¢ baben zur
Folge, dass stets

n=0, ¥ =0, I"=0, m"=0
m' =1, ! = —m
sein muss, so dass diese linearen Ausdricke folgende I'orm annebmen
=la + mb, y = — ma + b, z=mn"c
und offenbar sind die Bedingungen, welche hieraus fiir die anfinglichen Werthe

dm dn”

- dl - .
der Derivirten — i folgen, identisch mit den soeben aufgestellten.

dt’ dr’
Die Bedingung der Incompressibilitat besteht in der Gleichung

(B + m®) 2" = 1;
und folglich erbalt man durch Umkebrung der vorsiehenden Gleichungen

a='"c — my; b=m"z + "y; ¢= - a

{
n”
Die Gleichung des augenblicklichen Ellipsoids ist daher

n!l z‘z

2@+ )+ =1 .
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und die Componenten der Geschwindigkeit haben die Form -

dl dm , 1 dn” o -y dm di
=gttt gt Ty gt UF )y

dm dl " dm dl 1 dn”
v=— gl T pb=— Uy —mp e — G Y
dn” 1 dn”

Y= C T a

wodurch wieder ausgedriickt wird, dass Gestalt und Bewegungszustand zu
jeder Zeit symmeirisch in Bezug auf die Axe der ¢ oder z ist; besonders
bemerken wollen wir noch, dass

- du do,

» dt-' dt) 1l — @ =@
das Mass fiir die augenblickliche Rotation um die Axe der z ist.

Wir haben jetzt zu untersuchen, in welcher Weise unsere Hypothese
iiber die Natur der Bewegung mit den Fundamentalgleichungen (a) in Ueber-
einstimmung zu bringen ist. Da in unserer Annahme das Potential V fiir
einen innern Punkt durch die Gleichung

n” (@? %2 cct?s a* + b? n”2c?
= nf od - A*? -j-:ys) C?*n"2 - s) = od - A —;—;_n"s Y
ausgedriickt wird, in welcher

s s
—u+"D N+ 2

ist, so erhilt man fiir die Grossen L, M,.. N’ folgende Werthe

ds nl’z
L = = = S —
nfd A7 F s + n”s’ N 7 od C?*n"? -+ s

L'=0, M=0, NN=0.
Hieraus folgt, dass vier von den neun Differentialgleichungen (a) durch
unsere Hypothese identisch erfillt sind, wahrend die fiinf 'ibrigen sich aunf
die drei folgenden von einander wesentlich verschiedenen reduciren:

a2 &m 2 w2 & &
! B2 oL ain — 2%N; 122

— — = — = — — m—— = 0
di? +om di? A? ar T dr ™ i
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welche in Verbindung mit der schon vorher aufgestellien Bedingung der
Incompressibilitdt zur Bestimmung der vier Funktionen /, m, »”, ¢ vollstandig
hinreichen, wie aus den in §.2. gegebenen Andeutungen erhell.

Nachdem so die Zulissigkeit unserer Hypothese nachgewiesen ist,
schreiten wir zur vollstindigen Losung des entsprechenden Problems, indem
wir dasselbe auf eine Quadratur zuriickfiihren. Die letzte der drei vorste-
henden Differentialgleichungen hat das Integral (vergl. §.5. L)

ldﬁ-— mﬁ: (‘iﬂ—ig = wyp
dt dt dt /g
und hieraus ergiebt sich die Folgerung, dass die Rotationsgeschwindigkeit
w = wo n” stets proportional der Lange der Rotationsaxe Crn” des Ellipsoids
ist. Durch zweimalige Differentiation der Gleichung

1
2 2 —
l+m_n,,

erhalt man ferner

a _ _d Lodn L a4 ey
G m = et + () + (5 =g+ (G

quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen, und addirt dazu das
Quadrat der vorstehenden Integralgleichung, so erhalt man

G+ G =0t 4 e (U

und hierdurch geht die zweile Gleichung in die folgende uber

d2m 2 . 3 sdn2 1 a2
G = — o+ o (%) e

Auf diese Weise gelingt es, die beiden Funktionen ! und m vollstandig Zu
eliminiren, und wir erhalten zur Bestimmung der Funktionen »”, ¢ dxe beiden

folgenden Dlﬂerenhalglexchunven

1 &n 2, 2 w &n” 0 .
= 2L; n” — - = 2N,

T m ge + 4n"5(d:) Qo =75 i o

in welchen die Grossen L, N nur noch von der Variabeln »” abhéngen.
o

d .
Eliminirt man aus diesen beiden G!exchungen —d;—}, -indem man die erste
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%1,,2 wuliiplicirt und dann addirt, -so erhalt man nach

Subshtutlon der Ausdrucke fur L und N die Glexchuncr

1} “reif Al
2n” 1
AZ + Czn” 2
welche mit der im §. 4. gegebenen iibereinstimmt.  Eliminirt man dagegen o
aus den beiden vorhergehenden Gleichungen, indem man die zweite mit

mit #”, die.- zwexte

o 2871 —_ wz n"2 -]- g “,,2 ( ”)2

¢ ., 42 ‘e . .
,7» die erste mit w7 multiplicirt, und dann subirahirt, so erhilt man die

-

Differentialgleichung zweiter Ordnung:

) d?n” . sds — C*n'’3 .
Gt @) Gty (G + 0l = ven [ e

”

muli&iplicir; man dieselbe mii 2 %, so lasst sich eine Integration ausfiihren,

deren Resultat

[e o]
573 + )( ) + 2—42602 “ = Const. 4enfoi;

offenbar nichts Anderes ist, als das durch das Princip der lebendigen Kraft
gegebene Integral.

Um nun diese Gieichungéh, durch welche das Problem in der That
auf Quadraturen zuriickgefiibrt ist, bequem’ discutiren zu konnen, ist es zweck-
missig, das Verhaltniss .

e

& = 2—'”“0

f ic
‘. El . N N 3 e
der Rotationsaxe Cn” des Ellipsoids zu dem Radius D = vV A2C der Kugel,
deren Volumen dem des Ellipsoids gleich ist, als neue Variabeln einzufithren.

Ferner. wollen wir )
o (71 Qo
= = - n x= —_— 0 - I
¢ \f 2m , 2m “9
setzen. Erselzt man endhch die Iutegratmnsvauabele s durch D2s, und fihrt
zur Abkiirzung folgende Bezeichnung ein

Mathem. Classe. VIII. E
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— df{a)= — ﬁ: _ 1 [¢ o] sds )
f(“} f1+“3)\f(1+aiz), det f’(‘x) Cas )[(1—*-0,3)2\/‘(1_*.;:_‘)5,

so nehmen die drei zuletzt erhalienen Gleichungen folgende Formen an:

c 1 1 de 2
;m+@=ma~@+cwt

® 20+ DF-26) +sa|E—r @] -0

2+ 5)( ) + 8en g—.-oe—- (a)i.—.—:SenK

. . d
wo K eine Constante bezeichnet, deren Werth von g,, «,, (2?) abhingt.
0

Fir die Discussion selbst ist es nothwendig einige zum Theil schon bekannte
Eigenschaften der Function f(«) vorauszuschicken. Durch wirkliche Aus-
rechnung des bestimmten Integrals erhalt man

2
fle) = —— arctang \/(13 — 1)
as/c—— ®
oder
) 1+\fc1—~

fle) = log
eV~  1—Vd—D

je nachdem « <1 oder ¢ > 1 ist; fir « =1 nehmen beide Formen den-
selben Werth f(1) = 2 an; wird « unendlich klein oder unendlich gross,
so wird f(e) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck fir ' («) geht
hervor, dass f () ein und nur ein Maximum f(1) =2 hal. Ist daher p
irgend ein zwischen O und 2 liegender Werth, so hat die Gleichung f(e)=p
zwei Wurzeln, von denen eine unter, die andere iiber der Einheit liegt.
Ferner iiberzeugt man sich leicht, dass, wenn « von O bis 1 wichst, die
Function f’' (@) bestindig von -+ o0 bis 0 abnimmt und dann fir ¢ > i
negativ wird, so dass, wenn ¢ irgend ein positiver Werth ist, die Gleichung
f () = ¢ slets eine und nur eine Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe
unter der Einheit. Endlich ist aus den -fritheren Untersuchungen iiber die

3
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gleichformige Rotation einer flissigen Masse bekannt, dass die Function
2’ (¢) ein Maximum = 0,2246.. hal.

s 7.

Betrachten wir nun zunichst denjenigen speciellen Fall, in welchem
urspriinglich, und folglich auch wihrend der ganzen Bewegung keine Rotation
Statt findet, also

oo = 0
ist. Nehmen wir ausserdem vorliufig noch anl), dass urspringlich gar keine
Geschwindigkeit vorhanden, also auch

de
(E)o =0
ist, so haben wir die Gleichungen
o 1 1 de 2
p e T =27+ 30 5)

1., d* 3 de 2 ;
2R+ ) 0 — & (F) =8l (@)

@ + 2 & = 8en () — (20)]

Aus der letzten derselben folgt, dass wihrend der ganzen Bewegung
f(&) Z f(«o) sein muss; ist daher urspringlich ¢, =1, d. b. ist die ur-
spriingliche Gestalt der ruhenden flissigen Masse eine Kugel, so folgt, dass
stets @ = ey = 1 bleiben muss. Nehmen wir dagegen an, dass e < 1,
dass also die urspriingliche Gestalt ein abgeplatietes Sphiroid ist, so ergiebt
sich, dass wihrend der ganzen Bewegung ¢, < @ < @;_sein muss, wo e
die zweite Wurzel der Gleichung f(«) = f(«,) bedeutet, von der wir
wissen, dass sie iiber der Einheit liegt. In der That wird nun e alle Werthe

des Intervalls von e bis e;, und wieder zurick von e, bis ¢, periodisch,

und jedesmal nach Verlauf derselben Zeit

1) Das Resuliat der Untersuchung fir diesen Fall ist von Dirichlet in der vor-

liufigen Anzeige der Abhandlung vollstindig ausgesprochen.
E2?

by
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- ..l ‘-,.i 1 5% 2+ i N Kf:,f

P

LRV %d“ V Fle — fla)

durchlaufen; man iiberzeugt sich hiervon sogleich, wenn man bedenkt, dass

dee - . . .
5 dann sein Zeichen andera kann, wenn e¢= e, oder = ¢; ist, und dass

Zt—? im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negativen Werth hat,
und wenn man ferner beriicksichtigt, dass der vorstehende Werth von =
endlich ist, da an "den Grenzen des bestimmien Integrals- die Function
f(e) — f(ey) von derselben Ordnung unendlich klein wird, wie ¢ — e,
oder @« — ¢;. Die Bewegung besteht also aus isochronen Schwingungen, in
welchen die Flissigkeit durch die Kugelgestalt hindurchgehend abwechselnd
die Form eines verlingerten und die eines abgeplatteten EHipsoides annimmt.
Natiirlich wiirde die Bewegung genau dieselbe sein, wenn das Sphiroid ur-
springlich ein verlingertes wire; es wirde dann nur &, mit @; zu ver-
tanschen sein.

Der Charakier der Bewegung bleibt auch dann noch derselbe, wenn
das Sphiroid seine Bewegung nicht aus der Rube beginnt, wenn nur die
Anfangsgeschwindigkeit in Bezug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer ge-
wissen Grenze liegt, welche durch die Bedingung

9 4. de 2 8 o
@+ ) (), < Benl(wo)
bestimmt wird.” Ist’ dagegen' diese Bedingung nicht erfillt, also
S AL de2
@ + ;?;) (7, Z 8enf (e0)

de - . .
so kann yr nach Verlauf einer endlichen Zeit niemals verschwinden; denn -

bezeichnet. £ eine nicht- negative Constante,- so wird das Integral
1
3

2 +
4 « «
Vi [ Voo

%o
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mit unendlich- wachsendem .«, und das Integral
2 + . 7
d l/ =
V- 8en Bsmf “

d
mit unendlich abnehmendem « iiber alle Grenzen wachsen. Ist daher (?g)
0

de .
positiv, so wird - Stets positiv bleiben urd sich unbegrenzt dem Werih

// da’ 2 )
(1 + 50 (), — denf ()
nihern, wihrend @ mit ¢ unbegrenzt wiichst; das Ellipsoid wird sich also
de . ., de .
unbegrenzt verlingern. Ist dagegen (%) negativ, so wird % stets negativ
0

bleiben und dem absoluten Werth nach mit ¢ unbegrenzt abnehmen, wihrend
¢t iiber alle Grenzen wichst; das Ellipsoid wird sich daher unbegrenzt ab-
platten. ‘ A

In allen diesen Fillen wird aber die Funktion ¢ niemals negative Werthe
annehmen, so dass diese Bewegungen ohne Annahme eines #ussern Druckes
physisch moglich sind.

§. 8.

Wir wollen jetzt zu dem Fall iibergehen, in welchem g, von Null
_verschieden ist, also wiahrend der ganzen Bewegung Rofation Statt findet.
Zufolge der am Ende des .§. 6. angefilhrten Eigenschaften der Funktion f («)
und ihrer Derivirten f’ (&) giebt es siels einen und nur einen Werth J,
welcher der Gleichung :

)
@ = p
geniigt, und zwar ist 0 < 0 < 1. Betrachten wir nun die Function

Yy =f@e — (o),
so ergiebt sich leicht, dass v (o) = O und dass ¥ (&), wenn & von O bis
wichst, bestéindig abnimmt, also negativ wird .und fir ¢ = J  den kleinsten
Werth y (0) erreicht; der also ebenfalls negativ ist; wichst dann « weiter,

!
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so wichst auch y(«) und zwar mit « iber alle Grenzen. : Die: Gleichungen
der Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an

8) 2 1 de 2
Qe+ ) =2 (e + § (o o

1. a2 2 ,
22+ = 2% 4 ey’ () = 0

2+ a5) ( ) + 8eny (&) = 8en [y (@) + 4]

in denen zur Abkiirzung

PO _ P —r@=v@; @ + DG = senh
gesetzt ist. Hieraus geht zunichst hervor, dass fiir die ganze Dauer der
Bewegung

Y(o) < y(%) + £

und folglich & stets unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze liegen muss;
das Vorhandensein auch der geringsten anfinglichen Rotationsbewegung ver-
hindert also eine unbegrenzte Verlingerung des Sphiroids.

Da ferner vy () der algebraisch kleinste Werth der Funktion y(«) ist,
so haben wir je nach dem Werth der Constante v (@) + 4 nur drei Fille
zu unterscheiden. .

| ) w(e) + k= (@
Dies ist, da % nicht negativ sein kann, nur dann moglich, wenn & = 0,
und ey = J, also -

d ’
(E; o =0 und o3 = &3 f"(«0), also ¢, < 1

ist; in diesem Falle muss e constant = e, bleiben, so dass die Bewegung
in einer gleichformigen Rolation eines abgeplatteten Sphiroids von unver-
anderlicher Gestalt um die kleine Axe besteht, was der zuerst von Maclaurin
behandelte Fall ist. Bekanntlich ist erforderlich, dass der Werth von o2
einen bestimmten numerischen Werth 0,2246 .. nicht ibersteigt; fur jeden

unterhalb dieser Grenze liegenden Werth von @2 exisliren zwei verschiedene
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entsprechende Sphiroide, die identisch werden, wenn o2 diesen Grenzwerth
selbst erreicht. Ferner leuchtet ein, dass die Grosse ¢ dann einen unver-
anderlichen positiven Werth hat, dass also die Bewegung wieder ohne einen
dussern Druck physisch moglich ist. Endlich ergiebt sich auch umgekehr,
dass ¢ nur unter den Bedingungen dieses Falles constant sein kann.

) yw() <y(x) + & <O.

Dieser Fall ist, da & nicht negativ sein kann, nur dann mdoglich, wenn
%
05 < & f (o),
ol

d
und ausserdem der absolute Werth von ('J‘;) eine von g, und g abhingige
o

Grenze nicht ibersteigt. Die Gleichung vy () = y (ey) + & hat dann zwei
bestimmte Wurzeln ¢” und ¢” > o', und zwar ist 0 < ¢’ < . Hieraus
folgt, dass @ stets zwischen den beiden Grenzen «’ und «” liegen” muss,
und in der That wird « abwechselnd diese beiden Grenmzwerthe, stets nach
Verlauf derselben Zeit

.
o

i

\ 24+ 5

_ 2t SV «
o= o T 9 — 9@

Bemr o

erreichen; die Rotationsgeschwindigkeit ist bei "dem Minimumwerth ¢’ zu
klein, bei dem Maximumwerth ¢” zu gross, als dass die flissige Masse ihre
augenblickliche Gestalt beibehalten konnte. ~ Auch ist zu bemerken, dass,
wenn die Rotationsgeschwindigkeit im Augenblicke der grossten Verlingerung
des Sphiroids - einen gewissen Werth ibersteigt, diese éewegung nur unter
der Wirkung eines hinreichend starken #ussern Druckes physisch moglich ist.

3) y(w) + k=0

In diesem Falle hat die Gleichung y () = ¢ (&) + & eine einzige
Wourzel, und es wird daher entweder von vornherein, oder wenigstens nach
Ablauf einer endlichen Zeit das Spharoid anfangen, sich immer mehr und
ohne Grenzen abzuplatien. Auch hier gilt die eben gemachte Bemerkung
iiber die physische Moglichkeit der Bewegung.

)

AN
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. ~§ 9.
"> Die soeben behandelien Fille bieten die Eigenthii‘mﬁéhkeit dar, dass’in
ihnen ‘die Werthe der drei in §. 4. mit" P/, Q', R’ bezeichneten Verbindungen
wiahrend der ganzen Dauer der Bewegung verschwinden.  Es ‘erschien nun
der Mithe werth- zu untersuchen, ob ausser den genannten Fallen noch andere
moglich sind, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfiltige
Analyse ergab sich, dass noch zwei andere solche Bewegungen mit den
Fundamentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung gebracht werden konnen.
Die erste derselben wird durch die Gleichungen

z=la, y=mb, 3z =1n"c; Im'n" =1;
o
le 20 d2m' 20 ‘ds  m'*? ,a*n” 20‘ ds n”?
—2em _,_,
dtz e A —2e fd A212+S =g, 4 B o ar f 0’ Cn"*Fs

ausgedriickt, in denen zur Abkirzung

A=V 0+ 2D U+ o) (L + o)

geseizt ist1); allein hier reicht das von dem Princip der lebendigen Kraft
herrihrende Integral .nicht aus, um das Problem auf Quadraturen zuriick-
zufiihren.

Der zweite Fall, welcher sich bei der Unteréuchung auf eine ‘eig;en..
thiimliche Weise von den iibrigen absondert, giebt das éphﬁne von Jacobi
gefundene Resultat, dass ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen A, B, C der
Bedingung ‘ .

v

o -
.dA ds 1 7 i .

j; ___f — A:k(1+.})(1+g—2)(1+g§)
o CI—FA,,) 4+ 714G

geniigen, . um . die kleinste Axe C mit constanter. Winkelgeschwindigkeit,
deren- Quadrat < * -y - . .

" 1) Diese Gleichungen finden sich an verschiedenen Stellen, aber ohae 'weilere
Discussion, in den von Dirichlet hinterlassenen Papieren.
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@
2m sds
B S : s
04(1—*‘22') a + )

ist, rotiren kann, so dass

N

x =@@coskt + bsinkt, y= — asinkt + bcoskt, z=c-
die Gleichungen der Bewegung sind.

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich also auch das Resultat, dass ein
flissiges homogenes Ellipsojd; dessen Elemente sich gegenseitig nach dem
Newtonschen Gesetze anziehen, nur dann wie ein fester Kérper um seinen
Schwerpunkt rotiren kann, wenn die Bewegung um eine feste, mit einer
der Hauptaxen des Ellipsoids zusammenfallende Axe geschieht, was der von
Maclaurin und Jacobi untersuchte Fall ist1); offenbar niamlich wiirden
ausser den Gleichungen P’ =0, 0'=0, R'=0 noch die Bedingungen
P=1, =1, R=1 zu erfillen sein, wodurch die iibrigen ausser den
beiden soeben erwihnten Fillen ausgeschlossen werden.

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen P'=0, 0'=0, R'=0
besteht darin, dass diejenigen Elemente der flissigen Masse, welche an-
fanglich auf den drei Coordinatenaxen, also auf den Hauptaxen liegen, auch
wiihrend der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erfiillen;
da nun andererseits aus der linearen Natur der Ausdricke fur @, y, z erhellt,
dass solche Theilchen der flissigen Masse, welche urspriinglich in drei
conjugirten Durchmessern liegen, dieselbe Eigenschaft stets beibeh%lten, so ist
der eigentliche Sinn der erwihnten drei Gleichungen der, dass die drei
Hauptaxen des Ellipsoids stets von denselben Elementen der flissigen Masse
gebildet werden. Es lag nun nahe, eine verwandte tlypothese zu machen,
die namlich, dass die Richiungen der drei Hauptaxen sleis unveréindert blei-
ben; bedient man sich der in §. 4. eingefiihrten Bezeichnungen, so wird
diese Forderung durch die drei Gleichungen T'=0, 7" =0, T” = 0 aus-
gedriickt umd sie ist offenbar sowohl in dem ersten der beiden in diesem §.
erwihnten Fille, als auch in demjenigen erfillt, welcher vorher (in §.6—8.)

1) Diese Bemerkung ist fast wortlich einem Briefe Dirichlets an Herrn Kronecker
entnommen.
Mathem. Classe. VIII. F
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ausfihrlich behandelt ist; ausserdem ergab aber die Durchfiibrung dieser
Hypothese noch einen dritten Fall, welcher ein schtnes Seitenstick zu dem
soeben angefithrien von Jacobi herrihrenden Satze bildet und sich auf
folgende Weise aussprechen lisst:

Ein jedes dreiaxige Ellipsoid, welches dem Satze von Jacobi genigt,
kann auch seine iussere Gestall und Lage unverindert beibehalien, wenn
eine innere Bewegung der Elemente Statt findet, die durch die Gleichungen

w=acoslzt+b—g-sinkt, y:——ﬁ%sinkt—i—bcos\kt, s=¢

ausgedriickt wird, in denen die Constante k die friihere Bedeutung hat; jedes
Theilchen beschreibt eine Ellipse, deren Gleichungen

m'z y2 a? b2
ptEp=pte *=°
sind, und zwar in derselben Weise, wie wenn es isolirt ware und gegen
den Mittelpunkt seiner Bahn durch eine der Enifernung proportionale Kraft
angezogen wirde, deren Mass fiir die Einheit der Enifernung — %2 ist.




