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Studien zur Kombinatorik.

Von

Richard Rado in Berlin.

Einleitung.

Diese Arbeit kniipft an einen in letzter Zeit viel genannten kombina-
torischen Satz von van der Waerden') an, welcher lautet:

k, I und N seien natirliche Zahlen. Man verteirle die Zahlen
1,2,...,N

irgendwie auf k Klassen. Ist N mindestens gleich eimer gewissen von k
und | abhdngenden Konstanten f(k,1), dann ¢ibt es stets bes jeder solchen
Verteslung tn mindestens einer Klasse ein Zahlensystem von der Form

a,at+d,a+2d,...,a-+1d
mit a, d >0, also eine arithmetische Progression von I+ 1 Gliedern.
Dieser auBerordentlich interessante Satz macht gewisse zahlentheore-
tische . Satze zuginglich, die mit den bisherigen Mitteln fast unangreifbar
erschienen. Derartige Folgerungen hat Herr A. Brauer?®) aus dem Satz
gezogen. Schon vor van der Waerden hat Herr I. Schur®) sich im Zusammen-

hang mit einem zahlentheoretischen Satz ein #hnliches kombinatorisches
Problem gestellt und geldst, indem er folgendes nachwies:

Wenn man die Zahlen
1,2,...,[e-k!]

auf k Klassen verteilt, dann ¢ibt es immer in mindestens einer Klasse
etn Zahlensystem der Form )
a,b,a+Db.

1) Nieuw archief voor wiskunde 15, S. 212—216.

%) Sitzungsberichte d. PreuB. Akad. d. Wiss., math.-physik. Klasse, 1928, 8. 916,
1931, S. 329—341.

%) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 25 (1916), S.114.
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Aber auch abgesehen von ihren Anwendungen bietet der obige
van der Waerdensche und der letzte Satz Interesse. Ein ganz neuer Pro-
blemkreis der Kombinatorik erschlieft sich mit diesen Sitzen. Man kann
sich nimlich fragen, ob es noch andere Systeme von positiv ganzzahlig
l6sbaren Gleichungen oder andersartigen Bedingungen gibt, die bei beliebigen
Verteilungen hinreichend vieler natiirlicher Zahlen auf endlich viele Klassen
immer in mindestens einer Klasse erfiillbar sind. Bedingungssysteme mit
dieser Eigenschaft will ich reguldr nennen. Gilt dieselbe Losbarkeitsaussage
fiir ein Bedingungssystem bei allen Verteilungen mit fester Klassenanzahl £,
dann nenne ich das Bedingungssystem k-fach reguldr.

Der obige Satz von Schur ist, wenn man von dem genauen Wert der
Konstanten [e-k!] absieht, identisch mit der Aussage, daB die Gleichung
z+y—2z2=0

reguldr ist.

Das Hauptresultat der folgenden Untersuchungen wird die Bestim-
mung sémtlicher Systeme linearer Gleichungen sein, die diese Eigenschaft
der Regularitét haben. Fiir den Spezialfall homogener Gleichungen erhilt man
unter Benutzung des obigen Satzes von van der Waerden folgendes Kriterium:

Dann und nur dann ist das Gleichungssystem

n
2 a,,%,=0 1Zum)
v=1
reguldr, wenn man die Indizes 1, 2,...,n so in endlich viele Gruppen
I, Iy, ..., T, einteilen kann, daf es zu jedem x =1, 2, ..., ¢ eine Lésung
z, des Gleichungssystems gibt mit

x, rational fiir alle v aus I'), I',, ..., I", _,,

z,=1 fiir alle v aus I',
z,=0 fir alle » aus I, ,, I, 14, I}

Fiir eine einzige Gleichung

1) %+ +...+¢c,z,=0 (c, = 0, rational)
besagt dieses Kriterium einfach, daB irgendwelche der ¢, eine verschwin-
dende Summe haben miissen. Man sieht, wie der obige Satz von Schur
aus dem Kriterium unmittelbar folgt. Der Satz von van der Waerden folgt
auch aus ihm, sogar gleich mit der von I.Schur*) herriihrenden Verschar-
fung, daB man die Progression immer so wahlen kann, daB ihre simtlichen
1+1 Glieder und ihre Differenz in derselben Klasse liegen. Diese ver-
schirfte Form ist nimlich identisch mit der Aussage, daB das Gleichungs-
system

4) Publiziert bei A. Brauer, vgl. %), S.9—16 (Satz 5).
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x, —2x% u,

x, —2x 4z, =0

...........

X_,— 2% 5+, =
T, — X, +x,,,=0
regulér ist.

Eine dem Kriterium geniigende Gruppeneinteilung der hier in Betracht
kommenden Indizes 0,1,...,7-4+1 ist:

1. Gruppe I,: 0,1,...,1
2. Gruppe Iy: 14 1.

Der erste Teil der vorstehenden Arbeit beschaftigt sich im wesent-
lichen mit der Regularitdt linearer Gleichungen und Ungleichungen,
§ 1 bringt den Satz von van der Waerden mit einem etwas abgeinderten
Beweis, in § 2 werden unter den Gleichungen (1) alle diejenigen bestimmt,
welche zweifach regulir sind. § 3 bringt einen allgemeinen Satz iiber regu-
lsre Bedingungssysteme, den man den Satz von der gleichmifBigen Lésbar-
keit regularer Bedingungssysteme nennen konnte. Er zeigt nimlich all-
gemein die Identitét der folgenden beiden Aussagen, die van der Waerden®)
noch ausdriicklich auseinanderhalt:

1. Das Bedingungssystem & ist bei jeder Verteilung aller natiirlichen
Zahlen

1,2,38,...

auf & Klassen stets durch Zahlen zu befriedigen, die derselben Klasse an-
gehoren.

2. Es gibt eine Konstante N, so da & bei jeder Verteilung der
endlich vielen Zahlen

1,2,..,N

auf £ Klassen stets durch Zahlen aus derselben Klasse zu befriedigen ist.
(Die letzte Aussage ist nach obiger Definition identisch damit, daf &
k-fach regulir ist. In § 1 wird aus Bequemlichkeitsgriinden als Regulan-
tatsdefinition das Zutreffen von 1. gewihlt.)

In § 4 wird das allgemeine Kriterium fiir Regularitit linearer Gleichungs-
systeme hergeleitet. Ferner wird dort eine Folgerung aus diesem Kriterium
angegeben, welche lautet:

%) loc. cit. 8. 212.
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Um nachzuweisen, da das Gleichungssystem

n

(2) 2 a,%,=a, (I1£usm)

y=1
reguldr ist, geniigt es, von jeder Gleichung, die durch lineare Kombination
der Gleichungen von (2) mit rationalen Koeffizienten entsteht, Regularitit
zu beweisen.

In § 5 werden verschiedene Methoden angegeben, mehrere regulire
lineare Gleichungssysteme zu einem neuen reguliren Gleichungssystem zu
kombinieren. Insbesondere ergibt sich das iiberraschende Resultat: Bei jeder
Verteilung aller natiirlichen Zahlen auf endlich viele Klassen gibt es mindestens
eine Klasse, in der sdmitliche iiberhaupt existierenden reguliren linearen
homogenen Gleichungssysteme gleichzeitig je eine Losung haben.

§ 6 enthiilt einen Satz, der einen ersten Schritt in der Richtung auf
folgende mit groBer Wahrscheinlichkeit zutreffende Vermutung darstellt:
Zu jedem n gibt es eine Zahl k,, die die Eigenschaft hat, daB jedes
Gleichungssystem (2) in n Unbekannten entweder regulir oder hochstens
k,-fach reguldr ist.

In §7 wird folgendes bewiesen: Wenn man bei einem k-fach regu-
liren Gleichungssystem

n
Sa,,z,—0 (1<u<m)
r=1

beliebige der Gleichheitszeichen durch die Zeichen > oder < ersetat,
dann ist das entstehende Bedingungssystem wieder k-fach regulir, voraus-
gesetzt, daB es iiberhaupt durch positive Zahlen losbar ist. AuBerdem
wird in diesem Paragraphen untersucht, welche homogenen reguliren
Gleichungssysteme bei jeder Verteilung der natiirlichen Zahlen stets so zu
losen sind, daB die Unbekannten simtlich in derselben Klasse liegen und
vonesnander verschieden sind.

In § 8 wird erdrtert, welche linearen Gleichungssysteme sich Ver-
teilungen der positiven wnd megativen ganzen Zahlen

(3) +1, +2, 43, ...

gegeniiber genau so verhalten wie die reguliren Gleichungen bei den Ver-
teilungen der natiirlichen Zahlen, also bei jeder Verteilung der Zahlen (3)
immer durch Zahlen aus derselben Klasse zu losen sind. Unter diesen
Gleichungssystemen kommen offenbar simtliche reguléren Gleichungssysteme
vor. Es zeigt sich, daB auBer diesen im fritheren Sinne reguldren Gleichungs-
systemen nur noch solche Gleichungssysteme in Frage kommen, bei denen
diese Losbarkeitseigenschaft auf ganz triviale Art zustande kommt.

Der zweite Teil dieser Arbeit ist allgemeineren Fragen rein kombi-
natorischer Art gewidmet. Die bisherigen Begriffshildungen werden in einer
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Art verallgemeinert, daB kein Gebrauch mehr davon gemacht wird, daB
die Dinge, die auf die Klassen verteilt werden, Zahlen sind, zwischen denen
Rechnungsarten definiert sind. Es werden allgemeiner die Elemente irgend-
einer abstrakten abzédhlbaren Menge verteilt.

In §1 wird der GleichmaBigkeitssatz auf diese allgemeineren Verhilt-
nisse iibertragen, in § 2 wird gezeigt, daf den Satzen von § 5 des ersten
Teiles iiber die Koppelung mehrerer reguldrer Gleichungssysteme zu neuen
reguldren Gleichungssystemen bedeutend allgemeinere Sétze rein kombina-
torischer Art zugrunde liegen, speziell, daf man zur Ableitung der er-
wihnten Koppelungssétze das Regularitdtskriterium gar micht bendtigt. Es
war lediglich eine Frage der Bequemlichkeit, wenn diese Séitze im ersten
Teil mit Benutzung dieses Kriteriums abgeleitet wurden.
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I Teil
Regularitiat linearer Gleichungen und Ungleichungen.
§1.

Einfiihrende Definitionen. Der Satz von van der Waerden.
Man denke sich die natiirlichen Zahlen
1,2,3,...

irgendwie auf endlich viele Klassen verteilt. Derartige Verteilungen be-
zeichne ich im folgenden mit

B,%,...,8,,B,, ...
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Zwei Verteilungen werden als miteinander identisch betrachtet, wenn
sie sich nur in der Bezeichnung der Klassen unterscheiden. Bei diesen Ver-
teilungen konnen auch einzelne Klassen leer bleiben, so daB also eine Ver-
teilung auf & Klassen gleichzeitig als Verteilung auf (k¥ + 1) Klassen an-
gesehen wird. Die Schreibweise ,

1) a=b(mod B)

mége bedeuten, daf sich die Zahlen @ und & bei der Verteilung & in der-
selben Klasse befinden. Wird umgekehrt fiir jedes Paar a, b irgendwie fest-
gesetzt, ob (1) gelten soll oder nicht, so ist dadurch eine Verteilung %
definiert, wenn die iiblichen drei Postulate erfiillt sind:

1. a = a(mod B).

2. Wenn a = b (mod B), dann b = a (mod B).

3. Wenn a = b(mod B), b= c(modB), dann @ = ¢ (mod B).

Im folgenden wird es sehr haufig vorkommen, daB eine Verteilung
derartig definiert wird. Es ist dann jedesmal klar, daf diese Postulate
gelten, was nicht mehr besonders hervorgehoben wird.

So wird oft auf folgende Art von einer gegebenen Verteilung B zu
einer anderen Verteilung B’ ubergegangen werden: Gegeben sind auBer L
noch endlich viele Funktionen
(2) f(z), 9(x),...,l(z),
die fiir natiirliches z definiert sind und nur natiirliche Zahlen als Funktions-
werte haben. B’ wird nun definiert durch:

Dann und nur dann ist ¢ = b(mod B’), wenn

f(a) = f(b) (mod B),
g(a) =g(b) (mod B),

I(a) =1(b) (mod B).
Den Ubergang von B zu B’ kann man sich so klar machen: Die Klassen
von B seien mit
(3) Ry, Ry R,
bezeichnet. ¢ sei irgendeine natiirliche Zahl. Dann verteilen sich die Zahlen
ONIONNI0)
in bestimmter Weise auf die Klassen (3). Es sei etwa
fle) <R,,9(c) <8,....1(c) < &;.

Bei der neuen Verteilung B’ liegen dann alle und nur die Zahlen ¢
in derselben Klasse, bei denen die Indizes

(4) By

der GréBe und Reihenfolge nach iibereinstimmen.
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Die Anzahl der Funktionen (2) sei N. Da fiir jeden der Indizes (4)
k Werte in Frage kommen, gibt es genau

K="
verschiedene Systeme (4). Folglich bgsitzt B’ genau ebenso viele Klassen,
wobei auch, wie oben schon erwihnt wurde, manche Klassen leer sein

konnen.
Die so definierte Verteilung %" bezeichne ich durch

B'=B[1(£):g(&), .-, L(£)])-

Der Buchstabe & wird im folgenden nur fiir die Verwendung in diesem
Symbol reserviert bleiben.
Fiir jedes B ist z B.

‘ B¢]=12
Fir die spezielle Verteilung
" 1,5,7,8, 9,..
B ”{2,3,4,6,10,..}
wird
7,8,.
P € T " 1,59,
8e0={]5g 5 ) BleEtU=1¢" }
2,3,
Statt

B1, (&), £2(£), - ()]
B A=< N

z=y(modB[£, (&) ALy L N)])
ist also vollig identisch mit den N Relationen
f,(x) = £,(y) (mod B) I=»<N).

Dieses Ubergehen zu neuen Verteilungen mit eventuell bedeutend
groBerer Klassenanzahl durch Vermittlung irgendwelcher Funktionen wird
sich als ein &uBerst fruchtbares Beweisprinzip herausstellen.

Mit B, (m = natiirliche Zahl) sei im folgenden stets die Restklassen-
verteilung modm bezeichnet, also: .

1,1+m,1—}—2m,...}

schreibe ich auch

Die Relation

2,2‘+m,2+2m,...

5)Em =

m, 2m, 3m,...

Es bezeichne & ein System irgendwelcher Bedingungen fiir die GroBen
Ty, Xy --er T,. Wenn @, a, ..., a, Zahlen sind, dann besage die Ausdrucks-
weise
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G(ay, ay, ..., a,) =0,
daB die Zahlen a,, @,, ..., a, die Bedingungen & erfiillen.
Definition. Ein Bedingungssystem ©& heiBt k-fach reguldr, wenn es
zu jeder Verteilung ¥ mit &k Klassen Zahlen a,, a,, ..., a, gibt mit
a4, =a,=...=q,(mod )
©(ay, ay, ..., a,) =0.
© heiBt reguldr schlechthin, wenn & k-fach reguldr ist fiir jedes k.
So ist z. B. die Gleichung
(3) (+1-g)(z+2—y)=0
zweifach regulir. Denn wenn B irgendeine Verteilung der natiirlichen Zahlen
auf zwei Klassen ist, dann liegen zwei von den drei Zahlen 1,2, 3 in der-
selben Klasse. Es ist also mindestens eine der folgenden drei Relationen
richtig:

1 =2 (mod XB),
1= 3(modB),
2 = 3 (mod B).

Triftt die erste zu, dann ist =1,y =2 eine Losung von (5), in den
anderen Fiallen ist x =1, y =3 bzw. 2 =2, y =3 eine Losung von (5),
deren Zahlen, wie die obige Definition verlangt, sich in derselben Klasse
befinden. Die Gleichung (5) ist aber nicht dreifach regulir. Denn wihlt
man zwei Zahlen x, y, die bei der speziellen Verteilung
1,4,7,...
L =B, =12,5,8,...
3,6,9,...
sich in derselben Klasse befinden, dann gilt fiir sie offenbar niemals (5).
Die Gleichung (5) ist also zweifach regulér, aber nicht reguldr schlechthin.
Dagegen ist die Gleichung
2 —3zy+4y*—2=0
reguldr. Denn sie ist durch z = y =1 befriedigt, und es ist ja fiir jedes
1 = 1(mod B).
Allgemein ist jedes Bedingungssystem
S (@, gy -+0r 2,) =0
reguldr, fiir das eine natiirliche Zahl a existiert mit
' &(a,a,...,a)=0.
Es gilt nun folgender Satz von van der Waerden®):

%) Siehe Einleitung.
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Satz I. Zu den natirlichen Zahlen k,1 gibt es eine natiirliche Zahl
f(k,1), so daf3 das Bedingungssystem

By — T, =, —Ty=...=2,_, —2,40

Xy Xy -0 4, X F (K, D)
k-fach reguldr ist.

Der Satz besagt also, daB man bei jeder Verteilung der natiirlichen
Zahlen auf % Klassen immer in mindestens einer Klasse -1 Zahlen
finden kann, die eine arithmetische Progression bilden und héchstens gleich
einer nur von % und / abhéingenden Konstanten sind. Der folgende Beweis
kniipft an die Beweismethode von van der Waerden an. Ihm liegt aber ein
etwas andersartiger Gedankengang zugrunde, der schneller zum Ziel fiihrt,

Beweis. Die Behauptung kann auch so formuliert werden: Zu jedem
B mit k& Klassen gibt es natiirliche Zahlen a, d mit

a+Ad = a(mod B) (0L,
a+1d L f(k,1).
Fiir ] =1 leistet offenbar
flk,1)=k+1
das, was behauptet wird. Denn von den k4 1 Zahlen
k41

liegen bei Verteilungen auf % Klassen immer zwei Zahlen in derselben
Klasse. Man nehme an, es sei die Existenz einer Zahl f(k, 1) fiir alle &
und ein festes 1 >1 bereits bewiesen. Hieraus wird sich die Existenz
von f(k, 1+ 1) fiir alle £ und dasselbe ! ergeben, womit der Satz bewiesen
sein wird.

B sei eine Verteilung auf & Klassen.

Lemma. Zu den ganzen Zahlen a >0, n>0 gibt es natiirliche
Zahlen a’, d’ mit

(6) a+(d'+id)+rv=a+a'+rmdB) (021 0<v<n),

(7) o' +1d < (k™ 1).
Beweis des Lemmas. Die Verteilung
(8) B'=BVla+éi+»(0<y <n)]

hat &™ Klassen Also gibt es nach der Bedeutung von f(k", 1) natiirliche
Zahlen @', d' mit (7) und

(9) o' +1d =a'(mod B (0L

(9) ist nach (8) identisch mit (6), womit das Lemma bewiesen ist.
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Nun wihle man zunéchst beliebige natiirliche Zahlen n, n,, ..., n, und
bestimme sukzessiv Zahlen ag,a,,...,a,, d;, d,,..., d, folgendermafen:
Die Anwendung des Lemmas auf @ =0, n =n, liefert die Existenz natiir-
licher Zahlen a'=a,, d'=d, mit

(Go+ Ao dy) +7o =ay + 7, (mod B) (0 <4, K1, 0wy < my),
a, +1dy < F(E™,1).
Wenn bereits ag, @y, ..., @, _y, @y, dy, ..., d,_; bestimmt sind (1 <» < k),
dann liefert das Lemma, angewandt auf die Zahlen

z—1
a=3a, mn=mn
=0

®?

die Existenz natiirlicher Zahlen a’'=aqa,, d'=d, mit
2—1 #—1

10) Ya,+(a,+4.4d,)+r,=Za,+a,+7, (00d%) (054,105, <n,),
0 0

1) 0, +1d, S F(E™1).

oa—1
Man setze fest, da Summen der Form 5z, den Wert Null haben sollen.
e=c

Dann gilt (10) und (11) fiir x=0,1,..., k.
Da 0 nur k Klassen hat, gibt es unter den % 41 Zahlen

b= Ja,+(1+1) 34, (0 <h)
0 =+

zwel voneinander verschiedene Zahlen, die in derselben Klasse liegen. Es
gibt also »,, %, mit 0 <%, < %, <k und
(12) by, = by, (mod B).
Setzt man nun
a=b,, d=234d,

% +1

dann wird sich zeigen, daB fiir passende, nur von & und ! abhingige Wahl
der n, die I -2 Zahlen

(13) o+ pd (0<u<i+1)
simtlich in derselben Klasse liegen, womit die Existenz von f(k, I+ 1)

erwiesen sein wird.
Zunichst ist

k EA k
(14) a+@+1)d=a,+(@+1) T, +(@+1) 3d, b,
Fir 0 <10 st
#1 Hay k
(15) a—}-ld—-—%’ag—l—%’l(ae +1d,) +x§1(“e+[l+1]de)‘

Mathematische Zeitschrift. 836, 28
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Will man auf (15) die Relation (10) anwenden mit

Ho k
x=1ux%+1, 11”:42(%—}—1(12) +2+'1(ag+[l+1]dg):
so ist dazu erforderlich:
e k
%’L(ag + A dg) + 2+71(ae —I_ [l + 1] dp) < Moy +1.
Nach (11) ist hierzu hinreichend eine Ungleichung der Form
F(nx]+2: nx1+3; ey nlc) < nx,+1:

wobei F aufler von den 7, nur noch von % und ! abhiingt. Die Anwen-
dung von (10) wiirde ergeben:

%,+1 2y k
a+%dsgg%+u§we+A%)+£¥%+{L+H%ﬂmw%)

Falls %, >, + 2, dann konnte man durch nochmalige Anwendung von
(10) mit » = %, + 2 hieraus folgern:
#y 42 o k
a+id= %7“9 + %(ae —{—Adg) -+ Z(%‘I‘ (7 —I—l]de)(mod%);

o+ 1

vorausgesetzt, daB eine Relation der Form
@ (n5‘1+3a Moy 44y + -5 nk) < Ny 42

gilt. Féhrt man so fort, dann erhdlt man nach x, — », Schritten
#y k
(16) a—+ld= %’ae +x§1(a9+[l+1]d") =b,, (mod B) (0Li).

Erforderlich wiren hierzu endlich viele Relationen der Form
H(nn-l—l’ nn+$’ e nk) < nn’

wobei die H gewisse Funktionen sind, die auBer von den n, nur noch von
k und I abhingen. Aus der Form der Relationen erkennt man, daB man
nacheinander feste, nur von % und ! abhéingende Werte von n,, n,_,, ..., n,
angeben kann, die allen diesen Relationen geniigen. Aus (14), (16), (12)
folgt dann, wie oben behauptet, daB sich alle Zahlen (18).in derselben
Klasse befinden. Da sie auBerdem durch eine nur von %'und I abhiingende
Schranke abschitzbar sind, ist die Existenz von f(k,1-+1) und damit
der Satz I bewiesen.

Der vorstehende Beweis liefert folgende Methode, sukzessiv der Be-
hauptung geniigende Werte von f(k, I) zu bestimmen: Man setze

£k, 1) =k 1.
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Ist bereits f(k, 1) fir alle k¥ und ein festes [ >1 bestimmt, dann
setze man
my=1, m, =m, +2-f(™]1) (0 <= <L k).
Dann ist
flk,14+1)=m,,,
ein brauchbarer Wert. Man konnte leicht durch Modifikation des Beweises
diese Schranken erheblich herabdriicken. Sie bleiben aber immer noch so
ungeheuer groB, daf Uberlegungen zu diesem Zweck keinen rechten Nutzen
haben.

§ 2.

Ein spezielles Beispiel.

Bevor allgemeine Systeme linearer (leichungen auf ihre Regularitat
hin untersucht werden, soll der Spezialfall einer homogenen Gleichung mit
rationalen Koeffizienten genauer diskutiert werden. Der folgende Satz ge-
stattet es, unter diesen Gleichungen alle anzugeben, die zweifach regulir
sind. Zunschst sieht man leicht: Die Gleichung

1) ax—+by=0
ist regulér fiir @ + b =0, nicht zweifach reguldr fiir a 4- b 0.

Denn fiir ¢ +b=0 ist x =y =1 eine Losung von (1), was Regu-
laritat nach sich zieht. Ist @ 4+ b <0, dann kann man (1) in der Form
annehmen:

(2) y=c-x mit c=1.

Fir ¢ <0 ist (2) garnicht durch positive Werte von z und y zu losen,
also erst recht nicht zweifach regulir. Ist ¢ > 0, dann kann man, eventuell
nach Vertauschung von « und y, sogar ¢ >1 annehmen. Ich gebe nun
eine Verteilung der natiirlichen Zahlen auf zwei Klassen an, bei der nie-
mals z und ¢z in derselben Klasse liegen. Damit wire dann gezeigt, dafl
(2) nicht zweifach reguldr ist. Die Verteilung findet man folgendermafen:

Zu jeder natiirlichen Zahl m gibt es eine ganze Zahl » mit

" <m< et

Legt man nun alle m mit geradem x in eine Klasse, die iibrigen m in
eine andere Klasse, dann erhélt man offenbar eine Verteilung der ge-
wiinschten Art.
Fiir Gleichungen mit drei Unbekannten gilt der Satz:
Satz II. a, b, ¢ seten natirliche Zahlen. Dann gibt es eine eben-
solche Zahl N, so daff das Bedingungssystem
ax+by=cz, x,y,2=N

zweifach regquldr zst.
28*



436 . R. Rado.

Bin brauchbares N findet man folgendermafen: Mcm bestimme natiir-
liche Zahlen x,, y,, 2, mit

ax,+by,=cz
und bilde

A = Max (g, Yo, 2,), m = kleinstes gemez‘nsames Vielfaches von

a
@ 4 o

N =Max (md, "2 (47— 1) (4— 1)+ 2. 4,2 4% (4 ~1).

Der Satz besagt z. B.: Verteilt man die Zahlen
1,2,...,20

irgendwie auf zwel Klassen, dann gibt es immer in mindestens einer Klasse
drei Zahlen z, y, z mit
22 +y=>5=z.

" Beweis. O sei eine Verteilung auf zwei Klassen &, und &,, bei der
im Gegensatz zur Behauptung weder in &, noch in &, Zahlen z, y, 2
liegen mit @z by =cz. Zunichst bemerke ich folgendes: C sei eine
beliebige natiirliche Zahl. Dann liegen die Zahlen

C,20,38C,...,4C
nicht alle in derselben Klasse wegen
a-2,0+b-y,C=c-2,C.

.. b b
Ich setze z =m. Dann ist —;— und —E?— ganz. Man kann annehmen:

. <R, .
y sei die erste Zahl der Reihe

m,2m, 3m, ..., Am, -

die in &, liegt. Nach der Anfangsbemerkung gibt es eine solche Zahl.

Es ist also
y=Ilm<® mt 21 A4.

Es ist
b

b
Yly—a)=2(—-1)m
positiv und ganz. Irgendein positives Vielfaches dieser Zahl sei in &,, z. B. sei

z= n-%(y —x) << 8, mit n positiv, ganz.
Da

a

b b b
%-z—k;-yz—c—-n';(l— l)m-{—‘c-—-lm

positiv und ganz ist,

2,y < R,,
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so folgt
a b Q@
ety <&,
Denn andernfalls hatte man in &, die Gleichung

_ au-+bv=cw
durch
u=z o=y, w=2z+ly

aufgeldst, was der Annahme iiber B widerspriche. Wegen

r <R, %-z+%-y<$@1

folgt aus demselben Grunde

i.(ﬁ.z_}_%.y) _%-x-<@2,

a C

falls diese letzte Zahl positiv und ganz ist. Das ist sie aber wegen
b b b b,
-Z—(%Z -I——gy) —gt=z+(y—z)=(n+1)_(y—2).

Wir haben also bisher: x und y sind feste Zahlen.

0= (y—2)

ist positiv und ganz. Aus

nC<8®,, n positiv, ganz
folgt immer

(n+1)C<8,.

Zu diesem Schlufl wurde die Verteilung von Zahlen benutzt, die alle héch-
stens folgende Schranke erreichen:

Max (m, dm, n-2 (4 — 1)m, 2" (4 —1)m + "2 4, (n+1) -2 (4 — 1) m)

= Max (m 4, 22" (4 — 1) + 2. 4, 20D (g q).
Nun gibt es nach der Anfangsbemerkung eine natiirliche Zahl n, < A mit

ny 0 < K,.
Indem man nun das eben formulierte Ergebnis nacheinander auf
n=mny ny+1,n,+2,..., Any—1
anwendet, erhilt man sukzessiv:
7y 0, (ng+1)0, ..., 20,0, ..., 30,0, ..., 4-n,C < ],.

Bas. ist ein Widerspruch zur Anfangsbemerkung, da nicht die ersten A Viel-
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fachen der Zahl n,C sich in derselben Klasse befinden kdnnen. Wenn ich

in der obigen Schranke
n=An,—1

einsetze, erhalte ich eine Schranke mit der Eigenschaft, daB ich zur Kon-
struktion des Widerspruchs nur Zahlen bis zu dieser Schranke heranzuziehen
brauche. Diese Schranke wird héchstens gleich

Max (m 4, ———(Aﬂ—l) (A—l)—|—~-— 4,0 A% (4 - 1))

Damit ist der Satz bewiesen.
Aus dem Satz II folgt: Dann und nur dann ist die Gleichung

(3) @ %, + A+ ... 0,2, =0 (a, rational)

2weifach reguldr, wenn mindestens eine der beiden folgenden Aussagen
zutrifft:
n
1. Ya,=0.
r=1

2. Mindestens drei der Koeffizienten a, sind von Null verschieden.
Unter den a, gibt es sowohl positive wie negative Zahlen.

Denn zunichst sei weder 1. noch 2. erfiillt. Wenn alle a, >0 oder
alle a, <0 sind, dann hat (3) keine aus positiven Zahlen bestehende
Loésung, ist also erst recht nicht zweifach regulir. Gibt es unter den a,
positive und negative Zahlen, dann hat (3) die Form

a, %, +a,z,=0 mit a,+a,+0.

Zu Anfang dieses Paragraphen wurde gezeigt, da solche Gleichungen
nicht zweifach regulir sind.

Ist jetzt umgekehrt eine der beiden Aussagen zutreffend, dann ist
(3) zweifach regulir. Fiir die erste Aussage ist das evident, da dann
&, =x,=...=x,=1 eine Losung von (3) ist. Es sei also jetzt die
zweite Aussage zutreffend. Dann hat (3) die Form

T 8

31b,y,= 3c,z, (b, ¢, natiitliche Zahlen, r 22, s 2 1).

o=1 o=1
Nimmt man dazu noch die weiteren Gleichungen

Yo =Yg =" =Y 2 =% ... =2
dann erhilt man als fiir y,, y,, 2, zu erfilllende Gleichung:
7 8
bl'y1 '["%'bg'yz =%7co'zl'

Diese Gleichung ist nach Satz II zweifach reguldr.
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Will man die Regularitédt beliebiger linearer Gleichungssysteme unter-
suchen, dann braucht man zunichst einen allgemeinen Satz iiber regulire
Bedingungssysteme, dem der folgende Paragraph gewidmet sein soll.

§ 3.
Der GleichmiBigkeitssatz.

Satz I und IT haben folgende Form: Gegeben ist eine ganze Zahl
k>0 und ein System & von Bedingungen fiir die GréBen Xyy Tgy ey Xp-
Es wird behauptet, daB bei jeder Verteilung % auf k Klassen in mindestens
einer Klasse Zahlen z,, z,, ..., z, liegen, welche & befriedigen und aufBer-
dem unterhalb einer nur von % und & abhingenden Schranke liegen. Beide
Beweise wurden in der Form gefiihrt, daB zunichst fiir jedes % nur die
Existenz solcher z, gezeigt wurde, die in derselben Klasse liegen und &
geniigen. DaB diese Zahlen immer unterhalb einer nur von 4 und & ab-
hangenden Schranke wahlbar sind, ergab sich dann daraus, daB beim Be-
weis die Verteilung von Zahlen oberhalb einer gewissen Schranke dieser Art
nicht benutzt wurde. Es wire nun an und fiir sich denkbar, daB es auch
solche Bedingungssysteme & gibt, fiir die sich wohl ein Existenzbeweis fiir
Losungen in einer Klasse fithren 148t, welche aber nicht fiir konstantes %
immer schon unterhalb einer festen Schranke ein derartiges Losungssystem
haben. Das wiirde bedeuten, es gibt fiir ein gewisses ¥ und jedes N spezielle
Verteilungen der endlich vielen Zahlen

1,2,...,N

auf k Klassen mit der Eigenschaft, daB in keiner Klasse & zu befriedigen
ist. Bei Verteilungen aller Zahlen

1,2,38,...

auf & Klassen wire jedoch immer ein Lésungssystem in einer Klasse zu
finden. Es wiirde also Verteilungen der letzteren Art geben, bei denen erst
»beliebig spét“ Losungen durch Zahlen aus derselben Klasse auftreten.

Der folgende Satz IIT zeigt aber, daf mit dem Existenzbeweis fiir
Losungen in einer Klasse immer auch schon ein Existenzbeweis fiir eine
Schranke der obigen Art geliefert ist. Ist ein Bedingungssystem also ,1ds-
bar“, so ist es auch unterhalb einer gleichmiBig fiir alle Verteilungen mit
fester Klassenanzahl geltenden Schranke ,lésbar“. Der Satz lautet nun:

Satz III. Voraussetzung. Das Bedingungssystem

S (g, 3o +err 2,) =0

. 18t k-fach requldr.

Behauptung. Es gibt esne nur von k und S abhdngende Zahl N,
so daf} schon das Bedingungssystem
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{@(wl, Zyyonn, ,) =0,

Zyy gy ooy 8, SN

1)
k-fach reguldr ist.

Beweis. Die Behauptung sei falsch. Dann ist (1) fiir keine Wahl von N
k-fach regulir. Es gibt also zu

N=1,2,8,...
je eine Verteilung B mit % Klassen, die die Eigenschaft hat, daB aus
z, =x,=..=z, (mod /I,

Xy, Tgy oo T, SN
immer folgt, daB die Zahlen x, nicht simtliche Bedingungen & erfiillen.
Die Klassen von B seien mit R, Y, ..., R bezeichnet. Es sei »
der untere Index derjenigen Klasse von R, in der die Zahl » liegt. Es
ist 1< x™ < k. Nach einer bekannten SchluBweise folgt jetzt:
Es gibt x,, so daB fiir unendlich viele N gilt:

(2) M = .
Es gibt x,, so daB fiir unendlich viele N auBler (2) noch gilt:
(8) 1tV = 5,
Es gibt x,, so daB fiir unendlich viele N aufler (2), (8) noch gilt:
(4) 1Y = g
usw.

Man erhdlt so eine Folge
Hyy Ky Hgy oo

mit folgender Eigenschaft: Zu jedem m gibt es unendlich viele N mit
x{N = 2, x;N Y=, ..., ) = . B sel diejenige Verteilung, bei der sich
die Zahl » in der x -ten Klasse befindet. & hat & Klassen. Also gibt es

nach Voraussetzung Zahlen z,, z,, ..., z, mit

(5) z, =xz,=...=2z, (mod B),

(6) S (=, 2,5, ..., 2,) =0.

(5) ist identisch mit

(7 Ky, == gy == .. = Ng,.

Nach der Bildungsweise der x, gibt es unendlich viele N mit
(8) xg’)=xwl, %g)=:~%, ey 2D = oty

Also gibt es auch ein spezielles
N = Max(z,, z,, ..., 2,),

vy Wy
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fiir das (8) gilt. Dann hat man nach (8) und (7), indem man wieder
die Bedeutung der x.fN ) beachtet:
(9) 2, =2,=...=2, (mod B"),
(10) Xy, Ty, nny X, N
(6), (9), (10) bilden einen Widerspruch zu der anfangs beschriebenen Eigen-
schaft von ¥Y. Damit ist der Beweis erbracht.

In § 2 wurde die zweifache Regularitit von

ax+by=cz (a, b, ¢ rational, > 0)

bewiesen und gleichzeitig eine von a, b, ¢ abhingende Zahl angegeben,
welche dieselbe Rolle spielt wie die Konstante N, deren Existenz allgemein
durch Satz III bewiesen ist. Der Satz III ist ein reiner Existenzsatz, er
gestattet keinerlei konkrete Berechnung einer solchen Konstanten. Es miissen
ganz andere als die vorstehenden Betrachtungen herangezogen werden, wenn
man ein N finden will.

Anwendung. ©&'(#,, z,,...,,) sel ein Bedingungssystem, bei dem
als Argumente auch gebrochene rationale x, zuléssig sind. Es sei homogen

in dem Sinne, daf aus
’
- ) &' (ay, a5 ...,a,) =0,
a positlv, ganz 1mmer

folgt.

Voraussetzung. Wenn man alle positiven rationalen Zahlen auf
k Klassen verteilt, dann gibt es immer tn mindestens einer Klasse ratio-
nale Zahlen x,, %,, ..., x, mit
& (2, Tgy -+ ) = 0.

©'(a,a,a,a,...,a,a)=0

Behauptung. &'(=,,...,x,) =0 ist k-fach reguldr.
Beweis. Die positiven ratiorialen Zahlen lassen sich abzihlen. Eine
ithrer Ordnungen sei
TysTasTgsnen
Ich definiere ein System & von Bedingungen folgendermafen:
Dann und nur dann ist
S(z,, 2y ...,2,) =0,
wenn die z, natiirliche Zahlen sind und
S (Tays Tags «+ o Ta) =0
erfillen. Ich behaupte zunichst, daB & k-fach regular ist. Denn es sei 8

eine beliebige Verteilung der natiirlichen Zahlen auf k Klassen. Ich definiere
eine Verteilung B’ der positiven rationalen Zahlen auf k Klassen durch:

(11) r,=r, (mod B’), wemn x= i (mod B).
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- Nach Voraussetzung gibt es r,,, 74, ..., 75, mit

(12) Ty =g, =...=1,, (mod B'),
(18) B (Tay> Tags v s 74,) = 0.
(12) besagt nach (11) dasselbe wie
T,=x,=... E'xn (mod B),

(18) ist identisch mit
S(x,, 2y,...,2,)=0,

was die k-fache Regularitit von © =0 beweist.
Nun gibt es nach Satz III eine natiirliche Zahl N, so daB auch das
Bedingungssystem

(14) {@(xl,x__,,,,., z,) =0,

2, Ty, <N
k-fach reguldr ist. Das heiBt ausfithrlich: Bei jeder Verteilung der Zahlen
1,2,...,N
auf & Klassen liegen in mindestens einer Klasse Zahlen z, mit
S (@, Xy, ..., ,) =0,
Das ist genau dasselbe wie: Bei jeder Verteilung der Zahlen
(15) Tis Tay «vey I'N
auf k Klassen liegen in mindestens einer Klasse Zahlen r,, mit
& (Tays Targs s 72,,) = 0.

Aus der Homogenitét von &’ folgt weiter fiir jede natiirliche Zahl H:
Bei jeder Verteilung der Zahlen

(16) rlH, TQH,..., "'NH
auf & Klassen liegen in mindestens einer Klasse Zahlen 7y, H mit
& (g, H, 74+ H, ..., 15,- H) = 0.

Wihlt man nun fiir H den Hauptnenner aller Zahlen (15), dann sind
alle Zahlen (16) positiv und ganz, woraus die Behauptung unmittelbar
hervorgeht.

Was eben bewiesen wurde, lautet in anderen Worten: Um nachzuweisen,
daB ein homogenes Bedingungssystem &' =0 k-fach reguldr ist, geniigt
es, zu zeigen, daB &’ =0 bei jeder Verteilung aller positiven rationalen
Zahlen auf k Klassen stets eine Losung besitzt, deren Zahlen sich in der-
selben Klasse befinden. Man iiberlegt sich leicht noch folgendes: Um
Regularitit eines homogenen Bedingungssystems &' = 0 nachzuweisen, ge-
niigt es sogar, bei jeder Verteilung aller positsiven und negativen rationalen
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Zahlen auf eine endliche Klassenanzahl stets ein Losungssystem in einer
Klasse zu finden. Daf die Homogenitit von &’ notwendig ist, zeigt das
Beispiel der Gleichung x +y = 3. Diese Gleichung ist bei jeder Verteilung
der positiven rationalen Zahlen auf endlich viele Klassen immer durch
Zahlen aus derselben Klasse losbar, da ja z =y =2 die Gleichung be-
friedigt. Dagegen ist diese Gleichung nicht einmal zweifach regulir, wie

man an der Verteilung
1
& ”_"{2,3, 4,...}

§ 4.
Bestimmung aller reguliiren Systeme linearer Gleichungen.

erkennt.

Ich nenne im folgenden ein Bedingungssystem & (%, z,, ..., z,,) homogen,
wenn, in etwas schwicherer Bedeutung des Wortes homogen, als es sonst
iiblich ist, nur folgendes gilt: Sind a,, a,, ..., a,, @ natiirliche Zahlen mit

&(ay, dy, ..., a,) =0,
dann ist immer
G(a,a, aya,...,a,a)=0.

Um alle regulédren Systeme linearer Gleichungen zu finden, beweist
man zundchst folgenden Hilfssatz, der spéter auch fiir verschiedene andere
Fragen niitzlich sein wird:

Hilfssatz I. Voraussetzung. &(z,,x,,...,%,) =0 isi esn homo-
genes, k-fach requldres Bedingungssystem, M eine natiirliche Zahl, B eine
Verteslung aller natiirlichen Zahlen auf k& Klassen.

Behauptung. Hs gibt natirliche Zahlen xlw), 20 .., 20 d mit

G (2, 2, ..., 2 =0,
2 4 id = 2" (mod B) fir 1<r<n, 1 ganz, || < M.
Beweis. Nach dem GleichmaBigkeitssatz gibt es eine natiirliche Zahl N,
so daf das Bedingungssystem

(1) S(x, 29, .-, 2,)=0; 2,2,...,2, <N
k-fach reguldr ist. Es sei
2) B =Br&(1<r < N)I.

Nach van der Waerden gibt es a’, d’ > 0 mit

(3) o' +1Vd =a (mod B') fiir 1 ganz, || < MN"

Denn (38) besagt nur, daf o’ das mittlere Glied einer arithmetischen Pro-
gression von 2 MN""*+4 1 Gliedern ist, deren Zahlen sich alle in derselben
Klasse befinden. Es sei

) B"= Ba'£].
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B” hat k Klassen. Da (1) k-fach regulir ist, gibt es also natiirliche
Zahlen z{, x;, ..., 2/, mit

(5) S (f, 25,...,20) =0,
(6) Xy Thy o vey T gN,
(7) g =aj=...=z, (mod B").
Ich behaupte nun, die Zahlen
(8) W= (1< <),
(9) d=d z2, ...,

erfilllen die in der obigen Behauptung angegebenen Relationen. Zunichst
folgt aus (5), (8) und der Homogenitit von &:

(10) & (2, &3, ..., 2) = 0.
Ferner ist (7) nach (4) und (8) identisch mit
(11) 20 =20 = ... = 2 (mod D).

(8) bedeutet nach (2) dasselbe wie
(12) w(a'+21d)=va"(mod®B) (1<v< N, i ganz, || < MN").
Fir 1< u<n, 4ganz, |A| < M wird nach (8), (9), (6):
(18) &0+ id=a'z,+id vizs ... a0 =z (@' +Aa] ... 2y @)ir... 2hd')
=»(a'+1'd")
mit 1<y=ua, <N, |V|=42(... %1 Zps1... 20| < MN"72.
Auf (13) ist also (12) anwendbar, was
(14) &\ 4+ d = a (mod B) 1Lu=mn, 1ganz, 1| < M)

liefert. (10), (11), (14) zeigen die Richtigkeit der Behauptung.
Um spidter den Gang eines Beweises nicht unterbrechen zu miissen,
schicke ich noch einen einfachen Hilfssatz iiber lineare Kongruenzen voraus:

Hilissatz II. Voraussetzung. Zu den ganzen rationalen Zahlen

b b (1<w<h 1<I<])

gibt es unendlich viele Tripel r, s,t von ganzen Zahlen, deren ¢ beliebig

grof3 werden, fir die ferner (r,t)=1 gilt und fir die das System von
Kongruenzen

l
(15) b2, +rsb, =0 (mod st) (1LxLk)
A=1

*x

je mindestens ein ganzzahliges Losungssystem ,, %,, ..., «, hat.
Behauptung. Das Gleichungssystem

!
(16) 2b,,%,+b,=0 (1<%<k)
A==1

besttzt Losungen.
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Beweis. Dann und nur dann hat (16) eine Losung, wenn aus
c]_: 0-33 s CI: ga’nz’

&
(17) 3e.b,, =0 (110
immer .
(18) g;cxbx-—— 0

folgt. Es mdge also (17) gelten. Dann folgt aus (15):
e, Db,x,+ Se,rsh, =0 (mod st)
= 2 P

oder
0-+7sXe,b, =0 (mod st),
r e, b, =0 (modt),
(19) 2ec.b,=0(modt) (wegen (r,12)=1).

Da (19) fiir beliebig groBe ¢ gilt, folgt (18), was den Hilfssatz beweist.
Die beiden Hilfssitze gestatten nun, alle reguléiren linearen homogenen
Gleichungssysteme aufzustellen, deren Koeffizienten rational sind.

Satz IV. Dann und nur dann ist das Gleichungssystem

n
(20) _Z’lawx,,=0 (1=pu<m, a,, rational)
py=
reguldr, wenn die Matrix
Opg Agg +o- Gy
2[: Qgy Aoy o+ a,“‘
aml am‘z e amn

folgende Eigenschaft hat: Die Spalten von U lassen sich derart in Gruppen
0, 8,, ..., §, einteilen, daf gils:
Die Summe der Spalten von ®, verschwindet.
Die Summe der Spalten von ®, ist aus den Spalten von
®, linear kombinierbar.
Die Summe der Spalten von ®, ist aus den Spalien von
®,, ®, linear kombinierbar.
Die Summe der Spalten von ®, st aus den Spalten von
®,, ®,,...,8,_, linear kombinierbar.
Ehe wir zum Beweis des Satzes itbergehen, soll seine Behauptung etwas
erliutert werden: Fiir den Fall einer Gleichung sagt sie folgendes aus:
Dann und nur dann ist eine Gleichung
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a,z,+a2,+...+a,2,=0 (@, rational)

bes jeder Verterlung der matirlichen Zahlen auf endlich viele Klassen stets
durch Zahlen aus derselben Klasse losbar, wenn es irgendwelche von Null
verschiedene Zahlen unter den a, gibt, deren Summe verschwindet. Der
von I. Schur?) betrachtete Fall

xz, 2y — 2, =0
fallt hierunter, ebenso der von A. Brauer®) erorterte Fall

z,+ax,—2,=0 (a ganz).
Dagegen ‘ist z. B. die Gleichung

Zy+ 2y —32,=0
nicht regulir, da keine Teilsumme aus den Koeffizienten dieser Gleichung
den Wert Null ergibt. Aus einem spiteren Satz®) wird sogar folgen, daB
diese Gleichung hochstens dreifach reguldr ist.

Man kann Satz IV auch folgendermaBen formulieren: Dann und nur
dann ist (20) reguldr, wenn man die Indizes 1,2,...,n so in Gruppen
Iy, Iy, ..., I, esnteilen kann, daf folgendes gilt: Zu jedem = =1,2,...,¢q
gibt es ein Losungssystem z,, %, ..., z, von (20) mat

x,=1 fir alle v aus I,
z,=0 fir alle v aus I, ,;, T, 4, ..., I

Aus dieser Formulierung ergibt sich leicht folgende Verallgemeinerung
des Satzes von van der Waerden: Verteslt man alle natiirlichen Zahlen
auf endlich viele Klassen, dann gibt es zu den natiirlichen Zahlen r, 1
immer eine Klasse 8, und ein System

@yy Qyy ey O
natiirlicher Zahlen, welche eine arithmetische Reshe r-ter Stufe brlden und

welche mit allen thren Differenzen bis zu denen r-ter Stufe in &, liegen. (Na-
tiirlich muBl 7 < 7 gein.) Man hat hier als Unbekannte alle GroBen des Schemas

zu betrachten. Sie sollen den Gleichungen »
x91+x9+1,1=x9,1+1 (O§Q<'I‘, Q§l<l)

geniigen. Um die Regularitit dieses Gleichungssystems zu erkennen, mufl man

7) Siehe Einleitung.
®) Bitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss., math.-physikal. Klasse 1931, 8. 15.
9) Satz X, 1.
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die Indexpaare (¢,1) (0 L 0L 1L 1) derart auf Gruppen I'y, I, ... ver-
teilen, daB man zu jeder Gruppe eine Losung des Gleichungssystems finden
kann, bei der die zu dieser Gruppe gehdrigen z,, gleich Eins und die zu den
folgenden Gruppen gehdrigen z,, gleich Null sind. Offenbar hat die Zerlegung

r,={(e;0), (e;e+1), ..., (0, 8)} 0<Le<)
diese Eigenschaft.

Beweis von Satz IV. 1. A= (a,,) mbge die beschriebene Eigen-
schaft haben. Ich habe zu zeigen, daB (20) regulir ist. Fiir ¢ =1 ist
das richtig. Denn in diesem Falle ist 2, =z, =...=2,_ =1 eine Losung
von (20). Man kann fiir kleinere Werte von ¢ daher die Behauptung als
bewiesen ansehen. Ich will zeigen, daB (20) k-fach regulir ist fiir jedes
k>1. Fir k=1 besagt diese Aussage, dal (20) eine Losung durch posi-
tive ganze z, besitzt. Dall das der Fall ist, sieht man so: @, bestehe
etwa aus den 7 letzten Spalten von . Nach Induktionsannahme ist das
(leichungssystem

(21) Za,uvxv‘—'o (lg/’tgm)
regulér, also iiberhaupt durch positive ganze Werte der z,, etwa
z,=4g,>0 (I<r<n—r)
zu befriedigen. Nach Voraussetzung gibt es Zahlen s,, s,, ..., s,_, mit
) ﬂ T
(22) —d Iuvsv+ 2-7 a =0 (I—S—Iu’ém)'
r=1 v=n—7r+1

Offenbar konnen die s, auch rational gewihlt werden. Es folgt nun fiir
jedes A und B:
(23) Za,w(Agrl—BSH- S a,B=0 (1<up<m).

y=n—r+1

Wihlt man fiir B den Hauptnenner H aller s, und fiir 4 eine geniigend
groBe ganze Zahl, dann zeigt (23), daB (20) eine Losung durch positive
ganze Werte der z, besitzt, also einfach regulér ist. Meine Behauptung
wird bewiesen sein, wenn folgendes gezeigt ist: Aus der Annahme, daB (21)
regulér und (20) (k —1)-fach regulir ist (2 < k), folgt, daB (20) k-fach
reguldr ist. Diese beiden Annahmen iiber (21) und (20) will ich nun machen.

Da (20) (k— 1)-fach regular ist, gibt es nach dem GleichmaBigkeits-
satz eine Konstante N, so daB schon das Bedingungssystem

Za’,urxv_o (lgﬂém),
r=1
Tyy Ty oo 8, SN

(b —1)-fach reguldr ist. Jetzt sei B eine Verteilung auf % Klassen.
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Annahme. Es gibt keine natiirlichen Zahlen z, mit (20), welche
bei B in derselben Klasse liegen.

Folgerungen. Da (21) reguldr ist, kann auf (21) und B der Hilfs-
satz I angewandt werden. Als M wihle ich dabei
(24) M= HN-Max(|s;],[Sy]>--s |8,_,])-

H bedeutet, wie oben, den Hauptnenner aller s,. Nach Hilfssatz I folgt
dann die Existenz natiirlicher Zahlen z{®, 2\, ..., 22,, d mit

n—r (0)
(25) ;élaﬂ,,'x,, =0 (1 g[ugm),
(26) 0+ 1d =2 (mod B) (1<L»<n—r, 1ganz, |4 < M).
Aus (25) und (22) folgt
(27) Sa (@O +x-Hs,d)+ 3 a,, xHd=0
v=1 ® v=n—7r+1 u

(1£um, 1Lx<N).

Die Klasse von %, in der alle Zahlen (26) liegen, sei §&,. Aus (24) und
der Definition von H folgt, daB die Zahlen

x-Hs, (1£x<N, 1<v<n-—r)
ganz und hochstens vom Absolutbetrag M sind. Also ist nach (26)

(28) e+ nHsd<8® (1LrZ<n—r, 1<=x<N).
Aus (27), (28) und der Annahme iiber B folgt
(29) x-Hd € &, (1L%x<N).
Jetzt bilde ich
(30) B'= B¢ Hd).
Wegen (29) verteilen sich die Zahlen

,2...,N

bei B’ auf hochstens ¥ — 1 Klassen. Aus der Definition von N folgt daher
die Existenz natiirlicher Zahlen zi, 23, ..., z, mit

(81) Sanal=0 (1<p<m),
z1, ;é, )\ A

(32) x{=axs=...=x, (mod B').

Aus (31) folgt

(33) 3 -zl Hi =0 AL u<m).

v=1
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(32) besagt nach (30) dasselbe wie
(34) w{-Hd=2z;-Hd=...=u, -Hd (mod B).

(83) und (34) stellen einen Widerspruch zur Annahme iiber B dar.
Da B eine beliebige Verteilung auf k¥ Klassen war, ist die k-fache
Regularitdt von (20) und damit die erste Hilfte des Satzes bewiesen.

2. Das Gleichungssystem (20) sei reguldr. Ich habe die Spalten der
Matrix 9 so in Gruppen einzuteilen, dafl die angegebenen Bedingungen
erfiillt sind.

p sei eine beliebige Primzahl. Jede natiirliche Zahl z ist eindeutig
zerlegbar in der Form

x=wu,p’» mt p}wu, wu, und v, ganz

Man hat also eine eindeutige Funktion w,(x). Ich bilde nun
B =B, [u,(&)]
%, ist dabei, wie in § 1 allgemein erwihnt, die Restklassenverteilung
mod p. Da (20) regulér ist, gibt es natiirliche Zahlen z,, 2, ...., z, mit
(20) und
(85) Z,=x,=...=2x, (mod V).
Aus (385) folgt die Existenz von u, mit p *} %, und
(86) ' z, = (uy+ k,p)-p* mit kv, ganz.
Man kann v, <v, <9, £ ... < v, annehmen oder genauer
050, =0, =...= Vg, < V41 = V42 = .-
=y, < Vg = e < gy = oo = Uy, (¢ =mn).
Da fiir jede der Zahlen ¢, ¢, ¢y, ..., ¢, nur eine Zahl aus der Reihe
1,2,...,n

in Frage kommt, gibt es unendlich viele p, fiir die diese Zahlen iiberein-
stimmen. Aus einer unendlichen Folge solcher Primzahlen denke ich mir
im folgenden p gewahlt. Aus (20) und (36) folgt

n
(37) e, (uy+b,p) g —0 1< pu<m).
=1
Man betrachte (87) zunéchst mod p?»+1. Dann folgt
S a,, -, p*s=0 (mod prs+1) (1<u<m)
oder = .
(38) % Sa,,=0 (mod p) (1< p<m).
v=1

Mathematische Zeitschrift. 36. 29
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Da p unendlich viele Primzahlen durchlaufen kann und p Y w, ist, folgt
aus (38):

(39) g/;a"uv:O (léﬂém).

Ferner betrachte man (37) mod prax+t (2 <x < ¢). Dann folgt

(40) Za/.mvx'v+ A—Sj a,u'v'uopva”E 0 <m0dp”a“+1) (]‘éfu ém).
r=1 =, . +1

Wendet man auf (40) nun Hilfssatz II an mit
‘ r=u, S§S=pex, t=7p

(daB seine Voraussetzungen erfiillt sind, sieht man sofort), dann folgﬁ:
Fir 2 <% < ¢ hat das Gleichungssystem

Q-1

(41) Sau+ 3 a,=0 1<u<m)

r=oy.1+1

eine Losung in den y,. (39) und (41) zeigen, daB 9 die gewiinschte
Zerlegbarkeitseigenschaft besitzt. In dieselbe Gruppe &, sind einfach die-
jenigen Spalten von U zu legen, deren zugehdrige z, mit gleicher Nummer
durch genau dieselbe Potenz von p teilbar sind. Satz IV ist damit voll-
stindig bewiesen.

Durch einfaches Rechnen mit linearen Gleichungen kann man den
Hilfssatz I leicht dahin verschirfen, daf man nur ein einziges Tripel r, s, ¢
in seiner Voraussetzung braucht, dessen ¢ aber mindestens gleich einer an-
gebbaren, von den Koeffizienten abhéngigen Schranke ist. Wenn man
diesen verschiarften Hilfssatz hier benutzt, dann ergibt sich: 9 habe den
Rang s (1Ls<m). M (U) sei das Maximum der absoluten Betréige der
Unterdeterminanten s-ten Grades von . p sei eine Primzahl mit

p > Ms(g’[) Zlayv"
wyv

u,(x) sei die Seite 449 eingefiihrte Funktion. Dann gilt: Dann und nur
dann st (20) reguldr, wenn (20) bes der speziellen Verteilung

B, [u,(£)]

etn Losungssystem hat, dessen Zahlen sich in derselben Klasse befinden,

Um also nachzupriifen, ob ein Gleichungssystem (20) bei jeder be-
lrebigen Verteilung der natiirlichen Zahlen auf endlich viele Klassen stets
durch Zahlen aus derselben Klasse losbar ist, braucht man nur esne einzige,
leicht angebbare Verteilung daraufhin zu untersuchen, ob in einer Klasse
sich ein Losungssystem von (20) befindet. Ist letzteres der Fall, dann
gibt es auch bei jeder anderen Verteilung auf beliebig viele Klassen immer
ein solches Losungssystem.
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Wenn man alle reguldren linearen homogenen Gleichungssysteme mit
rationalen Koeffizienten kennt, dann ist es nicht mehr schwer, auch noch
die inhomogenen linearen Gleichungssysteme mit rationalen Koeffizienten
zu bestimmen, die reguldr sind. Es gilt hier

Satz V. Dann und nur dann ist das Gleichungssystem

(42) a,zr,=a, (1Zpm)a,,a, rational)

J_[[VIS

regquldr, wenn mindestens eine der folgenden beiden Aussagen zutriffi:
1. Es gibt eine natirliche Zahl a mit

Za,a=a, Agpusm).

2. Es gibt eine ganze Zahl a <0 mit

Ferner ist das Qleichungssystem

n
(43) Sa,,z,=0 A<p<m)
=1

reguldr.

Beweis. 1. Ich zeige zunéchst, daB die Richtigkeit jeder der beiden
Aussagen hinreichend ist fiir Regularitdt von (42). Fir die erste Aussage
ist das klar. Denn nach ihr gehért ja ¢ zu den Zahlen, die auf die Klassen
verteilt werden. Es sei jetzt die zweite Aussage zutreffend. Man kann (42)

schreiben:
(44) Sa,,(z,—a)=0 A<u<m).

y=1

Die Regularitdt von (44) wird bewiesen sein, wenn allgemeiner gezeigt
ist: Ist
&(z,, gy ..., z,) =0

ein homogenes, k-fach reguldres Bedingungssystem, a eime ganze Zahl,
dann st auch
(45) Gz, —a,23—a,...,z,—a)=0
ein k-fach requldres Bedingungssystem. Die Richtigkeit dieses allgemeinen
Prinzips érgibt sich so: Es sei
(46) b ganz, b>|al,

B sei eine beliebige Verteilung auf ¥ Klassen. Man bilde

(47) B’ =B[a -+ b&).
29%*
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Da fiir natiirliches  immer a 4 bz wegen (46) eine natiirliche Zah]
ist, hat die Definition von B’ einen Sinn. R’ hat k Klassen. Also gibt
es natiirliche Zahlen x{, zJ, ..., x, mit

(48) S(@f, as,..., %) =0
(49) z{=xs=...= 2, (modR’).
(49) ist nach (47) gleichbedeutend mit
(50) a+bz/=a+bai=...=a+ bz, (modR).
Setzt man .
z,=a+ ba] 1<r <),

dann folgt aus (50), (48) und der Homogenitit von &:
G(z,—a,z,—a,...,z,—a)=0; z,=z,=..=zx, (nodq).

Da B beliebig war, bedeutet das k-fache Regularitdt von (45).

2. Jetzt sei umgekehrt (42) reguldr. Bs ist zu zeigen, daB eine der
beiden obigen Aussagen zutrifit.

Man betrachte zundchst den Fall m =1, das heiit: Man nehme an,
die Gleichung

(51) . Jex,=c (c,, ¢ ganz rational)

sel reguldr. Dann folgt: m sel eine natiirliche Zahl mit

(52) m! Se,.
Es sel '

B=12%x,.
Da (51) reguldr ist, gibt es natiirliche Zahlen 20, 29, ..., 2% mit

Sex=c
20 =2 = ... = m,(to) (mod B).
Dann folgt die Existenz einer natiirlichen Zahl z'® mit
2\ = 2z (mod m) 1Lrv<Ln),

(53) Se,z'9 =c (modm).

Wegen (52) folgt aus (53):
mic.

Da das fiir jedes m mit (52) gilt, ergibt sich:

(54) Entweder ist 3¢, = ¢ = 0, oder es ist 3] ¢, =+=0, ’fcc_ = ganze Zahl.

s



Studien zur Kombinatorik. 453

Nun ist (42) ein regulires Gleichungssystem. Also ist speziell jede
lineare Gleichung, die eine lineare Kombination der Gleichungen (42) mittels
rationaler Koeffizienten ist, regulir. Fiir jede derartige Gleichung gilt
somit (54). Ich behaupte nun: Fiir alle u mit

)_','am,=}=0

stimmen die ganzen Zahlen
a
‘ll.

Xa,,

v

iiberein. Denn es sei im Widerspruch hiermit

)
Qa,, ’

a.
-
_)_,ah,=|=0, Ea2y+05 ~2al =1=
4 » 17

» v

Will man naheliegende Stetigkeitsiiberlegungen vermeiden, dann kann man
so schlieBen: Aus der Regularitit von (42) folgt, daB

(2¢,— Ya,,) .?:/’anxy_ (2a, — %’a’lw> %’a.hxy
> ;
=(2a,— Ya,,)a;,— (20, — Ya,,)a
v ”
eine regulire Gleichung ist. Wegen
(2%——%"(1,_,,,)&1—(2a1——b’3;a1,,)a2

(2a,—ay,) Sa, (20, Fay,) Zas,

(L] —

ist das ein Widerspruch zu (54), wonach die letzte Zahl ganz wire.
'Bis jetzt ist also die Existenz einer ganzen Zahl a bewiesen mit

(55) Ea,u'v.a::a (1__<___/L§m)-

Falls a > 0, dann trifft von den beiden als hinreichend erkannten Be-
dingungen die erste zu.
Falls @ =0, dann folgt aus (55):

a,=0 fir alle u.

Also ist (43) regular, die zweite Bedingung ist erfiillt.
Falls @ < 0, schlieft man so: % sei eine beliebige Verteilung,

(56) R'=LB[£—a].

Wegen a < 0 ist die letzte Bildung sinnvoll. Wegen der Regularitit von
(42) gibt es z! mit

(57) Sa, x.=a 1L u<m),

(58) rl=al=...= ;(mod%”).
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Nach (55) schreibt sich (57) auch

K3
(59) Sa,, (e~ a)=0 A<p<m).
(58) ist nach (56) gleichwertig mit
(60) rl—a=xi—a=..=2xz,—a(modRy).

(59) und (60) zeigen, daB (43) reguldr ist, so dafl in diesem Fall also
Bedingung 2 erfiillt ist.

Die letzte Uberlegung zeigt allgemein, dal folgendes Seitenstiick des
allgemeinen Prinzips von Seite 451 giiltig ist:

Ist a eine negative ganze Zahl,

& (@1, oy ..., By) =0
etn k-fach regquldres Bedingungssystem, dann 2st auch
Sz, +a,z,+a,....,z,+a)==0
k-fach reguldr. Fiir @ > 0 braucht das nicht immer zu gelten, wie fol-
gendes Beispiel zeigt:

© besteht aus der einen reguldren Gleichung

z, =1,
a hat den Wert 1.

Man iiberlegt sich leicht, wie man die bisherigen Regularititskriterien
zu modifizieren hat, wenn die a,, und a, nicht ganze rationale, sondem
beliebige Zahlen sind. Man findet folgendes allgemeine, IV und V enthal-
tende Kriterium:

Satz VI. Dann und nur dann ist das GQleichungssystem

Ja,z,=a, (1Zulma,,a, beliebig)

v=1
reguldr, wenn mindestens eine der folgenden beiden Aussagen zutrifft:
1. Es gibt etne ganze Zahl a > 0 mat

2. Es gibt eine ganze Zahl o < 0 mit

n
2o, a=a

v=1

Ferner kann man die Spalten der Matrex

&

all’ alﬂ’ Tt al'n

aml’ a’m‘.!’ e amn

so in Gruppen ®,, ®,, ..., O, enteilen, daff gili:
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Die Summe der Spalten von &, verschwindet.

Die Summe der Spalten von &, (2<% < q) ist mittels rationaler
Koeffizienten aus den Spalten von &, ®,, ..., ®,_, linear kombinierbar.

Auf Grund von Satz VI zeigt man leicht durch Anwendung einfacher
Sitze iiber lineare Formen:

Satz VII. Dann und nur dann ist das Gleichungssystem

(61) _Z’law,xv e, ALum; a,,,a, beliebig)
reguldr, wenn fiir jede Wahl von rationalen Konstanten c,, ¢, ..., ¢, die
Gleichung
m
2’ ¢, ZGM%“ Zc#ay
n= 1 “=1

reguldr tst.

Das wesentliche an dem letzten Satz ist, daB man die ¢;, ¢, ..., ¢,
nur rationel zo wiblen braucht. LiBt man diese Beschrinkung fort, dann
wire der Satz eine unmittelbare Folge aus der Nichtabzihlbarkeit des
Kontinuums.

Es wire von Interesse, einen Beweis von Satz VII zu finden, der von
der Kenntnis aller reguliren Gleichungssysteme keinen Gebrauch macht.
Dann kénnte man vielleicht auch die folgende Frage angreifen: Es ist un-
bekannt, ob Satz VII noch gilt, wenn man in ithm das Wort reguldr er-
setzt durch k-fach reguldr. Falls das richtig wire, dann konnte man
unter anderem aus Satz II folgern: Dann und nur dann ist (61) zweifach
reguldr, wenn (61) eine Losung durch natiirliche z, besitzt, und wenn
auflerdem die Summe je zweier Spalten der Matrix U = (a,,) aus ihren
iibrigen n — 2 Spalten mittels rationaler Koeffizienten linear kombinier-
bar ist.

Der folgende Paragraph bringt einige Anwendungen von Satz VL

§ 5.

Koppelung regulirer Gleichungssysteme.

Wir wollen uns jetzt mit folgender Frage befassen: &, und &, seien
zwei reguldre Gleichungssysteme fiir die Unbekannten z,,z,,...,x,, bzw
Yis Ygs --+» Y,- Ist es dann moglich, bei jeder Verteilung der natiirlichen
Zahlen auf endlich viele Klassen stets in mindestens einer Klasse sowohl
ein Losungssystem «, des ersten als auch ein Losungssystem y, des zweiten
Gleichungssystems zu finden? Das folgende einfache Beispiel zeigt, dal
diese Frage nicht immer zu bejahen ist. Es sei ndmlich

& +x,=2,
Gyt Yty =4.
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8, ist regulir wegen &, (1, 1) = 0, &, ist regular wegen &, (2, 2) = 0.

Bei der Verteilung
1.
%={aa£u}

ist ©,=0 nur in der ersten, &, =0 nur in der zweiten Klasse zu be-
friedigen, so daB es also keine Klasse gibt, in der sowohl @, == 0 als auch
©, =0 losbar ist. Aus dem folgenden wird sich unter anderem ergeben,
daB ein derartiger Fall nicht eintreten kann, wenn &; und &, homogen
sind. Es gilt der viel weiter gehende Satz:

Satz VIII. Be: jedem B gibt es mindestens eine Klasse, in der
sdmtliche iberhaupt existierenden reguldren linearen homogenen Gleichungs-
systeme gleichzestig je eine Lésung haben.

Der Satz besagt also z. B.: Wenn in einer Klasse von ¥ das Glei-
chungssystem

3z, + 5z, — 8z, + T2, =0

2z, —3x,+ a,—4x2,=0
keine Losung besitzt, dann gibt es eine andere Klasse von %, in der be-
liebig lange arithmetische Progressionen liegen. Denn obiges Gleichungs-
system ist nach Satz VI regulédr. Man hat hier

'3 5 —8) 7
q=2; (851=(2_3 1), G, = 4

Beweis von Satz VIII. Ich zeige zunichst: Sind

&y (@ @y -3 ) =0, Sy(Yys Yas-o5 Yp) =0
zwel reguldre lineare homogene Gleichungssysteme, dann ist das Gleichungs-
system
(62) &s (@ #gs s 8,) =0, G4(Y1s Y o-os Yp) = 0
fir die m +n Unbekannten z,,2,,...,%,, ¥, ¥, ..., ¥, auch regulir.
Aus der Regularitit von &, =0 folgt namlich, daB man die Indizes
1,2,...,m so in Gruppen I';, I',, ..., I, einteilen kann, dafl zu jedem x,
mit 1 <%, < ¢, ein Losungssystem von &, = 0 existiert mit

z, rational fiir u aus I',, I, ..., I\ _y,
z, =1 fiir u aus I,
z,=0 fiir w aus Iy gy Iy pgy vees L g,
Das ist nur eine andere Formulierung fiir die in Satz VI beschriebene
Zerlegbarkeitseigenschaft der dortigen Matrix %. Es sei der bequemeren

Ausdrucksweise wegen in diesem Paragraphen hierfiir folgende Formulierung
gestattet: Man betrachte I',, I, ..., I, nicht als eine Gruppeneinteilung der
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Indizes 1,2,...,m, sondern der Unbekannten z,,z,,..., x;n. Zu jedem
#=1,2,...,q, gibt es ein Losungssystem von &, =0 mit :
z, rational fiir x, aus I}, I, ..., T,
(63) z,=1 fir z, aus I,
z,=0 fir z, aus Iy, I yos o os Iy
Eine entsprechende Gruppeneinteilung I, Is,..., I, der Unbekannten
Ygs Yos ---» Yy 8l es fiir ©,. Dann ist
(64) F]:I—‘g,'-'apql: FZLI:FQC"'aIWq;

eine Gruppeneinteilung aller Unbekannten von (62), von der man leicht sieht,
daB sie die fiir Regularitit hinreichenden Eigenschaften hat. Ich habe nur
zu zeigen, daB man zu jeder Gruppe I' aus (64) eine Losung von (62)
finden kann, bei der die Unbekannten dieser Gruppe den Wert Eins, die
Unbekannten der vorhergehenden Gruppen rationale Werte und die Unbe-
kannten der folgenden Gruppen den Wert Null haben. Ist I'=1",, dann
wihle ich fiir die z, eine Lésung von ©,= 0 mit der Eigenschaft (63),
wihrend ich die y, alle gleich Null setze. Fiir I'=I', verfahre ich ent-
sprechend. Damit ist die Regularitit von (62) bewiesen. Sind
8,=0,8,=0,...,8,=0 '

endlich viele regulire lineare homogene Gleichungssysteme, dann ergibt
sich durch mehrmalige Anwendung des obigen Resultats oder auch direkt
durch eine der obigen analoge SchluBweise: Wenn man die Gleichungs-
systeme ©, =0, ©,=0, ..., & =0 simultan ansetzt mit je einer anderen
Reihe von Unbekannten, dann erhilt man ein reguléres Gleichungssystem
in simtlichen Unbekannten.

Satz VIII beweist sich jetzt einfach so: Man nehme an, ¥ sei eine
Verteilung auf die Klasse &,,R,,..., &, fir die die Behauptung falsch
wire. Dann gibe es also zu jeder Klasse &, ein reguléres lineares homo-
genes Gleichungssystem ©& , welches in &, keine Losung besitzt. Nun folgt
aber aus dem letzten Resultat, daB es mindestens eine Klasse &,., von %8
gibt, in der jedes &, je eine Losung hat. Fiir » =, ist das ein Wider-
spruch zur Definition von &,,.

Eine weitere Anwendung von Satz VI ist der folgende

Satz IX. ©, und ©, seien wwei reguldre lineare homogene Glei-
chungssysteme in m bzw. n Unbekannten, B eine beliebige Verteslung.
Dann gibt es eine Matrix

Tygs Bias e Ty,

X 2y 23’ (et
- n B
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deren simtliche Elemente sich in derselben Klasse von B befinden ung
die die Eigenschaft hat, daf3 thre Spalten Lésungen wvon S, =0, thre
Zeilen Losungen von ©,=0 sind.

Sind A, und A, die Koeffizientenmatrizen von ®, und ©,, dann
kann man die Behauptung auch so ausdriicken: Das Gleichungssystem

(65) AU X=0, XUy=0
in den m-n Unbekannten x,, ist reguldr.

Beweis. Ebenso wie beim Beweis von Satz VIII werde ich eine
Gruppenzerlegung der Unbekannten z,, von (65) angeben, die die bei
Satz VI gebrauchte Eigenschaft hat. Gruppenzerlegungen I, I',, ..., I'; und
I, I,..., I, der Variablen x,,x,,...,z, bzw. y,,¥,,..., 4, mit der
entsprechenden Eigenschaft fiir &, bzw. &, gibt es bereits. Es sei I',, die
Menge aller z,,, fir die

v, <I,, y,<Iy :
gilt. Dann liegt jedes z,, in genau einem I,,. Die I',, ordne ich fol-
gendermafien:
oo Do oo s Tyg Togs Tags oo s Tagyr ooy Igige
Ich zeige nun, daf diese Gruppeneinteilung der Unbekannten von (65)
die gewiinschte Eigenschaft hat. Dazu ist nur folgendes zu zeigen: zu x, 1
mit 1<%<g,, 11K, gibt es ein Losungssystem von (65) mit
,,=1 fir alle z,, aus I' ),
z,, rational fir alle xm'aus Ly mit %' < % oder mit »' =%, 1'< 1,
z,,=0 fir alle iibrigen z,,.

Nun gibt es eine Losung z, =z[” von &, =0 mit:

z, =1 fir alle z, aus [, .
z, rational fiir alle x, aus I, mit %" <z,
z, =0 fiir alle tibrigen z,.

Ferner gibt es eine Losung y, = y{® von &, =10 mit:

y, =1 fiir alle y, aus I,
y, rational fiir alle y, aus I'y mit A’ < 4,
y, =0 fiir alle iibrigen y,.
Dann setze ich:
z,,=z0-yo.
Diese Zahlen bilden eine Losung von (65), die die gewiinschte Eigenschaft
hat, wie man sofort sieht. Damit ist die Regularitét von (65) bewiesen.
Ein zu IX ganz entsprechender Satz gilt fiir Matrizen von hoherer
als zweiter Dimension, wenn mehr als zwei regulire Gleichungssysteme
gegeben sind. Aus IX folgt insbesondere: Wenn &, und &, reguldr sind,
dann gibt es bei jedem B eine Losung von &, = 0 und eine Lisung von
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©, =0, so daBl beide Losungen in derselben Klasse liegen und in der
Weise miteinander gekoppelt sind, daf eine beliebig vorschreibbare Unbe-
kannte von ©, denselben Wert hat wie eine andere beliebig vorschreib-
bare Unbekannte von &,. Das heiit: Sind

G (1, Xy -5 2,) =0, &, (¥, Yas e Yy) =0

zwei reguldre Gleichungssysteme (homogene), dann ist fiir jede Wahl von
o> %o Wit 1L g Km, 1< v, <m auch das Gleichungssystem

G2y gy oo 2,) =0, &Yy ¥s>---r%,)=0
' x:“o==y"n

reguldr. Das folgt sofort aus Satz IX. Man braucht ja nur fiir die z, die
vo-te Spalte, fiir die y, die u,-te Zeile der Matrix X zu nehmen. Verfihrt
man entsprechend mit der Verallgemeinerung von IX auf Matrizen von
mehr als zwei Dimensionen, dann ergibt sich:

< 1 1)
®1(x1 3 X2 5.y n,)‘—“o

®2 (xl IS x)f)) =0

(r) () (r)
@(xl s X2, . :xn,-):O

seten r reguldre lineare homogene Gleichungssysteme. Dann kann man
bei jedem B die Systeme ©, so durch Zahlen aus derselben Klasse losen,
daf etne beliebig vorschretbbare Unbekannte von &, gleich einer beliebigen
Unbekannten von ©,, gleichzeitiy eine beliebig auswdhlbare Unbekannte
von &, oder ©, gleich einer beliebigen Unbekannten von &;, eine Unbe-
kannte von &, oder S, oder S, gleich einer Unbekannten von &, vst usw.
Das kann man auch so ausdriicken: Man wihle fiir 2 < o < r beliebige
Zahlen v, 4, p, mit
1<y <o —1,

= Yo =

1<1. <n

= "0 = "o’

1Su, <

Dann ist folgendes Glemhungssystem in n, + n, + ... +n, Unbekannten
x!9 regular:

8, (s, 22, ..., 5®) =0 1<e <),

al? =z (2L ).

Es folgt z. B, daB es bei jeder Verteilung der natiirlichen Zahlen auf
endlich viele Klassen in mindestens einer Klasse 100 arithmetische Pro-
gression von je 20 Zahlen gibt, so daB immer das Anfangsglied einer der
Progressionen gleich der Differenz der folgenden Progression ist.
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Im AnschluB an Satz VIII kann man das Problem der reguliren
Gleichungssysteme noch in einer anderen Richtung weiter verfolgen. Man
nenne Mengen natiirlicher Zahlen, die von jedem reguldren linearen homo-
genen Gleichungssystem mindestens eine Losung enthalten, reguldre Mengen.
Dann lautet Satz VIII: Teilt man die Menge aller natiirlichen Zahlen
in endlich viele Teilmengen, so ist mindestens eime der Teilmengen re-
guldr. Nun kann man leicht zeigen, dafl eine regulire Menge regulir
bleibt, wenn man endlich viele ihrer Zahlen weglift. Hs sei nimlich ¢
eine natiirliche Zahl aus M. Es ist nur zu zeigen, daB M — a noch eine
reguldre Menge ist. Es sel

S (%, 25y .n ) =0
irgendein reguldres lineares homogenes Gleichungssystem. Dann ist auch
folgendes Gleichungssystem in 3n Unbekannten z,, 7,, 2, regulir:

S(x,, %y, ..., 2,) =0,
. Ty — Y, = QAz,
(66) Ty Yo == A2,

x'n - yn = a'z'n'
Denn man nehme etwa an, die schon mehrfach erwadhnte Gruppen-
einteilung der Unbekannten von & sei

Ii={z,%,..., %}, Fzz{xa+1:xa+2""’xﬂ}’
Ty={%p 1, Tpras-os Ty )
Dann ist folgende Gruppeneinteilung der Unbekannten von (66) brauchbar:
T = {@y, Ty -5 s Y5 Yas oo+ Yo )
ry={z,,,, Lotor 2 Tp Ypp1s Yuyas oo f’/ﬂ}:
Is= {xﬂ+1’ Lppar s Ty Yprao Ypaos ey Yu's
Ne={2,2,...,2,}-

Man sieht némlich leicht, daB man auf Grund der Eigenschaft der
Gruppeneinteilung I, I',, I'; eine Losung von (66) finden kann, bei der
die Unbekannten einer beliebigen Gruppe I', (1<% < 4) den Wert Eins
haben, die Unbekannten der vorhergehenden I') rationale Werte haben und
die iibrigen Unbekannten verschwinden.

Da (66) somit regulér ist, gibt es also eine Losung von (66) in .
Die Werte von z,, z,, ..., z, in dieser Losung sind nach (66) groBer als a,
liegen also in 9 — @ und befriedigen auBerdem &(,,2,,...,z,) = 0.
Da & beliebig war, ist daher 9t — @ eine regulire Menge.

Es dréingt sich folgende Vermutung auf: Te:ilt man eine regulire Menge
M on endlich viele Teilmengen, dann ist mindestens eine der Teilmengen
wieder reguldr. In folgenden Fillen ist diese Vermutung bisher bewiesen:
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1. Wenn alle Teilmengen von 90t bis auf eine nur endlich viele Zahlen
enthalten. Dann ist die Vermutung néimlich nach der letzten Uberlegung
richtig. :
2. Wenn It die Menge aller natiirlichen Zahlen ist. Dann ist die
Vermutung identisch mit Satz VIII.

3. Wenn 8 — I keine regulire Menge ist, wobei 3 die Menge aller
natiirlichen Zahlen ist. Denn aus

M= M, - W,y 4. + M,

3=+ My +...+ M, + (3 —M).
Da (3 — M) nicht regulér ist, ist nach 2. eine der Mengen N, re-
guldr. Der allgemeine Beweis der Vermutung ist noch nicht gelungen.
Man kann iibrigens zu jedem %k Verteilungen auf % Klassen angeben,
bei denen jede Klasse eine reguldre Menge ist. Z.B. hat folgende Ver-
teilung diese Eigenschaft: Die Klassen seien &,, &,,..., §,. Man verteilt
1<x<Lk, n=0,12,...
1<v<Lkn+=x
v-(kn+x) <8,
wihrend die nicht in der Form
v (kn+=x)! mit 1<x<k, 00, 1<v<kn+x
darstellbaren Zahlen irgendwie auf die & Klassen verteilt werden.
Man sieht sofort, daf diese Relationen nicht im Widerspruch zu-
einander stehen. Ferner erkennt man, daB in jeder Klasse zu jedem N
ein Zahlensystem von der Form

folgt

so, daB fiir jede Wahl von x, n,» mit

l-ay, 2-ay, 3-ay, ..., N-ay
liegt, was die Behauptung evident macht?).

Eine Bemerkung zu Satz VIII moge noch hinzugefiigt werden: Man
kénnte versucht sein zu vermuten, daf man Satz VIII zusammen mit
dem Gleichmé&Bigkeitssatz zu einer Aussage folgender Art kombinieren kann:
Zu jedem k und zu jedem reguldren linearen homogenen Gleichungssystem
© =0 gibt es eine Konstante N, (S), so daB man bei jedem LB mit
k Klassen immer mindestens eine Klasse finden kann, in der jedes © eine
Losung wunterhalb N, (&) besitzt. Es wiirde also zu der bloBen Existenz-
aussage fiir Losungen, wie sie in Satz VIII vorliegt, noch eine Abschitzung
hinzukommen. DaB diese Vermutung unzutreffend ist, zeigt die Folge der

Verteilungen-
B _ 1, 2, ..., n ‘
B n+1, n+2, n-+3, ...

19y Ubrigens ist fiir jede der Klassen $;, die S. 460 unten formulierte Vermutung
zutreffend. ' !
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Denn bei jeder dieser Verteilungen kénnte die fragliche ,regulire“ Klasse
nur die zweite sein, woraus

N, (&) >n fiir alle n

folgen wiirde. Es kann also kein N, (&) existieren. Wenn man also alle §
gleichzeitig in derselben Klasse 16sen will, dann geht der Vorteil verloren,
daB man diese Losungen abschétzen kann.

Zur Ableitung der Resultate dieses Paragraphen wurde wesentlich
Satz VI benutzt, also die allgemeine Form regulirer linearer Gleichungs-
systeme. Es hat sich nun gezeigt, daB alle Sitze dieses Paragraphen sich
auch ohne Benutzung von Satz VI beweisen lassen. Im zweiten Teil dieser
Arbeit wird sogar gezeigt werden, daB Satz VIII und Satz IX weitgehende
Verallgemeinerungen zulassen auf Bedingungssysteme allgemeinster Art,
die statt der Forderung der Homogenitdt eine viel schwichere Voraus-
setzung erfiillen. Diese Verallgemeinerungen werden erst den wahren
kombinatorischen Kern der vorstehenden Satze deutlich machen, wahrend
die hier gebrachten Beweise lediglich fiir lineare Gleichungen anwend-
bar sind und die Kenntnis aller reguliren Systeme linearer Gleichungen
voraussetzen.

§ 6.
Abschitzung des Regularititsgrades fiir nicht reguliire
lineare Gleichungen.

Der Beweis von Satz VI gestattet es, wie S. 450 fiir homogene Glei-
chungen etwas genauer dargestellt wurde, fiir jedes nicht regulire lineare
Gleichungssystem & eine Verteilung £ anzugeben, so daf & ==0 keine
Losung besitzt, deren Zahlen alle bei LB in derselben Klasse liegen. Die
Anzahl der Klassen von 8B wird dabei von den Koeffizienten von & ab-
héngen. Man kann also fiir den Regularitétsgrad eines nichtreguliren
Gleichungssystems & = 0 eine leicht angebbare obere Schranke finden, die
von den Koeffizienten von & abhingt. Es ist nun zu vermuten, daf
man sogar eine Schranke finden kann, die nur von der Anzahl der Un-
bekannten in © abhéngt. Das wiirde bedeuten: Zu jedem n gibt es eine
Zahl k, mit der Eigenschaft: Ein lineares Gleichungssystem in n Un-
bekannten ist entweder reguldr oder hichstens k- fach reguldr. Es wiirde
geniigen, diese Vermutung nur fiir- den Fall zu beweisen, dal © =0 nur
aus erner einzigen Gleichung besteht. Dann wiirde ndmlich nach Satz VII
auch die Richtigkeit der Vermutung fiir beliebige Systeme linearer Glei-
chungen folgen mit denselben Zahlen k,. Eine &hnliche Uberlegung wie
die zu Anfang von § 2 angestellte zeigt, daB im Falle zweier Unbekannter
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die Zahl k,=1 im Sinne der Vermutung das Gewiinschte leistet. Eine
Gleichung

ax-+by+c=0
ist also entweder reguldr oder hochstens einfach regulér.

Ubrigens ist die Vermutung unzutreffend, wenn man sich nicht auf

lineare Gleichungen beschrénkt. Denn fiir jedes £ ist die Gleichung
(e+l—yj(z+2—y)...(2+k—y)=0,
wie man analog wie S.431 im Falle k=2 sieht, k-fach, aber nicht
(k-+1)-fach regulir, wihrend doch die Zahl der Unbekannten immer
zwei ist. Dieselbe Higenschaft hat, um auch ein homogenes Beispiel zu
nennen, die Gleichung
(x—2y)(x —4y) ... (x —2"-9)=0.

DaB die Vermutung im Falle linearer Gleichungen dennoch berechtigt
ist, zeigt der folgende Satz:

Satz X.

1. Die Gleichung
(1) alz+y)=-= (a rational, keine Potenz von Zwes)
ist hochstens dresfach reguldr.

2. Die Gleschung

2% (x+y)=z2 (e ganz)
ist entweder requldr oder hochstens finffach regquldr.

3. Die GQleichung

pax + p by +p’cz=0
(p Primzahl, a,b,c,a,y ganz, « <y, p | . abc(a+ b))
st entweder requldr oder héchstens finffach reguldr.

4. Die Gleichung

pax + p’by + pTez =0
(p Primzakl, a,b,c,a,f,y ganz, « = +y +a, p\l\abc)
st hochstens siebenfach reguldr.

Beweis. Ich beschrinke mich darauf, den ersten Teil des Satzes zu
beweisen. Die Beweise fiir die iibrigen drei Behauptungen verwenden &hn-
liche Uberlegungen. Alle diese Beweise sind Verfeinerungen der Bewels-
methode von Satz IV, Fall 2.

Es sei

vl

a =-gl~ mit a,, a, ganz.
2

Da a keine Potenz von Zwei ist, gibt es eine ungerade Primzahl p, die
m @, und @, in einer verschiedenen Potenz aufgeht. Es sei etwa

’ ’ 1
a,=aji - p*, a,=0a,-p%= mit ¢, +a,, ptaa,.
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Die eindeutige Zerlegung
& =w, p» mit p {u,
liefert, wie S. 449, die eindeutige Funktion = (x) aullerdem noch die

zweite Funktion v,(z). Nun sei B™ eine Vertellung aller zu p teiler-
fremden positiven Zahlen auf zwei Klassen derart, daB aus

u, = u, (mod BY)

AN
folgt. Eine solche Verteilung ist z. B.

1. Klasse: Alle Zahlen Ip 4+ mit 1=0,1,...; r=1,2, ...,p
%(1)

immer

2. Klasse: Alle Zahlen Ip 4+ mit 1=0,1,...; r=?—:§-—, ——_|2——, e p—1

B sei eine Verteilung aller nicht negativen ganzen Zahlen auf zwei
Klassen derart, daB fiir jedes v immer

v -y — ey == v (mod B®)
gilt. Eine solche Verteilung ist z. B.
1. Klasse: Alle Zahlen z mit [—w——J =0 (mod 2).
}23(2) : &y — g

2. Klasse; Alle Zahlen  mit [ ] =1 (mod 2).
0y — Gy
Jetzt definiere ich eine Verteilung 9 aller natiirlichen Zahlen durch
z =y (mod V), wenn %, (z)=u (y)(mod%u)), v,(z) =v,(y) (mod B®).

8B hat offenbar vier Klassen. Wenn ich gezeigt habe, daﬁ fiir jede
Wahl natiirlicher Zahlen z,, z, mit

(2) z; = 2, (mod B),
fiir die%

(3) a (@, + 2,)

positiv und ganz ist,

(4) a(z, + =,) == =, (mod B)

ist, dann ist bewiesen, daB die Gleichung (1) nicht vierfach regulér ist,
was mit der ersten Behauptung von Satz X iibereinstimmt. Es gelte also (2),
und (3) sei eine natiirliche Zahl. Setzt man

u,=up(x1)’ u”::'up(x2)’ /U,=vp(x1)’ ””=’Up(x2)’
dann folgt aus (2)

(8)

u' = u" (mod B™),
v = v” (mod B®).
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Ist zunéchst
,vl< 'U”,

dann ist
(6) a (xl_!_ xa) — a;g P“x“uz(u;:’w'_l_ ullpvv') — af (u’-l—:é”pv"_v') . p‘U"H"l““z_
Die Zahl

a,1’ (ul+ u”p@"—‘l)')

me e
ist ganz und nicht durch p teilbar. Aus (6) folgt also
(7) ’Up(a(xl"[_ x2)>='v’+ Oy — Oy
Da nach der Wahl von B¢
(8) o'+ o, — e, == v’ (mod B'?)

ist, folgt aus (8) und der Definition von ¥ die Relation (4). Entsprechend
wird fiir »” < v’ geschlossen.
Ist dagegen

v =",
dann folgt
al paa—cz (w/ pv' +u”pv")  al(w'+u") ey
(9) a(xl—i—xg): £ al = 1 7 .p"’+¢1 %,

Wegen (5) und der speziellen Wahl von B® ist
AANCIE P

und
al(w +u”)
ag
ist eine ganze, nicht durch p teilbare Zahl. Also folgt aus (9) wieder (7)
und damit wieder die gewiinschte Relation (4).

§7.

Zwei spezielle regulire Systeme von linearen Gleichungen
und Ungleichungen.

In diesem Paragraphen sollen zwei Folgerungen aus dem Hilfssatz I,
S. 443 gezogen werden, welche zeigen, wie man aus reguliren linearen
Gleichungssystemen Systeme von Gleichungen und Ungleichungen bilden
kann, die reguldr sind.

Satz XI. Das Gleichungssystem

® Sa,,z,=0 A<u<m)

y=1

Mathematische Zeitschrift, 36. 30
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ses k-fach reguldr, das Bedingungssysiem

2a,,z="0 Igum,
r=1

(2) n
Za,,wzv>0‘ (m’<1u'§m)

v=1
set einfach reguldr. Dann ist (2) auch k-fach reguldr.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es natiirliche Zahlen , xs, ..., , mit

%‘,’aw,x,',=0 1 m),
Sa, x>0 (m'<u<m).

B sei eine beliebige Verteilung auf ¥ Klassen. Wendet man auf (1), 8 und
M= Max(|2f|, |23], ..., |@n])

den Hilfssatz I an, dann ergibt sich die Existenz natiirlicher Zahlen

x{o), xéo), . :c,(,O), d mit
Sa,z"=0 Isu<m),
¥+ id = (modB) fir 1<r <, A ganz, || < M.
Dann folgt
Sa,, (2 +zd)=0 AL u<m),
Sa,, (e +2,d)>0 (m' < p<m),
04 ald=aP 4 ad=...=20 4+ ,d (mod B),

was die Behauptung beweist.

Zusatz. Natiirlich kénnen in (2) irgendwelche der Zeichen ,>¢
durch ,<“ ersetzt werden, ohne daB die k-fache Regularitit aufhért.

Satz XII. Voraussetzung. Das Gleschungssystem
(3) Sa,,z,=0 (1<u<m)
r=1

ist k-fach regulir, f(z,, %,, ..., %,) 15t esn Polynom. Es gibt rationale
Lésungen von (3) mit f(z,, ..., z,) +0.
Behauptung. Das Bedingungssystem

{Za z,==0 1L um),

ny v

flz, %y, ...z,)+=0

(4)

ist k-fach reguldr.
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Vorbemerkung zum Beweis. Aus dem vorstehenden Satz folgt
sofort der Satz I von van der Waerden. Denn das Gleichungssystem

xo——w1=x1——x2=...=x,_1——xl

ist reguldr, da es durch z,=a,=...=2,=1 zu befriedigen ist. Wahlt
man fiir £ die Funktion
/ Ty — x,,

dann folgt nach Satz XII die Regularitit von

Xyg— &y =2, — Zp=...=2;, ,— 2,40,

2

was mit dem Satz I identisch ist. Auf Grund dieser Bemerkung recht-
fertigt es sich, dall zum Beweis des vorstehenden, dem ersten Anschein
nach nicht sehr tiefliegenden Satzes der Hilfssatz I und damit der Satz von
van der Waerden benutzt wird.

Beweis von Satz XII. Da (8) k-fach regulir ist, hat (3) rationale
Loésungssysteme. Betrachtet man eine maximale Anzahl von linear unab-
héingigen unter solchen Losungssystemen, dann sind alle anderen rationalen
Losungssysteme aus diesen speziellen mit rationalen Koeffizienten linear
kombinierbar, d. h. alle rationalen Lésungssysteme von (3) haben die Form

z,= 3b,,1, 1Ly <n).
e=1 :

Dabei sind die b,, rationale Konstanten und die ¢, rationale Parameter,
die beliebige Werte annehmen kénnen. Offenbar kann man die b,, auch
ganz wihlen. Aus der Voraussetzung folgt, daB es rationale x, gibt
mit (3) und

f(z,, 2y, ..., 2,) +0.
D.h. das Polynom

(5) F(1,, tg,...,tr)=f(%’blgte, %bgete, 2071;,,9:9)

verschwindet nicht identisch in den t,- Dann gibt es bekanntlich eine
Konstante 4 mit folgender Eigenschaft: Zu jeder Wahl von beliebigen
Zahlen t” und von d 40 gibt es ganze rationale Zahlen g, mit

P+ g d, 17+ g,d, ..., 17 +9,d) 0, [g,| <4 (1Le<r).
Jetzt sei B eine beliebige Verteilung auf % Klassen. Nach Hilfssatz I
gibt es zu jeder Zahl M natiirliche Zahlen z”, 2, oy 20, d mit

3 a2 =0 (1<p<m),
(6) x.fo)—l—ldsx{m(mod%) (1Lr<n, Aganz, 1| < M).
80%*
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Es gibt ¢, ¢, ..., & mit

20 = S0, 1 1<y <n).
e=1 =
Nach Definition von A gibt es ganze rationale Zahlen g¢,,¢,,..., ¢, mit
lg,| < 4 (1£e<r),
(7) F(tP 49,4, 1O+ g,d, ..., 174+ ¢,d) +0.
War nun die Zahl M so gewihlt, daB
Z‘bve"AgM ' (léﬂ’én),
e=t
dann erfiillen die Zahlen
=" 4+d 3b,,g, (1ALry<n)
die Relationen ¢
(8) =2 =...= 2, (mod B),
(9) S @, =0 1<u<m),
(10) f(wl, 25, ..., ) £ 0.
Denn es ist
xy ="+ 1,d 1<y <n)

mit
iz’v'=l%’bvegelgglbvql.AéM’
also ist (8) nach (6) richtig. (9) ist richtig wegen
2, = 3b,, (194 ,d) 1<r<n).
e

(10) ist nach (5) identisch mit (7). (8), (9) und (10) zeigen aber die
Richtigkeit der Behauptung.
Aus dem eben bewiesenen Satz folgt speziell: Ist

(11) S (2, gy .oy x,) =0

ein k-fach regulires lineares homogenes Gleichungssystem, aus dem keine
Gleichung der Form

x, =2

: a8
fiir irgendwelche o, 8 mit o 4§ folgt, dann gibt es bei jeder Verteilung
der natiirlichen Zahlen auf %k Klassen immer eine Lésung von (11), deren

Zahlen alle voneinander verschieden sind und in derselben Klasse liegen.
Man wihle nur fiir f das Polynom

f= ]T (xa*xﬂ)'

1Sa<f<n



Studien zur Kombinatorik. 469

§8.

Erweiterung der Menge der verteilten Zahlen.

Man kann sich die Frage vorlegen, wie sich die Verhiltnisse #ndern,
wenn man nicht Verteilungen der natiirlichen Zahlen, sondern solche aller
von Null wverschiedenen ganzen Zahlen betrachtet. Man nenne ein Be-
dingungssystem normal, wenn es bei jeder Verteilung der Zahlen

) +1, +2, +38, ...

auf endlich viele Klassen stets durch Zahlen aus derselben Klasse losbar
ist. Offenbar sind alle reguliren Bedingungssysteme erst recht normal.
Untersucht man die linearen Gleichungen in bezug auf Normalitit, dann
zeigt es sich, daB auBler den reguldren Gleichungssystemen nur noch solche
(leichungssysteme & normal sind, bei denen die Normalitit trivialerweise
dadurch zustande kommt, dal es eine ganze Zahl g &= 0 mit

6(9’ g:""g)=0
gibt. Es gilt ndmlich
Satz XIII. Dann und nur dann ist das Qleichungssystem

n
(@) Sa,,5—a, (1<u<m)

normal, wenn mindestens eine der folgenden beiden Aussagen zutrifft:
1. Es gibt eine ganze Zahl g =0 mal

Sa, g9=a, (IsuLm).

2. Bsist a,=a,=...=a,=0, und (2) st reguldr.

Beweis. DaBl die Richtigkeit einer der beiden obigen Aussagen Nor-
malitdt von (2) nach sich zieht, ist klar. Jetzt sei umgekehrt angenommen,
daB (2) normal ist. Dann folgt zunichst, daB entweder (2) oder das
Gleichungssystem

(3) 2a,z,=—a, Ispu<m)
regulér ist. Denn wenn weder (2) noch (3) regulir wire, dann gibe es
zwei Verteilungen B® und B der natiirlichen Zahlen auf endlich viele
Klassen, so daB gilt: Es gibt keine Zahlen z, mit (2), die bei 8 in
derselben Klasse liegen. Es gibt keine Zahlen z, mit (8), die bei B
in derselben Klasse liegen. Dann definiere man eine Verteilung B der
Zahlen (1) durch

@) z =y (mod B),

wenn zy >0, |2|=|y|(modB®), |z|=]|y|(modB®).
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Da (2) normal ist, gibt es af, f, ..., 2, mit
(5) r=xi=...=2,(modB),
(6) 2o,z =a, I um).

Wire z{ > 0, dann folgte aus (5) und (4)
ri=wt=...=2z (mod%(l)).

Das bildet mit (6) einen Widerspruch zur Definition von 8.
Wire 2{ < 0, dann wiirde folgen

2, (~2,) = —a, I u<m).

Die beiden letzten Zeilen bilden einen Widerspruch zur Definition von 8.

Da somit entweder (2) oder (8) regulsr ist, folgt nach Satz VI die Existenz
einer ganzen Zahl ¢ mit

™) e, 9=a, 1<um).

Ist g 40, dann ist die erste der in der Behauptung vorkommenden
Aussagen zutreffend. Ist g =0, dann folgt aus (7)

a,=0 fir alle u.
Dann sind (2) und (8) identisch miteinander und sind beide regulir. Also
ist Aussage 2 zutreffend.

Geht man noch einen Schritt weiter und verteilt simtliche ganzen
Zahlen einschlieflich der Null, dann ergibt sich aus Satz XIII, wie man
sofort sieht, daB es nur noch triviale Gleichungssysteme gibt, die bei allen
diesen Verteilungen immer durch Zahlen aus derselben Klasse Iosbar sind.
Es gilt

Satz XIII'. Dann und nur dann ist ein lineares Gleichungssystem

S (2, Ty es2,) =0

bei jeder Verteslung aller ganzen Zahlen auf endlich viele Klassen immer
durch Zahlen aus derselben Klasse losbar, wenn es eime ganze Zahl ¢
9ibt mat

©(g,9:-.,9)=0.

Die Satze dieses Paragraphen zeigen, daf fiir lineare Gleichungen die
wirklich interessanten Verteilungen gerade die sind, die bisher fast aus-
schlieflich untersucht wurden, némlich die Verteilungen der natiirlichen
Zahlen, wenn man nicht kompliziertere und weniger natiirlich erscheinende
Mengen von Zahlen den Verteilungen zugrunde legen will.
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IL Teil
Allgemeinste Bedingungssysteme.

§1.

Einfiihrende Begriffshbildungen, Verallgemeinerung des
GleichmiBigkeitssatzes.

Wie bereits am Ende von § 5 im Teil I erwihnt wurde, lassen die
Satze dieses Paragraphen weitgehende Verallgemeinerungen zu. Der wahre
Grund fiir das Bestehen von Satz VIII und IX wird erst durch die hier
folgenden Betrachtungen aufgedeckt werden. Die Kenntnis simtlicher regu-
laren linearen homogenen Gleichungssysteme wird in Wirklichkeit gar nicht
benétigt, wenn man nachweisen will, daB es bei jeder Verteilung eine
Klasse gibt, in der alle reguliren linearen homogenen Gleichungssysteme
gleichzeitig je eine Losung haben. Es wird sich sogar zeigen, da8 noch
viele andere Mengen von Bedingungssystemen ganz allgemeiner Art diese
Eigenschaft der ,gleichzeitigen Losbarkeit“ haben.

Im folgenden wird mit Bedingungssystemen & allgemeinster Art
operiert werden, die man sich einfach dadurch gegeben denkt, daB man
von jeder Menge endlich vieler natiirlicher Zahlen willkiirlich festsetzt, ob
sie © geniigen soll oder nicht. Es entsteht also ein System von endlichen
Teilmengen der Menge 3 aller natiirlichen Zahlen, das mir die Gesamtheit
der ,Losungssysteme® darstellt. Fiir Bedingungssystem fiihre ich jetzt die
Bezeichnung Komplex ein. Man hat also folgende

Definition. Unter einem Komplex verstehe man eine Menge, deren
Elemente endliche Teilmengen der Menge 3 aller natiirlichen Zahlen sind.

Von den natiirlichen Zahlen wird im folgenden keine andere Eigen-
schaft als die Abzahlbarkeit benutzt, so da man sie ebensogut durch die
Elemente irgendeiner abstrakten abzihlbaren Menge ersetzen konnte. Eine
Verallgemeinerung gegeniiber dem Bisherigen ist noch, daf die Elemente
eines Komplexes beliebig wviele Zahlen enthalten konnen. Man ist da an
keine Hochstgrenze gebunden wie im Falle von Gleichungen oder Un-
gleichungen, wo die Zahl der Unbekannten doch fest ist. Ein Beispiel fiir
einen Komplex ist

C={1},{1,2},{2,8,4}, {4,5,6,7}, ....
Man wird nun konsequent definieren miissen: '
Ein Komplex € heift k-fach reguldr, wenn es bes jeder Zerlegung

von 3 in k Teslmengen tmmer mindestens eine unier diesen Teilmengen
9tbt, in der esn Element von € enthalten sst.



472 R. Rado.

Regularitét schlechthin bedeute k-fache Regularitit fiir jedes k. Der
Klarheit wegen bediene ich mich folgender Schreibweise: Ist 9 eine Menge,
dann bedeute

B<,
daBl B ein Element aus U ist,
B<UA,

daB B eine Teilmenge von U ist. Es ist bequem, noch folgende Schreib-
weise einzufithren: Ist 9 << 8 und B eine Verteilung, dann bedeute
N < B,
da alle Zahlen von 9% sich bei der Verteilung L in derselben Klasse be-
finden. Die Definition regulédrer Komplexe lautet dann z. B.:
€ heiBt reguldr, wenn zu jedem B ein N << € mit
o N<B
existiert.
3, sei die Menge
B.={1,2,...,n}.
B, B, B”, ... sind wie bisher Bezeichnungen fiir Verteilungen der natiir-
lichen Zahlen auf endlich viele Klassen.
Fiir den allgemeineren Begriff der Komplexe gilt noch unverindert
der GleichmaBigkeitssatz III. Man kann ihn sogar noch erweitern auf
Verteilungen mit abzdhlbar unendlich vielen Klassen

(1) R, K K, --
wenn man nur folgende in der Natur des Satzes liegende Einschréinkung
fiir diese Verteilungen macht: Jeder Zahl aus § werden ein fiir allemal
auf beliebige Art endlich viele der Klassen (1) zugeordnet. Eine Verteilung
besteht nun darin, daB jede Zahl aus J in eine der ihr zugeordneten
Klassen & gelegt wird. Ordnet man speziell allen Zahlen dieselben Klassen
zu, dann erhdlt man eine Verteilung der fritheren Art auf endlich wviele
Klassen. Ein Beispiel fiir eine Menge derartiger Verteilungen ist: Man
ordne der natiirlichen Zahl 7 alle Klassen & mit »|n zu. Verteilt man
auf jede mogliche Weise alle natiirlichen Zahlen auf die unendlich vielen
Klassen &, irgendwie derart, daB der Index derjenigen Klasse, in der n
liegt, immer ein Teiler von 7 ist, dann erhilt man ein System von Ver-
teilungen, fiir das der Gleichmé&Bigkeitssatz noch gilt.

Die Verallgemeinerung des GleichméBigkeitssatzes kann man nun so
aussprechen :

Satz III’. Voraussetzung m,, m,,... ses eine Folge endlicher
Teilmengen von 8, € esn Komplex mit folgender Eigenschaft: Zu jeder
Zahlenfolge

z, <m, (n=1,2,...)
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gibt es z und N <<€ mat
z, =2z fir alle n<<%N.

Behauptung. Es gibt N<<3, so daff 2u
z, <, : (n=1,2,..)
schon immer x und N << € existiert mat
N< By, z,=x firale n<<N.

Beweis. Der Beweis verlauft genau so wie der von Satz III, daher
fasse ich mich kurz.
Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es zu jedem
N < 3§ eine Folge
< m, (n=1,2,..)),

so daB kein z und N << € existiert mit
N < By, M=z fir alle »<<N.
Weil die Mengen m, endlich sind, gibt es Zahlen
z (n=1,2,..)

n

mit der Eigenschaft: Je endlich viele der folgenden Gleichungen sind fiir
unendlich viele NV gleichzeitig richtig:

@ (@) ()
x =1y, Xy =@y, Xy =Xy, ...

Wegen z, <<m, gibt es nach Voraussetzung z und N << € mit

(2) z,=z fiir alle »<<N.
N ist eine endliche Menge. Daher gibt es unendlich viele N mit
(3) ' ) =, fir alle n <N.
Folglich gilt (3) auch fiir ein spezielles N mit
(4) N < Bw-

Aus (3) und (2) folgt
a =g fiir alle n<N,
was mit (4) zusammen einen Widerspruch zur Konstruktion der zs bildet.
Der Satz ist also bewiesen.
Im folgenden wird dieser Satz nurim Fallem, = {1,2, ..., k} (k = konst.)

benutzt werden, wo er aussagt: Ist € k-fach regular dann gzbt es N<3,
so dafl zu B mit k Klassen immer N << € existiert mit

%'<,8N’ %‘<%.
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§2.

Koppelung von Bedingungssystemen.

Bei den erwihnten Verallgemeinerungen der Sitze VIII und IX kann
man so allgemeine Verteilungen wie bei III’ nicht zulassen. Dafiir kann
man die bei VIII und IX benutzte Homogenitit durch viel schwichere
Voraussetzungen ersetzen. Das Ziel dieses Paragraphen ist, méglichst
schwache hinreichende Bedingungen dafiir zu finden, daB zwei regulire
Komplexe €,, €, die Eigenschaft haben, daB es bei jedem L eine Klasse
gibt, in der sowohl ein Element von €, als auch ein Element von €, ganz
enthalten ist. DaB nicht fiir jedes Paar regulirer Komplexe immer eine
solche Klasse existiert, zeigt schon das triviale Beispiel:

€, besteht nur aus der Menge {1}, €, nur aus {2}.

%z{;,s,‘;,...}'

Ist f(z) eine in 3 erklirte Funktion,
N={a,,a,,....,0,} <3,

f(R) ={f(ay), f(aa); - f(a,)}-

Im folgenden kommen ausschlieBlich Funktionen vor, die in § erklért
sind und nur Funktionswert aus 3 annehmen, was ich nicht mehr beson-
ders hervorheben will.

Ist € ein Komplex, dann sei

f(€) = Gesamtheit aller f(N) mit N << €.

Es wird sich zeigen, daf fiir die oben beschriebene ,gleichzeitige Losbar-
keit“ von €, und €, in derselben Klasse die Existenz 1rgende1ner Funktion
flz,y) }nnrelcht so daf

1) (6, )<GC,, f(x,G)<GC, firale x,y<3

gilt. Man erkennt, daB im Falle homogener Bedingungssysteme der
fritheren Art diese Bedingung fiir die Funktion

flz,y) ==y
erfiillt ist. Es gelten also die Satze VIII und IX nicht nur fiir lineare
Gleichungen, sondern z. B. auch fiir die Gesamtheit aller reguldren homo-
genen Gleichungssysteme beliebigen Grades. In den folgenden Sétzen wird
die einfache Bedingung (1) durch Abénderungen trivialerer Natur ab-
geschwicht werden. Zur bequemen Formulierung der Resultate fiihre ich
folgende Bezeichnung ein:

(2) C=GC, 4G,

dann sei
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bezeichne bei gegebenem @, €, den Komplex, der aus der Gesamtheit
aller Vereinigungsmengen je eines Elementes von €, mit je einem Element
von @, besteht. Die Aussage, daB (2) regulir ist, bedeutet in der fritheren
Sprache: Bei jedem % sind €, und €, in mindestens einer Klasse gleich-
zeitig ,losbar“. Entsprechend wird

@1+@2+"‘+@r

fir » > 2 definiert. Das Analogon zu der bei Satz IX vorkommenden
Koppelung von Gleichungssystemen bezeichne man mit

(3) €'=GC, <G,
und definiere es so: Eine Menge
{a,, @y, ..., ay}

ist dann und nur dann Element von (3), wenn folgendes der Fall ist:
Die a, lassen sich, eventuell unter mehrfachem Aufschreiben derselben Zahl,
so zu einer Matrix

oA — [ Pors Faes -os 0y

........

1> Bppas o oos Xy

anordnen, dal jede Spalte von U ein Element von @1, jede Zeile von U
ein Element von €, bildet. Entsprechend wird

(4) C, < Ey<...< €,
fiir » > 2 definiert: Dann und nur dann ist

{a;,ay,..., ay}
ein Element des Komplexes (4), wenn man die @, so zu einer 7-dimen-
sionalen Matrix (@, ,,...,,) anordnen kann, dal alle Matrixelemente, fiir die
die Indizes
(TR TRTRIE TS TR

denselben Wert haben, ein Element von GSQ bilden (90=1,2,...,r). Die
Vielfachheit der betreflenden Zahlen spielt dabei keine Rolle. Nun kann
man die zu Satz VIII und IX analogen Sitze von dem jetzigen all-
gemeineren Standpunkt aus formulieren. Ich gehe schrittweise vor: Von
den folgenden drei Sitzen enthdlt jeder etwas speziellere Voraussetzungen
als der vorhergehende, dafiir aber auch weitergehende Behauptungen.
Meine Voraussetzungen bezeichne ich folgendermaBen:

a) €,C,,..., €, sind beliebige Komplexe.
b) Zu jedem n << 3 gibt es eine Funktion f(z,, @,, ..., z,), regulire
Komplexe @, ©5,..., €/_, und den k-fach reguliren Komplex §,, so daf
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gilt: Zu jeder Wahl von
10,8 ..,0.5n, 1Ze<r, N<G
gibt es R, < €, mit
RN, <f(ay, ay, .-, a,_y, Ny, Cpigs -5 @,)-
¢) Zu jedem n << 3 gibt es eine Funktion f(z,, x,, ...,z ,)> Teguléire
Komplexe Gj,...,E/_; und den k-fach reguliren Komplex €', so daf
gilt: Zu jeder Wahl von
150,05, .00, <0, 1<o<r, 92;—<@é
gibt es N, < €, mit
(5.) N, =r(a, a, ..., a,_ I,S,R’ Byigs s @)
Jetzt lauten die Sitze:
Satz XIVY. 2) und b) ses erfiillt. Dann st
G4 Gt 4 6,
etn k-fach reguldrer Komplex.
Satz XIV®. a) und o) se erfillt. Dann sst
C, < E<...<C,
etn k-fach reguldrer Komplez.

Satz XIV®, a).und c) sei erfillt. In jedem RN, <€, 1£eLy)
ser ferner ein Element ausgezeichnet, und zwar demrt da/3 mittels (5)
das ausgezeichnete Element von 92 tn das ausgezeichnete Element von R,
tibergeht. Dann gibt es bes yedem B mit k Klassen Mengen x, <(S
I =ZLeoLr), welche alle in derselben Klasse liegen und dasselbe qus-
gezerchnete Element haben.

Beweis von Satz XIV®:

Lemma. f, (), fy(x),..., fv(2) seien beliebige Funktionen, § ein
Y -fach reguldrer Komplex, % etne Verteilung auf k Klassen. Dann
9ibt es N < € madt

(6) LM<V fir 1<y <N,

(7) N < Bow,w, -

(C(k, N, €) ist eine passend gewshlte, nur von %, N, € abhéngende Kon-
stante.)

Beweis des Lemmas. Es sei
(8) B =B[f,(5)(1Z»<N)].
l?B' hat k¥ Klassen. Also gibt es % -< € mit
(9) N<B'.



Studien zur Kombinatorik. 477

Aus Satz III" folgt noch, daB 9 gemidB einer Relation (7) wihlbar
ist. Wegen (8) ist (9) identisch mit (6), womit das Lemma schon be-
wiesen ist.

Jetzt zum Beweis des Satzes: Man wihle die in der Voraussetzung b)
vorkommende Zahl n so groB, daB alle im folgenden vorkommenden
Zahlen unterhalb n wihlbar sind. Dieses ist nach Satz III’ immer méglich,
wie man sehen wird. Zu diesem festen n gehoren nach Voraussetzung b)
Komplexe €, ..., €/ und eine Funktion f(z,,,,...,%,) mit den an-
gegebenen Eigenschaften. ny,n,,...,n,_, seien zundchst noch beliebige
natiirliche Zahlen. Im folgenden interessiert mich die Abhingigkeit ge-
wisser Schranken von diesen Zahlen. Die Abhéngigkeit dieser Schranken
von anderen GrdBen notiere ich nicht, da diese GroBen konstant gehalten
werden.

1. Man wende das Lemma an auf die »] " Funktionen

flz, ay, a4, ..., a,)
fiir alle konstanten a, mib
1<a,,a4,...,0,. K0y,
auf den reguliren Komplex §; und die Verteilung 8. Danach gibt es
Ny << € mit
(10) (N1, ag, @5, ..., 0,) <B fiir alle 1L ay,a,...,0, <0y,
Ny << Bowmy-
Man wihle ein festes ay << N;.
2. Die Anwendung des Lemmas auf die Funktionen
flaj, x, a5, a,,...,a,) (1Za,a,,...,a,Zn,),
auf €, und B liefert die Existenz von N; < ¢ mit
f(a{: %‘;; Ags Ay evey ar) < Py (1 é Qgy Oyy -0 Ay, g ng),
N2 << Bomy-
Man wiahle ein festes as << Mg usw.
Der g-te Schritt (2 < o L r—1) liefert
o) Es gibt N, << €, mit
(11) flaf, ahy .oy @fm1, Vo, Gpirs oo 0r @) <B (1L8y0 150 ug:0, 5M),
Man wihle g, <N, 2 Lo L r—1).
1) Man wende das Lemma an auf die eine Funktion

f(a’.{: aé: [ERT) ar'—-la .’B),
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@, und B. Da hier Y=k ist, sind seine Voraussetzungen erfiillt. Denn
@, ist ja k-fach regulir. Es gibt also N, <€/ mit

(13) f(as, @, ..., a/—y, ) < B,

(14) Nr < Bow-

Man wihle eine Zahl a; << 9,

Durch passende Wahl der Zahlen n, will ich nun erreichen, daB in
(10) und (11)

Ay = a(;

zuldssig ist fiir alle in Betracht kommenden o. Dazu ist nach (12) und
(14) hinreichend

(15) C(n,) <n, fir alle g, o mit 1< o <o <.
Dabei ist n, =1 gesetzt. (15) ist leicht zu erfiillen, z. B. durch
n,=1, n, ,=mn,+0C(n,) fir 2<or.
Denn bestimmt man die n, auf diese Weise, dann ist fir 2 <o <7
Cn)Emy_ 1 E1p s S-Sy
Das ist dasselbe wie (15).
Bei dieser Wahl der n, folgt also aus (10), (11), (18)
(16)  f(a1, sy -vs @g1, Ngy Bgirs-ovs &) < B fiir 1< oL
Nun gibt es nach Voraussetzung b) Mengen %N, < €, mit
(A7) R < f(0s Gl @z, Yy Gy o af) i 1< @ <1
Aus (17) und (16) folgt
N,<B fir 1<
%, liegt nach (17) in derselben Klasse wie die Menge
f(as, ag, -, aé—n 9?;, a'x.:+1: SR
diese letztere wiederum in derselben Klasse wie die Zahl
(18) F(af, Qdy vvvy @Bgmss By Bpia, - - oy &)

Diese Zahl ist fiir alle o dieselbe, liegt also mit sémtlichen 9%, in derselben
Klasse. In dieser Klasse liegt daher ein Element von

gl—H'@g‘H----'H"@r:

némlich die Vereinigungsmenge von %,, N,, ..., N,.
Beweis von XIV®, Aus Voraussetzung c) folgt Voraussetzung b).
Es gelten also alle Resultate des vorhergehenden Beweises. Wegen der

scharferen Voraussetzung (5) kann man in (17) das Gleichheitszeichen
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schreiben. Wenn man jedes a; alle Elemente des zugehérigen 9%, durch-
laufen 14Bt, dann durchlduft (18) alle Zahlen eines Elementes von ‘

(19) € x<Ex<...<E,

und diese Zahlen liegen alle in derselben Klasse von 8. Damit ist die
k-fache Regularitét von (19) bewiesen.

Beweis von XIV®, Wihlt man als a, das ausgezeichnete Element
von %,, dann ist (18) auf Grund der Voraussetzung das ausgezeichnete
Element aller N,, womit der Beweis erbracht ist.

Als Verallgemeinerung von Satz VIII kann man folgenden Satz auf-
fassen: ‘

Satz VIII'. Voraussetzung. I ses esme Menge von reguliren Kom-
plexen, f(x,y) set eine Funktion mit folgender Eigenschaft: Wenn

C<M N<E, a<3,

F(R,a) <G, fla, N)<GC.

Behauptung. Bei jeder Verteilung B gibt es mindestens eine Klasse R,
so daf zu jedem € << IN mindestens ein N exsstiert mat

N<C, N<R,

dann st

Beweis. Es sel

5, 6, <M.
Nach XIV® ist
@1,2 =6, + 6,

reguldr. Wenn

%1,2 < @1,2: a<<3,
dann ist
(20) f(%:l,%’ o) < @1,2’
(21) f(a, %1,2) < @1,2'
Denn

RN, , = Vereinigungsmenge von N, < €, mit N, < E,.
Also ist

f(:X, ,, a) = Vereinigungsmenge von f(R%,, a) und f(%R,, a).
Nach Voraussetzung ist aber
' (R, 0) <€ f(Ry a) <G,
Also ist (20) richtig. Entsprechend wird (21) bewiesen. Ist
6, <M,

dann ist daher auf €, , und €; wieder Satz XIV® anwendbar, was Regu-
laritdt von

@1,‘1""@3:@1’“‘@2‘"‘@3
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Liefert usw. Wenn allgemein

(22) €, €., B, <,
dann ist
(28) C,+6C+4...4C,

regulir. Der weitere Beweis verlauft jetzt wortlich so wie der Beweis von
Satz VIIIL.

Offenbar kann man in Satz VIII’, dhnlich wie in den drel vorher-
gehenden Sitzen, die Voraussetzungen noch erheblich einschrinken. Die
Voraussetzungen brauchen ja nur zu erméglichen, mit Hilfe von Satz XIV®
aus (22) immer auf die Regularitit von (23) zu schlieBen, dann gilt schon
die Behauptung von Satz VIII'.

(Eingegangen am 15. Februar 1932.)



