C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Annalen

Jahr: 1879

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Géttingen
Werk Id: PPN235181684_0014

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684_0014

LOG Id: LOG_0044
LOG Titel: Ueber Enveloppen geodatischer Linien. (Mit 1 lithogr. Tafel)
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN235181684
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235181684

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Ueber Enveloppen geoditischer Linien.
' Von
A. v. BrauNmiaL in Miinchen.
{Mit 1 lithogr, Tafel)

§ 1.
iinleitung,

Im Folgenden soll ein Beitrag zur Geometrie auf den Rotations-
flichen zweiten Grades durch Betrachtung jener Enveloppen gegeben
werden, welche von allen durch einen Punkt gehenden geoditischen
Linien erzeugt werden. Die erste Bemerkung iiber diese Curven findet
sich in Jacobi’s Dynamik pag. 46, woselbst der Autor angiebt, dass
im Schnittpunkte zweier unendlich benachbarter geoditischer Linien
die zweite Variation verschwindet, in Folge dessen die Construction
einer Enveloppe mit der Aufsuchung des geometrischen Ortes der Ver-
schwindungspunkte der zweiten Variation iibereinstimmt. Ausserdem
stellt er den Satz auf, dass auf Flichen, welche in allen ihren Punkten
negatives Kriimmungsmass besitzen, ijberhaupt keine Enveloppen zustande
kommen. Der Beweis dieses Satzes, der iibrigens nur von einem gewissen
Gesichtspunkte aufgefasst Giltigkeit hat, wurde von Hrn. Christoffel
in den Abhandlungen der Berliper Akademie vom Jahre 1868 erbracht.
Vorliegender Aufsatz, der der Hauptsache nach in meiner yor kurzem
erschienenen Doctordissertation enthalten, verdankt, wie diese, seine
Entstehung der Anregung und giitigen Unferstiitzung meines hoch-
verehrten Lehrers, des Herrn Professor Dr. A. Brill, dem ich hierfiir
meinen innigsten Dank ausspreche. |

An der oben erwihnten Stelle giebt Jacobi nur im Allgemeinen
durch eine beigegebene Figur die Gestalt einer Enveloppe auf dem
Ellipsoide an. Ich werde nun einmal niher ausfithren, in welcher
Weise eine solche Einhiillende zustande kommt, und werde dann die
gestaltlichen Verinderungen betrachten, welche die Einhiillenden er-
Ielden, wenn der Ausgangspunkt der sie erzeugenden geoditischen
Linien einen Meridian durchliuft. Hierauf wende ich mich zur Be-
trachtung der Veriinderungen, die darch den Uebergang (es verlingerten
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Ellipsoides durch die Kugel in das Sphiroid und durch die Deformation
des zweischaligen Hyperboloides in den Kegel und das einschalige
Hyperboloid hervorgerufen werden. Hiebei soll gezeigt werden, dass
es doch auch auf dem einschaligen Hyperboloid Einhiillende giebt,
trotzdem diese Fliche rein negatives Kriimmungsmass besitzt, wenn
man nimlich die geoditisehen Linien das Unendliche durchlaufen und
wieder auf der Fliche erscheinen lisst, wie es ihre analytische Be-
trachtung verlangt. Zum Schlusse weise ich nach, dass auf dem Para-
boloide die Enveloppen sich auf den unendlich entfernten Kreis vedu-
ciren, so dass im Endlichen keine Einhiillende existirt, obgleich die
Fliche in ihrer ganzen Ausdehnung positiv gekriimmt ist. Hiermit
“ist dann auch ein Beispiel fiir die Frage geliefert, welche Jacobi 1. e.
noch offen lisst, indem er sagt: es soll durch den bereits erwihnten
Satz iiber negativ gekriimmte Flichen nicht ausgeschlossen sein, dass
es nicht aueh concav-concave Flichen gibe, auf welchen keine Ein-
hiillenden existiren.

§ 2.
Enveloppen auf Rotationsflichen iiberhaupt.

Bezieht man eine Rotationsfliche auf ein rechtwinkliges dreiaxiges
Coordinatensystem, indem man y = f(r) die Gleichung des Meridians

bedeuten lisst, wo » = J/z® -+ 2% und y die Rotationsaxe ist, so lassen
sich die geoditischen Linien darstellen durch:

_far i
M o= [U YL

e

1liebei bedeutet ¢ den Drehungswinkel der Ebene des Meridians, 7,
den Radius des Parallelkreises, auf welchem die geoditische Linie be-
ginnt und », wie man sich leicht iiberzeugt, den Halbmesser eines
andern Parallelkreises, den die Linie in ihrem Laufe tangirt. Sind
auf einer Fliche zwei solche Kreise v vorhanden, so oscillirt die Linie
periodisch auf dem zwischen diesen Parallelkreisen befindlichen Flichen-
theile, indem sie jenen Theil nicht betritt, fir welchen » < v ist.
In diesem Falle giebt es auch immer zwei Kreise r =7,, die ich
kiinftig mit 7, und 7, bezeichne. Geht dann eine geoditische Linie
von einem Punkte des Kreises 7, aus, beriihrt ihren einen Grenzkreis
r == v, durchschneidet dann abermals 7, und trifft den andern Kreis
7), so nenne ich das so beschriebene Stiick der geoditischen Linie
ihre halbe Periode.¥) Ist nur ein Grenzkreis » vorhranden, wie beim
Paraboloid, so laufen die Linien auf einer Seite ins Unendliche. Fir

*) In Figur 2.ist also 4B die halbe Periode.
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jede kiirzeste Linie hat v einen andern Werth; hilt man daher r, fest
und lisst v variiren, so ergeben sich alle durch einen auf 7, befind-
lichen Punkt A4 gehende Linien; mithin kann man die Einhiillende
derselben erhalten, wenn man Gleichung (1) nach » differentiirt, das
erhaltene Integral:

@) J— [rahi+r?

- J VErTup
mit Null vergleicht und die Gleichungen (1) und J = O nebeneinander
bestehen ldsst. Giebt es nun fiir jeden Werth von v einen Werth
von 7, welcher J = 0 befriedigt, so liefert dieser als obere Grenze
des Integrales (1) genommen den jedesmal zugehorigen Werth von ¢.
Es kommt also darauf an, ob die Gleichung J = O reelle Losungen
besitzt oder nicht. Im ersten Falle existiren Enveloppen, im zweiten
nicht. Im folgenden Paragraphen werde ich nun nachweisen, dass
fir die Rotationsflichen zweiten Grades in jedem Falle die Gleichung
J = 0 reelle Losungen besitzt.

§ 3.
Rotationsflichen zweiten Grades.

Fiir Rotationsflichen zweiten Grades ist y cine Function von »?
da fiir zwei entgegengesetzt gleiche Werthe von + ein und derselbe

Werth von y folgen muss. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir P14 f"2,

so dass man 7 als die Variable betrachten kann. Nun wird gé =[

fiir jenen einen Punkt der Meridiancurve unendlich, dessen Tangente
IHT? pesitzt somit zwei
Vitre=
Verzweigungspunkte. Die beiden Integrale (1) und (2), welche ausser-
dem noch den Verzweigungs- und Unstetigkeitspunkt 7% = »? haben,
sind mithin gleichverzweigte elliptische Integrale, und der Unendlich-’
keitspunkt kann als vierter Verzweigungspunkt aufgefasst werden.

Betrachtet man jetzt das Integral (2), so ergiebt sich sofort, dass
es im Punkte 72 = »? algebraisch unendlich wird und ein Integral
zweiter Gattung ist, wihrend (1) in diesem Punkte endlich bleibt. Da
man ferner (2) in der Form schreiben kann:

parallel zur Rotationsaxe ist; /142 =

AFFE /TR ffar
A e R i J Vet T

so erkennt man weiter, dass es in diesem Punkte 7? == ? von +
awf — oo iiberspringt, wenn 72 von 7,® bis »* abnimmt und daun
wieder von »? ab wichst. Denn das Unendlichwerden von J im Punkte



560 A. v. Bravwuiar.

y? = »* hiingt augenscheinlich nur von der Function lz"'f _ ab
T 92 ’

in welcher 72 =— »? ein einfacher Verzweigungspunkt ist, bei dessen
Umgehung die Function ihr Zeichen wechselt. In diesem Zeichen-
wechsel des Integrales J im Punkte #* = »? ist allein der Grund dafiir
zu suchen, dass J fiir reelle Werthe von #? zu Null werden kann,
d. h. Enveloppen vorhanden sind.

Die Werthe, welche r in den Integralen (1) und (2) durchliuft,
liegen fiir die beiden Ellipsoide und die Kugel zwischen dem Radius
a des Aequators und dem Werthe Null, wihrend » bei den Hyper-
boloiden einmal von Unendlich bis Null, das anderemal von Unendlich
bis zum Radius &’ des Kehlkreises sich bewegt. Man kann also bei
allen Flachen ausser dem einschaligen Hyperboloide » von a bis Null
oder von Unendlich bis Null abnehmen lassen und erhdlt immer solche
geoditische Linien, welche zwischen den beiden, dem jedesmaligen
Werthe von » entsprechenden Parallelkreisen um die Fliche oscilliren,
wobei man sich natiirlich das zweischalige Hyperboloid durch das Un-
endliche geschlossen denken muss. Nur auf dem einschaligen Hyper-
boloide giebt es verschiedene Gattungen von Linien. Setzt man némlich
v > @ (&' = dem Radius des Kehlkreises), so erhilt man die eben be-
sprochene Gattung, setzt man aber v < a, so ergeben sich geoditische
Linien, die die ganze Fliche durchlaufen, ohne an Grenzkreisen um-
zukehren, da solche ja nicht mehr vorhanden sind, und deren ganze
Ziige sich periodisch wiederholen. Zwischen beiden Gattungen liegt
eine specielle Linie, die man fiir » = 4’ erhalt, und die sich dem Kehl-
kreise in unzihligen Windungen asymptotisch nihert; dies erkennt
man aus Gleichung (1). Denn ist »* = &2, so fallen die beiden Ver-
zweigungspunkte 2% == »> und 7* = ¢'? in einen einzigen zusammen,
und ¢ wird fiir 7? = «'? logarithmisch unendlich.

Lisst man jetzt J im Punkte 7, mit dem Werthe Null beginnen,
so wird es in #? = »* positiv unendlich, springt auf — oo iiber und
langt, nachdem #* bei den Ellipsoiden den Punkt a2, bei den Hyper-
boloiden den Unendlichkeitspunkt durchschritten, wieder im Punkte 7,
(eigentlich 7)) mit irgend einem Werthe J,, an, der nichts anderes als
der reelle Periodicititsmodul des Integrales ist. Hat dieser nun einen
positiven Werth, so muss J, bevor es wieder nach 7, gelangt ist,
durch Null hindurch gegangen sein, da es in 7? — »? negativ unend-
lich war; ist hingegen J; negativ, so muss J nach der abermaligen
Ueberschreitung von 7, verschwinden, da es in 72 — »? wieder positiv
unendlich wird. In jedem der beiden Fille sind also reelle Nullpunkte
vorhanden, es existiren Enveloppen. Ausserdem ergiebt sich der Satz:
Besitzt der Periodicititsmodul das positive Vorzeichen, so schneiden sich
Je zwel benachbarte geoditische Linien vor Vollendung ihrer halben
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Perioden , besitzt er hingegen das negative, so tritt der Schnitt erst nach
Vollendung derselben ein. Der Zwischenfall J == O erledigt sich von
selbst. Hat némlich das Integral J keine reelle Periode, so schneiden
sich die benachbarten geoditischen Linien simmtlich in Punkten des
Parallelkreises r = 7;". ‘

Dieim Vorstehenden gewonnenen allgemeinen Gesichtspunkte wenden
wir nun auf die speciellen Flichen zweiten Grades an.

§ 4
Die beiden Ellipsoide und die Kugel.

Ich beginne mit den Gestalten der Enveloppen auf den beiden
Ellipsoiden. Sei: ‘

die Gleichung derselben, so erhilt man das verlingerte Ellipsoid fiir
¢® > 1, die Kugel fiir ¢? =1 und das Sphiroid fiir ¢ < 1, Der reelle
Periodicititsmodul o, aber ist:

o1 [ Va=Fae
(3) JO— Py ’ﬁrz__,,?.(c?--l)r?—l:;;’

woraus man sieht, dass J, im Falle ¢ > 1, fiir jeden Werth von »
positiv ist, dagegen verschwindet, wenn ¢* = 1, und fiir ¢ < 1 einen
negativen Werth annimmt. Also schneiden sich guf dem verlimgerten,
bezichumgsweise abgeplatteten Ellipsoide je zwei wunendlich - benachbarte
geodiitische Linien vor, bezichungsweise nach Vollendung ihrer halben
Perioden, wihrend sie sich quf der Kugel mit Vollendung derselben
treffen.

Lisst man die geodatischen Linien von einem Punkie 4 des
Aequators r = a ausgehen, so giebt es augenscheinlich zwei, die dem
Aequator unendlich benachbart sind, und diese schueiden denselben
wegen der herrschenden Symmetrie in zwei zu beiden Seiten ihres
Ausgangspunktes gelegenen Punkten ¢ und D, welche somit als An-
fangspunkte der Enveloppe zu betrachten sind (man vergl. Figur 1
auf der beigegebenen Tafel). Die nachfolgenden beiden Linien schneiden
die vorausgehenden einzeln in je zwei Punkten und zwar bevor sie
ihre halbe Periode vollenden, d. h. hier, den Aequator abermals er-
reichen. Man sieht also, dass jede geoditische Liuie die unmittelbar
vorhergehende in zwel Punkten trifft, die natiirlich auf verschied‘ez%en
Seiten des Aequators liegen, und da es immer zwei symmetri@he Lm‘xen
durch den Ausgangspunkt giebt, so entstehen im Ganzen vier Zweige,
welche die Einhiillende bilden. Diese setzen sich, wie die Entstehung

zeigt, in zwei Spitzen am Aequator an und enden in zwei Spitzen,
36
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die auf jenem Meridiane liegen, der durch A geht, da ja dieser eben-
falls geoditische Linie ist, und die tibrigen Linien sich ihm zu beiden
Seiten des Aequators von je zwei Richtungen her immer niher an-
schliessen, indem ihre Culminationspunkte, d. h. ibre Beriihrungspunkte
mit den zugehtrigen Kreisen 72 = »*, den beiden Polen sich nihern.

Lisst man jetzt Punkt 4 auf einem Meridian weiter riicken bis
auf einen Parallelkreis r = r, (vgl. Fig. 2), so treten an die Stelle
des Aequators einerseits die zwei auf beiden Seiten des letzteren ge-
legenen Parallelkreise » = 7, und r = r,/, andererseits jene geoditische
Linie, welche durch 4 geht und den Kreis 7, in A beriihrt. Diese
hat mit r; zwei Beriihrungspunkte und in ihnen befinden sich jetat
die beiden Spitzen, die friiher auf dem Aequator gelegen, wie sich aus
Gleichung (2) unschwer ergiebt, wenn man daselbst » = 7, setat.
Ausserdem sind natiirlich wieder zweil Spitzen auf dem Meridiane vor-
handen, die jedoch diesmal jenem Pole der Fliche niher liegen, bei
dem sich der Parallelkreis 7, befindet. Lisst man nunmehr 4 dem einen
Pole der Fliche niher riicken, so werden 7, und 7, immer kleiner,
und die Einhiillende zi¢ht sich immer mehr in der Nihe des andern
Poles zusammen, bis sie in diesen iibergeht, sobald A den ersten Pol
erreicht hat, und die geoditischen Linien simmtlich Meridiane ge-
worden sind.

Nihert sich nun das verlingerte Ellipsoid der Kugel, indem die
Grosse ¢* gegen die Eins abnimmt, so wird J,, wie man aus Glei-
chung (3) sieht, immer kleiner. Das heisst aber nach der in § 3. an-
gestellten Betrachtung nichts anderes, als simmtliche Punkte der Enve-
loppe, die dem Ausgangspunkte 4 auf dem Parallelkreise r, entspricht,
riicken )" immer niher. Zu gleicher Zeit bewegen sich aber auch die
auf 7y befindlichen Spitzen gegeneinander,*) so dass die ganze Enveloppe

*) Dies ergiebt sich aus folgender Betrachtung: Um die Spitzen zu finden,
hat man die Berihrungspunkte der fiir » = 7, resultirenden geodiitischen Linie
mit dem zweiten Kreise 7, zu suchen, d. h.

a @

9 Tdr  JTHF on ’ dr-(a?4 (2 —1)1?)
Qo= 27T, - T =27 T ST
. 7 L V(a2 — %) (Prr?) - (a4 (F— 1) 7

7o 7o
zu bilden, Dieses Integral zerlegt sich in die beiden:

: dr
P, = ‘21'0(1";/,. Vi@—)- (2= r2)- (;2_*:'(52_1)72)

To
a
o
rdr

+ 2r(c*—1) ‘7«:2__ 72). (7:3:;.02) a? _!7_7(;2 —N7?Y :

Nahert sich nun ¢? der Einheit, so riickt das erste dieser beiden Integrale dem
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immer kleiner wird und, sobald die Kugel erreicht ist, in einen Punkt
iibergeht. Das gilt natiirlich fiir jeden Werth von 7y, d. h. fir alle
auf einem Meridian gelegene Punkte 4 als Ausgangspunkte kiirzester
Linien (man vergl. Fig. 1 und Fig. 3).

Fahrt man mit der Deformation fort, indem man die Kugel in ein
abgeplattetes Ellipsoid ibergehen lisst, so wird ¢ < 1, und alsbald
treten wieder Einhiillende auf, die immer grosser werden, je mehr ¢? ab-
nimmt, und die ndmliche Gestalt haben, wie die des verlingerten
Ellipsoides (vergl. Fig. 1 u. 3). Sie kommen jedoch, wie man aus
der Figur erkennt, auf eine andere Weise zustande, indem jetzt der
Schnitt zweier Nachbarlinien erst nach Vollendung der halben Perioden
eintritt.

§ 5.

Die beiden Hyperboloide und der Kegel.
Es stelle (—63!;7, — :,2 = 1 die Gleichung der Hyperboloide dar, dann

erhillt man fiir ein reelles o’ das zweischalige, fiir ein rein imaginiires
a’ das einschalige Hyperboloid und fiir o’ = O den Kegel. Der
Periodicitdtsmodul J,, ist ausgedriickt durch:

@

(4) T, =ca? / R L N

Vidr£77 a*— ) (@ 4 @+ 1) 19

woraus man unmittelbar ersieht, dass derselbe fiir die erste der ge-
nannten Flichen positiv, fiir die zweite negativ wird, fiir den Kegel
- aber verschwindet. Man sieht also: Auf dem zweischaligen, Leziehungs-
weise einschaligen Hyperboloide schneiden sich die von einem Punkte
ausgehenden geoditischen Linien vor, beziehungsweise nach Vollendung
threr halben Perioden, auf dem Kegel aber mit Vollendung derselben.

Da sich das zweischalige Hyperboloid ganz an das verlingerte
Rotationsellipsoid anschliesst, indem es ebenfalls zwei Pole hat, denen
sich die Culminationspunkte der einzelnen geoditischen Linien immer
mebr nihern (vergl. § 4.), und J;, ebenfalls das positive Zeichen besitu,
so sind hier die Gestalten der Einhiillenden die nimlichen wie dort,
nur sind die einzelnen Theile durch das Unendliche zusammengeschlossen
oder die Enveloppe verliuft wie in Fig. 4 ganz auf dem einen Flichen-
theile, auf welchem der Ausgangspunkt der geoditischen Linien sich
nicht befindet. Von Jacobi’s Standpunkte aus giebt es dann in diesem
letzteren Falle auch auf dem zweischaligen Hyperboloide keine Kin-
. hiillenden®).

Werthe z immer niher, das zweite aber der Null, so dass ¢, fir ¢?=1, d_ h.
fiir die Kugel, den Werth = annimmt. Das heisst die beiden Spitzen fallen auf
dem Meridian, auf welchem A4 liegt, in einen Punkt zusammen, .
%) Da nach den Erdrterungen des § 4., je mehr A sich dem einen Polg der
Fliche nihert, desto niher die zwei auf dem Meridiane durch 4 gelegenen Spitzen
36*
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Fasst man jetzt irgend eine Einhiillende ins Auge, fiir welche der
Ausgangspunkt A wieder auf dem Parallelkreise » = r,, zwei Spitzen
aber auf 7, liegen, und lisst die Fliche dem Asymptotenkegel sich
nihern, so wird J, immer kleiner. Das heisst nach § 3., simmt.
liche Punkte der Enveloppe riicken dem Kreise 7 = 7, niher. Be-
rechnet man aber die Lage der Spitzen auf r," fiir den Kegel dhnlich,
wie es in der Anmerkung zu § 4. geschehen, so wird der Drehungs-
winkel ¢ fiir diese: @, = -+ )1+ ¢2- x. Das heisst die Spitzen fallen
nicht mehr, wie bei der Kugel in einen Punkt zusammen, der auf
dem durch A laufenden Meridiane liegt, sondern sie haben die Ent-

fernung 27 — 2721 4 ¢* von einander. Geht also das Hyperboloid
vollstindig in einen Kegel iiber, so artet die Enveloppe in jenes
doppelgezihlte Stiick des Parallelkreises 7, aus, welches sich zwischen
den beiden eben bestimmten Punkten erstreckt, wihrend die geoditischen
Linien zur einen Hilfte durch den ersten, zur andern Hilfte durch
den zweiten dieser Punkte hindurchlaufen. Ebenfalls kann die Er-
zeugende, welche an Stelle des Meridians tritt, insofern mit zu der
Enveloppe gerechnet werden, als auf ihr kurz vor Uebergang des
Hyperboloids in den Kegel noch die zwei weitern Spitzen der Enveloppe
lagen, die jetzt beim Kegel in den Durchschnitt dieser Erzeugenden
mit dem Parallelkreise 7," zusammengefallen sind.

Es muss noch bemerkt werden, dass natiirlich hier von Enveloppen
auf dem Kegel nur insofern die Rede sein konnte, als die auf der
einen Flichenhilfte entspringenden Linien erst nach Durchlaufung des
Unendlichen auf der andern Flichenhilfte sich trafen.

Lisst man den Kegel in ein einschaliges Hyperboloid iibergehen,
so erweitert sich der Doppelpunkt (vergl. Fig. 4 u. 5) zu einem Kehl-
kreis und es tritt an Stelle der genannten Erzeugenden eine geoditische
Linie, die sich demselben, wie bereits § 3. erwihnt, asymptotisch an-
schliesst und zu seinen beiden Seiten ins Unendliche verliuft; diese
ersetzt den Meridian, auf welchem bei dem zweischaligen Hyperboloide
zwei Spitzen der Einhiillenden lagen. Der Meridian gehort also hier
gar nicht mit in das System jener geoditischen Linien, welche zur
Erzeugung der Enveloppe beitragen. In der That, von jenen geodi-

dem andern Pole riicken, so wird es béim zweischaligen Hyperboloide eine Lage
von A geben, fiir welche die eine dieser Spitzen gerade mit dem unendlich fernen
Kreise zusammentrifft, diese erhiilt man, wenn man in J » = 0 und r = 0o setzt
und die untere Grenze 7, als unbekannt betrachtet; dadurch ergiebt sich fiir die
vorliegende Fliiche:

0= ¢ dr-r2 (1 4 ¢?) + a?
=|=
rﬂ

ViEtad- ot +ay)

woraas man 7, findet,
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tischen Linien, fiir welche » < « ist, d. h., die sich iber die ganze
Fliche hinziehen ohne an bestimmten Grenzkreisen 7 = v umzukehren,
schneiden sich zwei benachbarte nicht mehr. Setzt man namlich
v < @ voraus, so kann r im Integral J den Werth v gar nicht mehr
erreichen, da o’ der kleinste Parallelkreis ist, folglich kann von einem
Unendlichwerden und einer Zeichenumkehr des J fiir die in Betracht
kommenden Werthe von 7, d. h. von Enveloppen, keine Rede sein.
Die andern Curven durch A hingegen schliessen sich immer mehr an
die statt des Meridians eintretende Grenzlinie an, die sich dem Kehl-
kreise asymptotisch nihert, folglich riicken ihre successiven Schnitt-
punkte, die Punkte der Enveloppe, diesem Kehlkreise der Fliche eben-
falls immer niher. Dasselbe ergiebt sich auch analytisch aus der Be-
trachtung von J,. Dieses wichst, je mehr v gegen o’ abnimmt, und
wird fir v = o’ unendlich; da J; ferner negativ ist, also der Null-
punkt von J jedesmal zwischen r =7, und r = v liegen muss, so
erkennt man aus den Betrachtungen des § 3. augenblicklich, dass dieser
Nullpunkt mit » dem Werthe o’ sich nihert. Also tritt hier an Stelle
der beiden Spitzen auf dem Meridiane die Eigenthiimlichkeit, dass die
Einhiillende sich asymptotisch dem Kehlkreise anschliesst. Dies gilt
natiirlich, wo auch 4 liegen mag, da ja J, hievon unabhingig ist. Es
besteht somit eine Enveloppe auf dem eimschaligen Hyperboloide aus einem
zweispitzigen Zuge, dessen Spitzen auf jenem Kreise liegen, der den ném-
lichen Radius, wic der zum Ausgangspunkte der Linien gehirige besitzt,
und dessen vier Aeste sich auf' beiden Seiten dem Kehlkreise asymptotisch
ndhern, nachdem zwei davon das Unendliche passirt haben.

Da nun gezeigt worden, dass es auf dem einschaligen Hyperboloide
ebenso gut wie auf positiv gekriimmten Flichen Einhiillende giebt,
muss noch erldutert werden, dass hiedurch doch keineswegs der von
Jacobi aufgestellte und § 1. angefiihrte Satz seine Gilltigkeit verliert.
Es wurde nimlich bemerkt, dass fiir die in Rede stehende Fliche der
Periodicitatsmodul J, immer das negative Zeichen besitzen muss, und
deshalb der Schnittpunkt zweier Nachbarlinien erst nach Vollendung
der halben Perioden eintritt. Eine Linie, die von einem Punkte A4 auf
7o (vergl. Fig. 5) ausgeht, vollendet ihre halbe Periode, sobald sie 7,
erreicht, d. h. sie muss auf unserer Fliche in jedem Falle zuerst
dureh’s Unendliche gegangen sein, bevor sie ihre Nachbarlinie trifft.
Beschrinkt man sich also darauf, wie es Jacobi gethan, den Verlauf
einer geodiitischen Linie von einem Punlkte aus in’s Unendliche allein zu
verfolgen, so existiren allerdings auf dem einschaligen Hyperboloide gar
Leine Enveloppen. Stellt man sich hingegen auf den allgemeinern Stand-
punkt, von welchem aus betrachtet die Flichen im Unendlichen zusammen-
hiingen, so existiren auf dem einschaligen Hyperboloide so gut wie auf
dem zweischaligen oder dem Elipsoide Enveloppen.
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§ 6.
Das Paraboloid und der Cylinder.

Das Paraboloid kann man dadurch aus dem verlingerten Ellip-
soide entstehen lassen, dass man den auf der einen Seite des Aequators
befindlichen Flichentheil mit diesem ins Unendliche riicken lisst. Dabei
verindern sich die Enveloppen in folgender Weise. Je mehr das
Ellipsoid dem Paraboloid sich ndhert, desto ndher riicken jene zwei
Spitzen dem Parallelkreise r,, welche auf dem durch den Ausgangs-
punkt 4 gehenden Meridiane liegen, wihrend die beiden auf 7,” selbst
befindlichen Spitzen sich immer weiter von einander entfernen. Es
schliesst sich also die Enveloppe enger und enger an den Parallelkreis
ro an. Nun fillt aber, sobald das Paraboloid wirklich erreicht ist,
ro mit dem unendlich entfernten Parallelkreise zusammen, und somit
besteht jetzt die Enveloppe nur mehr aus diesem Kreise, dem sich
natiirlich simmtliche geoditische Linien asymptotisch nZhern. Ana-
lytisch erkennt man dies, wenn man den Meridian des Paraboloides

in der Form y = ))—; aufstellt. Die Gleichung der geoditischen Linien

ist dann nach 1) §1.:
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welches Integral fiir r = oo logarithmisch unendlich wird. Der
unendlich ferne Kreis wird somit von simmtlichen geoditischen Linien
beriibrt, er ist also ihre gemeinsame Enveloppe. Der Meridian hingegen,
welcher auch zu den kiirzesten Linien gehort, sondert sich wieder ab;
natiirlich, denn kurz vor Erreichung des Paraboloides lagen ja auf
ihm noch zwei Spitzen der Einhiillenden, die jetzt in den Durch-
schnittspunkt dieses Meridians mit dem unendlich fernen Kreis zu-
sammengefallen sind. Fassen wir das Resultat zusammen, so folgt: Auf
dem Rotationsparaboloide artet jede Enveloppe geoditischer Linien, die
von einem Punlkte ausgehen, in den wunendlich fernen Kreis aus.

Was schliesslich noch den Cylinder betrifft, so sind die geodi-
tischen Linien auf ihm gerade Erzeugende und Schraubenlinien. Con-
struirt man aber alle durch einen Punkt gehende Schraubenlinien, so
haben je zwel unendlich benachbarte offenbiar keinen weitern Schnitt-
punkt mit einander gemein, also ist hier von Einhiillenden keine Rede.

Dies ergiebt sich auch, wenn man den Cylinder aus dem Kegel
dadurch entstehen ldsst, dass der Doppelpunkt desselben ins Unend-
liche riickt. Mit ihm entfernt sich dann jenes Stiick des Kreises 7y,
das als Einhiillende auf dem Kegel aufzufassen war, ins Unendliche,
und es bleibt nur noch die durch A4 laufende Erzeugende ibrig.

Minchen, im November 1878.



