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Die Windverteilung iiber dem Erdboden, errechnet aus
den Gesetzen der Rohrstromung.
Von L. Prandtl und W. Tollmien.

Die in letzter Zeit sehr verfeinerten Kenntnisse von der Stromung durch Rohre mit

rauher Wand geben die Moglichkeit, mit Hilfe gewisser Analogien Einzelheiten iiber die

Windbewegung iiber dem rauhen Erdboden auszusagen. Die Ergebnisse der beziglichen
Rechnungen werden mitgeteilt und diskutiert.

1. Die Kenntnis von denjenigen turbulenten Fliissigkeitshewegungen, die
in der Technik eine Rolle spielen, hat in den letzten Jahren sehr gute Fortschritte
gemacht. Es ist z. B. gelungen, aus den durch eine empirische Formel zusammen-
gefaliten Versuchsergebuissen iiber den Widerstand des Wassers in glatten Rohren
den Reibungswiderstand einer glatten, lings ihrer Ebene bewegten rechteckigen
Platte und auch den einer rotierenden glatten Kreisscheibe vorherzusagen 1), und
zwar stimmen die so abgeleiteten Formeln sehr gut mit den Versuchen uber
Platten- und Scheibenreibung. Ferner ist der Zusammenhang des Widerstands-
gesetzes mit dem der Geschwindigkeitsverteilung in der Nahe der Wand weit-
gehend aufgeklartl). Nachdem nun auch bezuglich der rauhen Rohre und Kanile
durch neue Arbeiten von Hopf und Fromm?2) die entsprechenden Versuchsgrund-
lagen geschaffen sind, ist auch die Berechnung des Widerstandes von rauhen
Flachen und der Geschwindigkeitsverteilung uber ihnen moglich.

Da die Erdoberflache als eine rauhe Flache von allerdings stark wechselnder
Rauhigkeit anzusehen ist, hat es gewisse Aussichten, die Frage zu bearbeiten:
Welche Beziehungen ergeben sich fur die Windverteilung uber der Erdoberfliche
und fur die Reibungskraft des Windes, wenn man nach den in der technischen
Hydrodynamik und Aerodynamik *) bewihrten Ansdtzen vorgeht? Wenn im
folgenden das Ergebnis einer solchen Rechnung mitgeteilt wird, so mag gleich
vorweg gesagt werden, dal es nicht unbedingt nétig ist, daB die Ubereinstimmang
mit der Wirklichkeit in jedem Fall so gut sein muBte wie beim Widerstand der
Platten und Scheiben. Die Ubereinstimmung wird nur dann zu erwarten sein,
wenn die Luftmasse des ersten Kilometers uber dem Boden im indifferenten
Gleichgewicht ist, also konstante potentielle Temperatur besitzt, und wenn nicht
durch Strahlungseinflisse zu der mechanischen Turbulenz eine thermische dazu-
kommt. Da bei starkem Winde die Durchmischung der Atmosphére fir konstante
potentielle Temperatur in den unteren Schichten sorgt, wird hier vor allem Uber-
einstimmung zu erhoffen sein, wobei Wolkenbedeckung die Vorbedingungen noch
verbessern wird. Die folgenden Rechnungen nehmen einen ortlich und zeitlich
konstanten Druckgradienten an, deshalb gehért paturlich eine Annaherung an
diesen Zustand ebenfalls zu den Vorbedingungen der Ubereinstimmung.

2. Die fur unsere Frage grundlegenden Beziehungen aus der Stromungs-
lehre moégen hier kurz auseinandergesetzt werden. Wir gehen aus von der

*) Zwischen Wasser und Luft braucht, wie zuverldssig nachgewiesen ist, bei diesen
Anwendungen ein Unterschied nicht gemacht zu werden.
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Reibungskraft auf der Flacheneinheit der Wand, die wir auch als ,Schubspannung*
in den wandnahen Flussigkeitsschichten wiederfinden und mit 7, bezeichnen.
Fur glatte Flichen ist aus Rohrversuchen hergeleitet worden, da

7o = Zahl.Qu 4v'er=" . . ... ... ... (1)
ist, Hierin ist @ = Dichte, u, mittlere (oder maximale) Geschwindigkeit,
v = 1/@ kinematische Zshigkeit, » der hydraulische Radius = Querschnitt: be-
netzten Umfang (beim Fluf die Tiefe, beim Rohr — 1/, des Durchmessers usw.).

Die Geschwindigkeit nimmt nach der Wand hin ab, erst nur langsam, dann
etwas rascher; bei oberflichlicher Betrachtung hat man den Eindruck, als ob sie
an der Wand selbst noch endlich wéare, und zwar noch etwa gleich der Halfte
der groBten Geschwindigkeit oder noch mehr. Genaue Messungen haben aber die
Voraussage der Theorie bestatigt, daf die Geschwindigkeit in einer sehr dunnen
Grenzschicht an der Wand bis auf Null abnimmt. Das Verhalten auBerhalb
dieser Grenzschicht wird ziemlich gut durch eine Potenzformel von der Gestalt
% = a y* wiedergegeben, wo y der Wandabstand und o positiv und klein gegen
1 ist. Die naheliegende Vermutung, dafl die Wandreibung 7, in der Hauptsache
von den Vorgéngen in unmittelbarer Nahe der Wand (also z. B. von der Grofe
@ in der Potenzformel), nicht aber von der Entfernung der ubrigen Wande (also
dem hydraulischen Radius r) abhdngen miisse, fithrte den einen von uns 1920
zu einer Berechnung von o, die sich durch die Experimente gut bestatigt hat.
Setzt man namlich, mit 4, — Geschwindigkeit in der Entfernung r, v, = a»%,
und fuhrt diese Geschwindigkeit an Stelle von u,, in Formel (1) ein, indem man
gegebenenfalls einen passenden Zahlenfaktor zufugt, so fithrt die Forderung,

daB r aus der Formel verschwinde, zu dem Wert ¢ — 1/.. Damit erhalten wir
fir die Wandreibung die rationelle Formel

To = Zahl.ga™s % . . . . ... ... ... (2)
und fur die Geschwindigkeit im Abstand y von der Wand

w==ayth ... (3)

Gewisse Uberlegungen sprachen dafir, da8 Gleichung (3) auch in maBig rauhen
Rohren gendhert gelten musse. Nimmt man an der einzelnen Rauhigkeit, die
durch eine Langenabmessung % charakterisiert wird, einen Widerstand nach dem
gewohnlichen quadratischen Gesetz an, und setzt die zugehorige Geschwindigkeit
uy = Zahl.ak'", dann wird man zu folgender Formel fur die Wandreibung
gefuhrt *):

Ty = Zahl.ga®k" . . . .. ... ... ... (4)

Diese von dem einen von uns und von v Kirman?!) unabhangig aufgestellte
Formel findet eine genaherte Bestatigung durch die Arbeiten von Hopf und
Fromm 2). Diese geben fiir den Druckabfall in einem Kanal von der Rauhigkeitk
eine Formel an, die in unsere Gréfen umgerechnet

Ty = 0.0089 @a2k031 . . . . . . . ... ... (3)

*) Widerstand eines Hockers — Zahl. g uy . A2; Zahl der Hocker auf der Flichen-
einheit proportional 1/A2.
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lautet. Nach Formel (4) sollte der Exponent von %k 0.286 sein. Bei der
ziemlich beschrinkten Genauigkeit solcher Messungen kann die Ubereinstimmung
als befriedigend angesehen werden. Fur das Folgende soll immer die Gleichung (5)
zugrunde gelegt werden. Dieselben Uberlegungen, die zu Formel (4) gefihrt
haben, geben ruckwarts angewandt mit Formel (5) als Ausgangspunkt

u=ay®%" . ... (6)

Uber das RauhigkeitsmaB % (nach obigem eine Léinge) sei bemerkt, daf Hopf
und Fromm in Ermangelung eines rationellen Verfahrens einer bestimmten
rauhen Oberflache, die sie verwendeten, willkiirlich das Rauhigkeitsmall ¥ — 1 mm
zugeordnet haben. Diese war durch ein Drahtsieb von 1.6 mm Maschenweite
und 0.45 mm Drahtdurchmesser gebildet, das in einer bestimmten reproduzier-
baren Weise mit Paraffin ausgeschmiert war. Die Hohenunterschiede in der
Oberfliche waren im Mittel 0.23 mm.

3. Fur die geplante Anwendung muB aus der Formel fiir 7, zunachst noch
eine Formel fur die turbulente Reibungsgréfe im Innern der Flussigkeit
gewonnen werden, die an Stelle der Zahigkeit einzufihren ist, um der Misch-
bewegung Rechnung zu tragen, und die wir mit W. Schmidt ,Austauschgrofie®
nennen wollen. Wir setzten diese == @.é&, wobei dann & der ,kinematische
Austausch® wird, der genau analog der ,kinematischen Zahigkeit“ v ist, und
wie diese die Dimension L2 7! hat.

Die bisherigen Theorien der Meeresstromungen 3) und der Windbewegung iiber
der Erdoberflache 4) — beide beruhen auf denselben Formelansitzen — nehmen
immer & als konstant uber der ganzen Hohe der stromenden Schicht an und geben
infolge dieser Annahme besonders in der Nahe des Bodens keine Ubereinstimmung
mit der Wirklichkeit. Die Ablenkung des Bodenwindes gegen die Gradientrich-
tung ergibt sich bei Abwesenheit von Gleitung am Boden zu 45° Wir wollen
im Gegensatz dazu annehmen, daB jedenfalls in Bodennahe die Gleichungen (5)
und (6) gelten. In Analogie mit den bisherigen Ansatzen nehmen wir als Aus-
druck fur die Schubspannung der turbulenten Fliissigkeitsreibung im Innern
der Flussigkeit die Formel

du
T=2g9¢ Ay (7)
Mit (6) ergibt sich hieraus
e — 01_157% LN
da die Formel zunichst nur fir Bodenndhe gilt, setzen wir T = 7, und fuhren
dessen Wert nach Gleichung (5) ein. So wird
g = 0.0B7ak0314g083 . . ... ... ... (8)

In dem allgemeinen Teil der Rechnungen wollen wir statt Gleichung (6) und (8)
schreiben :

Uu=ay* . ... ... (6a)
und
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Wir begehen nun in vorlaufiger Ermangelung von etwas Besserem die Willkur,
die Formel (8) durch die ganze in Betracht kommende Schicht der Atmo-
sphire als gultig anzusehen und sorgen dadurch jedenfalls dafiir, daB in
unmittelbarer Bodennahe die Ubereinstimmung mit den Rohrreibungsgesetzen
hergestellt wird. Fur die groBeren Hohen durfen wir freilich unseren Formeln
keine allzu grofle Beweiskraft zumessen.

4. Die weitere Rechnung vollzieht sich nach geldufigen Ansdtzen der
Hydrodynamik. Wir wollen die Aufgabe fir einen rdumlich und zeitlich kon-
stanten Druckgradienten lésen. Wir legen die Z-Achse des Kocordinaten-
systems lotrecht (so dal z an Stelle von y der Wandabstand wird), ferner soll
die Y-Achse in Richtung des Druckgradienten gelegt werden. Die Geschwindig-
keitskomponenten % und v sind dann Funktionen von 2z allein, w ist — 0
(spater wird der Buchstabe w fur die resultierende Geschwindigkeit Vu? + v?
wieder eingefuhrt). Die Dichtigkeit der Luft setzen wir der Einfachheit halber
konstant.

Als Krafte, auf die Volumeneinheit bezogen, haben wir in Richtung der
X- bzw. Y-Achse:

1. Druckunterschiede: — @ bzw. — 92 )
oz 0y
a Tzz (7} tyz

2. Reibungskrifte: oe " oe

(Die Schubspannung in irgend einer wagerechten Schnittfliche hat die
Komponenten 7., und 7,,; betrachtet man eine Schicht von der Dicke d ¢,
so wirkt in Richtung der X-Achse unten nach links 7,,, oben nach rechts

c?, dz)

Tes + N

3. Corioliskrafte: 20'v, bzw. —2 @' u.
(Ausdruck der Erddrehung, mit &' — wsing, wo ® die Winkel-
geschwindigkeit der Erde und ¢ die geographische Breite ist.)

Die Beschleunigung ist iberall Null. In Analogie zu Gleichung (7) und
(8 a) setzen wir

Ty, — & ou _ cl—“au
s = S0 Gy T e

ov ov
ry,zsgﬁzgcz‘—“a—z—

und erhalten somit als Ausdruck des Kraftegleichgewichts, indem wir noch durch
© dividieren:

_l@ ! i 1—aau —_
gax+2‘"”+caz< az>“°'
....... O
10p

10 a2 (ame2t)
2 0¢
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Nehmen wir entsprechend unserer Voraussetzung g—z = 0 un —lg—z
konstant = G an, so vereinfachen sich die Gleichungen zu:
d
2m'v+c%(z““£> = 0, l
....... (10)

d dv
y ' L=\ — .
G 2cou+cdz(z dz) 0 l
Als Randbedingungen ergeben sich
a) fur # = 0 Verschwinden der Geschwindigkeit, also
1) u =20,
2) v =0,
b) fiir # = oo Verschwinden der Reibung, also
du
= =0,
3) dz
- dv
4) 7
Aus 3) und 4) ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen (10) sofort, daB fiir £ = oc,

v =20 und ¥ = 2(;:, ist. Es herrscht also dort der ,Gradientwind“.

Da diese Werte von « und v eine partikulare Losung des Systems (10)
darstellen, so brauchen wir bloB das System der homogenen linearen Differential-
gleichungen 2.Ordnung bzw. die daraus resultierende homogene lineare Differen-
tialgleichung 4.Ordnung zu losen. Setzen wir

20"\ _1_
= (e

fire=8=n,
so erhalten wir ein Fundamentalsysten von Losungen durch folgenden Reihen-
ansatz:

und

Uy = ao+ayn+a,nt+agnt+- -
Ug antanitasntt+an’+ -
ug = §“(bo + bym?® + byt + s + - - 1),
g =%y +bs B+ s md + by -+ 0).
Die Koeffizienten ay, a;, by, b, sind willkiirlich und sollen samtlich gleich 1 gesetzt
werden ; die iibrigen bestimmen sich aus den Rekursionsformeln:
n—o+n.9[2.(1 —a). 02+ (1 —t) (2 —Ha)(ng — 1)
+@—4e)(ng—1)(ng—2)+mg—1)(ng—2)(ng—3)]an = 0,
bne+(mgt+e)2(1—)a?+ (1 —a)(2—5a)(ng+a—1)
+U—40)(ng+oe—1mgt+a—2)+(ng+oe—1)(ng+oe—2)
(nqg+ o« —3)]by = 0.

4%
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Die Koeffizienten enthalten wegen der Einfiuhrung von § bzw. 7 weder «’
poch ¢. Die Reihen konvergieren im vorliegenden Fall fiir alle {. Aus den
Randbedingungen 1) und 2) folgt fur die Losung:

W= oo (1 + Aty + Buy)

G Uy Au, ‘
v —ml—a—l—1—2052—1—304”—{—71_*_13(2“2—}—3“_*_l)us] . (11)

G
= oy [ 0865 uy — 0.658 Au, + 1.52 Bus].

Die beiden restlichen Konstanten A und B erhalt man aus den Randbedingungen
3) und 4) auf folgendem Wege mit ausreichender Genauigkeit. Wir setzen fur
genugend grofe endliche { zur Erfullung der Randbedingungen 3) und 4).

u, + Aug + Bu, = 0,
— 0.865u; — 0.658 Au, + 1.52Bu; —= 0

und berechnen daraus A und B. Sobald man bei Vergrofierung von § keine
merklichen Abweichungen in den berechneten Werten von 4 und B bekommt, hat
man § groB genug gewshlt und 4 und B mit geniigender Genauigkeit bestimmt.

Man erhalt A — — 1.1; B = 0.16 und als Losung des Problems
= ‘)(j)’ [1 — (u, — 1.1 ug + 0.16 u,)],
e (12)
G

= :9.,—&77 — 0.865 u, + 0.724 Uy + 0.243 us].

Um die Art des Uberganges in den Gradientwind noch nsher zu studieren,
haben wir die asymptotische Losung fur { — oo aufgestellt. Sie lautet-

u = 2~C;—,[1 — e=85" (Ccos B &7 + D sin B £7)),

R T (13)
v =5 —85" [ C'sin B &2 — D cos B ¢2).
Dabei ist
p= 1% 0578,
2
Vo5
= — = 1.22,
ﬂ 4

C und D sind Konstanten, deren Bestimmung uns nicht weiter interessiert. In
der iblichen Darstellung des Windvektors als Funktion der Hohe erhilt man
also fur groBe 2z als GrundriBprojektion eine logarithmische Spirale mit 45°
Steigung um den Punkt, dessen Radiusvektor den Gradientwind darstellt, gerade
wie auch im Falle ¢ = ceunst.

Damit sind wir in der Lage, numerische Resultate uber die Windverteilung
nach dieser Theorie abzuleiten. Bezeichnet man mit w den Absolutwert der
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Geschwindigkeit und mit 9 den Ablenkungswinkel vom Gradienten, so erhalt
man nach (12) ganz allgemein folgende Tabelle:

Eoo . 0 0.01 01 0.3 05 1 1.5 2

20 e
; 0 0.533  0.758 0.890 0.932 0.989 1.008 1.017

20 1 - .

I 0 0.115  0.144 0.136 0.116 0078 0050 0.03+

Yoo .. 77.5° 7780  79.20 8130 82.99 85.50 87.20 8810

< !

"ZL" Ce 0 0.545 0772 0.899 0.941 0.993 1.009 1017

2 @'w

In der Figur ist einmal als Funktion von {, das andere Mal die GrundriB-

G
projektion des Windvektors gezeichnet worden. Die Windverteilung bleibt nach
dieser Theorie fir verschiedene physikalische Parameter sich selbst ahnlich; denn
{ geht aus #z durch eine Ahnlichkeits- ¢
transformation hervor. Ganz allgemein
kann man feststellen, daf die Geschwin-
digkeit unmittelbar am Boden sehr rasch |
anwachst, in gréBeren Hohen schwacher,

wobei in einem Gebiet der Wert des ,]

34

Gradientwindes um ein geringes iiber- | 2o
schritten wird, Der Winkel des Boden- H .
windes gegen den Gradienten ergibt sich 45 20
nach dieser Theorie zu 77.5°. y
Da unsere Annahme tber den Aus- $-as ,
tausch [Gleichung (8)] besonders in rt"i":
r

groBerer Entfernung vom Boden recht
willkiirlich war, so sind naturlich diese
Teile der Lésung, wo sich allerdings die
Geschwindigkeit wenig mehr dndert, sehr wenig beweiskraftig. Die Partien in
Bodennihe, bis etwa { — 0.5, diirften dagegen besser begriindet sein.

Um die Windverteilung in einem speziellen Falle zu erhalten, braucht man
nur die Transformation festzustellen, die { wieder in ¢ iiberfithrt. Es war

1

¢ = <2m'>1+a 2

¢
¢ = 0.057 a k0314,

a war bisher frei geblieben und bestimmt sich laut Definition aus
x

a—limﬁ—}//ﬂ 202+ 3 12}32_G_.<gﬂl>l+a.
——‘:oza“— +( o + “+ ) 2‘.0! ¢

Fig 1.
Windverteilung iiber dem Erdboden.

Es ergibt sich hiernach

. G 2(0' 0.136
@136 — 1-67W'<W) ’



— 54 —

Setzt man diesen Wert von a in ¢ ein, so erhdlt man

G 0.762k° 238
z — 0.126 <m> .§.

1 20 o3 .
1T oa , 0.238 = 1 +—§;- Nehmen wir die geographische

Breite des Beobachtungsortes gleich 50° an und den Gradientwind (jo’ nach-

Dabei ist 0.762 —

einander gleich 10 m,sec, 20 m/sec und 30 m/sec, so ergibt sich fiir verschiedene
Rauhigkeitslingen %:

I G G G
JE sl = 10 m/sec o = 20 m/sec s = 30 m/sec
k=01lm. ... ... \ 2= 440f{m Z2= 740f{m Z = 1000 {m
1 m. ... ... g = 1760f{m Z = 1280 {m 2 = 1740 f{m
10 m. ... ... 2 = 1320 {m 2 = 2220 {m 2z = 3010 {m
100 m. . . . . .. L 2 = 2270f{m 2 = 3830fm 2 = 52008{m

Durch diese Umrechnungsformeln ist die Windverteilung nach der ersten Tabelle
bestimmt.

Von Interesse ist ferner t,, d. i. die Reibungskraft am Erdboden. Diese
Reibungskraft ist z. B. bei der Trift des Polareises in Tatigkeit. Die Grofe der
Eispressungen in Abhéingigkeit vom Winde laBt sich hieraus ermitteln. Setat
man in die Formel (5) fir 7, den Wert von a ein, so erhalt man

G \? (k.4 02028
10 = 0.022 9(%7) (_G'— y

wobei 0.238 — 1T2— ist.
Nimmt man die geographische Breite wiederum gleich 50° an und drickt die
Reibungskraft im technischen Mafsystem aus, so erhilt man

G \176
T, = 0.000 328 (EH) k0238 kg/m3,

Fiir verschiedene Werte des Gradientwindes -

und der Rauhigkeitslinge %

2@’
erhdlt man folgende Tabelle der z,:
G G

5o’ = 10 m/sec 2o — 20 m/sec T — 30 m/sec
k=01m. ... .. T, = 0011 kg/m? 7, = 0.037 kg/m? Ty = 0.075 kg/m?
1 m. .. ... Ty = 0.019 kg/m? 19 = 0.064 kg/m? 7, = 0.130 kg/m?
10 m. .. ... Tp = 0.033 kg/m? 7o = 0.111 kg/m? 7o = 0.225 kg/m?
100 m. . . . . . Ty = 0 057 kg/m? 7o = 0.192 kg/m? To = 0.390 kg/m?

Es ist natiirlich noch unsicher, welche Gelandearten durch obige Rauhigkeits-
lingen dargestellt werden. Hier kann nur der Vergleich mit der Wirklichkeit
die Entscheidung bringen. Mit Vorbehalt kénnte man aber sagen, dal ¥ — 1m
etwa Feldern und Wiesen, ¥ = 10 m gleichmaBigem Wald und ¥ = 100 m einer
GroBstadt entspreche.

Gottingen, Aerodynam. Versuchsanstalt.
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Die Verwertung von Sonnenstrahlungsmessungen
in Luftfahrzeugen.

Von F. Linke.

I. Vor wenigen Tagen gingen mir die Ergebnisse der ersten systematischen
Luftexpedition zur Messung der Sonnenstrahlung zu, die am 18. Marz 1921
unter Leitung von R.Suring von Bitterfeld aus vorgenommen ist, und uber die
W. Marten im Bericht uber die Tatigkeit des Preuflischen Meteorolo-
gischen Instituts fir die Jahre 1920 bis 1923 berichtet. Marten be-
schrankt sich auf eine dankenswert ausfihrliche Veroffentlichung der beobachteten
Werte und meint: ,Genaue Vergleiche lassen sich erst durch langwierige Reduk-
tionen unter Verwendung der Bouguer’schen Formeln anstellen. Hierbei sind
zwei Variablen, Anderung der Meereshohe und des Sonnenortes, zu berucksich-
tigen, wodurch eine Bearbeitung sehr kompliziert wird.“

In fruheren Veroffentlichungen *) habe ich nun gezeigt, dal es zweckmaBig
ist, die Bouguer’sche Formel dadurch zu verdandern, dall man den Transmissions-
koeffizienten ¢ konstant halt, und zwar als Transmissionskoeffizienten einer idealen
trocknen und reinen Atmosphare, und eine neue Variable einfiihrt, den ,Trubungs-
faktor® 7, der in weitgehender Annaherung vom Sonnenstande unabhangig ist.
Allerdings muB man fiir jede durchstrahlte Luftmasse m die von mir am angefihrten
Ort berechneten Transmissionskoeffizienten ¢, benutzen. T ist definiert als die
Zahl der reinen, trockenen Atmosphiren, die zusammen die gleiche Extinktion
bewirken wirden wie die feuchte, dunstige Atmosphdre bei der Beobachtung.
Die neue Formel lautete:

Jm, = Jo q:;m ............... (1)

*) Beitr. z. Phys. d. freien Atm 10, 91; Meteorol. Zeitschr. 39, 161, 1922.



