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Diagramme zur Bestimmung der Terrainwirkung fiir Pendel
und Drehwage und zur Bestimmung der Wirkung ,zwei-
dimensionaler Massenanordnungen.

Von Karl Jung. — (Mit fiinf Abbildungen.)

In Anlehnung an eine Anregung von Numerov werden Diagramme beschrieben, die unter
Benutzung einer Karte mit Linien gleichen Erhebungswinkels die Bestimmung der Geldnde-
wirkung auf Pendel und Drehwage durch Auszihlen des in Felder geteilten Geldnde-
grundrisses gestatten, und es werden Diagramme angegeben, die eine einfache Herstellung
der Karten mit Linien gleichen Erhebungswinkels ermdglichen. Die Verwendung eines
der erstgenannten Diaéramme und eines dhnlichen zur Bestimmung der Wirkung in der
Tiefe liegender zweidimensionaler Masseneinbettungen wird beschrieben. Alle Diagramme
werden gezeichnet, und es werden fiir alle Fille eingehende Benutzungsvorschriften gegeben.

A. Terrainwirkung.

1. In Band I dieser Zeitschrift schligt Numerov?!) ein Verfahren zur
Bestimmung der Terrainwirkung fiir Pendel und Drehwage vor. Man teilt
das ganze Gelinde derart in Felder ein, daB die iiber jedem Feld zu beriick-
sichtigende Masse eine ihrer Dichte proportionale Wirkung, d.h. bei konstanter
Dichte dieselbe Wirkung auf das Instrument ausiibt. Durch Abzihlen der
Felder erhdlt man die Wirkung der gesamten Umgebung. Die Grofe und
Gestalt der Felder hingt ab von dem Azimut, der Entfernung von der Station
und der Hiohe des Gelindes. Fir die Schwereintensitit, die Kriimmungsgrofe
und den Gradienten ist je eine besondere Einteilung des Gelindes notig. Leider
sind, wohl infolge sprachlicher Schwierigkeiten, nicht alle Teile der Arbeit
Numerovs voll verstiandlich.

Ein dem von Numerov vorgeschlagenen @hnliches Verfahren soll im folgen-
den ausgefiihrt werden, und Diagramme sollen angefertigt werden, die die Ein-
teilung des Gelindes angeben. Die Griofle und Gestalt der Felder soll aber
nur von dem Azimut und der Entfernung abhingen, wihrend der Erhebungs-
winkel dadurch beriicksichtigt wird, daB man je nach dessen Betrag den Feldern
ein verschiedenes Gewicht zuerteilt.

2. Es sei p die Gravitationskonstante, ¢ die Dichte der die Station um-
gebenden Gesteins- und Erdmassen. In der durch den Bezugspunkt des In-
struments gehenden Niveaufliche, die man mit hinreichender Genauigkeit eben
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annehmen kann, werden um den Bezugspunkt Polarkoordinaten (g, ¢) eingefiihrt.
Dann ist die Terrainwirkung auf das Gravitationspotential:
< 27 h
dodgd
U:MJ’ J ododgdg
Vol +¢
o=0¢g=0l=0

wobei & die Hohe des Terrains iiber dem Niveau des Bezugspunktes bedeutet.

Berechnet man hieraus die entsprechenden Formeln fiir die Schwereinten-
sitat, die KriimmungsgréBe und den Gradienten, integriert sodann iiber ¢ von

O bis % und fiilhrt den Erhebungswinkel*) ¢ — arci:gﬁ ein, so erhilt man
Y

folgendes Ergebnis:
Die Terrainwirkung auf die Schwereintensitdt betragt:

oo 27

ovU

5; =——y6-§ j‘P(s)deq), ...... o (D
0=0 =0

P () = 1 —cose.

Die Wirkung auf die Kriimmungsgrife folgt aus den Formeln:

o 27
RU U ( cos 2
o —aw yg.j' J K Q——‘Bdgdq), ...... 2a)
e=0p=0
FU 1 [ (. sin2g
e =3 ydj j Ke©) 5 %00dg, . . . . . (2b)
Q=0(’7=0 9
K (¢) =— 3sing —sinde.
Fiir den Gradienten ergibt sich:
oo 27
0*U " cos
dx—dz:—yﬁ. jG(e) otpdgdq), N G 1))
.Q=0(/>=0
02U o 27 ” q)
9902 = —y6- G (¢) dodep, . . .. .. (3b)
0=0¢=0
3

G (8) = 1 —cos®e.

*) Wie sich spiter zeigt, macht die Einfiilhrung des Erhebungswinkels die besondere
Anfertigung von Karten mit Linien gleichen Erhebungswinkels notwendig. Dieser Nach-
teil wird dadurch ausgeglichen, daB das im folgenden zu entwickelnde Verfahren sowohl
fir die Stationsndhe als auch fiir fernere Geldndeteile in gleicher Weise anwendbar ist.
Auch ist man im Gegensatz zu anderen Verfahren [z. B. Eotvos3), Schweydar?),
Nikiforov?®)] an keine bestimmte Ausfihrung des Nivellements gebunden. Ahnlichen
Vorteil und Nachteil hat die von Nikiforov?®) angegebene graphische Methode von Belov.
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Hierbei zeigt die Z-Achse senkrecht nach unten, der Winkel ¢ ist von der
positiven X-Achse an im Drehsinn + X — 4 Y positiv zu zéhlen (Fig.1).
Beziiglich des Vorzeichens ist folgendes zu bemerken. Wenn sich das Geldnde
iiber das Niveau des Bezugspunktes erhebt, ist 6
positiv, & positiv, und es ist von O bis & zu inte-

grieren. Senkt sich das Gelinde unter dieses 0
Niveau, so ist, da unterhalb der Niveaufliche Ty X
Masse fehlt, ¢ negativ zu nehmen, ferner ist “ ¢

(wegen h < 0) & negativ, und es ist von ¢ bis .
0 zu integrieren. Dasselbe erhdlt man, wenn
man ¢ stets positiv 148t und stets von O bis ¢
integriert, wobel & positiv oder negativ ist, je
nachdem das Geldnde sich iiber das Niveau des Fig. 1.
Bezugspunkts erhebt oder sich unter dasselbe senkt.

Bei der Einteilung des Gelindes in Felder wihlt man diese so klein, da8
fiir jedes Feld der Winkel ¢ konstant angenommen werden kann. Dann gilt
fiir jedes dieser Felder*):

ouU
57 = —y6-Pe) - H.dg(lq), ........... (1)
U 0*U . 0s 2
W—W:yﬁ.];(g).jjc—g—?dgdqy, ........ (2a)
U 1 ( sin
d,(id,y:Tz_yg.lf(g).ysil—n—zgdg(l(p, ...... (2b)
EU ’
%:_yg.G(E).‘A[LOZq)deq), ....... (3 a)
;U , [ ( sin @
ayo’é"—*”‘(’“)“ Faedp (3b)

3. Im folgenden ist stets zwischen dem ,Gewicht und dem ,Zihlwert“ der
Felder zu unterscheiden. Das Gewicht gibt den Wert der Funktionen P (g),
K (¢) und G (¢) an, ist also nur von dem Erhebungswinkel & abhingig; der
Zahlwert dagegen bezeichnet den von Azimut und Entfernung abhingigen
Teil der Wirkung der iiber dem Felde befindlichen bzw. unter dem Felde
fehlenden Massen, so dafl die (Gleichung gilt:

Wirkung = Zdhlwert X Gewicht.

*) Hier mull bemerkt werden, daf in den entsprechenden Formeln von Numerov
(a. a. 0. S.368) wohl ein Versehen vorgckommen ist. Die eckigen Klammern sind nur
in der ersten Potenz zu bringen. Ferner miissen die Formeln, wenn sie die Werte der
bestimmten Integrale darstellen sollen, durch die untere Grenze erginzt werden.
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Diagramm C.
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4. Die rechte Seite der Formeln (1) bis (3) hat die Form

k1) [[m@n(p)dodg,
wobei %k entweder y6 oder 1/2y6 bedeutet, 1(g) die Funktionen P (g), K (¢) und
G (&) vertritt und fir m () und # (gp) die unter den Integrationszeichen befind-
lichen Funktionen zu setzen sind. 1(g) gibt das Gewicht an, das beim Aus-
zihlen jedem Felde zuzuerteilen ist.
Zur Bestimmung von I(g) dient Diagramm E, in welchem in iibersicht-
licher Weise die Funktionen P(g), K (¢) und G (g) abhingig von & oder

6

K

P

13 G=1-cos%

K=35in e-5in’c
% P=1-cos¢
0 % € P KG
Diagramm E.

h " . . . .
— — tg(¢) fiir positive Werte von ¢ dargestellt sind. Wenn man die durch
0

Nivellieren erhaltenen Profile, die den Stationspunkt enthalten, hinzeichnet und
das auf durchsichtigem Papier hergestellte Diagramm so dariiber deckt, dafi die
untere linke Ecke (0) des Diagramms auf den Bezugspunkt des Instruments
zu liegen kommt, kann man zu jedem Punkte des Profils die Werte von P (g),
K (&) und & (&) unmittelbar ablesen. Fiir die sehr hiufigen kleinen Erhebungs-
winkel ist ein besonderes Diagramm (F) hergestellt, bei dem die Profile in
10 facher Uberhéhung zu zeichnen sind.
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5. Die Einteilung des Geldndes in die auszuzihlenden Felder a8t sich so
vornehmen, daf jedes Feld von zwei Radien und zwei konzentrischen Kreis-
bogen begrenzt wird. Dann muf fiir jedes Feld gelten:

Qut1 Pvi1
[ [m@n(@)dedp = const =a® (v =0,1,2..)
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Diagramm F.

Durch Integrieren ergibt sich hieraus eine Gleichung von der Form:
(B (0u 4 2) — M (@)} [N (@ 1) — N ()} = o,
die sich in die Gleichungen
M(9u+1) — M(9,) = a, = const,
N{gy+1) — N(p,) = ay = const, a,a, = a*



— 208 —

zerlegen 1d6t. Diese Gleichungen bestimmen Gestalt, Grofe und Zihlwert der
Felder. Das Vorzeichen von a? ist je nach der Lage des Feldes positiv oder
negativ.

Die Einteilung des Gelindes in Felder muf auf dreierlei Weise vor-
genommen werden. Das Ergebnis ist in den Diagrammen A, C und D wieder-
gegeben, die den Integralen in den Gleichungen (1), (2a) und (3a) entsprechen.
Weitere Diagramme zu zeichnen ist unnétig, da die den (leichungen (2b) und
(3b) entsprechenden Diagramme aus den Diagrammen C und D durch Drehung
um 45 bzw. 90° hervorgehen. Eine Ubersicht iiber die zu zeichnenden Dia-
gramme gibt Tabelle 1.

Tabelle 1.
Diagramm. . . . . . . . | A c D
Verwendung . . . . . . ‘ Intensitit Krilmmungsgrége Gradient
' 1 1
m() . . . .. .. .. 1 . A
n(@). . . .. .. ... l 1 cos2 ¢ cos g
| 9‘ +1 (’p +1
M(9#+1)_M(\ou) coe e 9‘u+1~9u In e In——
! { % g#
1 . . . .
Nig,,)—N(p) - - - 91— 9 §{8m27’v+1_51’12%} sing, , | —sing,
@re - e e e e 1 4 0.1 0.1
| T
Qg o I % 0.05 0.05
a. .. ; 0.1 0.005 0.005
O s “ % » O1-H 01
| 7 1 . . -
Pyro e e e i 0 ? 5 aresin (0.1.2) arc sin (0.03. %)

Aus der fiinften Zeile ist zu ersehen, da es bei den Diagrammen C und D,
d. h. bei KriimmungsgroBe und Gradient, nur auf das Verhaltnis der Radien
benachbarter Kreise ankommt. Dieses ist wegen M (g, +,) — M (9.) = a, auf
dem ganzen Diagramm konstant. Deshalb ist der MaBstab der Zeichnung
gleichgiiltig entsprechend der Tatsache, daf geometrisch #hnliche, in bezug auf
den Bezugspunkt des Instruments dhnlich liegende Massen von gleicher Dichte
auf die Drehwage die gleiche Wirkung ausiiben.

Anders verhalt es sich mit dem Diagramm A, das den EinfluB des Gelindes
auf die Schwereintensitit bestimmen soll. Im Diagramm haben benachbarte

4 .
Radien den Abstand ¢ — ;cm, in der Natur aber den Abstand i-Ecm, wo-
- X

bei 1:E den Mafistab des Diagramms bedeutet. Da es auf die Radien selbst
und picht nur auf deren Verhiltnisse ankommt, muB der MaBstab beriicksichtigt
werden, und zwar sind die unter Nichtbeachtung des Mafistabs erhaltenen Be-



triage mit E zu multiplizieren.
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Auf das Pendel wirken #hnliche und #hnlich
liegende Massen von gleicher Dichte proportional ihrer linearen Ausdehnung.
Die Wirkung jedes Feldes betrigt demnach bei Diagramm A: k.a?. E. P (¢),

bei Diagramm C: k.a®.K(¢) und bei Diagramm D: k.a®. G (¢). Die Zahlen-
werte gibt Tabelle 2..
' Tabelle 2.
Diagramm. . ” A c ‘ D
R »U_vU | BU | ¥U U
erwendung . S, R 2oy 3202 39z
..... 6.67.1078.¢ 6.67.10°8.¢ 3.33.1078.¢ .6.67.1078. ¢
a? baw. a®. E —01.E + 0.005 + 0.005 + 0.005
Zihlwert . .|| —6.67.10%.0.E |4+ 0.333.10%.0[4-0.167.10"%.6| 4+ 0.333.10"%.¢
Gewicht P(e) . N K (¢) . K (¢) , G (¢) .
. —6.67. 10" -+ 0.333.10-9 | + 0.167.10-% | | + 0.333. 10~
Wirkung - - { .0.E.P(e) { 0. K (¢) 0. K (¢) { L0.G(e)

6. Die Verwendung der Diagramme geschieht folgendermafien.

Zuerst

wird mit Hilfe der Diagramme E und F eine Karte des Gelindes mit Linien

gleichen Erhebungswinkels ge-
zeichnet. Das kann auf rein
graphischem Wege geschehen.
In die Flichen zwischen diesen
Linien schreibt man zweck-
mibig die Mittelwerte von P (g),
K(e) und G (g), so da man
unmittelbar die Gewichte ab-
lesen kann.

Zum Abzihlen zeichnet
man die Diagramme A, C und
D auf durchsichtiges Papier.
Dann ist von jedem dieser Dia-
gramme hochstens ein Quadrant
notig, da gegeniiberliegende
Quadranten kongruent, benach-
barte entweder kongruent (Dia-
gramm A und C) oder spiegel-
symmetrisch (Diagramm D)sind.
Die Diagramme sind so auf die
Karte zu denken, dal der
Punkt O der Diagramme auf den
Stationspunkt zu liegen kommt.

X X
\\\ T oM M
N L \ /
NG - +
RN L= L
— y -y ) Y
AN + -
2 N =
// M AN / \
s , N
d 2 2 N M 2 M
u_ 9%
-7 " an Diagramm C b. a9y
X X
- 8 + A -
=1 (- +) (-
—A A—>yY —F—— B8—>v
+ + + -
+ g H ST
%y , o°u
C o 9 Diagramm D d (2y_0;

Fig. 2a bis d.

Bei Diagramm A sind alle Azimute gleichwertig, es ist also keine weitere

Bemerkung dariiber zu machen, wie das Diagramm zu legen ist.

zeichen ist stets negativ zu nehmen.

Zeitschrift fiir Geophysik. 3. Jahrg.
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Die Vorschriften iiber die Lage der Diagramme C und D, sowie die An-
gaben iiber das Vorzeichen sind in den Fig.2a bis d zusammengefat. Das
eingeklammerte Vorzeichen ist zu nehmen, wenn sich das Geliande unter das
Niveau des Bezugspunktes senkt, im anderen Falle gelten die nicht einge-
klammerten Vorzeichen. Gleiche Buchstaben in den Diagrammen und den
Figuren entsprechen sich.

B. Die Wirkung zweidimensionaler Masseneinbettungen.

1. Bei der Terrainwirkung lag ein dreidimensionales Problem vor. Zwei
Dimensionen wurden durch die Diagramme A, C und D erfalit, wihrend die
dritte Dimension durch Einfithrung des Erhebungswinkels ¢ (Diagramm E und
F) beriicksichtigt wurde.

Unter ,zweidimensionalen Massenanordnungen sind solche Einbettungen
zu verstehen, die sich lings einer der horizontalen Koordinaten, z. B. in der
Y-Richtung, nach beiden Seiten ins Unendliche erstrecken. Die Wirkung

0 solcher Massen héngt nur von ihrem Querschnitt (also
]y X einem zweidimensionalen Gebilde) ab und muf} sich
0 in zwei Dimensionen beschreiben lassen. Jeder
Punkt der X Z-Ebene vertritt eine Massengerade, die
durch den Punkt hindurch geht und in der Y-Rich-
tung nach beiden Seiten unendlich lang ist.
Dadurch, daf} die dritte Dimension in den Be-
Fig. 3. trachtungen keine Rolle spielt, ergeben sich ‘Verein-
fachungen. Zuniichst werden alle Differentialquo-
tienten des Gravitationspotentials, in denen nach y differenziert wird, gleich Null;
2
die Kriimmungsgrofe und der Gradient sind demnach gegeben durch %7? und
0*U . . - . . .
910+ Teilt man die X Z-Ebene in Felder ein, so entspricht nun dem
Winkel & der rechte Winkel zwischen der Y -Richtung und der X Z-Ebene.
Das Gewicht ist iiberall dasselbe; man hat nur den Zihlwert der Felder zu
bestimmen und iiber dem Querschnitt der Einbettung abzuzihlen.

2. Den Ursprung des Koordinatensystems legt man in den Bezugspunkt
des Instruments, die X - Achse verliuft in der Niveaufliche senkrecht zu der
Lingsrichtung der Einbettung, die Z-Achse zeigt rechtwinklig zur X -Achse
nach unten. Man fithrt Polarkoordinaten (g, @) ein, wobei der Winkel ¢
von der positiven X-Achse an positiv im Drehsinn + X — + Z zu zihlen ist
(Fig. 3).

Dann ist das (logarithmische) Potential der Einbettung:

1
U —= 2y6‘[(ln?-gd@d¢,
I
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wobei itber den Querschnitt F' zu integrieren ist. Hieraus erhilt man die
Wirkung auf die Schwereintensitit:

a;:?yﬁv‘jsinq)dgd(p, .......... 1)
F

die auf die Kriimmungsgrofe:

und die auf den Gradienten:

- 0*U sin 2 g
m——27/6““‘. 9 d@dq) ......... (3)
F

3. Ein Vergleich mit den Gleichungen (2a) und (2b) auf S.203 zeigt,
daB zur Bestimmung des Einflusses auf Kriimmungsgréfe und Gradient das
Diagramm C benutzt werden kann. Die Wirkung jedes Feldes (— Zihlwert)
zeigt Tabelle 3.

Tabelle 3.

Diagramm . . . . . . . .. H C
R R2U
I

Verwendung . . . . . . . . T v R o g
@ oL | + 0.005
T, | 133.107.0
Wirkung (= Zéhlwert) . . . || £0.667.107".¢0

Fir die Lage der Diagramme auf dem Querschnitt und das Vorzeichen

bestehen folgende Vorschriften (Fig.4a, b): °
\\ | // M M |
AN AN / 8
N ’
N —-|=,7 - -
% S
—M P h
72 i Feand i
il N + +
7N / \ 8
7
7/ AN M M
4 z, z
a SX_ZU Diagramm C b 376% Fig.5.

Fig. 4a, b.
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Fir %g ist ein neues Diagramm (B) zu zeichnen *).
m(@): L, M(9#+1)—M(9y):9y+1_9,¢u
n(p) = sing, N(pyt1) —N(py) = — (COSP,1; — COSQP,);

a, =1, a, = 0.05, a® = 0.05;
0u = @, @, = arccos(l — 0.05.v);
k= 133.10"".¢.

Hier ist wie bel Diagramm A mit E zu multiplizieren. Somit ist die Wirkung
von jedem der Felder:

k.a>.6.E = +6.67.10—?.6.E.

Wie das Diagramm auf den Querschnitt zu legen, und welches Vorzeichen zu
nehmen ist, zeigt Fig. 5. )

4. Die Diagramme A bis F konnen ein fiir allemal hergestellt werden.
In der Praxis wird je nach der Gelindeform entweder ein graphisches oder ein
rechnerisches Verfahren vorzuziehen sein. Uber die praktische Verwendbarkeit
des hier ausgefithrten Verfahrens im Vergleich mit anderen Verfahren und den
fiir ihre Benutzung notwendigen Zeitaufwand soll spéter berichtet werden.
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