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Die Bestimmung
von Lage und Ausdehnung einfacher Massenformen unter Ver:
wendung von Gradient und Kriimmungsgrofie *).

Von Karl Jung. — (Mit achtzehn Abbildungen.)

Nikiforov, Meisser und andere versffentlichten Methoden zur Bestimmung von Lage
und Gestalt unterirdisgher Masseneinbettungen aus dem mit der Eotvdsschen Drehwage
gemessenen Verlauf des Gradienten. Dariiber hinausgehend werden in der vorliegenden
Arbeit graphische und rechnerische Verfahren abgeleitet, die auBler dem Gradienten auch
die Kriimmungsgrofie benutzen, um einfache Formen ,zweidimensionaler® Einbettungen zu
bestimmen, d. h. solcher Einbettungen, die die Gestalt eines sehr langen, horizontal ge-
lagerten Zylinders oder Prismas mit beliebigem Querschnitt haben. Es werden Probleme mit
zwei oder drei Unbekannten behandelt. In den einfacheren Fillen (Kreisquerschnitt, senk-
rechte Stufe, senkrecht aufsteigender Spalt) ist die Verwendung von Kriimmungsgriofe oder
Gradient allein ausreichend, dagegen erfordert eine einfache Bestimmung der Einbettungen
mit drei Unbekannten (rechteckiger Querschnitt, schiefe Stufe, schief aufsteigender Spalt)
die gemeinsame Verwendung von Kriimmungsgrofe und Gradient. In den erstgenannten
Fillen werden gebrauchsfertige Formeln gebracht. In den anderen Fillen jedoch erweisen
sich ganz oder teilweise graphische Methoden als besonders vorteilhaft, die in fiir die
Praxis gebrauchsfertigen Diagrammen wiedergegeben sind. Bei der praktischen Anwendung
mufl der Dichteunterschied der Einbettung gegen ihre Umgebung bekannt sein. Ferner
wird eine ungefihre Anschauung von der Gestalt der Einbettung vorausgesetzt. Anhalts-
punkte hierfiir geben schon der allgemeine Verlauf der Kriimmungsgré8e und des Gradienten.
In manchen Fillen ergeben sich Kriterien, die die Entscheidung gestatten, ob die vorldufig
angenommene Gestalt der Einbettung tatsidchlich vorhanden und die genauere Bestimmung
nach einer der angefiihrten Methoden moglich ist. In beschrinktem MaBe ist eine Anwen-
dung der Methoden auch auf dreidimensionale Einbettungen gestattet, deren Gestalt durch
die Rotation des Querschnitts der entsprechenden ,zweidimensionalen“ Einbettung entsteht.

I. Die Aufgabe.

1. Der Gehingeschwerpunkt O der Drehwage sei der Anfangspunkt eines
Koordinatensystems. Die Z-Achse zeigt in Richtung der Schwerkraft, also
senkrecht zur Niveaufliche, wihrend die X-Achse und die Y-Achse Tangenten

*) Diese Arbeit bildet den dritten und letzten Teil der in der Fufinote auf S.137
erwihnten Dissertation. Sie ist im Geoditischen Institut zu Potsdam auf Anregung von
Herrn Prof. Angenheister entstanden und von der Math.-Nat. Fakultit der Universitit
Gottingen angenommen. Die beiden ersten Teile der Dissertation befinden sich auf S. 137
und S. 201 dieser Zeitschrift.
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an die Niveaufliche sind. Das Schwerepotential in O sei U. Dann werden
mit der Drehwage bekanntlich die folgenden Grifen gemessen:

@_@:U ﬂ ............ (a)
dy* 0’ 0z0y’
U FU (b)
0z0z’ 0yoz

Die unter (a) angegebenen Griofen geben Auskunft iiber die Kriimmungen der
Niveaufliche und werden deshalb unter dem Namen ,Kriimmungsgrofe* zu-
sammengefalt; die unter (b) angefiihrten Grofien bilden den ,Gradienten“ und
geben die Veranderlichkeit der vertikalen Schwerekomponente beim Fort-
schreiten in horizontaler Richtung an. Niheres hieriiber befindet sich in allen
eingehenderen Abhandlungen iiber die Drehwage — z. B. bei Eotvios?!)?),
Nikiforov?®)*)®) und anderen — und soll hier nicht weiter besprochen werden.

Das Schwerepotential U setzt sich zusammen aus dem Schwerepotential U,
der homogen geschichteten, rotierenden Erde, der Terrainw‘quung Ur und dem
Potential Ug etwaiger Masseneinbettungen, die die Homogenitit der Erdkruste

stéren. U=U,+ Up+ Us

Die zweiten Differentialquotienten von U, sind bekannt und konnen von jeder
Drehwagenmessung subtrahiert werden. Die Terrainkorrektion beseitigt den
Einflu8 der Unebenheiten des Gelindes, so daf der Rest nur von den unter-
irdischen Einbettungen abhingt.

Ist die Masseneinbettung bekannt, so liegt im Prinzip keine Schwierigkeit
vor, KriimmungsgréBe und Gradient in allen Punkten der Oberfliche auf graphi-
schem oder rechnerischem Wege zu ermitteln. In der Praxis jedoch liegt das
inverse Problem vor: aus dem bekannten Verlauf von Kriimmungsgrofe und
Gradient soll Form und Dichte der Einbettung bestimmt werden.

Mathematisch ist dies Problem nicht eindeutig. Kann man jedoch von
vornherein einige Aussagen iiber die Masseneinbettung machen, so ist es viel-
fach moglich, weitere Einzelheiten eindeutig zu erhalten. So kennt man in
vielen Fillen den Dichteunterschied der Einbettung gegen ihre Umgebung, und
oft hat man eine rohe Vorstellung von ihrer Gestalt, z. B. ob eine senkrechte
oder schiefe Stufe, ein senkrecht aufsteigender Spalt oder sonst eine geometrisch
leicht zu beschreibende Einbettungsform vorliegt. Im folgenden soll ge-
zeigt werden, wie bei Kenntnis des Dichteunterschieds und einer
ungefihren Anschauung von der Gestalt der Einbettung weitere
Einzelheiten aus dem Verlauf der Krimmungsgréfe und des
Gradienten gefunden werden kionnen.

2. Man kann bei der Losung der soeben formulierten Aufgabe indirekt
vorgehen, indem man hinreichend viele, den natiirlichen Verhiltnissen einiger-
mafen angepafite Massenanordnungen auswihlt, fir diese den Verlauf von
Krimmungsgrofe und Gradient bestimmt, diesen Verlauf aufzeichnet und



— 289 —

schlieBlich die durch Messung in der Natur erhaltenen Resultate damit ver-
gleicht. Versuche, auf diese Art die unter der Erdoberfliche vorhandenen
Massen zu bestimmen, sind vielfach unternommen worden, von denen die ver-
offentlichten in der Literaturiibersicht von Ambronn®) zu finden sind *).
Seltener ist man direkt vorgegangen und hat aus den Eigentiimlichkeiten
des Verlaufs von Kriimmungsgréfe und Gradient — Lage und Betrag der
Extreme, Lage der Nullstellen usw. — die Einzelheiten der Massenanordnung
zu bestimmen versucht. So gibt Meisser”) eine Methode zur Bestimmung der
Tiefe des Mittelpunkts einer kugelférmigen Einbettung, und Nikiforov?)
bringt Verfahren, die die Lage und Ausdehnung ,zweidimensionaler Massen-
anordnungen zu bestimmen gestatten, d. h. solcher Einbettungen, die sich lings
einer der horizontalen Koordinaten nach beiden Seiten ins Unendliche erstrecken.
Meisser und Nikiforov verwenden nur den Gradienten und lassen die
Kriimmungsgrofe unberiicksichtigt **). Bei den im folgenden auszufiihren-
den Methoden sollen Krimmungsgréfe und Gradient gemeinsam
herangezogen werden. Hierdurch wird es moglich, teils iiber die Ergeb-
nisse Nikiforovs hinauszugehen, teils die Methoden zu vereinfachen.
DieVerwendung der Kriimmungsgrife bedingt genauere Terrainkorrektionen,
wie oftmals erwéihnt und von Berroth?®) zahlenmifig ausgefithrt wurde. Diese
Tatsache mag von der Berticksichtigung der Kriimmungsgrofe abschrecken und
ist vielleicht eher ein stichhaltiger Grund als ihre Eigenschaft, nicht so an-
schaulich vorstellbar zu sein wie der Gradient. Letztere Schwierigkeit ist
nur eine scheinbare, da man sich auf den Standpunkt stellen kann, daB
Kriimmungsgrofe und Gradient zwei durch die Messungen gegebene GriBen
sind, deren Verlauf je nach der Art der Einbettung charakteristische Merkmale
zeigt und -deren mathematisch-geoditische Bedeutung fiir die praktische Ver-
wendung zunéchst unberiicksichtigt bleiben kann. Um dies auch “uflerlich aus-
zudriicken, soll bei den im folgenden zu entwickelnden Methoden die Kriimmungs-
grofe mit ,K* und der Gradient mit ,G“ bezeichnet werden, so daf die zweiten
Differentialquotienten von U als Bezeichnungen nicht mehr vorkommen.

II. Annahmen und Vereinfachungen.

1. Wie bereits angedeutet, konnen die Ergebnisse von Drehwagenmessungen
stets von dem Anteil, den das homogene rotierende Erdellipsoid und die Ge-
lindeunebenheiten hervorrufen, befreit werden. Wenn dies mit hinreichender
Genauigkeit geschehen ist, enthilt das Resultat nur den Einfluf der unter der
Erdoberfliche befindlichen Einbettungen. Es geniigt also, diese allein zu be-
trachten. Hierzu ist es ausreichend, wenn man die Erdoberfliche eben annimmt.

*) Anmerkung bei der Korrektur: Sehr schone Beispiele der indirekten Methode
finden sich in der kiirzlich erschienenen Arbeit von M. Matuyama9). Leider ist die
Anzahl der mit der Drehwage vermessenen Stationen zu gering, um die Genauigkeit der
Methode voll auszunutzen.

#¥) Anmerkung bei der Korrektur: Eine neue Versffentlichung von J. Koenigs-
berger1%) behandelt die senkrechte Stufe unter alleiniger Verwendung des Gradienten.
17*
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2. Die zu entwickelnden Methoden beziehen sich auf Einbettungen von
bestimmter geometrischer Gestalt. Die Ausarbeitung der Methoden geschieht
ohne Riicksicht darauf, daf die in der Natur vorkommenden Einbettungen in
den seltensten Fillen genau diese Formen aufweisen. Dies beeintrichtigt die
Anwendungsmiglichkeit, und die Entscheidung, ob eines der folgenden Ver-
fahren anwendbar ist, mufl dem Praktiker iiberlassen bleiben.

3. Um mbiglichst einfache Verhiltnisse zu haben, werden nur homogene
Einbettungen in Betracht gezogen. Es liegt also nur ein Dichteunterschied vor.

4. Der Dichteunterschied der Einbettung gegen ihre Umgebung und ihre
ungefihre geometrische Gestalt werden als bekannt vorausgesetzt. Die An-
nahme der ungefihren Gestalt ist nicht ganz willkiirlich; wichtige Anhalts-
punkte gibt der allgemeine Verlauf von KriimmungsgroBe und Gradient (s. w.).

5. Es werden nur ,zweidimensionale“ Massenanordnungen betrachtet, das
sind solche Einbettungen, die sich lings einer der horizontalen Koordinaten,
z. B. der Y-Koordinate, ins Unendliche erstrecken, d. h. die Form eines unend-
lich langen, horizontal gelagerten Zylinders haben. Wie bereits mehrfach aus-
gefithrt (S.139 und 210 in dieser Zeitschrift), hingt die Wirkung solcher
Massenanordnungen nur von deren Querschnitt, einem zweidimensionalen Gebilde,
ab und ist von der Y-Koordinate unabhingig.

Hierdurch ergeben sich Vereinfachungen. Samtliche Differentialquotienten,
in denen y vorkommt, sind gleich Null, Kriimmungsgréfie und Gradient werden
durch je eine GroBe dargestellt. Bedeutet p die Gravitationskonstante
(= ?—2—9 +10—9), ¢ den Dichteunterschied der Einbettung gegen ihre Umgebung,
so gilt an der Erdoberfliche (¢# = 0):

1
U=—2vy¢6- In————— dEdg,
v ” Vo "

F
U =8 +¢
— ¢ K = . P A . — ) d,
gz = PrOE=2v0 U[(m—@%f‘]ﬂ st

U . _ ! 2(@x—&)¢
g =210°6 =2y | [ Rparag
F

Zu integrieren ist iiber den Querschnitt F.

III. Koordinatensystem, Bezeichnungen.

1. Am einfachsten legt man ein mit der Erde verkniipftes Koordinaten-
system zugrunde, in dessen X Z-Ebene sich der Querschnitt der Einbettung
befindet. Die X -Achse liegt in der Erdoberfliache, die Z-Achse zeigt hierzu
rechtwinklig nach unten, der Koordinatenanfang kann auf der X-Achse beliebig
gewihlt werden.
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Strenggenommen ist das nicht ohne weiteres zuldssig, denn die Dreh-
wagemessungen beziehen sich auf Koordinaten ()_I _Z—), die nicht mit der Erde,
sondern mit der Niveaufliche _verkniipft sind, da die Z-Achse in Rlchtung der
Schwerkraft liegt und die X-Achse die Niveaufliche be-
rithrt (Fig.1). Die beiden Systeme unterscheiden sich in
der fiir die zweiten Differentialquotienten des Schwerepotentials
belanglosen Lage des Nullpunkts und in der Richtung der
Achsen. Nimmt man den einfachsten Fall an, daf die
Y - Achsen gleichgerichtet sind, so sind die beiden anderen
Achsen gegeneinander um den Winkel 4 der Lotabweichung
gedreht. Zwischen den beiden Koordinatensystemen besteht
dann folgende Beziehung:

Z = cosA.Z —sinl .z, 2 = sind.z + cosi.z

Fiir Kriimmungsgrofe und Gradient ergibt sjch hieraus:

0’U _ 0°U o0*U

9 = 9a - Co 521—{—0 9z -sin2 4,
0*U 0*U 0*'U .
0z0% — gwdz P T gk

wobei die bei ,zweidimensionalen“ Massenanordnungen giiltige Beziehung

0*U  0*U

o + - 92— — O0%*) benutzt worden ist. A ist sehr klein, daher a8t sich
schreiben :
0'U 02U U
07 = a2 T 2h Gaoe
0*U _ 0*U 21 0*U
00z 0x0% 0x?

Man kann theoretisch Fille angeben, in denen die Lotabweichung Werte
annimmt, die nicht vernachlédssigt werden diirfen. In fast allen praktisch vor-
kommenden Fillen jedoch bleibt sie noch unter 0.5. Damit erreicht bei den

2 2
in der Natur vorkommenden Betrigen von L und M keines der 1 ent-
o0x* 0x0z
haltenden Glieder den Betrag von 1 E (1 E6tvés — 10—9cgs), den man
als #uBerste Genauigkeit der Drehwage annehmen kann. Somit kann man
*U__ U &*U *u nd die Berechnungen
0%~ 04 0z07  0xds’ . O g

sind unmittelbar mit den Drehwagemessungen vergleichbar.

unbedenklich setzen:

12U
2
digkeit der Erdrotation]. Dies ist jedoch nicht statthaft, da der Einfluf der Zentrifugal
kraft als bereits wegkorrigiert angenommen ist.

*) Man konnte geneigt sein, bb 2 — 2w? zu setzen [w — Winkelgeschwin-
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2. Folgende Bezeichnungen werden stindig vorkommen:
1 0'U 1 0*U
=5,5 s ¢ = 256 dwor

durch 296 (siehe unten);
Koy Kyiy Gy Gmi: Maxima und Minima von K und G;

K,, G,: die Extremwerte, wenn zwischen Maximum und Minimum nicht unter-
schieden werden muf;

: Krimmungsgrofe und Gradient dividiert

K,, G,: K und G im Koordinatenanfang, wenn dort keine Extremwerte vorliegen ;

Xomas Xmiy Xer Tmar Tmiy Le: Abszissen von K., Kni, Koy, Gmas Gmi, Ge;

X: die Abszisse, wo K durch Null geht, wenn dies nicht im Koordinatenanfang
der Fall ist;

Gx: Betrag von G fir x — X.

Absolutwerte werden wie iiblich durch senkrechte Striche gekennzeichnet.

9, 6: Gravitationskonstante und i)ichteunterschied der Einbettung gegen ihre
Umgebung ;

t, T: die Tiefe, in der die Einbettung beginnt, und die, bis zu der sie reicht;

rm: bel geradlinig begrenzten Querschnitten die Entfernungen vom Aufpunkt
zu den Ecken;

¢n: Gesichtswinkel, unter denen die Begrenzungslinien geradlinig begrenzter
Querschnitte vom Aufpunkt aus erscheinen;

R, @: spezielle Werte von r und @;
oo: Boschungs- und Einfallswinkel der unterirdischen Massenanordnungen.

IV. Geomefrisch @hnliche, spiegelbildlich
gleiche und iiquivalente Massenordnungen, Symmetrieeigenschatten.

1. Die Dimension des Schwerepotentials®) ist [U] = [y 1;—], die Di-

mension der Kriimmungsgrofe also [y;n—s] - Hieraus folgt, da8 fiir geometrisch

shnliche Massenanordnungen 4 und B dieKriimmungsgréfe in einander entsprechen-
den Punkten gleich ist. Das gleiche gilt fiir den Gradienten. K, (x) = Kp (nx),
G4 (x) = G (nx). Diese Tatsache erlaubt, die Bestimmung der geometrischen
Gestalt von der der wahren Grofie zu trennen, ein Vorteil, von dem mehrfach
Gebrauch gemacht werden soll.

2. Bei Massenanordnungen A und B, die in bezug auf die Z-Achse spiegel-
bildlich gleich sind, gelten die folgenden Beziehungen:

Ky () = Kp(—a), G4@ = —Gg(—2a).

*) — Potential der Schwerebeschleunigung.
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3. Horizontal gelagerte, von parallelen Ebenen begrenzte Schichten, die
sich nach allen Seiten ins Unendliche ausdehnen, iiben bekanntlich keine Wir-
kung auf die Kriimmungsgréfle und den Gradient aus. KEine solche Schicht
kann also zu jeder Massenanordnung hinzu addiert- oder von ihr subtrahiert
werden ; Einbettungen, die sich nur durch das Hinzukommen oder Fehlen einer
solchen Schicht unterscheiden, sind dquivalent. Beispiele dquivalenter Massen-
anordnungen zeigt Fig. 2.

Die angefiihrten Beziehungen und Eigenschaften gestatten, verschieden-
artige Einbettungsformen gemeinsam zu behandeln, und erleichtern die Be-
stimmung von deren Lage und Ausdehnung.

4. Threr Symmetrie nach kann man die Einbettungen in drei Gruppen
einteilen : symmetrische, antisymmetrische und asymmetrische.

., B . W

a. symmetrische Anordnung.

b. antisymmetrische Anordnung

S Yau S TR

c. asymmetrische Anordnung.

Fig. 2. Aqulvalente Massenanordnungen.

~

Bei den symmetrischen Massenanordnungen [Fig. 2a, Fig. 3a%), ¢, d]
kann man den Koordinatenanfangspunkt so wihlen, daB der Querschnitt zur
Z-Achse symmetrisch ist. Die Kriimmungsgrife dieser Massenanordnungen hat
dann im Koordinatenanfang ein Extremum, der Gradient geht an dieser Stelle
durch Null. Ferner gilt

K@ = K(—3), 6@ = —G6(—a)

Bei den antisymmetrischen Massenanordnungen liegen zwischen den
Tiefen ¢ und 7' auf der einen Seite der Z-Achse Teile des Querschnitts, wo sich
auf der anderen Seite der Z-Achse Punkte befinden, die nicht zum Querschnitt

*) Die Fig.3a bis h sind nach den spiter angefithrten Formeln fiir K und G be-
rechnet unter Annahme der den Figuren beigefiigten Grifenverhiltnisse. Der Mafistab der
eingezeichneten Einbettung ist nach Tiefe und Breite derselbe, die Einheit ist beliebig.
Bei den Kurven ist die Einheit der Abszisse dieselbe wie bei den Massen, auf der Ordi-

1
natenachse entspricht der Einheit ein Betrag von Z’T’E (1E=1Eotvis=10"9 cgs).
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gehoren, und umgekehrt. Bei diesen Anordnungen geht die Kriimmungsgrofe im
Koordinatenanfang durch Null, und der Gradient hat ein Extremum. Es gilt

K@x) = —K(—2), G@® = G(—a).

Fiir einfache Massenanordnungen, wie die in Fig. 3 angegebenen, sind diese
Sitze leicht zu beweisen und anschaulich zu erfassen. Sie gelten auch fiir
komplizierte Querschnitte, wie man zeigen kann, indem man diese Querschnitte
in geeigneter Weise durch Treppenpolygone annshert.

Kriimmungsgréfe und Gradient asymmetrischer Einbettungen (Fig.2c¢,
Fig.3e, 1, g, b, i) zeigen keine Symmetrie. Kommt die Massenanordnung einer
symmetrischen oder antisymmetrischen nahe, so haben Kriimmungsgrisfe und
Gradient angenihert die diesen Einbettungen entsprechenden Eigenschaften.

Y. Die Bestimmung von K und G aus den Messungsergebnissen.

1. Nur wenn von vornherein das Instrument so orientiert war, daf das

Azimut seiner Anfangsstellung mit der X -Richtung zusammenfsllt, geben die
2 2

U
02— 2y6.K und 0207

2. Meist jedoch wird die Erstreckung der Einbettung am Anfang nicht
schon so weit bekannt sein, daf man das Instrument danach orientieren kann.
In diesem Falle ist folgendermaflen zu verfahren:

Man triagt, wie es bereits seit Eotvos?)?) iiblich ist, den Gradienten als
gerichteten Pfeil in die Karte des vermessenen Gebiets ein und die Kriimmungs-
grofe als gerichtete Strecke. Der Pfeil zeigt die Richtung an, in der sich beim
Fortschreiten auf der (ebenen und horizontalen) Erdoberfliche die vertikale
Komponente (g,) der Schwerkraft am schnellsten &ndert, und seine Linge ist

Messungen die Betrige von = 2y06.G.

gleich der Anderung pro Zentimeter (%Z) Die Strecke zeigt die Richtung

der groften Hauptkrimmung (k) der Niveaufliche, ihre Linge gibt die
Differenz der beiden Hauptkriimmungen (k, —k,). Auf das Vorzeichen der
Kriimmungen mufl hierbei geachtet werden: eine negative Kriimmung ist
stets kleiner als eine positive, auch wenn letztere den kleineren Absolut-
betrag hat.

,Zweidimensionale“ Einbettungen zeigen sich dadurch an, da die Gradienten-
pleile iiberall gleich oder einander entgegengesetzt gerichtet sind, wihrend die
die Kriimmungsgrofe darstellenden Strecken entweder den Gradienten gleich-
gerichtet sind oder mit ihnen einen rechten Winkel bilden. Wihlt man eine der
Gradientenrichtungen zur Richtung der pesitiven X-Achse, so geben die Pfeil-

2 3
005}-(;@ = 296.G oder —a%gvz = — 296.G, je

nachdem, ob die Pfeilspitzen in die Richtung der positiven X - Achse weisen

lingen die Betrige von
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oder entgegengesetzt. Sind Kriimmungsgrofe und Gradient gleichgerichtet,
2

so gibt die Linge der Strecken den Betrag von %—ag = 2906.K, im anderen
2

Falle den von —%—52—]: —2y06. K. .

VI. Graphische und rechnerische Methoden zur Bestimmung
von Lage und Ausdehnung einfacher zweidimensionaler Massenformen.

1. Um die Ubersichtlichkeit in der Darstellung der nun zu entwickelnden
Methoden nicht zu beeintrichtigen, wird von einer ausfiihrlichen Wiedergabe
der mathematischen Berechnungen abgesehen. Die Formeln fiir K und G
werden stets auf die gleiche Weise durch Integration der auf S. 260 angefiihrten
Ausdriicke iiber den Querschnitt F' der jeweils betrachteten Massenform er-
halten. Die Bestimmung der Extremwerte, der zugehérigen Abszissen usw.
wird nur dann genauer angegeben, wenn ein von dem iiblichen Weg abweichen-
des Verfahren besonderen Vorteil bietet.

2. Die Aufgabe ist nun folgende. Aus dem Verlauf von K und G soll
der Ort, die Tiefe und die Form der Einbettung bestimmt werden. Zuerst kann
man den Ort festlegen, indem man ein Koordinatensystem mit der Masse ver-
kniipft und die Lage dieses Systems zu den Abszissen bevorzugter Punkte der
Kurven feststellt, Tiefe und Form werden sodann aus weiteren Nullstellen und
Extremwerten gefunden.

Bei Querschnitten mit geradliniger Begrenzung hingt die Kriimmungs-
grofe eng mit dem Gesichtswinkel zusammen, unter dem die Begrenzungslinien
vom Aufpunkt aus erscheinen, der Gradient steht im Zusammenhang mit den
Verhiltnissen der Entfernungen von den Ecken zum Aufpunkt. Diese Be-
ziehungen weisen auf den Weg zum einfachsten Verfahren.

AuBer dem Orte der Einbettung enthalten die Falle 4, B, C (Kreis-
querschnitt, senkrechte Stufe, senkrecht aufsteigender Spalt) zwei, die Falle D,
E, F (rechteckiger Querschnitt, schiefe Stufe, schief aufsteigender Spalt) drei
zu bestimmende GroBen. Es wird sich zeigen, da man in den erstgenannten
Fallen mit der Kriimmungsgrofie oder dem Gradienten allein auskommen kann,
wihrend in den komplizierteren Fillen wegen des Auftretens der dritten
Unbekannten nur eine gemeinsame Verwendung von Kriimmungsgréfe und
Gradient auf einfachem Wege zum Ziele fiihrt.

3. Die scheinbar regellose Abwechslung von graphischen und rechnerischen
Methoden hat ihren Grund darin, daB8 sich jedes Verfahren auf einen Spezialfall
bezieht und jeder Spezialfall seine besondere Eigenheiten aufweist, deren geschickte
Benutzung wesentliche Vereinfachungen mit sich bringt. Es soll weder ein An-
spruch auf restlose Vollstindigkeit erhoben sein, noch soll behauptet werden,
daB in allen Fillen die vorteilhafteste Methode tatsichlich gefunden ist.
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A. Kreisformiger Querschnitt (Fig. 3a). 1. Die Z-Achse moge durch
den in der Tiefe ¢ liegenden Mittelpunkt des Querschnitts gehen. Der Radius
des Kreisquerschnitts wird mit H bezeichnet.

p) o —t 2 2 2
K= Hx=m - ot rfP=x4t. ... (1)

X =t oo 3)
| Xpa | = VBt = 178208, . . . ... . ... (4)

1
| = o=t =0B878.t, . . ... ..... 5
B | e | V3 t t (5)
H:V%.VIKmﬂ.t:0.564.V[Kmi\.t, ....... (8)
H=V§.vfm.t:1.5gs.vm.t, e @
= 8 VTGt = 0700 VTG 8
H_ngg‘n VIGe|.t =0700.V[G|.t .. .... ®)

Die Bedeutung von X, X,., 2, usw. ist auf S.262 angegeben.
Man bestimmt zuerst aus einer der Formeln (3) bis (5) die Tiefe ¢ und dann aus
einer der Formeln (6) bis (8) den Radius H. Hiermit ist der Querschnitt bekannt.
Im Prinzip sind KriimmungsgroBe und Gradient gleichwertig. Jedoch
werden in der Praxis die Formeln (5), (6) und (8) den anderen vorzuziehen
sein, da die in diesen Formeln auftretenden Grofen sich genauer messen lassen.

P 2. Der kreisformige Querschnitt verlangt folgende
S " I Bezwhungen
[ X || Xmal| s || =1:1732:0578, . . (9)
| Kpi |t Kot |G| = 1:0.125:0.650. . . (10)
z Sind diese Proportionen nicht erfiillt, so kann kein kreis-
Fig. 4. formiger Querschnitt vorliegen.

B. Senkrechte Stufe (Fig. 3b, Fig. 4). 1. Die.Lage der Koordinaten
und die Bezeichnungen zeigt Fig. 4.

1

Uber dem senkrechten Abfall der Stufe ist K — 0, G hat ein Maximum.
*) Im BogenmaB.
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Zur Bestimmung der Tiefen ¢ und 7' berechnet man:

Gpa = 1n§ — 2.303. 1og(10,§ e 4)

Aus (3) und (4) konnen ¢ und I’ bestimmt werden.

2. Nikiforov®) verwendet die Stelle 1,, an der G = ?/, G, ist. Man
tindet | ®y,| = t.7 = |X,|. Man kann somit die beiden Tiefen auch aus
dem Verlauf des Giradienten allein ebenso einfach finden wie mit Heranziehung
der Kriimmungsgrofe.

Nach Fig. 8b scheint es, als sei | K,| = '/, Gy,,.  Dies ist jedoch nicht
der Fall, denn G, kann bei kleiner werdendem ¢ unbegrenzt wachsen, wihrend

t
K, nicht grofer werden kann als -;E =— 1.571. Solange 0.5 <C T =1 ist

stimmen | K, | und !/, Gy, bis auf einen Unterschied von weniger als 2 Proz.
iiberein. In diesen Fillen kann man G, =~ 2| K, | annehmen.

Wenn die Bezithung | X, | = |, | nicht erfiillt ist, kann eine senkrechte
Stufe nicht vorliegen.

C. Aus unendlicher Tiefe senkrecht aufsteigender Spalt (Fig. 3¢, Fig. 5).
1. Die Z-Achse ist Symmetrieachse des Querschnitts. Bezeichnungen siehe Fig. 5.

SR K= —q@, .......... (1)
NI |t G —Tn'2 . ... ... ... (2)
rl
26 Im Koordinatenanfang ist G — 0, K hat ein Minimum.
Zur Bestimmung des Querschnitts berechnet man:
2 | Ki| =@, . . . o ... 3)
Fig. 5.
8 EAESE A 4)

Aus @ und R lassen sich die Tiefe ¢, in der der Spalt beginnt, und seine
Breite 20 berechnen:
D D
t:RCOS§', ‘)b—stlng
L]

2. Man kann mit der Kriimmungsgrofe allein auskommen. Sucht man
nimlich die Abszisse | Xy, | der Punkte, in denen die KriimmungsgroBe den

halben Extremwert aufweist, so findet man |Xy,| = R = |xe]

Im allgemeinen ist | K,; | 3= 2 | G, |. Ist jedoch 1.5 < < oo, 80 kann

man mit hinreichender Genauigkeit | K,; | =~ 2 | G| setzen (Fehler < 2 Proz.).
Wenn die Beziehung |z,| — | Xy, | nicht erfiillt ist, kann ein aus unend-
licher Tiefe senkrecht aufsteigender Spalt nicht vorliegen.
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D. Rechteckiger Querschnitt (Fig.3d, Fig. 6 bis 11). 1. Die Z-Achse
ist Symmetrieachse, die iibrigen Bezeichnungen sind aus Fig. 6 ersichtlich.

K= @, — @y - - -« .. ... .. 1)
G —Inls oL )
To-Ty

Im Koordinatenanfang ist ¢ — 0, K hat ein Minimum.
2. Es sind die Tiefen ¢ und 7, zwischen denen sich die Einbettung er-
streckt, und die Breite 2b der Einbettung zu bestimmen. Dies geschieht am

P 0 p einfachsten, indem man zunichst die geometrische Form

e des Querschnitts bestimmt und dann die Bestimmung der

¢ </ s ¢ wahren GroBe vornimmt. Bezeichnet man %, %, %"
4 & mit ¥, T#% rk, so gilt:

A ) K=¢@, —@g. - .. ... (1%)

Fi;& G — In %:_Zt ........ (2%)

Zunéchst sind nur die beiden Grofen ¢* und 7'* zu bestimmen.

3. Wihrend bei den bisher betrachteten Querschnitten die Benutzung der
Krimmungsgrofe keinen besonderen Vorteil vor der Verwendung des Gradienten
hatte, ist sie zur einfachen Bestimmung des rechteckigen Querschnitts unerldB-

lich. ist:
ich. Es is IKmil — 28 . .. 3)

wobei ¢ den Gesichtswinkel bedeutet, unter dem die senkrechten Seiten des
rechteckigen Querschnitts vom Koordinatenanfang, d. i. der Abszisse des Null-
wertes von G- und des Minimums von K, aus erscheinen. Der Winkel & ordnet
jedem Wert von I'* einen Wert von ¢* eindeutig zu und reduziert somit die
zweifach unendliche Anzahl von Moglichkeiten auf eine einfach unendliche Zahl
mit dem einen Parameter 7'*.

Jedem Wertepaar (7%, t*) oder, was dasselbe bedeutet, jedem Wertepaar

(| Kmi|, T*) entsprechen eindeutig bestimmte Werte von | G|, |2} | = libel

und | X*| = %I Die Beziehungen zwischen | K, |, 7% und | G|, 7|, | X*|

sind in den Diagrammen b, d, e der Fig. 7 derart wiedergegeben, daf auf der
Ordinatenachse | K,,; | abgetragen ist, auf der Abszissenachse jeweils | G|, | z}],
| X*|; Kurven sind gezeichnet fiir verschiedene Werte von 7'* (7% — 0.1;
0.3; 0.5; 0.7; 1; 1.5; 2; 3; 4; 5; 7; 10; oo). Aus den in den Diagrammen d
und e abzulesenden Werten von |«}| und | X*#| wurde Diagramm ¢ berechnet,
*
das in gleicher Weise die Beziehung zwischen | K,;|, T* und !i;—]l [: %}%%l—l]
wiedergibt. Diagramm a bringt die Beziehung zwischen | K,;|, T* und ¢*
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Fig.7. Zur Bestimmung rechteckiger Querschnitte.
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4. Zur Bestimmung der geometrischen Gestalt der Einbettung dienen die
Diagramme a und b oder a und c, je nachdem aufer | K,,; | der Wert von | G|
oder der von Im—);il aus den Messungen abgelesen werden kann. Meist wird man
der groferen Genauigkeit wegen | G| vorziehen. Aus Diagramm b bzw. Dia-
gramm ¢ liBt sich unmittelbar der den Wertepaaren (| K|, | &.|) bzw.
(| Kol Im};]l) entsprechende Betrag von 7'* ablesen. Den Wert von %, der
dem so gefundenen Wert von 7* und | K | entspricht, liest man in Diagramma ab.
So sind T'* und #*, d. h. die geometrische Gestalt des Querschnitts, bestimmt.

Die wahre Grofe findet man mit Diagramm d oder Diagramm e. Da T#
bereits bestimmt ist, kann man den dem Wertepaar (| Ky; |, T*) entsprechenden
Betrag von |xf| oder |X*| ablesen. |z, oder | X| kennt man aus den
Messungen. Dann findet man b, 7’ und ¢ aus den Gleichungen b — ||mi: = 1-%{_*%,

. T
T —=0.7T% ¢t = b.t* Hiermit ist der Querschnitt vollstindig bestimmt.

5. Die Herstellung der Diagramme geschieht teils auf rechnerischem, teils

auf graphischem Wege. Berechnet werden:

Diagramm a nach der Gleichung
* = tg{arctg T* — &} — tg {arctg T* — [ | Kmi]}, - - - . - 4)
Diagramm d nach der auf iiblichem Wege erhaltenen Gleichung
w = o (T* )+ VT 4 1 14T, 8T 1 8181 16} . . ()
unter Benutzung der aus Diagramm a abzulesenden oder nach (4) zu ermitteln-
den Wertepaaren (T'%, %),

Diagramm b berechnet man, indem man die fiir Diagramm d bestimmten
Werte von «f in Gleichung (2%) einsetzt,

&) A ]

s o, _I,_,\_'__.
% >.o

X"
B £ 1%
5 Z 3 x*_J
7 / !

A 0 A
Fig. 9. Fig. 10.

Diagramm e dagegen erhilt man auf rein graphischem Wege. Indem man
die Dreiecke BPC und BOC (Fig. 6) so weit nach unten schiebt, da B C mit
AD zusammenfillt, erhilt man Fig. 8. Der Punkt 0 ist in die Punkte O, und
0, zerfallen, die auf der Z-Achse liegen und die Entfernung I'* und #* von AD
haben (Lange von AD: 2b* — 2). P zerfillt in die Punkte P, und P,, die
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ebensoweit von der Verlingerung von AD entfernt sind. Die Winkel ¢, und
@, haben ihre Scheitel in P, und P,, sie sind Peripheriewinkel der durch
D, 4, P, und D, A, P, hindurchgelegten Kreise, die geometrischen Orter der
Winkel ¢ = ¢, und ¢ = ¢, Fiir die gesachte Abszisse | X*| ist K = 0,

@, = @y = @; P, und P, miissen auf demselben Kreise liegen, wie in Fig. 9
angedeutet. Dann ist P, 0, — P,0, — | X*|. Hieraus ergibt sich die in
Fig. 10 angegebene einfache Konstruktion der Werte | X*|. Man nimmt zwei

beliebige Werte von 7'* und #* (oder zwei beliebige Werte von |K,,; | und I'*
und bestimmt den entsprechenden Wert von ¢* aus Diagramm a bzw. konstruiert

180°
ihn, indem man an DO, (Fig.8) den Winkel ¢ = /| K,y | o antragt),

markiert die Punkte O, und O, auf der Z-Achse, sucht die Mitte O, von O, 0,, zieht
die Parallelen zu A D durch O, und O,, nimmt O, 4 — ¢ in den Zirkel und sucht
den Punkt (P,), der auf der Parallelen durch O, von O, den Abstand e hat bzw.
ebenso auf der Parallelen durch O, den Punkt P, P,0, = P,0, — |X*|
Die Herstellung von Diagramm c ist bereits angedeutet.
6. Ein grofier Vorteil des Verfahrens liegt darin, da8 man es leicht auf

solche Fille iibertragen kann, wie sie in Fig. 11 angefiihrt sind und die in der
¢ Natur z. B. durch einen Salzhorst mit Anhydrithut verwirklicht

werden. Es treten zwei Dichteunterschiede ¢, und g, auf. Als-
% dann ist
o, e 1 0*U
K:‘Zydx” = (6, —06u)P; —GuPyy - - - - - . (1a)
4 — 1 0*U Ty r
. _— ——— == . 2 J— l 4L (2 a)
Fig. 11. & 2y 0xdz 0y - In r, (6, — 0u) nrl

Die Berechnung der Diagramme a, b, d wird etwas komplizierter. Die
graphische Herstellung von Diagramm e ist so abzuindern, daB die Punkte P,
und P, nicht mehr auf ein und demselben Kreise liegen, sondern auf zwei
Kreisen, zwischen deren Peripheriewinkeln ¢, und ¢, die Proportion besteht:
@@, = Gy: (6, — 6y)

Die Verwendung der Diagramme zur Bestimmung der Einbettung bleibt
dieselbe.

E. Schiefe Stufe (Fig.2¢, Fig.3e, f, Fig. 12, 13). 1. Bei dieser asym-
metrischen Massenanordnung geht die Kriimmungsgréfe im Endlichen einmal
durch Null und hat zwei Extreme, der Gradient dagegen geht im Endlichen
nicht durch Null und hat nur ein Extremum. Sie verhalten sich also #hnlich
wie bei antisymmetrischen Einbettungen.

Es geniigt, schiefe Stufen mit spitzem Boschungswinkel o zu betrachten.
Die Z-Achse wird so gelegt, daf sie durch die Mitte M der Boschung hindurch-
geht (Fig. 12). Dann kann man aus Fig.2¢ in Verbindung mit der Bemerkung
iiber spiegelbildlich gleiche Massenanordnungen (S.262) folgende Beziehungen
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ableiten, die den Fall eines stumpfen Boschungswinkels auf den eines spitzen

zuriickfihren. Ko(#) = — Kn—a(—@), « o oo 1)
K, ()= —Ky(—=x), . . .. ... .. ... (1a)

Goal@) = + Grooa(—2) oo @)

Gr_o®) = + Go(—2x) . . . . . .. ... .. (2a)

Diese Umformung ist vorzunehmen, wenn fiir negative X-Werte A und G
positiv sind und fiir positive X-Werte K negativ und G positiv ist, wihrend

, . fiir spitze Boschungswinkel K und G sich verhalten miissen,

o= % wie Fig. 3e, [ angibt.
7 u % 2. Es ist (Bezeichnungen siehe Fig. 12):
7]

i K:sina{sina.qp—cosu.ln-@}: NN )

r4 . 7y
Fig. 12. G = sina{sinu.ln;’— + cosa.@} . . . (4)

1
Auf dem iiblichen Wege erhilt man die Abszissen der Extremwerte von K und G:
e = L= (5)
m = 5Tt g CO o o

| X,| = Y, VATt + (I — ). cotg’a . . . . . . (6)

Aus Formel (6) erkennt man: Die Mitte [0] zwischen den Abszissen X,,, und
X, der Extreme der Kriilmmungsgrofe liegt iiber der Mitte M der unterirdischen
Boschung. Ist hiernach die Lage des Koordinatenanfangs gefunden, so miissen
noch die Tiefen 7' und ¢ und der Boschungswinkel o bestimmt werden.

3. Hierzu ist es vorteilbaft, zunichst nur die geometrische Gestalt, d. h. das
Verhiltnis der Tiefen, ¢* :%, und den Boschungswinkel zu suchen und spiter
erst die Tiefen selbst zu bestimmen. Eine hervorragende Rolle spielt dabei
der Punkt #+ — X, in dem die KriimmungsgréBe durch Null geht.

Es seien Gy, R,,, @ die Werte, die &, r,, ¢ in diesem Punkte annehmen,
e sei der Abstand der Abszissen der Extreme von K, ¢ = | X,,, — X,y5|- Es
wird ein Diagramm (Fig. 13a) hergestellt, das die Beziehungen zwischen

Gx (%i’—), x—'g—a , o, @, t* angibt. Die aus den Messungen abzulesenden Werte
1

Gy und % sind auf den Koordinatenachsen abgetragen, Kurven sind ge-

zeichnet fiir verschiedene Werte von o, @, t* (x = 0° 5% 10° ... 90°;
@ — 0° 15°% 30° ... 180° #* — 0.025, 0.050, 0.075, 0.1, ... 2.8, 0.35,

0.4 ...0.7 0.8, 0.9). %l ist auf der Ordinatenachse an der rechten Seite des

1

Z .
Diagramms abzulesen. Zu jedem Wertepaar <GX, 2“) findet man also un-

Zeitschrift filr Geophysik. 3. Jahrg. 18
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mittelbar alle die geometrische Gestalt der Einbettung charakterisierenden GréBen,
z. B. das Wertepaar (%, «) oder das Wertetripel (%, D, oc)-

1
Diagramm b dient zur Bestim-

T iy
__'2__‘ ‘ 2 mung der wahren Griofie. Auf den
- >
B 3 | . ) %
T “I Koordinatenachsen sind ¢* — — und
AN !
N x ;
,\&\K) e = ar, = ’an abgetragen, Kurven sind
X3 \‘-—é\ o gezeichnet fiir die oben angegebenen
|57 iz
B RS Werte von ¢* und . Da t* und o
TN 3 AN % bereits bestimmt sind, kann man die
7] BN 3[5.] D ;
_onL[F\HA:_:_-I R jedem Wertepaar (t*, &) entsprechen-
44, | 0F iZ:E‘i = u
SO b Db & P Lo den Betrige von e* oder ), ablesen.
< . e und z,, sind aus den Messungen
g P . .
2  bekannt. Man erhilt schlieBlich
. € @
CE\'!OE'**— & T:—:—n}i,t:Tt* Hier-
& @ QLITEL WV T ™ Y * pre) e a
I O R B | L L UQ‘:_ ‘8 G i 5 ]n.a’ o %
 °5) o) ] o P EEE o = mit _1st die Einbettung vollstindig
A\ B AT TS 13 < 2 bestimmt.
: 0 . ;
e . N g 2 4. Die Herstellung der Dia-
T~ Y 1+, s . . .
2) . Al Urel S § gramme geschieht teils auf graphi-
Y : 7 = y o 2 . -
A\ s WP % schem, teils auf rechnerischem Wege.
X . AT M Fir £ — X erhilt man aus den
v \ 5 P
o / \ ;’i— & Gleichungen (3) und (4):
Z i f o § R
& ) : S % In=2:0 — sinw:coset, . . . (7)
VRN ! E'D Rl
£ - . o B
d ] ey In ~% — k.sinee, @ =k.cosw, (7a)
T W W by 1
= T < .
N U‘. Gy ="Fk.sing . . ..... (8)
N s AN L Folglich ist
i N2 J U‘ Vi (
M . (A Gy=1In =2, . . ... (9)
L--\ ‘\ - ‘ll _Q’- Rl
S < ¥ I G
"I 1k 4 kY = X ... (Ya)
= A N : R
utns\\"i-.c’ RV ~ [N ~1
oekn| peal || T TTTE 3 E D — Gy.cotge, . . .. (10)
& o~ - < D
i cotgor = R AR (104a)
r

. . o . B
Gibt man einen beliebigen Wert von Gy vor, so ist nach (9a) —R—g fest-
1
gelegt.  Gibt man ferner einen willkiirlichen Wert von @ vor, so ist nach
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(10a) der Winkel ¢ bestimmt. Durch Auflosung des Dreiecks A BP (Fig. 12),
die am schnellsten und hinreichend genau graphisch vorgenommen wird, erhalt
man die dem Wertepaar (Gy, @) entsprechenden Werte von t*. Weiterhin
berechnet man:

(A=t
e o 7 VA 11
T - cotg e, (11)
¢ = 2| X7 = V4 + 1 — 2. cotg®at, . . . .. (12)
X i
ma __ Tma 13
e e (13)

Das Einzeichnen der @-Kurven in das Diagramm a bereitet nun keine
Schwierigkeiten mehr. - Benutzt man Gleichung (10a), so kann man die Schnitt-
punkte der ¢-Kurven mit den @-Kurven berechnen und die o-Kurven einzeichnen.
Bei den ¢t-Kurven dagegen muf man vorgehen wie bei Hohenlinien: die hinreichend
vielen Wertepaaren (Gy, @) entsprechenden, durch die graphische Auflosung
der Dreiecke A BP gewonnenen Werte von ¢* werden neben die betreffenden
Punkte der @-Kurven geschrieben und dann die ¢*- Kurven nach Augenmal
dazwischengelegt.

Die Berechnung der ¢*- und o-Kurven fiir Diagramm b geschieht mit Hilfe
der Gleichungen (11) und (12). Diese gestatten, zu vorgegebenen Werten von
t* und o die entsprechenden Werte von ¢* und 2%, zu bestimmen.

F. Aus unendlicher Tiefe schief aufsteigender Spalt (Fig. 3 g, b, i, Fig. 14,

15). 1. Die Z-Achse soll die obere, horizontale Begrenzungslinie des Quer-
schnitts halbieren (Fig. 14). Es geniigt, den Winkel o spitz anzunehmen, da
bei stumpfem o die der Einbettung mit dem spitzem Winkel = — ¢ spiegel-
bildlich gleiche Massenanordnung vorliegt, die sich nach

p g x der Bemerkung auf S.262 auf eine Anordnung mit spitzem
5 % * o zuriickfiihren liBt.
(]

2;' 2. Es ist (Bezeichnungen siehe Fig. 14):
4 K:—sm(x{gma @ —cose.ln 2} ~~~~~~ 1)
"
z
Fig. 14. G = sinoc{sinoc.ln;2 +cose.} ... (@)

1
Hieraus 1aBt sich noch folgende Beziehung ableiten, die zwischen der unter

dem Winkel ¢ und dem Winkel ——2 — o aufsteigenden Masse besteht:

K, a(x) = —cotge. Go(—),. . . . . . . ... 3)

2
Gn  (#) = —cotga. Ko (—a) . . S “)
7%
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Hiernach konnen Massenanordnungen mit dem Winkel ¢ auf solche mit dem
Winkel —g—a zuriickgefithrt werden, so daB nur noch Béschungswinkel von
weniger als 45° zu betrachten sind. Da hiermit kein grofer Vorteil erzielt
wird, soll davon abgesehen werden.

Eine andere Folgerung aus den Gleichungen (3) und (4) ist wichtiger.
Da der Verlauf der Krimmungsgriofe der einen Massenanordnung bis auf
einen konstanten Faktor (— cotge) mit dem an der Ordinatenachse gespiegelten
Verlauf des Gradienten der anderen Massenanordnung iibereinstimmt, lassen
sich alle Satze, die fiir den Gradienten abgeleitet werden und sich nicht
auf dessen Grofe und Vorzeichen und die Richtung der X-Achse beziehen,
unmittelbar auf die KriimmungsgroBe iibertragen, und umgekehrt gelten solche
fir die Kriimmungsgrofe abgeleiteten Satze ohne weiteres fiir den Gradi-
enten.

3. Bei allen bisher betrachteten Massenanordnungen konnte die Lage des
Koordinatenanfangs aus den Symmetrieeigenschaiten erkannt werden, selbst bei
der schiefen Stufe lag in bezug auf die Abszissen der Extreme von K eine Art
Symmetrie vor. Im vorliegenden Falle ist dagegen im allgemeinen keinerlei
Symmetrie zu erkennen.

Nikiforov?®) hat ein Verfahren entwickelt, nach dem man aus dem Ver-
lauf des Gradienten — die KriimmungsgroBe wird nicht beriicksichtigt —
den Koordinatenanfang finden kann. Es sei G, der Wert von G im Ko-
ordinatenanfang. Dann 148t sich durch Rechnung beweisen, daf folgende
Gleichung gilt:

Dieser Satz kann unmittelbar auf die Kriimmungsgrofe iibertragen werden,
und es ist also:

Man braucht nur die Extremwerte des Gradienten oder der Kriimmungsgrofe
algebraisch zu addieren und die Abszisse zu suchen, fiir die der (iradient oder
die Kriimmungsgrofe einen der Summe gleichen Betrag hat. Die Konstruktion
ist in Fig.2g, h, i durch punktierte Linien angedeutet.

Das Verfahren ist nicht eindeutig, denn sowohl fiir den Giradienten als
auch fiir die Kriimmungsgrofie gibt es zwei Abszissen von der verlangten
Eigenschaft. Es ist nicht schwer, die richtige herauszufinden, und ganz sicher
geht man, wenn man bedenkt, daB die Gleichungen (5) und (6) gleichzeitig er-
fiilllt sein miissen und daher nur die Abszisse die richtige ist, die man auf
beiden Wegen erhilt.

Wenn aus den Messungsresultaten keine Abszisse gefunden werden kann,
fir die G = G, + G und K — K, + K,; ist, so kann ein schief auf-
steigender Spalt nicht vorliegen. "
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4. Zur Bestimmung der geometrischen Gestalt der Einbettung lassen sich
folgende Glelchungen aus (1) und (2) ableiten (Bezeichnungen siehe Fig.14):

cotg e — I?:’ ............. (7)
® = [1 i (%‘:‘)2]1{0 ........... (8)

@
Aus @ liaBt sich t* — % berechnen nach der Formel #* — cotg ="

Besondere Beachtung verdient der Fall @ — 45°% Dann ist der Verlaut
von Kriimmungsgrofie und Gradient spiegelsymmetrisch, & (z) — K (— r),
H(z) = G(—ux), und es ist I{; = G

0

o7 i
;b )
/i T Lt
i ]
G [ /‘/ i e 50/
/ILILI | T w
.| 9 ] . = — 4/47/ ,//./I,/_/J
o 3 [+ 33 B e g | // o6l
i ] f /// — T
! — = e ot
| i B o = et i e =
214 | g %3l cis TR fa»-—i
2*2'4 : : %Q’?//’/:___/F,_I‘f 780"
3T 309 = — Fe— —r
/|2 T | _Jﬂ_n_f_ar—lr—“ =
7 & e O E— ey 5 = | B
(7] z’: 3 ::f e o e e et el | I =0 f!?ﬁf
O T2 3 4485 6 2 & & w2 13 4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
—e™E"

Fig. 15. Zur Bestimmung des schief aufsteigenden Spaltes.

5. Die wahre Grofle findet man mit Hilfe des Diagramms Fig. 15. Dieses

*

stellt die Beziehungen dar zwischen t# (@), ¢t — g = |y i W

b b
bzw. E* — X¥ — X¥;, und ¢ {* (@) und ¢* bzw. E* sind auf den Achsen
abgetragen, Kurven sind gezeichnet fiir verschiedene Werte von o.

* |
_mmil -

Hat man & und ¢* bestimmt, so kann man ¢* oder K# ablesen. ¢ oder

E
E kennt man aus den Messungen. Dann ist b — i = T t = b. %
¥
6. Die Herstellung des Diagramms kann auf Grund einer Berechnung von

Nikiforov?®) graphisch erfolgen. Nach Nikiforov ist:
g DY P L0 Ll sommmme s 2 C)

Lo VN, 9%
V + Smoc S

und wegen der aus (3) und (4) gezogenen Folgerung ist K} — %
2

Hieraus erhilt man
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Einen Weg zur Konstruktion zeigt Fig. 16, die hieraus abgeleitete
praktische Ausfihrung ist in Fig. 17 angedeutet. Zu jedem Werte von o,
gehort ein Punkt

£* M, Die Betrige
2
t* M * oF
) Sinat von 5 die den
A p*1| 1+ /P . .
verschiedenen Win-
keln o, und den
(4 . .
q verschiedenen Tie-
Fig. 16. fen ¢, entsprechen,

o konnen direkt .ab-
gegriffen werden: 5 (ot ) == M, », wobel n den mit der Zahl n bezeichneten

Punkt auf dem Strahl o =— o, bedeutet.

VII. Vergleich zwischen ,,zweidimensionalen<
und rotationssymmetrischen Massenanordnungen (Fig. 3a, Fig. 18).

1. Die meisten der in der Natur vorkommenden Einbettungen liegen
zwischen zwel Extremen: den ,zweidimensionalen“ Massenanordnungen, die in
einer der horizontalen Richtungen unendlich weit ausgedehnt sind, und den
(in bezug zur Z-Achse) rotationssymmetrischen Massen, bei denen sich keine
der horizontalen Richtungen von den anderen unterscheidet. An einem leicht
zu behandelnden Beispiel soll der Unterschied
im Verhalten von Kriimmungsgréfe und Gradient
bei den angefilhrten Arten von Einbettungen
gezeigt werden.

Wenn man die geoditische Bedeutung von
Kriimmungsgrofe und Gradient heranzieht, kann

Fig. 18. man von vornherein sagen, dal der Gradient
qualitativ den gleichen Verlauf hat bei rotations-
symmetrischen Massenanordnungen, die durch Rotation des Querschnitts einer
zweldimensionalen Einbettung entstehen, wie bei dieser selbst. Der Verlauf
der Kriimmungsgrife wird in seinen Hauptmerkmalen (Anzahl der Maxima und
Minima) ebenfalls bei beiden Arten von Massenformen iibereinstimmen, jedoch
wird die Anzahl der Nullstellen nicht die gleiche sein, und der Betrag des
Extremums im Koordinatenanfang ist stets Null.

Als Beispiel werden die zweidimensionale Anordnung mit Kreisquerschnitt
(S. 267, Fig. 3a) und die kugelférmige Einbettung betrachtet. Fiir die Kugel
ist, wenn der Aufpunkt auf der X-Achse liegt,

4 1
U= 3 Hsn'y67, r? = 2% 4+ ¢,
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Kriimmungsgrée und Gradient sind fiir Punkte der X-Achse gegeben durch:

_ L (@U_PU oy, U 1
"2_7’—6<W_d—y_2,>—211”75: <m_0>,..‘ )
= rU_ 5, T S 2
= vyagion = "M (G =) @

Der Verlauf vou K und G ist in Fig. 18 wiedergegeben. Auf dem iiblichen
Wege erhilt man:

|X| = [Xps| =0, . . . .. ... 3)
| Xa| = 08178, . )
|[we| = 0.5.¢,. . . . . .. ... ... (5)
...................... (6)
3
H=0949 VK. .t, . . . . . ... ... )
3
H=0828.V|G|.t ........... (8)

Die Bezeichnungen sind dieselben wie auf S.267, entsprechende Gleichungen
sind gleich numeriert. Eine der Gleichung (6) entsprechende Gleichung existiert
nicht, da bei rotationssymmetrischen Massen die Kriimmungsgrofe im Koor-
dinatenanfang gleich Null ist.

2. Im allgemeinen sind die rotationssymmetrischen Fille und in erhthtem
MaBe alle anderen dreidimensionalen Massenanordnungen schwerer zu behandeln
als die zweidimensionalen. Daher wird man oft die Formeln und Methoden,
die eigentlich nur fiir zweidimensionale Massenformen giiltig sind, auch auf
dreidimensionale Einbettungen anzuwenden versuchen. Wieweit dies moglich
ist, soll an dem folgenden Beispiel erlidutert werden.

Uber dem Meridianschnitt einer kugelformigen Einbettung sei mit der
Drehwage der Verlauf von K und G bestimmt, und man mioge — entsprechend
der Fig. 18 — folgende Werte erhalten haben: X, — 0.871, z, — 0.3,
K,,—=0.371, |G, = 0.572. Dann ist in Wahrheit, wie man aus den fiir die
Kugel abgeleiteten Gleichungen berechnet: ¢ — 1, H =— 0.682. Berechnet
man aber nach den entsprechenden auf S. 267 angegebenen Formeln, so
ergibt sich:

Bei Verwendung der Kriimmungsgrofe [Formel (4) und (7)]:

t = 0472 (Fehler 53.8 Proz.),
H — 0.458 (Fehler 32.3 Proz.),

bei Verwendung des Gradienten [Formel (3) und (8)]:
t — 0.866 (Fehler 13.4 Proz.),

H — 0.458 (Fehler 32.3 Proz.).
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Wie man sieht, sind die fiir den zweidimensionalen Fall abgeleiteten
Formeln bei der rotationssymmetrischen Anordnung nur mit Vorbehalt anzu-
wenden; allein der Gradient bringt einen brauchbaren Wert fiir die Tiefe des
Mittelpunktes, fiir die Bestimmung der Grife der kugelfsrmigen Einbettung
bietet er vor der Kriimmungsgrofe keinen Vorteil. Der Ort der Einbettung
wird immer richtig gefunden.

Dies gilt natiirlich nur, wenn man die Formeln des einen Extrems auf das
andere anwendet. In der Natur werden sich viele dreidimensionale Ein-
bettungen finden, die sich so behandeln lassen, als ob sie dem zweidimensionalen
Falle entsprichen. Dies ist der Fall bei nahezu horizontal gelagerten, sehr
langgestreckten Massen, deren Querschnitt iiberall fast der gleiche ist.
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